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Introducao: Processamento Digital de Sinais (DSP)

Objetivo Principal
» Processamento de informacao (sinal) utilizando ferramentas computacionais.

» Processamento pode significar: armazenagem, modificacdo, compactagdo, segregacao, etc.

Mecanismo
» Sinais “naturais” podem ser vistos como fun¢des com dominio € imagem continuos.
» Processamento digital requer a DISCRETIZACAO do dominio e da imagem da fungio.

» Sinais sdo transformados e manipulados como SEQUENCIAS numéricas.

Vantagens do Processamento Digital
» Repetibilidade e realizacao mais facil de operagcdes matematicas intrincadas.

» Disponibilizacao de ferramentas poderosas para filtragem, interpolacao, detec¢ao, predi¢ao e
estimacdo de sinais.

Desvantagem do Processamento Digital

» A discretizagao do dominio e imagem acarreta PERDAS (controlaveis) de informacao.
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11.
1il.

1v.

vi.
Vil.
viil.
1X.
. Transformada Répida de Fourier (FFT);
Xi.

Xi1.

Ementa do Curso

. Sinais e Seqiiéncias (classificacdo);

Quantizacao Escalar Uniforme;
Sistemas (tipos, representacoes e propriedades);

Transformada-Z (defini¢cao e propriedades);

. Resposta em Freqiiéncia;

Transformada de Fourier de Sinais Discretos (DTFT);
Representagdo por Estados;
Teorema da Amostragem:;

Transformada Discreta de Fourier (DFT)

Nocgoes de projeto de filtros digitais;

Estimacdo de sinais e parametros;
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e Livros:
— A. V. Oppenheim, R. W. Schafer, Discrete-Time Signal Processing, Prentice-Hall, 1989.

—J. G. Proakis, D. G. Manolakis, Digital Signal Processing: Principles, Algorithms and
Applications, 3rd edition, Prentice-Hall, 1987.

— S. Haykin, B. Veen, Sinais e Sistemas, Bookman Editora, 2001 (em Portugueés).
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e Material de Apoio
— Slides do Curso (Pagina na Web)

— Matlab, Octave, Scilab ou outra ferramenta computacional
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Avaliacao de Desempenho no Curso

e Exame Escrito 1: peso 50% (29 de janeiro de 2026).
e Exame Escrito 2: peso 50% (05 de marco de 2026)

Atribuicao de Conceitos a Nota Final (/V F'):
A: NF > 8 5.

B:7,0< NF <=8,5.
C:5,0< NF <=1,0.
D:3,0< NF <=5,0.
E: NF <= 3,0.
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» Defini¢ao de Sinais

» Classificacdo de Sinais
» Sinais Basicos

» Propriedades de Sinais

» Operagdes com Sinais

Sinais
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Definicao de Sinais

Um sinal é uma funcdo, cujo DOMINIO pode ser:
» um subconjunto dos niimeros naturais N = {1,2.3, ... };
» um subconjunto dos ndmeros inteiros Z = {..., —2,—1,0,1,2,3,... };
» um subconjunto dos numeros reais RR;

» ctc.

O CO-DOMINIO do sinal pode ser:

» um subconjunto dos numeros inteiros;

» um subconjunto dos numeros reais;

» um subconjunto dos numeros complexos;

» um subconjunto de um espaco linear qualquer;

> ctc.
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Classificacao de Sinais

Dimensao ou numero de variaveis independentes

» Unidimensional: € func¢ao de apenas uma variavel independente
(unidimensional), normalmente chamada tempo.

» Bidimensional: ¢ funcao de duas variaveis independentes.
s3(x,y) = Se+y° @,y € R, su(z)=1/(z—=1), z€C
» Multidimensional: € fun¢ao de trés ou mais variaveis.

35(x,y,z):5x+y3+22 xr,y,z € R
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Dimensionalidade de Sinais: Exemplos

Unidimensional Bidimensional Multidimensional

Amplitude
Espago (metros)

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
Tempo (s)

Fig 1: Sinal de voz

oo N

agoH(rﬂ)

Tempo (ms)

Espago (metros)

fsp

Fig 2: Imagem em tons de cinza
Fig 3: Seqiiéncia de video

Nao confundir com o numero dimensoes necessarias a
visualizacao do sinal!
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Classificacao de Sinais

Quanto a NATUREZA do Dominio, e.g., tempo

» Continuo no tempo: se for um subconjunto de um conjunto
denso e nao-enumeravel, e.g. R, C. Exemplos:

— O sinal s(t) = sen(t), comt € R;

— Evolugao temporal continua de fendmenos fisicos: tempera-
tura, pressao, velocidade, etc.

» Discreto no tempo: se for um subconjunto nao-denso e enu-
meravel, e.g. N, Z. Exemplos:

—Ossinal sjn] =2n+ 1, com n € Z;
— O fechamento da cotacao diaria do dolar.
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Classificacao de Sinais

Quanto a NATUREZA do Co-dominio

» Continua ou Analdgica: se for um subconjunto de um conjunto
denso e nao-enumeravel, e.g. R, C. Exemplos:

— O sinal s(t) = sen(t), comt € R;
— A variacao de tensao da rede elétrica ao longo do tempo.

» Discreta ou Digital: se for um subconjunto nao-denso e enu-
meravel, e.g. N, Z.. Exemplos:
— A populacio na n-ésima geracao de uma dada espécie;
— Bases ATGC de uma sequéncia de DNA;
— O sinal s(t) = sinal{sen(¢)}. Note que s(t) € {—1,0, 1}.
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Natureza do Dominio e do Co-Dominio: Exemplos

Analdgico e Continuo no Tempo
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Digital e Continuo no Tempo
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Natureza de Dominio e Co-Dominio: Discussao

Terminologia Usual

» Amostragem: Refere-se a discretizagdo da varidvel independente (dominio);
» Quantizacao: Refere-se a discretizacdo da variavel dependente (co-dominio);
» Sinal Analégico: Dominio e Co-dominio Continuos;

» Sinal Discreto: Dominio Discreto e Co-dominio Continuo;

» Sinal Digital: Dominio e Co-dominio Discretos;

Amostragem e Quantizacao

» Uniforme: a passos (intervalo de tempo, espagamento) constantes;

» Nao-uniforme: a passos (intervalo de tempo, espagamento) variaveis;

Processamento Digital de Sinais Sinais

15



Amostragem

Questao Fundamental

» Como garantir que a amostragem (discretizacao do dominio) de
um sinal continuo analdgico preserve a informagao contida no
sinal?

Resposta

» O Teorema da Amostragem (a ser discutido posteriormente) de-
fine 0 quao densa deve ser a amostragem.

Processamento Digital de Sinais Sinais 16



Quantizacao Escalar Uniforme

Mapeamento Nao-Linear de R em “Z”
» Realizado por conversores A/D: implica perda irreversivel;

» Notacio: zq = ()(z), com z € R, sendo ()(-) uma fun¢io ndo-
linear (com operadores ‘arredondamento’, ‘teto’ € ‘chao’);

» 1 € representado com numero finito de digitos;

» Exemplo: x = 7 representado com 3 digitos € xq = 3, 14. Nesse

caso, Q(x) = %;

Processamento Digital de Sinais Sinais 17



Quantizadores Mid-tread e Mid-rise

Caso IDEAL
» Entrada (continua): —oco < z < o0
» Saida (discreta): infinitos niveis de quantizacao

» Funcoes caracteristicas dos quantizadores
o Mid-Tread: mrqnt = |x —0,5] + 1 = round(x)

o Mid-Rise: xi" = || +0,5=[z]| — 0,5

Processamento Digital de Sinais Sinais
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Quantizadores Mid-tread e Mid-rise

Graficos das Funcoes Caracteristicas (para —3 < z < 3)

Mid-Tread Mid—-Rise
3 f f f f 3 f f f f
20 S — 2
S0 1 1 1 S0 1 1 ‘
—1p o — -1 R
B, ) SRR 2l
-3 Q -3 ; :
-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3
T T
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A/D e Quantizacao Escalar Uniforme

Da Teoria para a Realidade Pratica

» Entrada do Quantizador: sinal de tensdao ou corrente elétrica
(em Volt ou Ampere) que pode variar em uma faixa continua e

LIMITADA 21y < © < Tpaxs
» Saida do Quantizador: ndmero FINITO de niveis de
quantizacao (dependente do numero de bits 5 do A/D);
¢ Exemplo: Quantizador de um A/D de B = 8§ bits permite
2B — 956 niveis quantizacao xq distintos;
» Importante: a saida de um A/D € um indice (ou co6digo) inteiro
iq que representa indiretamente cada valor possivel de zq;

¢ Tipicamente, i € representado em um sistema binario, e.g.,
complemento-a-dois;

Processamento Digital de Sinais Sinais 20



Passo de Quantizacao A de um A/D

Proposito do A

» Indicar a propor¢ao entre as faixas de entrada x (real dimensio-
nal) e saida iq (inteiro adimensional) do A/D:

E

A:2—37

» Logo, A tem dimensao de tensdo (ou corrente) e informa o ta-
manho fixo dos intervalos de segmentagao da faixa de entrada
(exceto nas suas extremidades).

Processamento Digital de Sinais Sinais 21



Quantizador Mid-Tread: Tlustracao do Papel do A

iq Xq=
Mid-Tread Mid-Tread
o] ;
E !
A — Z_B
2A
i 1A
i —> X 5 5? —> X
;, 1 Sh Zp *g Volts Z lA EA n *g Volts
& 2 2 & 2 2 2

» Niveis de Decisao: pontos 0, 5 % 52A, etc., no €1Xo Z;

» Niveis de Quantizacgao: pontos 0, A, 2A,.. .,/ — A, no eixo zq;
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Ainda sobre o A

A e Pré-escalonamento da Faixa Entrada

» Suponha um A/D mid-tread de B = 8 bits (256 niveis xq) com
faixa de entrada —1 < x < 1 Volt. A quantizagao direta rq =
round(x), resultaria em zq € {—1,0, 1};

» Para que os 25 niveis de quantiza¢ao sejam aproveitados, o A/D
multiplica a faixa de entrada por % antes de arredondar;

» A faixa de valores de % (agora adimensional) e o nimero de
niveis rq guardam razdo (praticamente) unitaria,

» Assim, round (%) produz 25 valores inteiros (de -127 a 128);
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Indexacao de xq por iq

Escolha de iq

» Em principio, a indexacdo dos niveis xq pelos inteiros iq pode
ser arbitraria;

» Para um A/D mid-tread € usual escolher iq = round (%),
descartando-se o maior indice;

» A escolha acima € conveniente pois permite trabalhar direta-
mente com iq, ja que Tq = iqA;

» Estratégia de escolha similar para um A/D mid-rise;

Processamento Digital de Sinais Sinais 24



Quantizadores Mid-tread e Mid-rise

Caso Real Pratico

» Funcoes caracteristicas

o Mid-Tread: xrqnt = (LE — 0, 5J + 1) A = round (%) A

A\ A _J
iq
Mid-Rise: 2™ = (| 2] £0.5)A = (| 2] —0.5)A
oz-lse.xq—(ZJr,)—(Z ,5)
o N
() 1
q q

» Note as duas escolhas diferentes para ¢q no mid-rise;

Processamento Digital de Sinais Sinais
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A/D e Quantizacao Escalar Uniforme

Exemplo Numérico

» Seja um A/D mid-rise com faixa de entrada —5V < & < 5V e
saida de B = 8 bits (representacao em ponto-fixo). Para 1 = 0
Vexyo = —1,5V determine as saidas do A/D e os niveis de
quantiza¢ao correspondentes.

» Solucao:
o 2B = 98 — 256 niveis Tq de quantizacdo; A = 13—8\/ ~ 39 mV;
o Escolha particular: iq = | % |;

ozy: ig= | W | =0e2q=(0+0,5)A ~ 0,0195 V;

oz ig= | V| =39 e wq—(~39-+0,5)A ~-1,5039 V:

Processamento Digital de Sinais Sinais 26



Quantizacao Escalar Uniforme

Exemplos com Imagem

Exemplos com Audio

Voz 24 bits Original
Voz 2 bits
Voz 1 bit

original: 8 bits

Processamento Digital de Sinais
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Sinais a Tempo Discreto

Interpretacao

» z[n] é uma seqiiéncia de niimeros, onde n € inteiro, —oco < n < oo.

Representacao

» Funcional:

H M 1< n<?
zn] =z, = .
" 0, caso contrario

1

» Por seqiiéncia: z[n] ={...,0, 3, 11,2,4,0,. .. }, onde 1 marca o termo em que n = 0

» Por tabela:

X[n] 0 0,5 1 2 4
4 = T T T T T O
3 I
) S0t )
» Grafica: = o
(0] Q © ? © Q)
-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

Processamento Digital de Sinais Sinais
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Operacoes Basicas

Soma: z[n| = x[n] + y[n]
Produto: z|n| = z|n]y|n]
Escalamento: y[n| = az|n]

Deslocamento (translacdo): y[n| = xz|n — h|, com h € Z

Operacgoes realizadas amostra-a-amostra.

Processamento Digital de Sinais Sinais

29



Sinais Basicos

Impulso Unitario |n|

1 ®
1. n=0 = 05!
> on] =< =
{07 n#o 0w —e—o —o6 I 6 6 —06—10
4 2 0 2 4
n

» Qualquer sinal arbitrario x|n| pode ser representado em fungao
de J[n|:
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Sinais Basicos

Degrau Unitario u|n)

1t : Q ) Q @
o 1, n > 0 %o.5
> unl =10, n<o
! 0w e e e | |
-4 -2 0 2
n
» Note que:

uln] = Z olk], (Integragdo)

k=—00

0

uln] = Z dn — k], (Soma de Convolugao)
k=0

d[n] = uln] —uln —1]. (Diferenciagio)

Processamento Digital de Sinais Sinais
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Exponencial Real

» z[n] = Aa”, com Ae «

» |a| governa a taxa de crescimento (|« > 1) ou decrescimento (0 < |a| < 1) da funcgdo.

Sinais Basicos

escalares reais.

» Sem tendéncia de crescimento para || = 1 e indefinida paran < 0 se o = 0.

10 o 10“
a>1 ® (o) 0<ax<l
E. 5 £ 5
ocnmm‘ﬁ’ﬁﬁ 0 TTTM,
-10 0 10 -10 0 10
n n
10 [0} 10
a< —1 -1 <a<0
£ £ 0 )
S 8
-10 -
-10 0 10 -10 0 10
n n
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Sinais Basicos

Exponencial Complexa

» z[n] = Aa™, com A = |A|e’? e/ou o = |a|e’“0 complexos;

» j = +/—1 € aunidade imaginaria;

» Tem-se que:

|Al|a|ed won+¢)]

|Aller|™(coslwon + ¢] + jsenfwon + ¢])

» | A| € um fator de escala para a amplitude do sinal;

» || define o perfil de decaimento/crescimento da amplitude do sinal;

» w, define a freqiiéncia angular (taxa de variacdo temporal da fase) em radianos por amostra;

» ¢ define a fase inicial em radianos.

Processamento Digital de Sinais
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Sinais Basicos

Senoide/Cossenoide
» z[n| = Acosjwyn + ¢| para n inteiro;

» A, wy e ¢ tais como definidos para a exponencial complexa;

» Propriedades de z|n| com n € Z sao distintas das do caso com tempo continuo.

— Relacdo estreita com o Teorema da Amostragem.
A=1,wg=7/6 rad e ¢=7/3 rad

1t ° °
o | o )

S —

Sof

Processamento Digital de Sinais Sinais
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Sinais Periodicos

Definicao
» Um sinal x[n] é dito periddico se

zln] =xn+ N|, Vn€Z, ondeN €N;

» Em geral, um sinal periédico, com periodo fundamental NV, também o é para multiplos intei-
ros de N. Logo, o periodo fundamental se refere ao menor valor de N em que x[n] = x[n+N];

1 Jﬂ | ﬂTﬂ | ﬂTﬂ | Jﬂ | :ﬂ

“H A 0

0 10 20 30 40 20
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Discussao sobre Seqiiencias Senoidais

Periodicidade
» x|n| = Acos(wyn + ¢) para n inteiro nem sempre é periodico;

» O aumento da freqii€ncia wpy nao necessariamente implica
diminui¢do do periodo fundamental N;

» Por propriedade de fungdes senoidais (exponenciais complexas),
cos(wq) = cos(Fwy + 27k), com k € Z;

» Minima freqiiéncia de oscilagdo de x|n| € wy = 0 + 27k, com
k e Z;

» Maxima freqiiéncia de oscilagdo de z|n] é wy = 7 + 27k, com
ke Z;

» Demonstracdo Matlab
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Discussao sobre Seqiiencias Senoidais

Condicao de Periodicidade para x|n| = cos|wgn + ¢|
» zin] =xn+ N|, Vne€Z, com N € N;

» Tem-se que, para k € Z:

coslwon + ¢| = coslwg(n + N) + ¢

coslwon + ¢ + 27k| = coslwon + ¢ + woN|

2k = woN
w = R

» Exemplo Matlab.

Processamento Digital de Sinais Sinais
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Norma de Sinais

Definicao:

» A norma p de um sinal discreto z|n| é definida como

( _ 1
2l = (300 o lzn]lP)P, se 1<p< oo
b=
| suppez |zn, se p= o0

» Normas freqli€éntemente usadas: p =1, p =2, p = o0

» Espacos lineares normados associados:
by = {zn] - |[z]ly < oo}
by = {z[n] : [Jz[]s < oo}

loo =A{zn] : [|2]lc < oo};  (Ja[n]] = M < oo, Vn)
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Suporte Temporal de Seqiiéncias

Classificacao: Finito x Infinito

Seqii€ncias com Suporte Temporal Infinito

» [ateral Direita: nula para dado n < ng

el Tl

0 Ny

» [Lateral Esquerda: nula para dado n > ny

vvvvvv

g leerl e Ty n
l l

» Bi-Lateral

et Teertls

0 L 4

Processamento Digital de Sinais Sinais
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Sinais de Energia e de Poténcia

Definicao de Sinal de Energia:

» A energia F/ de um sinal z[n] é definida por
- 2
n

» Se a série converge, i.e. se £ ¢ finita e ndo-nula, entdo x[n] € um sinal de energia.

Definicao de Sinal de Poténcia:

» A poténcia média P de um sinal z|n| é definida por

1 Z 9
P: 1.III -_— .
: 2k +1 ‘I[n”

k—o00 S—

» Se o valor de P € finito e ndo-nulo, entdo x[n| € um sinal de poténcia.

Processamento Digital de Sinais Sinais



Sinais de Energia e de Poténcia

Exemplos

» Sinais de Energia

— Limitados em amplitude e suporte temporal finito: x[n] = u[n] — u[n — 10];

— Amplitude limitada e (suficientemente) descrescente ao longo do tempo: x[n| = %, paran > 1;

— Note que z|n| = -&, paran > 1 descresce em amplitude mas nio é sinal de energia;
q Jn P p g

» Sinais de Poténcia
— Periddicos (suporte temporal infinito) e amplitude limitada: x[n| = cos|mn /6] com n € Z;

— Com amplitude limitada e descrescente, mas com F infinita: x[n] = %, paran > 1;

1 1 Q
=) £,
‘_l‘ 0.8
206
S .
| 0.4
=02
3
0 - —" )
-10 0 10 20
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Sinais de Energia e de Poténcia

Questoes

» Todo sinal de energia também € sinal de poténcia?
» Todo sinal de poténcia também € sinal de energia?

» Qualquer sinal € de energia ou de poténcia?

Processamento Digital de Sinais Sinais



Seqiieéncias Pares e Impares

Definicoes:
» Uma seqiiéncia é par se x[n] = x[—n],Vn € Z;
» Uma seqiiéncia é impar se x[n| = —x|—n|,Vn € Z e z[0] = 0.
Propriedades
» Simetria: seqiiéncias pares w.r.t. ordenadas, enquanto as impares w.r.t. origem;
» Decomposicdo: x[n] = Tpa[n| + Timpar[n|, com xpa[n] = (z[n] + 2[—n])/2 € Timparin] =
(z[n] — x[—n])/2;
2 2 2
- = <
=0 5 0 20
& &%
-2 -2 -2
10 5 0 5 10 10 -5 0 5 10 10 -5 0 5 10
n n

43
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Sistemas

Roteiro:

» Introducao

» Classificacdo de Sistemas

» Caracteristicas de Sistemas a Tempo Discreto
» Exemplos de Sistemas a Tempo Discreto

» Resposta Impulsional

» Convolucao

» Propriedades de Sistemas LTI

Processamento Digital de Sinais Sistemas
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Introducao

Definicao:

» Sistema € uma fungao (transformacdo, aplicagdo ou operador) cujo dominio € a imagem sao
conjuntos de sinais.

» Sistemas a tempo discreto sao aqueles nos quais tanto o sinal de entrada quanto o sinal de
saida sdo a tempo discreto.

Representacao Entrada/Saida:

x[n_]_)l T{‘} _yln]

onde
y[n] = T{z[n]}
Sistema < Processador de Sinais
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Classificacao de Sistemas a Tempo Discreto

Taxonomia Usual

» Linear vs. Nao-Linear

» Com Memoria vs. Sem Memoria
» Causal vs. Nao-Causal

» Estavel vs. Instavel

» Invariante no Tempo vs. Variante no Tempo

Processamento Digital de Sinais Sistemas
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Sistemas Lineares / Nao-Lineares

Definicao:
» Um sistema é dito linear se, para y;[n| = T{x1[n]} e yo[n] = T{x3[n|},

T{axi[n] + bro[n|} = ayi[n] + bya|n]
onde a e b sdo coeficientes escalares.
» A relacdo acima € chamada de Principio da Superposi¢ao e engloba duas propriedades:
— Aditividade e Escalabilidade (ou Homogeneidade)

» O Principio da Superposi¢ao pode ser generalizado para multiplas entradas e saidas.

» Exemplos:
1. Sistema Atrasador: y[n| = x[n — ny|, com ny inteiro positivo (Linear)
2. Sistema Média-Movel: y[n] = mZk— v [n — k] (Linear)

3. y[n] = (z[n])? (Nio-linear)
4. y[n] = logy(x[n]), com z[n| > 0. (Nao-linear)
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Sistemas Com / Sem Memoria

Definicao:

» Um sistema é dito sem memoria se sua saida y[n| em qualquer
instante n s6 depende do valor da entrada x|n| medida no mesmo
instante n.

» Exemplos:

1. y[n] = x[n — ng) (Com Memoria)
2. yln| = m Zﬁf_ 11 n — k] (Com Meméria)
3. y[n] = 2°[n] (Sem Memoria)

» Note que o termo “com memoria” se aplica a sistemas cuja saida y[ny] depende de um entrada
futura x[n; > nyl.
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Sistemas Causal / Nao-Causal

Definicao:

» Um sistema € dito CAUSAL se sua saida y|n|, V n, depende de
r|k] para k < n e/ou y|k] para k < n , isto €, ndo depende de
valores futuros da entrada e/ou saida.

» Um sistema causal € Nao-Antecipativo.

» Exemplos:

1. y[n] = yln — 1] + 2z[n — 1] — x[n — 2] (Causal)
2. yln| = m S L z[n — k] (Ndo-Causal)
3. Diferenca para frente: yn| = x[n + 1] — z[n] (Nao-Causal)

4. Diferenca para tras: y[n] = x[n| — x[n — 1] (Causal)

Processamento Digital de Sinais
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Sistemas Estaveis / Instaveis

Definicao de Estabilidade BIBO (Bounded Input Bounded Out-

put)

» Um sistema € dito BIBO-estavel se para sinal de entrada
x|n| limitado, sua saida y|n] também ¢é limitada.

» Conceito de limitagao: s|n| € limitado se s[n| € (oo < I Bs <
oo :|s[n||< Bs Vn.

» Um sistema é BIBO-estavel se y|[n]| € £ para qualquer sinal
zn| € loo.

P Exemplos:
1. y[n] = 2*[n] (Estdvel)

2. Integrador: y[n] = >, _ __ z|k] (Instavel)
3. y[n| = logyy(x[n]) (Instavel)
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Sistemas Invariantes / Variantes no Tempo

Definicao:

» Um sistema € Invariante no Tempo se suas caracteristicas funci-
onais se mantém inalteradas ao longo do tempo.

Verificacao de Invariancia

» Excitar o sistema com um mesmo sinal de entrada em instantes de tempo diferentes.

» Verificar se as respostas do sistema sao idénticas (a menos da defasagem temporal).

» Em termos matematicos: se y[n] = T{z[n|} e x1|n| = x[n — k|, entdo:

yin] =T{x1|n|} =yn—k|], Vk e Z.

» Exemplos:
1. Sistema Compressor: y[n| = x[Mn|, com M inteiro positivo (Variante no Tempo)
2. y[n] = x[n?] (Variante no Tempo)

3. Integrador: y[n] = >_;____ x[k] (Invariante no Tempo)
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Teste TI para Sistema Compressor

Sistema Compressor: T{x[n|} = y|n| = x[Mn]

» Simbologia Usual
X[Nn] X[Mn]

» Teste de Invariancia Temporal:
i. z1|n] = x[n — k] (Entrada original defasada no tempo arbitrariamente por k)
ii. T{x1|n]} = z1[Mn] = x[Mn — k| (Resposta do sistema a x1[n|)
iii. yn — k] = x[M(n — k)] = z[Mn — ME] (Resposta do sistema a z|n| atrasada de k)
iv. T{zn — k|} #yn — k|,Vk € Z
» Conclusdo: o sistema compressor € variante no tempo.

» Causal? Estavel?
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Resposta Impulsional

Definicao:

» E a saida de um sistema linear y[n] = T'{x[n]} ao impulso unitério aplicado no instante k,
i.e., z[n] = d[n — k.

» Notacdo: h;.[n| = T{o|n — k|}

Linear

SI-k— T{e} (> ndn

» h[n] = T{d[n—k|} é aRI que caracteriza o sistema linear com excitagdo impulsiva aplicada
no instante n = k.

» Note que, para sistemas variantes no tempo, hi|n| pode mudar a cada k.

» Utilidade: Computar a saida de um sistema s6 sabendo de sua RI (sem info sobre a
representacao funcional)
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Resposta Impulsional

Relacao Entrada-Saida via RI

» Para y[n] = T{z[n]} e lembrando que xz[n] = >~ _ xz[k|o[n — k|, pode-se escrever

yln] =T { > afk]o[n — k]}

k=—o00

e, pelo principio da superposi¢ao (7{-} opera para fungoes de n),

©. 0] (0. 9]

ynl = Y aMT{m — K} = > wlklhn]

k=—o00 k=—o00

» Se, além de linear, o sistema for INVARIANTE NO TEMPO, i.e. T{[n — k|} = hin — k|,

tem-se que

Processamento Digital de Sinais Sistemas 54



Relacao Entrada-Saida via RI

Conclusoes Importantes

» Um sistema linear e invariante no tempo (LTI) € completamente caracterizado por sua res-
posta impulsional h[n|;

» A resposta (saida y[n]) de um sistema LTI a um sinal arbitrdrio x|n| é obtida através da

chamada Soma de Convolugao:

yln) = ) alklh[n — ]

k=—00

» A soma de convolugao acima também € chamada de convolugdao LINEAR discreta.
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Soma de Convolucao

Notacao
> Usual: y[n| = z[n] « hn] = 3 ;7 x[k|h[n — kl;
» Mais Precisa: y[n] = (z * h)[n];

Consideracoes Praticas

» Para duas seqiiéncias x[n| e h[n| de duracdes finitas L, e [, amostras, respectivamente, y/|n| =
x|n| * hin| tem duragdo de L, = L, + L;, — 1 amostras;

» Para duas seqii€ncias de suporte temporal finito, a convolucao equivale a multiplicacdao de
dois polindmios cujos coeficientes dos termos de grau n sdo os elementos das seqili€ncias
correspondentes. Exemplo:

— z[n] = {1+, 2, 3} implica p,(\) = 1 + 2\ + 3\?
— hin] = {14,0, —1} implica p,(A) = 1+ 0A + (—1)\?
— p:(AN)pr(A) = 142X + 202 — 223 — 3)%, logo y[n| = x[n] * h[n] = {1+,2,2, -2, —3}
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Propriedades de Sistemas LTI

Ligacao em Série

» Comutativa:

e h[n] = hq|n| x ha[n| = ho|n] x hq|n]

o y[n] = x[n] * (h[n]

» Associativa:

o y[n] = x[n] * (hi[n] * ha[n]) = (z[n] * ha[n]) * ho[n]

x [nN]—3{ h,[n] = h[n] > YyIn]
x [nN]—3{ h,[n] = h[n] > YyIn]
x[N]=—> h[n]*hn] = yInl

Processamento Digital de Sinais
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Propriedades de Sistemas LTI

Ligacao em Paralelo
» Distributiva:
e hin| = hi|n] + ho|n]
o yln| = z[n| * (hi[n] + ho[n]) = z[n] * hy[n] + x[n] * holn]

h,[n] 1
X [n] H—vinl

h,[n] -

X [N]—{ h,[n] + h,[n] F—YIn]
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Propriedades de Sistemas LTI

Proposicio 1 : Um sistema LTI é BIBO-ESTAVEL s.s.s. h[n] € (1,

l.e.
o0

> |hlk]|< oo

k=—o00

Proposicao 2 : Um sistema LTI é CAUSAL s.s.s. h|n| é nula para
todos os instantes de tempo negativos, i.e.

hin]=0, Vn<0.

Note que se o sistema for causal, entdo hjn — a] = 0 para todo
n < a,coma € N.
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Sistemas FIR e IIR

Definicao de Sistemas FIR

» Um sistema € dito FIR (Finite Impulse Response) se sua resposta impulsiva tiver suporte
temporal finito, i.e.

hin] =0, Vn> My Mp|, com My > M,.
Definicao de Sistemas IIR

» Um sistema € dito IIR (Infinite Impulse Response) se sua resposta impulsiva tiver suporte
temporal infinito.

FIR IR
— 1 (AP ennannnan 1 [o
< £ e
o

L os > 0.
S 0.6 = 0.6
| B .
= 0.4 ‘_l‘ 04
‘g 0.2 = 02
= oooeso cossd = xI38E8EEEED

10 Ma O Mb 10 ~10
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Respostas Impulsivas Usuais

Operador Resposta ao Impulso Observacoes
Atrasador Ideal ~ h[n| = d[n — ng), comng € Z*  FIR, Causal, Estdvel
Integrador hn] = u[n| IR, Causal, Instdvel

Diferenca a frente

Diferenca a tras

Média Movel

hln] = d[n + 1] — d[n] FIR, Nao-Causal, Estdvel

hin] = d0[n] — d[n — 1] FIR, Causal, Estavel

Processamento Digital de Sinais
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Seqiiéncias Inversas

Definicao:
» Duas seqiiéncias hi[n| e ho[n| sdo ditas inversas se

hiln] * haln| = d[n].

» Diz-se que hi[n] € o sistema inverso de hs[n] e vice-versa.
» Exemplo:

— Integrador e diferenca a tras

x [N]=—> hn] F>{ h,[n] = x[n]

» Na prética, admite-se que hi[n] x holn] = d[n — ng), i.e., o sistema resultante também atrasa
a seqiiéncia de entrada.
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Discussao: Convolucao como Correlacao

Estudo de Caso: h|n| FIR, causal, com ) coeficientes
> yln] = S0 2lklhln — k) = 3300 hlk]zln — K
» Pode-se escrever a expressao acima como um produto interno vetorial

yln] = (h,x,) = |[hll[|x,]| cos(6)

» hx, mede o coeficiente de correlacdo entre h e x,,.
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Equacoes de Diferencas (EDs)

Fundamentos Gerais

» “Andlogas” a equacOes diferenciais para representacao de sistemas em tempo continuo.

» Governam a relacdo entrada-saida do sistema.

» Representagcdo GERAL de um sistema SISO via EDs

N M
S alnlyin— K = S bufnlaln — m]
k=0 m=0

onde ay[-] e b,,[-| sdo os coeficientes (variantes no tempo) do modelo, sendo z[n| e y[n| a
entrada e a saida do sistema, respectivamente.

» Observagoes:

— No curso sera abordado o caso em que os coeficientes ax[-] € b,,[-] sdo constantes, i.e.

apn|=ap e byn|=bpy, Vn.
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EDs com Coeficientes Constantes

Fundamentos

» Assumindo, sem perda de generalidade, que ag=1, pode-se escrever

N M
yln) = =3 agyln— K+ > bnln —m)
k=1 m=10

» A representacao via ED indica como implementar um sistema na forma direta.

» Quando N = 0, a saida y[n] no instante n s6 depende de M + 1 amostras da entrada z[n|, em
instante igual ou anterior a n. Diz-se entdo que o sistema tem implementacao nao-recursiva.

» Quando N > 0, a saida y[n] no instante n também depende de /N amostras anteriores da
saida. Diz-se entdo que o sistema tem implementagdo recursiva.

» Um mesmo sistema pode admitir implementagdo recursiva quanto nao-recursiva. Exemplo:
sistema média-movel.
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EDs com Coeficientes Constantes

Exemplo: Acumulador
> yln] = > 5 oo [k

— O somatorio dependente de n e desde —oo € inconveniente para implementacoes praticas.

» Formulagao (recursiva) via EDs: y[n] = y[n — 1] + T [n]

— Interpretacao: a saida do acumulador no instante n € o valor acumulado até n — 1 acrescido
da nova amostra de entrada em n.

—Noteque N =1, M =0,ap=1,a; = —1eby=1.

x[n] >y [l

y (1] 7t [
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EDs com Coeficientes Constantes

Exemplo: Sistema Média-Movel (Causal)

>y{ ] M2+1 Zk oL [ k]

—JaestanaformadeumaED: N =0, M = Ms,ap=1,a1 =0e b = M+1

» Forma recursiva: y[n] = y[n — 1] + ﬁ(ﬂn] — a:[n — (M2 + 1)])

— Interpretacdo: a saida do sistema no instante n € igual a do no instante n — 1 descontando-se a
contribuicao da amostra mais antiga (da janela do somatorio) e acrescentando a contribui¢do da
amostra mais recente.

1/(My+1)

X [] )Q > Q > y[n]

— Z-(M2+1) Z-l —
y[n-1]
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Solucao de Equacoes de Diferencas

Objetivo

» Encontrar y|n| para uma dada x[n] e um conjunto de condi¢des iniciais (ou auxiliares).

Formas Disponiveis
» Método Direto: por inspecao;
» M¢étodo Analitico

» Método Indireto: via transformada-Z unilateral (a ser abordado mais a frente)

Observacoes Iniciais

» Como no caso continuo, uma ED admite infinitas solucdes, caso nao sejam estabelecidas
condi¢des iniciais.
» Sozinha, uma ED ndo especifica unicamente a saida de um sistema a uma dada entrada.

» Especificadas condigdes iniciais € uma entrada x[n|, a solugdo é inica (Teorema da Existéncia
e Unicidade).
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Solucao de EDs

N M
yin) = =S aln— K+ 3 bualn —m]
k=1 m=_0

Solucao Geral como a Soma da Homogénea com a Particular

» Suponha que y, || seja uma solucdo particular da ED para um certo xp[n).

» Assumindo que y,[n]| também é uma solucdo da ED para x[n| = 0 (entrada-nula): pode-se
verificar que y[n| = yp[n| + yn[n| também é uma solugdo da ED para x,[n|.

» A versdo da ED quando x[n] = 0 é chamada de Equacdo Homogénea:

N

> apyln—k =0

k=0
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Solucao de ED Homogeénea

N
> apyln—k =0
k=0
Consideracoes
» A ED homogénea define o comportamento intrinseco do sistema (independente da entrada).
» Como a entrada € nula, a saida depende do status de varidveis internas do sistema.

» A ED homogénea tem N graus de liberdade. Logo, sua solugdo requer N condi¢des inciais
conhecidas.

» Os a; sio CONHECIDOS e as condigdes iniciais sdo um subconjunto de valores de y[n].

» Em outras palavras, ha que se conhecer parte da “historia” da solucao do sistema em /N
instantes de tempo para resolver y[n| para todos os outros instantes.
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ED Homogénea — Calculo Recursivo de y|n|

Condicoes Auxiliares (CAs)
> yl-1] yl=2], ..yl
Calculo de y|n| paran > 0
» Com a ED na forma original (slide anterior), resolver para y[n = 0].
» Incorporar o tltimo valor calculado y[n| as CAs e resolver a ED para y[n + 1].

» Continuar a recursio até encontrar “todos” o valores de y[n] para n > 0.

» Para ED simples, alguma lei de formagao acaba sendo evidenciada durante a recursao.

Calculo de y|n| paran < —N

» Fazer mudanca de varidvel t =n — N naED: 3, agj;’“y[t + k] = 0.
» Com essa ED modificada e as CAs, resolver para y[t = —N — 1].
» Incorporar o tltimo valor calculado y[t] as CAs e resolver a ED para y[t — 1].

» Continuar a recursdo até encontrar “todos” o valores de y[n], paran < —N.
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Exemplo: Solucao de ED Homogénea

Zaky[n — k=0

k=0

Ordem: N = 2, com ag = 1, a1 e ao conhecidos

» Condigoes Auxiliares: y[—1] = A e y|—2| =B
Recursao paran > 0

»yln| = —ayln — 1] —agyln — 2| "7
Recursao parat < —3
t=—3:
= —4:
syt = —gylt +1] —gylt+2] "

—a1A — a9 B
—aly[O] — axA
—ary[1] — asy[0]
_ap _awy

g% 2 CLOB
_Z_Qy[_g] - ?
~By[—4] - By[—3
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Solucao para ED Geral — Calculo Recursivo de y/|n)|

N M
Zaky[n — k] + Z bnxin —m| =0
k=0 m=0

Segue os passos da solucao da ED Homogeénea (via recursao)

» Na pratica, consideram-se nulos os valores da entrada para n < 0 ou n < ny,.

n=0: yl0] = —a1A—ayB+0
» Ex.: y[n] = —ary[n — 1] — asy[n — 2] + zfn — 1] n=1: y[l] = —ay|0] —axA + z[0]

n=2: y2l = —ayll] —ay0] + z[1]
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Discussao: Solucao para ED Geral

Estudo de Caso: y|n| = ayn — 1] + x[n
» CA:y[-1]=C#0

» Pode-se mostrar que y[n] — CL<n+1)C + Z?:O a”_lm[z’}
» O sistema é BIBO-Estdvel? E LINEAR? E INVARIANTE NO TEMPO?
— A estabilidade depende de a: para 0 < a < 1 € estavel, mas para a > 1 ndo é.

— A linearidade é atendida: vale o Principio da Superposi¢cdo para CAs nulas.

— O sistema € invariante no tempo: os coeficientes da ED sdo constantes. Também atende a
T{x[n — k|} = y|n — k],Vk € Z, para CAs nulas e x[n] = 0,n < 0.
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Solucao Nao-Recursiva de ED Homogénea

N
ynln] + Y agypln — k] =0
k=1

Intuicao:
» Uma combinagdo de exponenciais complexas deve satifazer a ED homogénea

» Note que se y[n] = A", entdo y[n — ng] = a~ "0 Aa” (auto-fungio)

» Se o polindmio caracteristico da ED homogénea tiver raizes distintas «;, a solugcdo geral € na

forma

N
ynln] = > Ajal
i—1

» Problema: encontrar A; e
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Solucao Nao-Recursiva de ED Homogénea

Procedimento:

» Obtencao de o;:

— Sao as raizes distintas (possivelmente complexas) do polindnio caracteristico da ED

N N
pA) =Y A =]J1-ax) =0
k=0 1=1

» Obtencao de A;:

— Combhecidos os «;, os valores de A; sdo obtidos pela solugao de um sistema linear de
equagoes, para o qual IV valores de yp|n| sdo fornecidos (CAs).

» O procedimento € similar para o caso de raizes de p(A) com multiplicidade maior que 1.
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Solucao Nao-Recursiva de ED Homogénea

Procedimento para p()\) com raizes de multiplicidade maior
que 1

» Obtencao de «;: via as raizes de p()\), como antes;
» Obtencao de A;, conhecendo as raizes «;:

— Suponha, sem perda de generalidade, que o seja de multiplicidade m < N e as demais
a; parat =m+1,..., N sejam distintas

— Escrever a solucdo como:

m
:ZAZRZ . n—i— Z AOz
[=1

1=m-+1

— Obter os valores de A; pela solugao de um sistema linear de equacgdes, para o qual N
valores de y,[n| sdo fornecidos (CAs).

— O procedimento acima pode ser generalizado para caso de mais de uma raiz com multipli-
cidade maior que 1.
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Método Nao-Recursivo para Solugﬁo PARTICULAR da ED

N
Zakypn— mexn— m|, ag=1
k=0

Objetivo:

» Encontrar y,|n| para um dado z|n]

Procedimento (outline):
» Assumir que y,[n] tem forma similar a de z|n|. Exemplos:
— z|n] = Cu|n|, sendo C' uma constante: modela-se y,[n| = Ku[n|, com pardmetro K.

» Resolver o sistema de equacdes para determinar o(s) parametro(s) do modelo de para y,[n).
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Auto-funcao

Definicao: Af = \f

» A é um operador linear em um espaco de fungdes

» f é qualquer func¢do nao-nula no espago de funcoes

» ) € um fator multiplicativo

» f é uma auto-fungdo de A se vale a equacao acima: A chamado de auto-valor de A.
Perspectiva de Sistemas LTI

» A ¢é o proprio sistema (operador 7'{-})

» f € um sinal ndo-nulo z[n] aplicado a entrada do sistema

» T{z[n|} = \z[n]

» Interpretacdo: x[n| é uma auto-funcio do sistema 7'{-} se sua saida replica a entrada, a
menos de um fator de escala (possivelmente complexo).

» Vale o principio da superposicdo: se s\n| = ), bjx;[n|, entdo y[n] = >, \ibxin]
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Auto-funcao

Exemplo: z[n] = e/

» z[n] € auto-funcdo de um sistema LTI com RI h[n]?

yln) = S35 hlkleln — K = Y5 Alk]eiD

_ pjwn (ZZO:_OO h[k]e_jWk)

H(ej“’) — ( Z h[k]eﬂ“’k>

k=—o00

Definindo-se

Tem-se
yln] = H(e)el"

» (/%) é complexo e fungio continua em w € R (ndo € fungdo de n).
» 2[n] = ¢/“" é auto-fun¢do de um sistema LTI

» H(e’*) é o auto-valor correspondente

Processamento Digital de Sinais Transformada-z
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Auto-funcao

Interpretacio de H(e/¥)
» H(e/) =|H(e'¥)| ZH(e!¥), onde / = arg(-)
» | H(e’*)|: 0 quanto o sistema atenua a magnitude da componente e/
» /H(e/¥): 0 quanto o sistema atrasa a fase da componente e/*"

» H(e¢’¥) avaliado em uma dada faixa de w é o que se chama resposta em freqiiéncia do sistema
(a ser estudada mais a frente)

Caso Geral: Auto-funcao x[n| = (re/“)", com z = re/¥ € C
» y[n| = 2", hlk]z7F, sendo o auto-valor definido como H(z) = >_, h[k]z7*

A Transformada-z é um operador Z{-} que mapeia h|n] em H(z)
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Transformada-z

Observacoes Iniciais

» Operador similar a transformada de Laplace no caso continuo.

» Util na andlise de sistemas discretos representados por EDs.
Definicao

» A transformada-z de um sinal a tempo discreto x[n| € definida como a série de poténcias

(Laurent):

z[n] «— Z{z[n]} = X(2) = Y aln]z™", 2€C

n=—oo

» Notacdo para a correspondéncia entre z|n| e sua transformada-z: x|n] s X (2)
» A transformada-z acima € dita bi-lateral (varre todo n)
» X(z) =)~ ,x[n]z~" é chamada de uni-lateral (definida para n > 0)

— Util para a solucdo de EDs com condic¢des iniciais

Processamento Digital de Sinais Transformada-z 82



Transformada-z: Alguns Exemplos

Estudo de Caso 1: x|n| = d|n]
» Pela definicdo: Z{d[n|} =D d[nlz™" =1

Estudo de Caso 2: xz[n| = d|n — 1
» Pela defini¢do: Z{o[n — 1]} =>_, dn—1]z"" =271
» Explica a simbologia usada para o Sistema Atrasador: h[n| = d[n — 1] < H (2) =2

» H(z) = 2! existe para todo z?
Certamente ndo existe para z = 0.

—1
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Transformada-z: Alguns Exemplos

Estudo de Caso 3: x|n| = a"u[n|,coma # 0 € R
» Pela definicdo: Z{a"u[n]} = > a"uln]z""=> " a"z""
> X(z) =37, (%)" pode ser visto como a soma de uma PG infinita de razdo-comum (%)

» X (z) s converge se ]g‘ < 1. Logo, se |z| > |a|, entdo

Im{z}

Plano-Z

» Para |a| > 1, a seqiiéncia z|n| diverge. Ainda assim, X (z) converge, se |z| > |a|!

Em geral, como saber em que regido do Plano-z garante-se a convergéncia de X (z)?
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Transformada-z: Regiao de Convergeéencia

Definicao:

» A Regido de convergéncia (RDC) € o dominio de existéncia de X (z) no plano complexo, i.e.,
os valores de z € C para os quais a série X (z) converge.

» Considerando a forma polar z = e/, com r =| 2 |:

0
X(z) = g xn]r e V",
n=-—00
» Condicao para convergéncia: a série tem que ser absolutamente somavel

o
Z x[n]r e "

n=—oo

| X (2)|= < 0.

> Pela desigualdade | z[n]r—"e ™" | <37 |zn)r e | e eI = 1

O
Z z[n)r | < oco.
n=—00

Processamento Digital de Sinais Transformada-z 85




RDC da Transformada-z: Mais Exemplos

Estudo de Caso 4: x|n] = —a"'u|—n — 1],com a # 0 €

n n—(—n) B

» Pela definicio: X (z) = — > a"u[-n—1]z7"= =31 gz "=
> X(2)=1-305(3)"
» Condi¢ao de Convergéncia: ‘§| <1

» X(z) s6 converge se |z| < |a|. Neste caso,

Im{z}
Plano-Z

n

» Mesma expressdo algébrica para a X (z) de z[n| = a"u[n|?

R
> (5)"
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RDC e Transformada-z

Conclusoes Importantes

» Seqiiéncias “diferentes” podem ter a mesma expressao algébrica para a transformada-z.

» A transformada-z de um sinal x[n] s6 é completamente definida quando se especifica:

- A expressao algébrica de X (2)e
- A regiao de convergéncia (RDC)

Algumas Antecipacoes
» A RI h|n] de um sistema LTI é uma seqiiéncia. Logo pode admitir uma H|(z).
» Dois sistemas com h[n] distintas podem ter a mesma expressdo algébrica para H(z).

» A RDC de uma H(z) tem relagdo com a Causalidade e a Estabilidade do sistema.
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Pares Comuns de Transformada-z

Signal, x[n]
d[n]
d[n — ng)

uln]

—u[-n — 1]
nufn]
—nu[—n — 1]
n’uln]
—nu[-n — 1]

n uln|

—nPu[-n — 1]

Z-transform, X{(z)

1
—
1
1—21

1
1—21

zfl
(1—2z71)
-1

[

27 Y1271
(1—2z71)3

27 Y1271
(1—2z71)3

Y1 +4271 4 27

(1—2z"1)4
Y1 +4271 4 277

(1—z 1)

ROC
all z

z#0

lz] > 1
lz] <1
lz| > 1
lz| <1
lz| > 1
lz] <1
lz] > 1

lz] <1

Signal, x[r] Ztransform, X{(z)
nor 1
(A u[ﬂ] m
, 1
—d"ul-n -1 —
a"u[-n — 1] T
-1
naun] S
(1—az1)?
-1
n az
—na U.[—'ﬂf. — 1] m
-1 -1
2 m az"'(1+az"")
n-a"u[n] (—az 1)
-1 -1
2 n az"'(1+az"")
—n a"u[-n — 1] T—az 1)

1 — z71 cos(wp)

cos(won Ju[n]

271 sin(wp)

1 — 2271 cos(wg) + 272

sin(won )u[n]

1 — 2271 cos(wg) + 272
1 — az~!cos(wp)

a" cos(won )u[n]

az~ ' sin(wy)

1 — 2az7! cos(wg) + a?272

a" sin(won )u[n]

1 — 2az7! cos(wg) + a?272

ROC

12| > |al
2| < |a
2| > |al
2] < |al
2| > |al
2| < |al
|z| > 1
|z| > 1
12| > |al

2| > |al
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Transformada-z

Polos e Zeros

» Em muitos casos X (z) é uma fungao racional de z:

» Polos: Raizes de D(z)
» Zeros: Raizes de N(z)
» Interpretacao:

¢ Os ZEROS de X (z) sdo os valores de z para os quais X (z) = 0.
o Os POLOS de X (z) sdo os valores finitos de z para os quais X (z) — oo.

» A localizacdo dos pdlos de X (z) no plano-z impde limites a RDC de X (z2).

» X(z) é completamente caracterizada por seus pélos, zeros e o ganho em dado z = z, i.e.
X (zp), com z; pertencente a RDC.
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Transformada-z

Propriedades da RDC

P1:
P2:
P3:

P4

P5:

P6:

P7:

Em geral, a RDC é um anel no plano-z centrado na origem: 0 < rp < |z| < rp < o0.
A RDC nao pode conter nenhum polo.

Para uma seqiiencia x[n] com suporte temporal finito, a RDC de X (z) cobre todo o plano-z,
com excec¢ao possivelmente em z = 0 e z = oc.

Para uma seqiiencia x|n| lateral-direita, a RDC de X (z) se extende radialmente se afastando
da origem a partir do (excluindo) raio rp do pélo finito de maior magnitude: |z| > rps
possivelmente incluindo z = .

Para uma seqiiencia xz|n| lateral-esquerda, a RDC de X (z) se extende radialmente em dire¢io
a origem a partir do (excluindo) raio 7y, do pélo ndo-nulo de menor magnitude: |z| < rpgm, €
possivelmente incluindo z = 0.

Para uma seqiiencia bi-lateral, a RDC de X(z), caso exista, ¢ um anel no plano-z delimitado
inferior e superiormente por p6los de X (z), sem conter (P2) nenhum polo.

A RDC tem que ser uma regido conectada.
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Propriedades da Transformada-z

Consideracoes Iniciais e Notacao

» Geral: x[n] s X(z), comRDC = R,
» Para duas seqii€ncias:
21[n] <= Xi(z), comRDC = R,,
25[n] <=5 X,(z), comRDC = R,,
Linearidade
» Paraae b escalares:
» axi|n| + bra|n] s aXi(z) +bXs(2), comRDC D R,, N R,,
Deslocamento Temporal

z , . ~ ~
» z[n —ny| «— 27" X(z), comRDC = R, (exceto pela inclusio ou exclusdo de z = 0 ou
Z = 00)

Processamento Digital de Sinais Transformada-z 91



Propriedades da Transtformada-z

Multiplicacao por Seqiiéncia Exponencial (Modulacao)
> 2 x(n] s X (i), com RDC = || R,
» A localizacdo dos pdlos e zeros € escalada por zy.

— Para z; € R: contracao/expansao radial do plano-z

— Para 2 € C: contragdo/expansao radial e rotacao do plano-z

Diferenciacao de X (z)

> nan] < —zd);iz), com RDC = R,

Conjugacao de Seqiiencia Complexa

> *[n] <= X*(*), comRDC = R,

Processamento Digital de Sinais Transformada-z

92



Propriedades da Transformada-z

Reversao Temporal

> z|—n] e X (£), comRDC = R%

» Efeito da reversdo temporal: um pélo (ou zero) de X (z) em re/* é mapeado em e /v,

Convolucao de Seqiiéncias
> 21[n] * 25[n] < X1(2)X5(2), comRDC D R, N Ry,

» Resultado importante para a andlise de sistemas LT1.

Teorema do Valor Inicial
» Se x[n] é “causal” (z[n| = 0,n < 0), entdo

z[0] = lim X(2)

Z—r 00
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Discussao

Auto-funcao e a Transformada-z

» A Transformada-z generaliza a representacdo complexa de h[n], i.e. H(e’*) da circunferéncia
unitdria para todo o plano complexo H(z = re/¥).

» H(z) é o auto-valor de h[n] para a auto-fun¢do x[n] = r"e/*",
Atrasador e a Transformada-~
» Sejam a auto-fun¢do z[n] = r"e’“" e a RI h[n] - 5[71 — n()]

yln) = Y hlkleln— K
=3, 8k — nolr—hein—k)

F=10 (n—ng) gjw(n—n)
— pleiwn (,rejw)—no
= r"el" H(z)

» Como z = re/*, tem-se H(z) — Z_n()
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Discussao

Seqiiéncia Arbitraria e a Transformada-=

» Lembrando que:

tln] = Y 2lk]oln — K

1z

X(z) = x[k]lzF

» E a prépria defini¢do da Transformada-z!

Processamento Digital de Sinais Transformada-z
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Exemplos

Seqiiéncia de Suporte Temporal Finito
> an] =37 Lalln — k] <o X(2) = cs2P 4 c922 + 12 o+ ez ez
» RDC de X(z)? Ha pelo menos um pélo em z = 0 e outro em z = o0.

A
Im{z}

Plano-Z

c_3z5 + c_2z4 + c_1z3 + coz2 + 0121 + ¢
2

A 4

— Do slide 90:  “Para uma seqiiéncia x|n] com suporte temporal finito, a RDC de X (z)

»

cobre todo o plano-z, com excecdo possivelmente em z = 0 e z = oQ.

— Doslide 91:  “axy[n| + bay[n] 5 aXi(2) + bXo(z), comRDC D R, N R,
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Exemplos

Seqiiéncia de Suporte Temporal Finito

» Se x[n] = 0 paran < 0, i.e. é “causal”, entdo RDC exclui a origem do plano-z.

» Se x[n] = 0 paran > 0, i.e. “ndo-causal”, entao RDC no plano-z exclui z = co.

Plano-Z

tr] Tu\
0 LMD

» Do slide 91 (Deslocamento Temporal): “z[n — n) D¢ (2), com RDC = R,
(exceto pela inclusdo ou exclusdo de = =0 ou z = c0)”

Im{z}

b2

» Do slide 93 (Teorema do Valor Inicial): “Se x[n| é “causal”, entdo x[0] = lim._, . X(2)
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Re-visitando a Exponencial Real

RDC de x|n| = a"'u|[n], com a € R (Lateral-Direita)

AX[n] a, >1

a, <1

X(z) =

Z—a
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Re-visitando a Exponencial Real

RDC de z|n] = a\"~"0)y[n — ng| (Lateral-Direita)
Versio atrasada de a"u|n|

no n

1 Z

X(2)==
2™ 7-a
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Re-visitando a Exponencial Real

RDC de z[n] = a{"t"0)y[n + ng| (Lateral-Direita)
Versdo adiantada de a"u|n|

Y

\\x
—
>
e
v o
Il \Y
N

<
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Re-visitando a Exponencial Real

RDC de z[n] = —a"u|—n — 1] (Lateral-Esquerda)

a, <1 x[n]a
a, = R
a, >1 R
X (2) = —>
z—a
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Re-visitando a Exponencial Real

RDC de z[n] = —a™")y[—n — 1 4 ng] (Lateral-Esquerda)
Versdo atrasada de —a"'u|—n — 1]

Y

d, >(£n_/z ‘R
_ 0
X(Z): Z]r-lo Z—Za
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Re-visitando a Exponencial Real

RDC de z[n] = —a""0)y[—n — 1 — ny) (Lateral-Esquerda)
Versao adiantada de —a"'u[—n — 1]

>

X(z)=2z"

Processamento Digital de Sinais Transformada-z 103



Re-visitando a Exponencial Real

RDC de Seqiiéncia Bi-Lateral

ay = a,; = RDCvazia
i=]

X, [n]+ Xz [N]
a <
a ,= 1
a,>1 R
h 0

X(z)= XL(Z)+XR(Z):
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Re-visitando a Exponencial Real

RDC de Seqiiéncia Bi-Lateral

ay < a; = RDCeum anel (verde escuro)

i#]

X(z)= XL(Z)+XR(Z): S _a. +
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Re-visitando a Exponencial Real

RDC de Seqiiéncia Bi-Lateral

ay > a,; = RDCeénula

i# ]

X(z)= XL(Z)+XR(Z): S _a. +
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Re-visitando a Exponencial Real

RDC de Seqiiéncia Bi-Lateral (Multi-Polos)

a., >a,, = RDCénula
X, [N]+ %z [n] 27—
a, <1 A apy >1
a , =1 Ag, =1
a;>1 ag, <1

R
X(2) =X (2)+ Xz(2)
Z
X,(2) = + , coma,, >a
R() Z—aRl LZ_aRZJ R2 R1
X (2) ‘ L - , coma,, >a,,

ylf)@;ssamento Digital de Sinais
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Re-visitando a Exponencial Real

RDC de Seqiiéncia Bi-Lateral (Multi-Polos)

X, [n]+ X, [N] ag, <a,; = RDCéumanel (verde escuro)
A

aL1<1 aR3>1
a,=1 an, =1
a, 5 an, <1

X (2) = X, (2)+ Xo(2)

Z Z
Xg(2)= + , COM &g, > ag,
Z-8p (Z-8,)
Z z
X (2) L , coma,, >a,,

Processamento Digital de Sinais Transformada-z 108



Re-visitando a Exponencial Complexa

RDC de x|n| = a"'u|n], com a € C (Lateral-Direita)

» a =re/Y, comr = |a| e fase w € R em radianos

— O valor de r define o perfil temporal de crescimento da magnitude do sinal.

— O valor de w define a “taxa de oscilacao” do sinal ao longo do tempo.

» A causalidade (ou ndo) de x[n] e a localizacdo dos p6los de X (z) definem a RDC.
| X[n]l r, >1
| n<i,

z

X(z)=
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Re-Visitando Seqiiéncias Senoidais

Transformada-z de x|n| = cos|won|u|n]

2[n] = cosluwon]ufn] = <€W i €'W> ]

2

z1[n]+z9n]

2 com x1[n] = e/“0"uln| e xo[n] = e~ uln]

» Pode-se decompor x[n] =
> Escrevendo a; = e/*0 e ay = e™/“0, pode-se obter X (2) e X(z) por inspegdo:
< z

Xl(z) = € XQ(Z) =

Z — aq Z — a9

» Por linearidade, obtém-se

_ 1 z z
X<Z) 2 (z—a1 + z—ag)

_ 1 222—(a1+a2)z

2\ 22—z(ay+ag)tajas

o 22 —cos(wp)z
222z cos(wp)+1
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Re-Visitando Seqiiéncias Senoidais

RDC de X (z) para x[n| = cos|wyn|u|n]

A

Ny,

F [ x[n]| R

r=1 Plano-Z

Y

r

e

Y
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EDs e a Transformada-:

Z apyln — k| = Z bnxn —m),
Transformada-z de uma ED de Ordem N (N > M)

» Usando as propriedades de Linearidade e Deslocamento Temporal:

N M

Z akz_kY(z) — Z bz "X (2),

k=0 m=0

» (Resposta Impulsional) h[n| sl (2) (Fung@o de Transferéncia)

M —m
Y<Z> Zm:() me B(’Z)

H(Z> — X<Z> — Z]k\/zo akz_k A<Z>7
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EDs e a Transformada-:

_ B(2) SM b

m=0

A(z) N Z/]j:o apz "

Observacoes:

» Os coeficientes a; do polindmio A(z) determinam a localiza¢do no plano-z dos pélos de
H(z). Logo, definem a RDC de H(z).

» A solucdo yp[n] da ED homogénea depende somente dos pdlos de H (z).

» Dos Slides 75 e 76: “A solucdo geral é na forma y,|n] = le\il A;al, onde «; sdo as raizes
(possivelmente complexas) do polinonio caracteristico da ED”

— A(z) € o polindmio caracteristico da ED homogénea.

Interpretacao para os Polos de H(z)

» Cada pdlo «; (possivelmente complexo) define uma das N componentes ' da solugdo yp[n).

» A fases w; dos polos sdo os chamados modos-naturais dos sistema.
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Pdlos e Zeros de H(z) ou X(2)

Razao de Polindmios em Poténcias Positivas de z

M - -
> X( N) . Zm—[) bm Z o \ Zm_ l‘m > ~M—m

M zeros e N podlos possivelmente ndao-nulos

SeM>N: M~-N podlos na origem

Se M <N : N—-M zeros na origem

Ha sempre o mesmo numero de polos e zeros no plano-z

— Pdlos e zeros no infinito ndao aparecem no diagrama!
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EDs e Funcao de Transferéncia H(z)

Y(z) M bz _ B(2)

m=0

X<Z> B Z/]{Y:o apz* a M,

H(z) =

Desdobramentos

» Como uma ED, a expressdo de H(z) indica como implementar o sistema.
» Em geral, uma H(z) pode ser decomposta em duas partes: H(z) = Hya(2) Har(2)
— Parte ndo-recursiva ou média-mével (Moving-Average) Hya(z) = B(z)

— Parte recursiva ou autorregressiva (Auto-Regressive) Har(z) = A%Z)

X X\(2)
(2) = Hys () F—H s @)=Y @)
\ ' J
H(z)
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Funcao de Transferéncia Hypa (2)

HMA

Z bm —-m

m=0

— Z bz "X (2)

m=0

Representacao em Diagrama de Blocos
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Funcao de Transferéncia Hagr(2)

Y(z) 1
Xi(z) N Z/ivzo apz "

Hpr(z) =

Representacao em Diagrama de Blocos

1/a,
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Funcao de Transferéncia H(z) = Hypa(2) HAr(2)

Representacao em Diagrama de Blocos

X X,(2)
(2) —{Hua @) NHae @Y @)
\ Y l
H(z)
X(2) T X(2) T > Y(2)
. 71
1 |
=r T
Z Z
= =_
Z Z
v ¥
l [
2

Transformada-z 118
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Funcao de Transferéncia H(z) = Hypa(2) HAR(?)

Representacao em Diagrama de Blocos

X (2) = Har (2)  Hua @) Y (@)
| ]
|
H(z)
® Y(2)
1 1
A 7
1
I1 1
A A
I1 I1
A 7
T J
i 1
71 [ 7]
1
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Funcao de Transferéncia H(z) = HAr(z)Hypa(2)

Representacao em Diagrama de Blocos (Canonica)

X(2)

M = N no caso mostrado acima.
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Funcao de Transferéncia H(z)

Implementacao FIR vs IIR
» Sistemas com h[n] FIR admitem implementacdo via H(z) = Hya(2).
» Sistemas com h[n] IIR requerem implementagdo via H(z) = Hagr(z2).

» Ha sistemas que admitem implementagao via Hya(2) e/ou Hya(2), e.g. Média-Mével.

— FIR:
| Mo
H, _ —k
MA(Z) Ms+1 Z -
k=0
— FIR (realizacao recursiva):
1 1 — Z—(]\Jg+1)

Harua2) = 3027 —1 5
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Estabilidade de H(z)

Critério Geral

» A RDC de H(z) tem que conter a circunferéncia unitaria, i.e., 2 = ¢/ . Para sistemas:

— Causais Estaveis: Os pélos de H(z) tem que estar no interior do circulo unitério.

— Nao-Causais Estaveis com h[n] Lateral Esquerda: Os pélos de H () tem que estar no exterior
do circulo unitario (excegao: pélos em z = 0).

— FIR Causais: Sao sempre estdveis, visto que todos os pdlos estdo em z = 0.

— Causais ou Nao-Causais: se os polos de H (z) estiverem sobre a circunferéncia unitéria, a esta-

bilidade € indefinida.
| x[n]| r,>1 (instavel)
r, =1 (indefinid o)
<1 (estavel)
0 n
Z
X (Z) - —a)
z—re'

Plano-Z
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Estabilidade de 7/(2)

Formalizacao (via Propriedades de Séries de Laurent)

» Uma série S(z) = >~ fu(2) , com | f,,(2)] < 00, ¥n > 0 converge absolutamente se

fn—i—l(’z)

» Para a transformada-z de h|n| (causal), tem-se que f,,(z) = h[n]z~". Entdo,

<1

p(z) = lim

n—o0

p(z) = lim <1

n—oo

hln +1]z7"z 71
hinlz—n

h 1
1 lim [TL—|— }

n— 00 h[n} <1

hn+1]

> ¢ a base a.

» Para exponenciais a"u[n] real ou complexa
» O resultado acima (caso causal) pode ser generalizado para séries ndo-causais e bi-laterais.

— Causal: pp(z) <1  Nao-Causal: p;(z) > 1
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Estabilidade de 7/ (2)

Na Pratica (Sistemas Causais)

» Sistemas FIR sio SEMPRE ESTAVEIS.

» Sitemas IIR (com recursao): Estaveis se todos os pdlos de H (z)
estao dentro do circulo unitario.

» Ha algoritmos de verificagao de estabilidade que prescindem do
calculo explicito das raizes do denominador de H (z).
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Sistemas Inversos

Definicao
» Do Slide 62: hln] = (hy x ho)[n] = dn] <= H(z) =
Hi(z2)Ho(z) =1

» Se Hi(z) = %, entdo Ho(z) = é%i%

» Troca de zeros com pdlos entre Hi(z) e Ho(z).

» Implicacoes:
— Para H(z) existir as RDCs de H{(z) e Ho(z) tém que se sobre-
por.

—Se Hi(z) é estavel, causal e com M zeros, Ho(z) s6 serd
estavel e causal se todos os zeros de H{(z) estiverem no in-
terior do circulo unitério (tal H1(z) é dito ser de fase-minima).
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Exemplos: Sistemas Inversos

Hi(z) (Causal)

0.8

0.6

0.4

0.2

-0.2

Parte Imaginaria
[ ]
T
x
o
i

-0.4

-0.6
-0.8

-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5
Parte Real
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Exemplos: Sistemas Inversos

Parte Imaginaria

Processamento Digital de Sinais

Transformada-z

127



Exemplos: Sistemas Inversos

1—22~1
Hi(2) = 1556,

0.8
0.6
0.4
0.2

-0.2

Parte Imaginaria
[an]

-0.4
-0.6
-0.8

H.(z) (Causal)

-0.5 0 0.5 1 1.5

Parte- Real
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Exemplos: Sistemas Inversos
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Transformada-z Inversa

Expressao Formal
1 .
;i,.'['n.] = —— fJX[sz.zﬂ'_ldz
2wy J,

» C:curva fechada simples, no sentido anti-hordrio,
inteiramente contida na RDC de X(z) e envolvendo a
origem do plano complexo-z.

Meétodos de Inversao
» Inspecao
» Expansdao em FracOes Parciais
» Expansdao em Série de Poténcias

Processamento Digital de Sinais Transformada-z Inversa
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Transformada-z Inversa

Meétodo de Inspecao

> X(z) =

———, com |z| > |a]

» x[n] = a"u[n]

» Em geral: tentar expressar X(z) como uma
composicao de termos cujas transformadas inversas
sao conhecidas

> Verificar Tabela de Pares Comuns X[n]<~%— X(z)

Processamento Digital de Sinais Transformada-z Inversa 131



Transformada-z Inversa

Meétodo de Expansao em Fracdes Parciais (EFP)

N a [ v N
= = —4+ —+ . = 0: =
\ P1P,P; P P,  P3 A= a= PPy = P1Qlp,=c
nao—nulo

N
_ aPyP3+ P Py +YP Py |P2=0: B = P1P3_P2Q|‘°2
Py P> P5

aP2P3+ﬁP1P3+yP1P2:N P33=0: Yy =——=
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Transformada-z Inversa

Método de Expansao em Fracoes Parciais
Mo 1
bl) Hmzl(n 1 — Cm < )

* C,,sdo Zeros ndo-nulos de X(z)

> X(2) =

* d, sdo Pdlos ndo-nulos de X(z)

Se M < N e todos polos de primeira ordem
N

> Xle) = (1 —dpz)’ com Ay = (1 —dpz™)X(2)
k=1 \ e

2:(/;‘.

Para M > N e polos de multiplicidade maior que 1

» Expressao acima com termos adicionais
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Transformada-z Inversa

Observacoes: Método de EFP (M < N)

» X(Z) é obtido como um somatério de N funcdes de
primeira ordem (apenas um polo).

» X|N] é obtido como um somatério das Transformadas-
Z inversas de cada parcela (por inspecao)

» A RDC individual de cada parcela tem que sobrepor a
RDC de X(2)

» No caso de pares de pélos complexo-conjugados,
agrupar em funcoes de segunda-ordem.
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Transformada-z Inversa

Meétodo de Expansao em Série de Poténcias (ESP)

» Se X(2) ja é expresso como um somatério de termos
em poténcias de Z, a solucao é trivial.

« Util para seqiiéncias de suporte temporal finito.

» Se X(z) é expresso como uma funcéo racional de Z,
proceder uma divisao polinomial longa.

* Se pela RDC X[n] é uma seqiiéncia lateral direita: escrever
polindmios em Z'1 (em ordem crescente de poténcias de z1)

* Se pela RDC X[n] é uma seqiiéncia lateral esquerda: escrever
polindbmios em Z (em ordem crescente de poténcias de 2)

Processamento Digital de Sinais Transformada-z Inversa
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Transformada-z Inversa

ESP: Exemplo de Divisao Polinomial
» X(z) =1/1-azt, com |z| > |3

1 + 0z7'|1—az!
—1 + az7! 1+azt4+a%272%2+--.
0 + az!
— az ! 4+ a’z?
0 4+ a’z*

» X[n] = a"u[n]
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Transformada-z Inversa

ESP: Exemplo de Divisao Polinomial

» X(2) =1/1-azt, com |z| < |a]

0 + 2 | —a+ 2
— 2z +a 12 —atlz—a?
0 +a 'z
_ogls? 4 2,3
0 + a2z’

» X[n] =—a"u[-n-1]
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Resposta em Freqiiéncia (RF)

Do Slide 80

» 2[n] = ¢/“" é auto-func¢do de um sistema LTI h[n].

yln] = 32 o hlkeln — k] = 355 h[k)er 00

= e (00 hlkle)

Definindo-se
He) = > hlkle 74"
k=—00

Tem-se
yln| = H(e)e!"

» [ (e/*) é complexo e fungio continua em w € R (ndo é fungdo de n).

» H(e/¥) é o auto-valor correspondente é chamado Resposta em Freqiiéncia
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Interpretaciio de H(e/*)

H(eM%) = |H(eIw)|elOw)
» |H(e’“)|: o quanto o sistema atenua a componente e/“"

» O(w): 0 quanto o sistema atrasa a fase da componente eJwn

¢ Atraso na fase: DEFASAMENTO (ou diferenca) entre as fases
das componentes de entrada e saida!

Nomenclatura
» M (w) = |H(e/¥)|: MAGNITUDE da RF ou Resposta de Mag-
nitude;

» O(w): FASE da RF ou Resposta de Fase.
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Atrasos de FASE e de GRUPO

H(e/%) = M(w)e/®@)  (Representagdo Polar)

Definicao: Atraso de Fase

O(w
Flw)=— W)
W
» Interpretacdo: F'(w) mede o atraso (em unidade de tempo) sofrido por uma exponencial com-

plexa de freqiiéncia w ao passar por um sistema.

Definicao: Atraso de Grupo

» Interpretacdo: GG(w) mede o atraso sofrido pelo grupo de componentes exponenciais no en-
torno da freqiiéncia w ao passar por um sistema. E a inclinacdo da funcio de fase para um
dado w.

Processamento Digital de Sinais Resposta em Freqiiéncia 140



Atrasos de FASE e de GRUPO

H(Y) =¥ Mw)=1, OWw)=—w
Atraso de Fase: F(w) = ——* =1, Yw

Atraso de Grupo: G(w) = —_d—‘if" =1, Vw

Conclusio: H(e’“) = ¢/ é uma representagio complexa (freqiiencial) para o atrasador unitério
hin| = d[n — 1]. Em geral:

H(e¥) = e7I9M0 &5 hln] = é[n — ng)
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Interpretaciio de H(e/*)

Propriedades de H (e/%)
» H(e/*) uma Funcio CONTINUA em w.
» Como e/ = eI WH2Tk) L 7.
H (ej(w+27rk)) _ H(ij>
_Logo, H(e/%) é PERIODICA com periodo 27.

— H(e’™) s6 precisa ser especificada em um intervalo de tamanho 27:

O<w<2r ou —7m<w<<T.

— Baixas freqiiéncias: no entorno de 0 4 27k.

— Altas freqiiéncias: no entorno de +m + 27k.
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H(e’¥) e a Transformada--

h|n] N H(z)

» Se a RDC de H () incluir || = 1: H(e/*) é a avaliacio de H (z)
na circunferéncia unitaria.

» O critério acima implica que h[n] tem que ser BIBO-ESTAVEL.

|H(2)|*[B]

150

05

Parte Real

Parte Imaginaria
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H(e’¥) e a Transformada-2

Interpretacao Geométrica

» Para polos e zeros finitos! Im{z}

» Pode-se mostrar que:

DsD,

’H(G’jw())‘:K € @(w0>:93+94—91—92—§5—8(5

D1DsDs5Dg
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Exemplos de H (e/¥)

Atrasador Temporal

> hn] = 8[n — ng| <= H(e/*) = e,

» |[(e’¥)| = 1 enquanto O(w) = —wny

» Atraso de grupo (slide 140): G(w) = no;

» Note que H(z) s6 tem pdlos na origem. Interpretacdo grafica: cada pélo contribui

— Um multiplicador D; = 1 & magnitude de H(e’%).

— Uma parcela §; = —w 2 fase de H(e’%).

» Exemplo ng =6

1F
— 3 -10r
3 )
L1 = -20
= =
= -30
1 L1 L]
-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3

w (rad) w (rad)
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Exemplos de H (/)

Sistema Meédia-Movel Causal

» h|n| é FIR, logo o sistema € estavel.

(M2+41) —jw(M2+1)
> H(2) = = = H(e¥) = =

» A RDC de H(z) inclui a circunferéncia unitaria devido ao cancelamento zero-p6lo em z = 1.

1 T T
T M,=5
“ 05t
=0
0 1 1
-3 2 1 0 1 2 3
w (rad)
— 08}
3 M,=1
D 0.6} 2=15
= 0.4¢
02t
3 2 B 0 1 2 3
w (rad)
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Sistema Média-Movel Causal

Atraso de Grupo de H (ej “)

» Para ordem My (ou Ms + 1 coefs.): G(w, Ms) = %, Vw.

» Em geral, para qualquer sistema FIR de ordem M, com FASE

LINEAR:

M
Gw, M) = o Vw

» Aumento da ordem M do sistema = aumento do atraso do sinal
na saida do sistema.

Processamento Digital de Sinais
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Sistema Meédia-Movel Causal: Discussao

Quando M2 — oo

» h[n] se torna uma seqiiéncia lateral direita infinitamente longa.

» H(e/*) vai tender para um Impulso Continuo na origem.

Dualidade: Tempo x Freqiiéncia

» Seqiiéncias h[n| de duracio LONGA/CURTA < H(e’*) com concentragio de energia em
faixa ESTREITA/EXTENSA de freqiiéncias.

® h[n] = d[n] +— H(e'¥) = 1,Vw
e h[n] = uln] +— H(e/*) = §(w £ 27k), com k € Z

Existéncia de H(e/%)
» h[n] = u[n] é absolutamente somavel?

» h|n] = cos(mn/4)uln] é absolutamente somavel? Nao tem pdlos sobre a circunferéncia
unitaria?

» Para os casos acima H (¢/¥) existe?
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Transformada de Fourier de Sinais a Tempo Discreto

Também chamada de DTFT
Escopo de Aplicacao
» Sinais discretos xz|n], finitos (amplitude) e, em geral, ndo-periddicos.

Representacao de Fourier de x|n]

» Equacdo de Sintese

xn| = L X (e?*) el du
2T It
» Equacao de Analise
. OO .
X(e/Y) = Z xlnle /<"
Nn=—00

» Notacdo: z[n] <2 X(e/*).

Processamento Digital de Sinais Transformada de Fourier (DTFT)
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DTFT: Propriedades Fundamentais de X (¢/%)

X(e/¥)eC
> X (e¥) = | X (e/)]e/P@), com O(w) = arg{ X (e/¥)}
o X (e’*) é chamado de Espectro de Fourier.

o | X (/)] e ©(w) sdo fungdes reais em w: Espectros de Magnitude e de Fase
> X (/) = Xgr(e¥) + j X1(e/¥):
o Xp(e’) = R{X(e™)} e Xi(e) = T{X(e™)}
Periodicidade
» X (e/“) é PERIODICA em w com periodo 27.

Relacao com a Transformada-z

» Seja x[n] s X (2). Se a RDC de X (z) incluir a circunferéncia unitaria |z| = 1, a con-
vergéncia da DTFT de z[n| é garantida.

2ln] <1 X (eI9) = X (2 = &%)
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DTFT: Interpretacoes

Decomposicao via Projecoes

» Equacio de Andlise: Para uma dada freqiiéncia w, X (e’*) pode ser visto como a proje¢do
de x[n] sobre a componente e /“" (exponencial complexa discreta).
X(e/Y) = Z xlnle /9"

——00

» Equacao de Sintese: z|n| é composto por uma combinacéo de infinitas fun¢des exponenciais

discretas, /", pesadas por X (¢/¥) /2.

1 -
rin] =— [ X(eI%)ed*"dw
27 Jor
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DTFT: Sobre a Convergéncia Uniforme

Existéncia de X (e/¥)
» X (e’¥) converge Uniformemente se o sinal z[n] for Absolutamente Somavel.

Observacoes

» O critério para convergéncia uniforme nao € atendido para certos sinais uteis, para 0s quais
X (e’*) ndo-existiria. Ex.:

ox[n|=uln] ou z[n]=K,comK R ou z[n]=ew"
Relaxamento da Convergéncia Uniforme

» X (e’¥) — oo para um nimero finito de valores de w (dentro de um periodo)

» X (e’¥) pode ser expresso em fungdo de §(w):

O(w) =10, para w # 0
/OO O(w)dw =1

— 00
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DTFT: Relaxamento da Convergencia Uniforme

Estudo de Caso: x|n| = ¢/“0" (Periddico)
» Se x[n] é periddico, com periodo N, entdo

2k
woz%, com ke /Z e N €.

» Tem-se que
00 00
X<6jw) _ Z pJwon g —jwn _ Z ej(wo—w)n

n=——~oo n=——0oo

» Para w # wy + 27r, comr € Z: X (e/¥) =0
o A proje¢do de z[n] = ¢/“0" sobre a componente e /“" vai ser sempre nula.

» Para w = wy + 277 X (/) — o

Processamento Digital de Sinais Transformada de Fourier (DTFT)
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Estudo de Caso: z[n] = ¢/“0" (Periédico)

Interpretacio Grafica com w) = 7 rad/amostra e w = 0

rad/amostra
- o4l .
X[n] = eJa)on 1 .............. . X[n] eJCt)on 1 .............. - X[n] eJCOon 1 o -
) SN e T | S
ffffffffffffffffffffffff [ RN VN
1R AR 1R
» Os termos em quadratura se cancelam, exceto quando w = wy + 27, com r € Z.
e O
e/ s X (eIY) = E 21 (w — wq + 27r)
r=—00
» Verificagio formal: aplicacdo de X (¢/*) na férmula de sintese.

Dernccntrrmint DY vt tal AAa Clnnt



DTFT de Sinais Periodicos

Implicacoes

» Para a classe de seqiiéncias PERIODICAS

rn] = Z cred VR

k
» Segue que
| 00
X(e¥) = ;: S: 21 ¢ 6(w — wy. + 27r)
r=—o0 k

» Espectro de Fourier de z[n|:

¢ E periddico em w.
¢ Dentro de um periodo: € nao-nulo em um namero finito de freqii€ncias wy.

< Pode ser representado pela Série de Fourier.
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SERIE de Fourier a Tempo Discreto

Escopo de Aplicacao
» Sinais PERIODICOS: z[n] = z[n 4+ N], Vnecom N € Z.

Série de Fourier de z|n)

» Equacao de Sintese

Nl 21k
x|n| = Z cpel N
k=0
» Equacdo de Analise
| N 2k,
k=N 7;) x|nle

» c; € uma seqiiéncia periodica com periodo N, i.e. ¢ =cp4N.

» 21 ¢;; ¢ a AREA dos impulsos de X (e7*) presentes em 6(w — wy, + 277), sendo wy, =

21k

N .
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DTFT: Pares Comums

TABLE 2.3  FOURIER TRANSFORM PAIRS

Sequence

Fourier Transform

1. é[n]
2. &[n — ng]

3.1 (—o0 < n < 00)
4. a"uln] (lal <1)

5. u[n]

6. (n+ 1a"u[n] (lal <1)

rsinwp(n + 1)

- uln] (rl <1)
sinwp

sinwcn

mn

9. x[n] = 1, 0<n< M
“TYE T ) 0, otherwise

10. efwon

e—fw"o

oo
Z 2n8(w + 21k)

=-=00

1

1—ae o

o0
1
S —— Z 78(w + 2rk)

1—e /@

k=-—c0

1

(1 —ae~iwy?

1

1 —2rcoswpe™/® + r2e=i2w

X(e/®) = { Lol <,

0, we<|wl=m

sinfo(M + /2]

sin(w/2)

11. cos(won + @)

o0
Z 2n8(w — wo + 27k)

k=—00

o0
Z [re/®8(w — wo + 2mk) + e 18(w + wo + 27k)]

k=-00

Fonte: Oppenheim (com correcdo de erro no item 10.)
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DTFT: Funcao sinc(t)

Definicao (Func¢ao SINC Normalizada)

t
sinc(t) = sen(;r >, com t€R
7

Propriedades

®.0
/ sine(t)dt = 1

— 00

i (L (1)) -0

» Os zeros sinc(t) ocorrem em valores inteiros nao-nulos de ¢.
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DTFT: Funcao sinc(t)

Representacao Grafica

Funcéo SINC (normalizada)
1 T T I [ I I T

— SiNc
O zeros
0.8
06
T
~ 04
T
£
-
‘m 0.2

@
-0.2
_0 4 | | | | | | | | |
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
t (tempo)
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DTFT: Funcao sincln — k|

SINC com Argumentos Inteiros

» Pode-se mostrar que:

I, sen=%k
0, sen=#k

sincln — k| =

sinc|n — k| = d|n — k|

» Util na computagio de x[n] partindo de X (e/*) (sintese).

» Explica como um sinal discreto pode ser obtido da integra¢ao de funcdes continuas em w.
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DTFT: Propriedades de Simetria

Definicoes Iniciais
» Seqiiéncia (ou fun¢do) complexa simétrico-conjugada: x.[n| = x ]
» Seqiiéncia (complexa) anti-simétrico-conjugada: z,[n] = —z}[—n] = L(z[n] — 2*[-n])

» Para qualquer seqiiéncia (ou funcdo) complexa: x[n| = x.[n| + x,[n]

» Sendo fun¢do complexa, o espectro X (¢/¥) = X, (¢/¥) + X,(¢/¥), com:

Xe(e?¥) = X} (e77%) e Xo(e?¥) = =X} (e¥)

€

No mais,

Xe(el9) = 5 (X (e7) + X*(e7))

DO | —

Xo(€) = 5 (X (e1) = X*(e7¥))

O | —

» Obs.: X (e/¥) # F{z.[n]}.
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DTFT: Propriedades de Simetria

TABLE2.1 SYMMETRY PROPERTIES OF THE FOURIER TRANSFORM
Sequence Fourier Transform
x[n] X(el®)
1. x*[n] X*(e”/®)
2. x*[—n] X*(e/v)
3. Re(x[n]) X.(e/®) (conjugate-symmetric part of X (e/®))
4. jTImix[n]} X,(e/®) (conjugate-antisymmetric part
of X(e/®))
5. xe[n] (conjugate-symmetric part  Xg(e/®) = Re{X (e/*)}

8.
9.
10.
11.
12.
13.

of x[n])

Xo[n] (conjugate-antisymmetric
pait of Wiy

J Xi(el®) = jTm{X (e/?))

The following properties apply only when x[n] is real:

Any real x[n]

Any real x([n]
Any real x[n]
Any real x[n]
Any real x[n]
xe[n] (even part of x[n])

xo[n] (odd part of x[n])

X(e/*y = X*(e~/®) (Fourier transform is
conjugate symmetric)

Xr(e/®) = Xg(e~/®) (real part is even)
X;(e/?)y = -~ Xj(e~ /) (imaginary part is odd)
| X (e/®)] = | X (e~ /)] (magnitude is even)
<X (e/?) = —aX(e/¥) (phase is odd)
Xr(e/®)

jXi(el®)

Fonte: Oppenheim
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Propriedades e Teoremas da DTFT

Consideracoes Iniciais e Notacao
» Geral: 2[n] <2 X(e/¥)
» Para duas seqii€ncias:
z1[n] <2 X1 ()
2aln] <25 Xo(el¥)
Linearidade

» Para a e b escalares:
» axi|n| + bxo|n] RN aX1(e7%) + bXo(el)
Deslocamento Temporal

> [N — N PN e ~JWN0 X (1)
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Propriedades da DTFT

Modulacao em Freqiiéncia

) F ejw o Y _
. 9] T X (J—wo) — X (ed(w=w))y
Diferenciacao na Freqiiéncia

- - dX (el@)
dw

Reversao Temporal

f
» nx[n| «—

> SE[—N} é X(e_jw), se x[n] € C
> z[—n] <25 X*(e/), se z[n] € R

Convolucao Linear de Seqiiéncias

w 21[n] * wofn] < X1(eI%) Xo(el®)

Processamento Digital de Sinais Transformada de Fourier (DTFT)
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Propriedades da DTFT

Teorema de Parseval

» Conservacdo de Energia:

E= Y lelalP =5 [ 1X(e)Pa

n=—0o0 -

» | X (e/¥)|? € chamado de espectro de densidade de energia.

Modulacao em Amplitude (Janelamento Temporal)

1 [T . .
z1[nlzoln] < — [ X&) Xo(e!)ae

» O termo da direita € uma Convoluc¢do Periddica (caso continuo).

» ImplicagOes importantes para a andlise de sinais com duragdo finita: Resolucao Tempo-
Freqiiéncia.
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DTFT: Propriedades e Teoremas

TABLE2.2 FOURIER TRANSFORM THEOREMS

Sequence Fourier Transform
x[n] X(elf"’)
y[n] Y(e!®)
1. ax[n] + by[n] aX(el®) +bY(e'®)
2. x[n —ny4] (ng4 aninteger) e~ iwnd X (el®)
3. eJwonx[n) X (e/(@-wo)y
4. x[-n) X(emi®)
X*(e/®) if x[n] real.
dX(el®)
5. nx[n] o
6. x[n] * y[n] X(e/®)Y(e/?)
n
7. x[n]y[n] % / X(e®)Y(e/“=9)dp

Parseval’s theorem:

8. Z Ix[n])* = % f_ ] | X (e/*)*dw

n=—o0

9. ) xlnly*[n] = % / X (/)Y (e/)dw

n=-0oo

Fonte: Oppenheim
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Transformada de Fourier de Sinais a Tempo Continuo

Escopo de Aplicacao da CTFT

» Sinais a tempo continuo z(t), finitos na amplitude e, em geral, ndo-periddicos.

Representacao de Fourier de x ()

» Equacdo de Sintese

1 [~ :
o(t) = — X (59)el M d0
2T | _ o

» Equacdo de Analise

X (4Q2) = /OO z(t)e It

— O

» Notagdo: x(t) PN X (5.

Processamento Digital de Sinais Transformada de Fourier em Tempo Continuo

167



Transformada de Fourier de Sinais a Tempo Continuo

Propriedade: Modulacao em Amplitude

ry()aat) 5 o= [X1(j6) * Xo(G)

1

5 X108 * Xo(59)] = / X1(j0)Xo(3(52 — ©))dO

» O produto de dois sinais continuos no tempo € proporcional a convolugao de suas respectivas trans-
formadas de Fourier
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Transformada de Fourier de Sinais a Tempo Continuo

Sinais Periodicos: Representacao via SERIE de Fourier
» z(t) é periddico, com periodo T'=27/Q=1/f.

» Equacao de Sintese

O
x(t) = Z cpel R
=—00
» Equacao de Analise
Lot
ck/ z(t)e I gt
1)1/
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Representacao de Estado

Motivacao
» Representacdo de um sistema via EDs: 1 Entrada e 1 Saida (SISO).
» E se um sistema (causal) tiver Multiplas Entradas e Multiplas Saidas (MIMO)?

¢ Usar Representacao de Estado!

Representacao de Estado (RE)

» Inclui informacgao sobre o estado interno do sistema.
» Permite saber da dindmica do sistema pela anélise das variaveis de estado.

» Variaveis de estado: descrevem completamente a resposta futura do sistema, conhecendo-se
o estado atual, o sinal de entrada e a equacdo de estado.
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Representacao de Estado

RE: Forma Geral
sin + 1] = f(s|n],x[n],n) (Equagdo de Estado)
yin] = g(s|n],x|n|,n) (Equagdo de Saida)

» Notacgao:
¢ n : Instante de tempo (discreto)
osn]=|sin] -+ syn] ]T: Vetor de Estados (de dimensdo /N x 1):
ox[n|=[xn] -+ xpn] ]T: Vetor de Entrada (de dimensao F x 1):
oynl=[wln] - ysnl ]T: Vetor de Saida (de dimensdo S x 1):

¢ N: Ordem da equacao de estado
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Representacao de Estado

Sistema MIMO Linear Variante no Tempo

sln + 1] = Alns[n] + Bln)x|n]
yin| = ClnJs|n| + D[n/x[n|

Aln|: matriz NxN; B[n]: matriz N X E;
Cln]: matriz SxN;  D[n|: matriz SxFE.

Sistema Linear Invariante no Tempo

» As matrizes A[n|, B[n], C[n]| e D[n] s@o constantes para todo n.

Sistema LTI SISO
» F=5=1.
» (Matriz) B — b (vetor); (Matriz) C — ¢! (vetor); (Matriz) D — d (escalar).
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Representacao de Estado

Teorema

» Um sistema linear discreto descrito por uma ED de ordem /V,
sempre pode ser colocado na forma de uma RE de ordem V.

Propriedades

» A cada conjunto de /N condi¢des iniciais conhecidas de uma ED
de ordem NN existe uma tunica solucdo s|n| para a equagdo de
estado correspondente.

» A representacao de estado nao € unica.

Na Pratica

» Quem seria o vetor de estados de um sistema LTI?
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RE: Exemplo Pratico

Estudo de Caso: Sistema SISO de Segunda-Ordem (/N = 2)

s;[n+1] by
x[n] —P : I > y[n]

» Escolha Tipica: Associar os estados as saidas dos atrasadores unitarios.

» Do diagrama:
o s1[n + 1] = —ays1[n] — asss[n| + z|n]
o so[n + 1] = s1]n|
o y[n| = bysin] + basa|n] + bysi[n + 1]
= (bl — boal)sl[n] + (bg — boag)SQ[TL] + b()ZU[TL]
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RE: Exemplo Pratico

Equacoes de Estado
» Do diagrama:
o s1[n + 1] = —ays1[n] — azssln| + z[n)
o Ss9n + 1] = s1[n|
o y[n] = (by — byay)si[n] + (by — bpaz)sa[n] + byz[n)

» Em forma vetorial:
{ sin +1] = As[n| + bzx|n]

yln| = el's[n] + dz[n]

sl = (1)

A= (‘1“1 _0“2 ) Cb=[1 0T, ¢ =[(b —boar) (bs — bpaz)], d= by

Com
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Solucao da Equacao de Estado Linear

Sistema Linear Nao-Forcado (Homogéneo)
sin + 1] = An|s[n]|, s[0] = s

Matriz de Transicao de Estado ®(n, ()

» Leva o estado s[/] (instante /) ao estado s[n| (em n > [): s[n| = ®(n, )s]].

» Definicao: ®(n, /) é Matriz de Transicdo se satisfaz as seguintes propriedades:

®(n+1,1) = An|®(n,l), se n>1I
(1) =1 (Matriz Identidade)
Solucao da Equacao de Estado

sin] = ®(n,0)sy, n >0
Solucao do Sistema (Homogéneo)

y|n] = C[nls|n| = C[n|®(n,0)sy, n >0
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Exemplo: Solucao de Sistema Homogéneo

Sistema LTI Homogéneo
sin + 1] = As[n], s[0] = sg

Solucao da Equacao de Estado

n=0: s[l] = As[0] = Asg
n=1: s[2] = A’y
n=2: s3] = A’s

n=p : slpt+l] = A’"ls

Em geral:
sin] = A"sg

Matriz de Transicao
®(n,0)=A", n >0

Em geral:
®(n,l)=A"" n>1
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RE: RI e Funcao de Transferéncia

Sistema SISO, Inicialmente Relaxado: s[0] =0

Pode-se mostrar que:

» Resposta Impulsiva:

hln] = dé[n] + ¢! A" Tbuln — 1]

» Funcao de Transferéncia:

H(z)=d+ "t (I-2"1A)"b

ou

Hz) =d+c (zI-A) b
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RE: Pélos de H (z)

Os polos de H(z) sao os auto-valores de A

» Se H(z) = ggz;, entdo D(z) é dado por

D(z) = det(zI — A) (Equagdo Caracteristica I)
» Os auto-valores )\ e os correspondentes auto-vetores v de A satisfazem
Av=)Xv ou (A—A)v=0
» A solugdo ndo-trivial do sistema acima €
det(A — AXI) = 0 (Equagao Caracteristica II)

» ECs I e II sdo equivalentes, exceto por uma troca de sinal. Logo, as raizes de D(z) sdo os
auto-valores de A.

Processamento Digital de Sinais Representagdo de Estado 179



RE: Transformacao Linear

A Representacio de Estado Nao é Unica!

» Seja T (matriz ndo-singular N x N) uma transformacao linear aplicada ao estado s[n|:
s|n| = Ts|n]

» Pode-se mostrar que:

A

A=TAT ! b=Tb

Decomposicao Diagonal

» A matriz A com auto-valores distintos pode escrita como
A =PAP!

» As colunas de P sdo formadas pelos auto-vetores de A.

» A matriz A € diagonal, sendo os elementos da diagonal os auto-valores correspondentes aos
auto-vetores em P.
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RE: Estabilidade Assintotica

Definicao
» O sistema em tempo discreto de ordem N

sin + 1] = As[n], s|0] = s

é assintoticamente estdvel se s[n| converge para o vetor nulo para todo s, € RY.

Teorema

» O sistema LTI s[n + 1] = As[n] € assintoticamente estavel se e somente se

’)\i‘<1, Vi=1,...,N

onde ); sdo os autovalores da matriz A.
» E coerente com o fato de os pélos de H(z) serem os auto-valores de A.

» Estabilidade assintdtica = estabilidade BIBO.
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Teorema da Amostragem

MOTIVACAO
» Escopo de aplicagao de um processador digital de sinais:
¢ Sinais Digitais (dominio e imagem discretizados)

» Como obter uma representacio DIGITAL de um sinal
ANALOGICO sem perda de informac¢ao?

o Discretizacio da IMAGEM = Perda IRREVERSIVEL!

¢E quanto a discretizacdo do DOMINIO (com imagem
continua/analogica)?

O Teorema da Amostragem fornece a resposta!
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Teorema da Amostragem — Preambulo

Estudo de Caso: Sinais Analogicos de 1 Dimensao
» Dominio (tempo) e Imagem (amplitude) CONTINUOS
» Notagdo: z.(t),comt € R e z.(t) pertencente a um sub-conjunto de R.

¢ O subescrito “c” se refere a “continuo’!

Espectro de Fourier de z(?)

» Notacdo: X (j¢2), com 2 sendo a freqiiéncia, medida em radiano por segundo.

> (1) s X, () (Transformada de Fourier de Sinais de Tempo CONTINUO)

Xc(jQ) = / h ve(t)e It

— OO
» Em geral, X.(jQ) é continuo e NAO-PERIODICO em €.

» Exceciio: Para z.(t) PERIODICO, X.(j) ndo-nulo é “DISCRETO” (Expresso via Impulsos
d(€2) deslocados em freqiiéncia)
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Teorema da Amostragem — Preambulo

Limitacao em Banda
» 2.(t) € R é Limitado em Banda se
Xc(yQ2) =0, para |Q > Q¢

onde ()¢ € chamada freqii€éncia de corte.

» Lembrete: se z.(t) € R, a magnitude de seu espectro é simétrica em relacio a €2 = 0.

IX.(G€)
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Teorema da Amostragem — Preambulo

Convolucao com Espectro Impulsivo

X590 = Xe(59) * 2m8(2 — Q) = Xe (5(2 — Q)
» () € a freqiiéncia de modulagao.

» Graficamente:

A

Kﬂ
-0 Q C
¢ c 271 3(Q - Q)
A
Q, Q
[Xmd(jY) | /\
Q-0 O, Q+Q O

» Lembrete: ¢/ <7 275 (€2 — Q).
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Amostrador IDEAL

Objetivo e Solucao

» Objetivo: Medir (precisdo infinita) o valor de z.(¢) em dado instante ¢ = .

» Soluciao: Multiplicar z.(t) por (¢ — ty):

zc(1)o(t — 1) = we(to)o(t — to)

» Graficamente:

A x.(t)
t
o(t - t,)
t t

Txc(to)ﬁ(t - to)

~V

to
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Amostrador Ideal PERIODICO

Objetivo: Obter z|n| = x.(nT)

» Formar x[n] pela amostragem de z.(t) a cada T" unidades de tempo, i.e., t = nl’, comn € Z.
Solucao

» Multiplicar z.(t) por um TREM de IMPULSOS: p(t) = >~ 6(t —nT):

n=—oo

Ta(t) 2 x(t Z o(t —nT) Z xe(nT)o(t — nT)

n=—00 n=-—00
» Graficamente: L x(t)
p(t) . t

SIHEN

w 2T-1T 0 1T 2T 3T
x A(t)

A et Tt

= -2T-1T 0 1T 2T 3T

~Y

t
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Espectro de p(t)

Solucao
» Como p(t) é periddico, com periodo fundamental T" (freqiiéncia fundamental () = 2T”):

1. Escrever p(t) via SERIE de Fourier;

2. Entdo, obter a Transformada de Fourier desse p(t).

» Passo 1 (ver Slide 169):

O

| 1 1/2 .
p(t) = Z e/t com ckT/ p(t)e IF st gy

k=—00 —T/2

» A integral é computada sobre 1 periodo! E cada periodo s6 contém 1 impulso.

< Escolha mais simples: periodo simétrico at = 0.

T/2
Cl. = i/ / 5<t>€—ijstdt _ i e p(t) _ Z iejkﬂst
I J_1/2 T T
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Espectro de p(t)

Solucao (Continuacao)

O

1 )
- 2 : Tkt

k=—0o0

» Passo 2: Como ¢/t <2 27§ (2 — Qp), tem-se que
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Graficamente: p(t) e P(;j€)

. T Tt W roamq,
g fifHRTTHT
o 2TAT 0 1T 2T 3T - 1

Q2 -20) Q =27/T

by & 27/T 1 P(Q)
P(j0) = = Z 5(Q — kQ) A
k=—o0
< >
w2010, 0 1Q, 2Q, 30 Q
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Sobre p(t) e P(512)

Observacoes
» p(t) e P(j9) sio ambos PERIODICOS.

» Valores nao-nulos de p(?):
Conjunto DISCRETO de Instantes n'l’, Vn € Z.
» Valores nao-nulos de P(j¢)):

Conjunto DISCRETO de Freqiiéncias kS, Vk € Z.

» Notar a ANALOGIA com as propriedades do Espectro de Fourier de Sinais Discretos:

o 2[n] <25 X (&%) (Periédico em w)

o Se, além de discreto, z:[n] é periddico: X (e’*) (Periédico e “Discreto” em w)
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Espectro de z,(t)

ra(t) = wc(t)p(t), logo Xa(jQ) = (Xc(j2) * P(jQ))/27
Estudo de Caso: r¢ € R com Banda Limitada

» Interpretacao Grafica

AN
/ X (jQ2
e Q,=2n/T /'\c" :
- ;
0 Q. 0 o Q
( ) N *
p(t P(j<Q2
TTATT A AZTE/TA(J)A A
>t N
e 2T-AT O 1T 2T 3T.. 200 10 0 10, 20, Q
AU
i /\ / /T\ / \
T A
AN \
o 2T-1T 0 1T 2T 3T-- - 20, 10, 0 10, 20, Q
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Sobre o Espectro X;(5¢2)

Xalj€2) = 5 Xelj2) # P(O)

Conclusao Importante

» O efeito espectral do processo de amostragem de xz.(¢) via p(t) é Criar Réplicas do espectro
X.(592), centradas a cada multiplo inteiro da freqiiéncia de amostragem (2!

Observacoes
» Os valores possivelmente ndo-nulos de x,(¢) ocorrem em instantes “discretos” de t.

» Logo, faz sentido que X,(j€)) seja periddico em (), o que é coerente com a natureza do
espectro de sinais discretos.

E quanto 2 relacio entre X,(jQ) e X (e/¥)?

Processamento Digital de Sinais Teorema da Amostragem 193



Espectros de z,(t) e x[n| = z.(nT)
Formalizacao

Aplicando a Transformada de Fourier (tempo continuo):

X.(jQ) = / Z 5(t —nT)e 7Mdt = Z ze(nT)e 7"

o0 n—=——oo n=——oo

Comparando-se X,(7§2) com

x[n] PN X(e) = Z z[n]e 7"
Observa-se que: n=—00
Xa(79) = X(e™)|o—or = X (™)

Como a relagdo entre X,(j2) e X (j€2) é:

1 0
== D X (9 = k)
k=—00
Tem-se que:
. 1 «— w 2rk
X () == Xeljl=——
s X2 E-T))
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Espectros de z,(t) e x[n| = z.(nT)

Graficamente
X[n]=);c(nT) 2522;;47- 1;\|X(ejw)|
w, =27

w2 10 1 2 - SO 2n -we 0 we 27 an w

)]
R AVAVAVAVA
AT - -
e 2T-1T 0 1T 2T - “ 20, 10, 0 10, 20 Q

» O valor de 7" determina a propor¢ao entre as escalas freqiienciais em w e {2, respectivamente,
de X (e’¥) e X,(590).
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Reconstrucao de z(t) via z,(t)

» Descartar de X,(7€2) as réplicas de X.(j{?) centradas em freqiiéncias multiplas de €,
EXCETO aquela centrada na origem.

» SOLUCAO: Submeter r,(t) a um sistema (filtro) ANALOGICO passa-baixas ideal

. T, se ’Q‘ < Qc,
H.(jQ)) = -
0, caso contrario
» Graficamente:
Q. =2n/T 1 1X,(Q)|
A
X,(t) YT
T A \
A )
o 2T-1T 0 1T 2T 3T-- ~ 20, 10, 0.0 Q. 10 20, O
* [
A |H (O
1 hr(t) T | r(] )l
/\sinc
N Jaig: R
N \V4 i 2.0 10, -Qc 0 O 19 e Q
2T-1T 0 1T 2T 3T
X.(jiQ
P /N’ '
o | )
0 'Qc 0 QC Q
Processamento Digital de Sinais
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Reconstrucao de x(t) via x,(t)

Como Garantir Reconstrucao Perfeita (RP)?

» Réplicas de X, (jQ) em X,(j2) SEM SOBREPOSICAO freqiiencial!

» CONDICAO SUFICIENTE: 2{)c < {)g ou ()¢ < %

A

N
X (jQ
/‘ x(t) Q,=2n/T /% 4
- .
0, Q. 0 Q Q
(t) A *
P P(jQ
T T A T T A A 2TA U )A A
>t >
« 2T-1T 0 1T 2T 3T-. me2Q 10 0 1Q, 20, Q
X,(t) /X y\
T A
AR \
o 2T-1T 0 1T 2T 3T w20, V10, 0 10, 20, Q

sobreposicao das réplicas
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Teorema da Amostragem

Se um sinal z(¢) no tempo continuo tem largura de faixa limitada,
isto é, sua transformada de Fourier X (j¢2) é tal que X (j2) = 0
para [€)| > Qc, entdo x.(t) pode ser completamente recuperado a

partir do sinal no tempo discreto x|n| = x.(nT') se e somente se a
freqliéncia de amostragem () satisfizer {2 > 2)c.

A condigdo () > 2() é chamada de Critério de Nyquist

Processamento Digital de Sinais Teorema da Amostragem 198



Aliasing

E se o critério )y > 2{)~ nao for observado?
» Ocorre um efeito chamado de ALIASING!
» Do Inglés: alias = “pseudonimo”, “apelido”, “conhecido(a) como” ou “impostor(a)”.
» Do Latim: alius / alii = “outro / outros”, como em et al., ou ainda “alienigena”.

» Aliasing decorre da sobreposi¢do das réplicas de X.(7§2) em X,(52).

Estudo de Caso: 1 Tom Senoidal Puro
» z.(t) = cos(Qpt), com Qp = 0,6€).

» Logo, (), < 2() (o critério para Reconstrucdo Perfeita € violado)
X,UQ2)

(2] o
IR RIE

- 20, 10, ue, 0 %o, 10 20, - Q

S
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Critério de Nyquist e Aliasing

Estudo de Caso 2: Sinal Complexo

A :
NEAT]
Q.>Q +Q,
>
-Q; 0 Q, Q
A :
17 1 X,0€Q)|
>
10, 0 10, .. Q

» Por propriedade, a magnitude do espectro de sinais complexos pode ser ASSIMETRICA
w.r.t. 2 = 0.

» Considerar para o Critério de Nyquist: QC = QQ + Ql
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Amostragem: Aspectos Praticos

Freqiieéncia de Amostragem em Hz

» () = 27” € dada em radianos por segundo. Expressa em Hz (ciclos/segundo), a freqiiéncia de

amostragem ¢ tipicamente denotada por f; = %, onde 1" € o periodo de amostragem. Logo,
fo=
g = —
2T
» Ex.: Amostrar a 1000 amostras por segundo implica 7' = 1/1000 s e f, = % = 1 kHz.

Normalizacao de () e f

» E comum expressar () e f; de forma normalizada.

¢ Para’l" = 1 (unidade arbitraria de tempo) tem-se: (), = 27 e f, = 1.

© O Matlab usa f, = 1, caso nao especificada de outra forma.
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Amostragem: Aspectos Praticos

Especificacao e Projeto de um Sistema de Amostragem
» Altamente dependente dos OBJETIVOS da aplicacao de DSP em questao!
» Informacao necessaria: Largura de banda (2¢)) do sinal (real) anal6gico a ser amostrado.

¢ Pode ser inferida (ou estimada) do processo fisico que gera o sinal, assim como do sistema
de transducao (para sinal elétrico).

» Opcao 1:
¢ Se se pode garantir que | X.(j2)| = 0, para Q2 > Q¢:

. e
¢ Escolher um A/D comercial com taxa de amostragem fs > T

Como garantir que | X.(j€2)| = 0, para {2 > Q¢ sempre?
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Amostragem: Aspectos Praticos

Consideracoes

» Narealidade, z.(t) sempre sofre alguma contaminagio por RUIDO de banda larga, e.g., ruido
térmico e interferéncia eletro-magnética nos circuitos elétricos do sistema de transdugao.

» Em outras situagdes, deseja-se selecionar uma faixa de maior interesse de X.(j¢2), e.g., a
faixa espectral de 0 a 3000 Hz em sinais de voz (faixa dentro da qual hd informagao suficiente
para garantir boa inteligibilidade).

Filtro Anti-Aliasing

» Visa a garantir que | X.(j2)| = 0, para 2 > (.
» Opcao 2 (Recomendada):

o Passar x.(t) por um filtro analégico PASSA-BAIXAS, com freqiiéncia de corte ()c.
o A filtragem anti-aliasing forca (idealmente) que | X.(j€2)| = 0, para 2 > Qc¢.
¢ Escolher um A/D com taxa de amostragem SUPERIOR a 2()- ou o equivalente em Hz.

¢ Lembrete: Como os filtros anti-aliasing ndo sao ideais, incluir uma margem de folga
(para cima) na escolha da freqii€ncia de amostragem do A/D.
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Discussao: Critério de Nyquist

Nomenclatura (Nao-Padronizada) e Contexto
» Taxa de Nyquist (TN) vs Freqiiéncia Nyquist (FN).
o Freqiiéncia de Nyquist: ()¢ (maior freqiiéncia positiva de x.(t) real).
¢ Taxa de Nyquist: 2Q)¢ (freqliéncia que deve ser excedida pela taxa de amostragem).
» FN e TN podem ser associadas tanto a Sinais como a Sistemas! Exemplo:
© Amostragem de sinal de voz com (¢ = 3 kHz via um A/D de f, = 16 kHz.
¢ Sinal: FN =3 kHz e TN = 6 kHz
o Sistema: TN = 16 kHz e FN = 8 kHz.
Escopo de Validade do Teorema da Amostragem
» Também se aplica a sinais multidimensionais! Ex. Imagem.
» O Teorema da Amostragem indica os Limites Teoricos do processo.

¢ Os filtros anti-aliasing e de reconstru¢cdo nao sdo ideais.

© Também ocorre imprecisao nos instantes de amostragem (distorcao de jitter).
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Mudanca de Taxa de Amostragem

Objetivo

» Re-Amostrar um sinal discreto (ja amostrado com f; Hz) com uma nova taxa de amostragem
/ .
f, maior ou menor que f.

Abordagem 1
» Obter x(t) (versdo analdgica) a partir de x[n] e re-amostrar x(¢) com f.
» Observar o Critério de Nyquist para anova f! < fi: incluir um filtro anti-aliasing apropriado!
» Principal Desvantagem: Inconveniéncia do retorno ao dominio analdgico:

¢ Necessidade de instrumentacdo eletroncia analdgica;

¢ Inevitabilidade de distor¢oes criadas pelas nao-idealidades dos processos de conversao
A/D e D/A.

E possivel realizar a conversao de taxa inteiramente no dominio
discreto?
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REDUCAO de Taxa de Amostragem por Fator M/ € N

Sistema Compressor

zq|n| = x|Mn]

X[n]—)@—w[l\/ln]

» Toma uma amostra a cada M, i.e. fq — de = %

» Sob quais condi¢oes tal reducao de taxa pode ser feita?
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REDUCAO de Taxa de Amostragem por Fator M/ € N

Desenvolvimento

» x[n] = x(t)|,_, 7 , sendo T o periodo de amostragem original.

» rqn| = z|Mn| =x(MnT).

> 24n) = 2(nMT) = 2(b)y_p -
> z4ln) = 2(MnT) = a(Mt)],_ 7.
Interpretacoes

» 1 q|n| resulta da amostragem de x(¢) com periodo de amostragem
TN = MT.

» 1 q|n| resulta da amostragem de x(Mt), i.e., versdo comprimida
por M de x(t), com periodo de amostragem 7.
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REDUCAO de Taxa de Amostragem por Fator M/ € N

Observacoes Intuitivas

» Compressao temporal de x(t):

M M

aalt) = a(0t0) > 32X (757 ) = Xt

Xa(j€2) € uma versdo do espectro de x(t) alargada M vezes na frequéncia e achatada M

vezes em magnitude!

Teoria

» Pode-se mostrar que:

a(e’®) ZX(ejwf J\W)

Processamento Digital de Sinais Mudancga de Taxa de Amostragem
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REDUCAO de Taxa de Amostragem por Fator M/ € N

Graficamente
AN .
_ A O.=2m/T 111X GQ)
< ™ — / \
g 0 o . Qe 0 QO >Q
: %k
Q P(jQ2
NS TR O S i sl
" T-1T 0 1T 2T 3T.- 20, 10, 0 10,
1X(e)
=
3 _2\ 1 0 1 12 - LA 2T -We 0 We 2
T M=2 Y 1M,
= ¥
e s2 -1 0 1 2 - vto-An 2n

-ZTC> 0 <
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REDUCAO de Taxa de Amostragem por Fator // ¢ N
Reducao de Taxa (por M) SEM ALIASING

» Critério:

¢ Considerando z[n] € R e seu espectro entre —7 e 7 rad/amostra (ou entre — f > %)
fs
2’

¢ onde wc € a freqli€ncia maxima observada entre 0 e 7 rad/amostra.

Mwc <7 ou Mfc<

» Garantia de Atendimento do Critério:
o Limitar espectro de x|n| via filtragem anti-aliasing DIGITAL.

¢ Especificacao do filtro (na faixa m < w < 7 rad/amostra):
Haa ( e ]Ld) _ )

» Lembrete: O filtro acima € IDEAL (nao-realizavel)!
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REDUCAO de Taxa de Amostragem por Fator M/ € N

Resumo
Filtro Passa-Baixas
—) Ganho: 1 —)@——)
Freq. Corte: z/ M

x[n] Xpp[N] Xq[N]
Periodo Periodo Periodo
Amost.: T Amost.: T Amost.: TM

» O sistema acima € chamado de DECIMADOR (por M).
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AUMENTO de Taxa de Amostragem por Fator L € N

Aumento de Taxa (por fator L)

» Sobre L:
¢ L, > 1 (aumento da taxa)
oL eN
» Objetivo:
o Tem-se x|n| = x(nT), i.e., amostragem com periodo 7.
o Mas, o que se quer ter é zy[n] = z(nT”), com T' = £, i,

amostragem com periodo 7’ mais curto.

» Problema:
o S0 se dispoe de z|n).
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AUMENTO de Taxa de Amostragem por Fator L € N

Estudo de x|n]

> 2uln] = (t)|i—pr/r = Tt/ D)limpr

© Amostragem com periodo original 7" mas de versdo de x(¢) expandida no tempo L.

b ou(t) = 2(t/L) <1 LX (GOUL) = Xu(59)

¢ Espectro de x,(t) € uma versdo do de x(¢) comprimida por L na frequéncia e escalada por
L na magnitude.

> X, (e/*) é formado por réplicas de X (5€2):
o Comprimidas L vezes na frequéncia e centradas em multiplos inteiros de 27 rad/amostra.

¢ Escaladas em magnitude por L.
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AUMENTO de Taxa de Amostragem por Fator L € N

Interpretacao Grafica (L = 2)
x(6) 1 x (/L)

A

oo XU AN 1XQ)]
0 . -Q, 0 QJL Q. >Q
x[n] | X(e) ]
| A N
aliR r VaVaVVaN /m
w2 41 01\ 2 - 21 -we 0 W
x, [n] ,’I \ /NX J(€ )|
Ml AN /N;
e 210 1 2 .. o 4 - W
wC/L wc/L
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AUMENTO de Taxa de Amostragem por Fator L € N

Sistema Expansor (por L)

n

x |=
_ [ ], se n/L € Z
x[n]—»@—»xe[n] {0 L

. caso contrdrio

» Resolve PARCIALMENTE o problema:

o As amostras de z.[n] e x[n| sdo idénticas e o sistema insere L — 1 amostras NULAS entre

cada amostra possivelmente ndo-nula de z|%|.

» Relacdo entre X(ejw) e Xo (ejw):

Xe(e?) = X(e?“F) ou Xe(z) = X (25)
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AUMENTO de Taxa de Amostragem por Fator L € N

Sistema Expansor — Interpretacao Grafica (L = 2)
x[n] | X(e)|]

L=2
HTTT A\A\ \A\A\
e DAL
PR w o\ %
AU ' Xe(e/)|
e anaanann M
wc/L wC/L
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AUMENTO de Taxa de Amostragem por Fator L € N

Obtencao de z,|n| a partir de z.|n]

» Selecionar em X,(e/*) apenas as réplicas centradas em multiplos
inteiros de 27 rad/amostra.

» Escalar as réplicas por L em magnitude.

» As taretas acima podem ser realizadas multiplicando-se X o(e1%)
por um filtro passa-baixas discreto Hy(e/*) de ganho L e
frequéncia de corte w. = w/L rad/amostra.

¢ Especificagdo do filtro (na faixa 7 < w < 7 rad/amostra):

L, se |w|<7T

Hy(e?%) =
a(€™) 0, se 7 <|wl <
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AUMENTO de Taxa de Amostragem por Fator L € N

De zc[n| para x,|n| — Interpretacao Grafica (L = 2)

1T I */\*/\/\l/(\l/\k

e -2 -1 0 1 2

MNXe(e™) | [H (e)]

A\ 7\ AL AL
an o Joo \_ = iy o @

TC/L

e A /NX A 8

X, [n]*h,[n]

T T dn

”n
. =2 -1 0

L
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AUMENTO de Taxa de Amostragem por Fator L € N

Em Suma
Filtro Passa-Baixas
—)@—) Ganho: L  —
Freq. Corte: 7/ L
X[n] Xe[N] x,[n]
Periodo Periodo Periodo
Amost.: T Amost.: 7°=T/L Amost.: 7°=T/L

» O sistema acima é chamado de INTERPOLADOR (de L amostras).
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MUDANCA de Taxa de Amostragem por Fator RACIONAL

Solucao Geral

» Ligacdo em SERIE de um sistema INTERPOLADOR (de L amostras) com um sistema DE-

CIMADOR (por M).
Em Suma
Filtro Passa-Baixas Filtro Passa-Baixas
4)@—) Ganho: L > Ganho: 1 —
Freq. Corte: 7/ L Freq. Corte: 7/ M
X[n] Xe[n] Xu [n] Xupb[n] Xd [n]
Periodo
Amost. | T/L T/L T/L TM/L
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Transformada Discreta de Fourier — DFT

Introducao

> 2|1 T x (e/¥): espectro de Fourier de z[n] é periédico, mas
CONTINUO em w.

» Sinais continuos ndo sao convenientes para processamento digital de sinais.

Questoes

» O Teorema da Amostragem nos informa como obter um x[n] (discreto) representativo de um
x(t) (continuo).

» Seria igualmente possivel obter uma versao discretizada do Espectro de Fourier de um sinal?

» Qual seria o efeito de amostrar X (¢/*) na freqiiéncia?
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DFT - Amostragem na Freqiiencia

Interpretacao Grafica (Informal)

x[n] 1

hh

\IX(ef“’) |

) cee \/

-2-101234 ... 8 16 N - 0 w

p(t) 1\ 1\ P(f) N=8
.0 1N Nt ﬁﬂ An 2n  2n 4n 6m 1:) 2

N N N N N N N N
| XTk1]
ekl 190 P LT
-2-101234 16 - N -4 -3-2-1 012 3 4° k
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DFT - Observacao Importante

Dualidade: Discretizacao e Periodicidade
» z[n] (DISCRETO no tempo) implica X (e/*) (PERIODICO na freqiiéncia).
» X[k] (DISCRETO na freqiiéncia) implica z,[n] (PERIODICO no tempo)

Periodicidade e Praticidade
» Sinais periddicos sao formalmente impraticos para DSP: suporte temporal infinito.

» Por outro lado: A informacao de interesse esta toda contida em 1 periodo.
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DFT

KEscopo
» z(n] (DISCRETO no tempo) e com suporte temporal finito: (/. amostras).

» A DFT oferece X k|, que é uma SEQUENCIA DISCRETA na freqiiéncia, contendo 1 periodo
do Espectro de Fourier X (e/*) de x[n).

» A DFT € largamente utilizada como ferramenta de analise espectral.

Relacao entre z|n| e z)|n|
» z[n|: seqiiéncia de COMPRIMENTO FINITO L.
» 1,[n]: seqiiéncia PERIODICA com periodo N associada  z[n], onde N > L.

O

Tp|n| = Z xln —iN| e x|n| =

1=—00

rpnl, 0<n<N-1

0, caso contrario.
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DFT - Formalizacao

Equacao de Analise (DFT)

N—1
2k 2k
X[k = X (eJT) =N afe IR k=0,1,.,N-1
n=>0

Equacao de Sintese (DFT)

N—1
1 2k
x[n}zﬁ E X[kle V" n=0,1,..,N—1
k=0

Lembrar que, de fato, x[n] deveria ser x,|n|!
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DFT - Interpretacao

Equacao de Analise (DFT)

N-—1
2k
XK= aznle?N" k=0,1,..,N-1
n=0

» Projecdo de x[n] em uma BASE ortogonal composta de N exponenciais complexas.

2k

» Para um dado k, que indica a freqiiéncia W} = N X [k] € um peso complexo que informa

~ ~ . _;2mk
quéo “semelhantes” sdo x[n| e a exponencial complexa e /"N ",

Equacao de Sintese (DFT)

N-—1
1 2k
x[n}:N E X[kle V" n=0,1,..,N—1
k=0

» Reconstrucio de x|n| via uma combinacio linear da BASE de exponenciais complexas, onde
X [k] s@o os pesos de cada componente da base.
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DFT - Notacao Compacta

Variavel Wy

WN L e_jQWW
Equacao de Analise (DFT)
N—1
X[k =Y W™, k=0,1,.,N—1
n=0

Equacao de Sintese (DFT)

N—-1
1
afn) = 5 Y XKW, n=0,1,.,N-1
k=0

As equacdes expressas em fungao de Wy guardam semelhangas com a notagdo da Transformada-z!
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DFT - Como Transformacao Linear

DFT < Transformacao Linear
DFT: X N — WNX N

1
IDFT: xy = NWj{'}X N

onde
] ] ] ] (11 1
;[O] z[0] W -1
1 1 _
Xy = :[ ] Xy = x[ ] S We=|1 w2 szv(N 1)
X[N — 1] 2[N — 1] * 5
: : - - oy W
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DFT de N Pontos — Selecao de Propriedades

Notacao

» z[n] 55 X[k]: sinal discreto (periédico) e sua DFT.

» No caso de dois sinais: z;[n] & X,[k] e zan] £ Xolk].

» As variaveis a e b sio escalares.

» (n)y significa n modulo V, i.e., é o INTEIRO que resta apds a divisdo de n por V.

e Linearidade: axl[n} 4+ be[ ] DFT

aX1 [k} + bXQ[]{]

e Deslocamento CIRCULAR no Tempo:

zl(n —)N| <
e Deslocamento CIRCULAR na Freqiiéncia:

Wi 25 X((k — 1))

DET (1 H X[k

Processamento Digital de Sinais DFT
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DFT de N Pontos — Deslocamento Temporal Circular

Interpretacao Grafica

o

) TI‘IIIOEIIII“T'I‘
_“11111114111“T71‘ I,
ol

e O deslocamento LINEAR de uma seqiiéncia N -periédica x,[n|, associada a uma seqiiéncia z|n| de N
pontos, corresponde a um deslocamento CIRCULAR de x[n].
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DFT - Convolucao Circular

Definicao

n] ® xoln le rol(in —k)n], 0<n<N-—I1
onde (n — k) = (n — k) médulo N.
Ainda:

r1[n] ® xo[n| = xoln| ® z1|n).

Tem-se:

1[n] ® zofn] 223 X (k] Xolk].
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DFT - Convolucao Linear via DFT

Consideracoes Iniciais

» x1[n] e xsn] contendo, respectivamente, L e P amostras.
» Objetivo: Obter y[n] = (x; * x2)[n] (convolugdo linear) via DFT.
» Lembrete: y[n| tem L + P — 1 amostras.

Procedimento
» Fazer N = L + P — 1.

» Computar X[k] como a DFT de NN pontos de x[n];

%
» Computar X5[k| como a DFT de N pontos de x5[n];

» Computar Y[k = X [k] X,[k], i.e. o produto ponto-a-ponto das duas DFTs;
» Computar y|n| como a DFT inversa de Y[k].
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DFT - Convolucao Linear via DFT

Observacoes

» Computar a DFT de IV pontos de uma seqiiéncia z|n| de L < NN pontos implica preencher z|n| com
N — L amostras de valor nulo.

» Em inglés, tal procedimento ¢ chamado de zero-padding.

Interpretacao
» Zero-padding aumenta artificialmente o periodo das versdes periddicas das seqiiéncias x1[n] e xs|n).

» Dentro do periodo alargado a “APARENCIA” do deslocamento circular é a mesma da do linear.

O produto de duas DFTs NAO DEIXA de corresponder a uma
convoluc¢ao circular!
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DFT - Selecao de Propriedades

e Reversao Temporal: =[N — n| 2 x *|k]

e Multiplicacao no Tempo:

DT 1
1[njzaln) +— S X1[k] ® Xolk
e Teorema de Parseval:
N—1 pET 1 N—1
> xfnly*[n] ¥ ~ > X[K]Y*[k]
n=0 k=0

f*[n]: complexo conjugado de f[n].
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DFT - Convolucao por Blocos

Motivacao

» Saida de um sistema LTI com h[n| FIR (de curta-duragdo) para um sinal de entrada x[n] de longa
duracdo.

» H4 algoritmos rapidos para computar a DFT: Fast Fourier Transform (FFT).

» A convolucdao LINEAR no tempo pode ser implementada de modo computacionalmente mais efici-
ente no dominio da freqii€ncia: multiplicacao de DFTs.

Problemas
» Se z[n| é muito longa: a convolugdo LINEAR (padrio) requereria DUAS DFTs longas.

» A saida so estaria disponivel depois do processamento de todo o sinal de entrada.

Solucao: Processamento por Blocos

» Overlap-and-Add
Procedimento indepedente do uso da DFT.

» Overlap-and-Save
Nomenclatura um tanto imprecisa.
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Convolucao por Blocos: Overlap-and-Add

Consideracoes Iniciais
» Sistema LTI FIR: h[n] com P coeficientes.

» Sinal: z[n| de longa duragdo.
» Passo 1: Dividir z[n] em blocos JUSTAPOSTOS de L amostras cada.
Graficamente

Fonte: Oppenheim.
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Convolucao por Blocos: Overlap-and-Add

Graficamente (Continuacao)

Fonte: Oppenheim.
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Convolucao por Blocos: Overlap-and-Add

Interpretacao
» x[n] é escrito como uma composic¢do de sub-seqiiéncias x,.[n] de L amostras cada.
» Matematicamente: =[n| = >~ x,.[n —rL].
» Lembretes:
e Ji fizemos antes: x[n] = > - x[k]é[n — k.

e A convolucao € uma operagao LINEAR.

Continuacao do Procedimento
» Passo 2: Realizar a convolugéo LINEAR de cada z,.[n| com h|n].

e No tempo OU via DFTs de tamanhos N > P + L — 1.
o yfn] = (2. )[n].

» Passo 3: Somar as sub-seqiiéncias resultantes 1,[n| para obter a saida y[n| desejada.

e Note que os ¥,[n| sofrem sobreposi¢do temporal.

e Dai a expressao overlap.
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Convolucao por Blocos: Overlap-and-Add

Interpretacao Grafica

Fonte: Oppenheim.
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Convolucao por Blocos: Overlap-and-Save

Consideracoes Iniciais
» Sistema LTI FIR: /[n] com P coeficientes.

» Sinal: z[n| de longa durago.

Procedimento

» Passo 1: Dividir z[n] em blocos x,|[n| de L amostras cada.

» Passo 2: Realizar a convolugio CIRCULAR de L > P pontos de cada bloco com h|[n].

amostras.

via multiplicacdo de duas DFTs de L pontos.
S6 as ULTIMAS L — P + 1 amostras correspondem as de uma convolu¢do LINEAR.

As PRIMEIRAS P — 1 amostras de cada resultado devem ser DESCARTADAS.
Para compensar a perda acima, no Passo 1, blocos x,.[n| adjacentes tém sobreposi¢do de P — 1

» Passo 3: Concatenar as sub-seqiiéncias para obter o resultado final.
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Convolucao por Blocos: Overlap-and-Save

Graficamente (Segmentacao de x|n))

xo["] L-(P-1) |

=

x1[n]

il

x;[n]

[

1
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Convolucao por Blocos: Overlap-and-Save

Graficamente (Descarte das P — 1 amostras de v, |n|)

0 ;'g"i lu“

Fonte: Oppenheim.
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Transformada Rapida de Fourier - FFT

Consideracoes Iniciais sobre a FFT
» A computagio direta da DFT de /N amostras requer /N? multiplicacdes complexas (MCs).

» Familia de algoritmos rapidos para o cdlculo da DFT.

» Restricdo: N = 2" (poténcia de 2).

» Calculo RECURSIVO de uma DFT de N pontos através de DFTs de metade do tamanho.
» Explora propriedades de SIMETRIA E PERIODICIDADE da DFT:

: . i kn+N/2 L
e Simetria: WN — —WN”
g s . k(n+N) 1 (k+N)n ok
e Periodicidade em k e n: WN — WN — WN”

Algoritmos Classicos: Base-2 ou Radix-2
» Cooley-Tukey (1965): Decimacgao no Tempo.

» Sande-Tukey (1966): Decimacdo na Freqiiéncia.

Processamento Digital de Sinais FFT — Fast Fourier Transform
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Transformada Rapida de Fourier - FFT

Algoritmo de Decimacao no Tempo
» IDEIA: Re- arranjar o clculo da DFT entre indices PARES e IMPARES.

N
X[k = gOﬂ@pmwﬁ@”+ﬂ%%+uwﬁ”””}ogkgAh-1
N
ST gl WE S ke, (w2 = ke
2 2 2
Onde:

gin] = z2n] e h|n| = x2n + 1].

Mais compactamente:

X[k] = G[k] + Wi H[K], k=0,1,...,N —1
Observacoes
» X|[k| é periddica com periodo V.

» G|k| e H[k| sdo DFTs periddicas com periodo N/2.
e Para Gk| e H|k] a avaliagdo € (k) /s, i.e., modulo N/2.
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FFT - Decimacao no Tempo

Diagrama de Blocos (/V = 8)

Obs.: Sinais confluindo em um o estao sendo somados.

G[0]

x[0] o——

x[2] o——

x[4] o——

N point
DFT

—»—\ > /X[U]
Wy

G|1

[1] - X[]

x[3] O——

x[5] o——

x[7] o——

= — point
DFT

X[7]

Fonte: Oppenheim.

H[3] Wi
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FFT - Decimacao no Tempo

Mais Observacoes

» A ordenagdo dos indices n em z[n| e kK em X|[k| foi alterada.

» G|k] e H[k] requerem, cada uma, (IN/2)? multiplica¢des complexas (MCs).

» Os fatores Wj¥ contribuem mais N multiplicagdes.

Reducao de Complexidade
» MCs no calculo direto: N~

» ApOs o re-arranjo, o numero de MCs €:

N\?
2 N

» Para N > 2, ja ocorre redugao de custo computacional.

» Em geral, pode-se escrever: N
M(N) =2M (2) + N
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FFT - Decimacao no Tempo

Recursao

» Utilizar do mesmo artificio (agrupamento par-impar) no célculo de G|k] e H [k].

» Exemplo para G|k|:

x[[]] O——

Fonte: Oppenheim.

¥ . G[0]
AV _ 0
A point Wi
DFT G[1]
1
— — G 2]
%’r — point Wﬁ%ﬂ
WME
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FFT - Decimacao no Tempo

Diagrama de Blocos Completo (N = )

x[0] o—=— N - o—> X|[0]
7 mpom —\/y{\ ﬁ/ N
N
2[d]o—=— DFT > > o X[1]
:><>@\\/ "
x[2] S .. Q> > éf[zl
7~ point W2
x[6]o>—| DFT X[3]
Wy
x[1] o—>— X[4]
{:f — point 0 W
N
i = ¢
4
W2 /\ N
x[3] O—— 0% > X[ﬁ]
%r — point Wy Y
DFT
x[7] o—— “‘r;ﬁv - X[7]
N N

Fonte: Oppenheim.

Note a substituicio de W, por W;2* no célculo de G[k|.
2
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FFT - Decimacao no Tempo

Interrupcao da Recursao

» Quando a decomposicao implicar o calculo de DFTs de 2 amostras.

DFT de 2 pontos: Diagrama de Blocos

x[0]

x[4]

Fonte: Oppenheim.
Note que os multiplicadores sao 1 e —1.
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FFT - Decimacao no Tempo

Diagrama de Blocos Completo (/V = §)

x[0]

Wy

)
Y Y

Fonte: Oppenheim.

Processamento Digital de Sinais

FFT — Fast Fourier Transform

250



FFT - Decimacao no Tempo

Ordenacio dos Indices de z[n] e X k]

» Para obter X [k| com k em ordem crescente entre 0 e N — 1, as amostras de x[n| t€m que ser
DESORDENADAS temporalmente.

» A ordenacdo de x[n] w.r.t. X[k] € dada por um esquema de Bit-Reversal. Exemplo:

k (decimal) 0 1 2 314 5 6 7
k (binario) 000 001|010 O11 100 101 110 111
k (bit-reversed) 000 100 010 110 001 101 OI1 111
n 0O 4 26 | 5 3 7

Computacao In Place

» Para N = 2" o calculo da FFT requer m estagios.
» As N entradas de um estagio s6 dependem das saidas do estagio imediatamente anterior.

» O buffer de dados que armazena as amostras de x|n] pode ser aproveitado para armazenar 0s
resultados dos estagios intermediarios.
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FFT - Decimacao no Tempo

Célula Elementar de Computacao da FFT

L

(m—1)st

stage

Fonte: Oppenheim.

» O par de multiplicadores sdo poténcias de Wy, separadas por N/2.

W!Lr + Ni2)

» Tal célula é chamada de BORBOLETA, devido ao seu formato.

» Algumas poténcias de Wy sdo iguais a 1 ou -1. Logo, podem ser desconsideradas como

multiplicadores.
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FFT - Decimacao no Tempo

Custo Computacional da FFT
» Pode-se mostrar que o nimero de multiplicacoes complexas €:
Onde O significa ‘““da ordem de”’.

» A FFT também requer O(Nlog, N) adi¢des complexas.

» Um cdlculo mais acurado deve ainda descontar as multiplicac¢oes triviais, i.e., por 1 e +-7.

Simplificacao Adicional

T—l—%
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FFT - Decimacao no Tempo

Borboleta Mais Eficiente Computacionalmente

C . %

Y

mth
stage

(m—1)st
stage

W ‘r&r: NI2)

» Pode-se mostrar que o numero de multiplicacdes complexas é:

N
O ? 10g2 N

» O ndmero de adi¢des complexas é mantido inalterado como O(Nlog, V).
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FFT - Decimacao no Tempo

Diagrama de Blocos Completo (/V = §)

0
1[3] O = WN lA o =_1 X[ﬁ'}
0 3
(7] o= 1 = = <l

Fonte: Oppenheim.

Processamento Digital de Sinais

FFT — Fast Fourier Transform

255



FFT

Observacoes Finais

» Ganho computacional da FFT (w.r.t. DFT): CRESCE com N.

» Exemplo N = 2048:
o O(N?): 4194304 (~ 4 milhdes) de multiplicacdes complexas;
O O(g logo N): 11264 (=~ 11 mil) multiplicacdes complexas;

» O algoritmo de Decimacao na Freqiiéncia pode ser visto como
uma versao DUAL daquele de Decimacao no Tempo.

» Existem diversas variantes de algoritmos de FFT:
¢ Radix-4
¢ Split-Radix

o Otimizagoes especificas para x[n] € R, etc.
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Filtros Seletores de Freqiiéncias

Filtros a Tempo Discreto
» Filtros podem ser vistos como SISTEMAS CORRELACIONADORES.

» Lembrete: a convolucao pode ser vista como um processo de correlacao.

» A saida de um filtro para uma dada entrada € uma medida da correlacdo temporal entre o sinal
de entrada e a resposta impulsiva do filtro.

Filtros Seletores de Freqiiéncias

» PERMITEM a transmissao de componentes do sinal de entrada em faixas de freqii€ncias
especificas do espectro.

» ATENUAM, ou rejeitam totalmente, as demais componentes freqiienciais do sinal de entrada.
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Classificacao de Filtros Seletores de Freqiiencias

Quanto a Resposta em Freqiiéncia
» Filtro Passa-Baixas (FPB)

» Filtro Passa-Altas (FPA)
» Filtro Passa-Faixa(s) (FPF)
» Filtro Rejeita-Faixa(s) (FRF)

Quanto a Duracao da Resposta ao Impulso
» Filtro FIR (Finite Impulse Response)

» Filtro IIR (Infinite Impulse Response)
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Projeto de Filtros Seletores de Freqiiéncias

Etapas do Projeto
» 1) Especificagao 2) Sintese 3) Implementacao
Especificacao
» Definicdo das caracteristicas desejadas para o filtro:
¢ Perfil do Espectro de Magnitude; Fase Linear ou Nao-Linear.
» Defini¢cdo das tolerdncias de erros aceitaveis em relagcdo a caracteristica ideal.

Sintese ou Aproximacao

» Determinacao de uma representacao do sistema (RI, coeficientes de EDs, variaveis de estado,
etc.) que atenda a especificacao;

Implementacao

» Escolha de uma forma e/ou estrutura de realizacao do filtro aproximado:

¢ CanoOnica, desacoplada, arranjo série-paralelo de se¢des de primeira e/ou segunda-ordem.

¢ Representacdo numérica: ponto-fixo, ponto-flutuante, no. de bits da representacao, etc.
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Especificacdes Idealizadas de [ (/)

H(e/®) H(e/®)
1 1
(a) (b)
. : i |
0 W¢ I “ 0 Wc n N
H(e/®) H(el®)
1 — 1
() (d)
— p—— w — | 1)
O (,Ocl wcz T O a)Cl wCz T

Especificagdes ideais (0 < w < 7 rad/amostra) de filtros seletivos de coeficientes reais: (a)
Passa-Baixas; (b) Passa-Altas; (c) Passa-Faixa; (d) Rejeita-Faixa.
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Especificacdes Idealizadas de | H (/%)

Tipo de filtro Resposta de médulo

Resposta ao impulso

|H (e7)] h(n)
We
—, paran =0
Passa-baixas 1, para 0 < |w| < we 7T
0, para we < |w| < 7 1
— sen (wen), paran #0
™
0, para 0 < |w| < w 1—&, paran =10
P -altas » P - ¢ s
assa-a . _ _ 1
, para we < fw[ <7 ——sen (wen), paran #0
™

Passa-faixa 4

Rejeita-faixa <

Obs.

para 0 < |w| < we,
para we, < |w| < we,
para we, < |w| <7

para 0 < |w| < we,
para we, < |w| < we,
para we, < |w| <7

(w02_w01)
1" ’
\ TN
1_(w02_w01)

1

)
T

o [sen (we,n) —

paran =0

— [sen (we,n) — sen (we,m)|, para n # 0

para n =10

sen (weyn)], para n # 0

Para todos os casos, h|n| é ndo-causal e com suporte temporal infinito (bi-lateral).
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FPB: Especificaciio Pratica de | H (¢/%)

'y

[H ()] 45

2010g10(1 + 6;) POANNNNNNNNY

0
2010g,o(1 — 8,) 7777777777777

Pl

S R R R RSSO R RRRNSRRRK

LLLLLSLS LSS SIS

201logyo(62) [

Ue e W W i W Y W, Y

Nomenclatura

» Faixa de Passagem (ou Banda Passante): 0 < w < w,
» Faixa de Rejei¢do: w, < w < 7, com w, > w,
» Faixa de Transi¢do: w, < w < w,

EspecificagOes similares podem ser definidas para FPF, FPA e FRF.
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Filtros FIR (Causais)

M
H(z) = Z hin|z~"  (filtro com ordem M ou M + 1 “taps”)
n=0

Vantagens
» Sao sempre estaveis: polos em z = 0.
» Os zeros do filtro definem as caracteristicas do filtro.

» Podem ter RF com FASE LINEAR (atraso de grupo constante).
e Importante em aplicacoes como transmissao de dados.

Desvantagens
» Nao t€m equivalentes analogicos.

» Tendem a requerer ordens maiores do que as de filtros IIR, para
satifazer especificagOes exigentes.
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Filtros FIR Causais com FASE LINEAR

M
H(z) = Z hin|z~" (filtro com ordem M ou M + 1 “taps”)
n=0

Condicao a Atender para h|n| € R
hin] = (—=1)"h[M —n], com k € {0,1},

Como M pode ser par ou impar, ha 4 casos possiveis:
» Tipol: k£ =0e M par.

» TipoIl: £ =0e M impar.

» Tipo IIl: £ =1e M par.

» TipoIV: £ =1e M impar.
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Filtros FIR Causais com FASE LINEAR

Tipos de Filtros FIR com Fase Linear

h[n]s h[n]+
‘ (a) (b)

(d)
TI“456789‘ l 5678
yiéé‘ l

(a) Tipo I; (b) Tipo II; (c) Tipo III; (d) Tipo IV.

S
O
h
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Filtros FIR: Métodos de Sintese

Método de Janelamento
» Especificacdes IDEAIS = h[n| tém suporte temporal infinito.

» Solucao: Truncar h|n| no tempo para M + 1 pontos.

o Multiplicar h|n| por uma janela de suporte temporal finito
w|n], centrada em n = 0.

hinl = winlhln], com |n| < % (M par)

» Tornar E[n] causal através de um deslocamento temporal apro-
priado.
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Filtros FIR: Método de Janelamento

Na Freqiiéncia
» Convolugio Periédica entre H (e/*) e W(el¥).

H(eIY) = H(eI¥) x W(el¥)
_ L/ H(ej¢)W(ej(w_¢))d¢

21 | _

» O espectro de Fourier da janela vai influenciar H (ej “).
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Filtros FIR: Método de Janelamento

Graficamente
b Wi |
il . A
! - H(eﬂ:b) ‘
o /'\V \ v/\ VR~ e [\v . — o)
0 w w 27 W+ 27w

Convolugdo periddica do espectro de um FPB ideal com o de uma janela.
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Filtros FIR: Método de Janelamento

Exemplo: Janela Retangular

w[n]{l’ n|< 4, (M par
0, caso contrario

M
2

W(ejw> _ Z ejnw _ Sen(ii‘i(:/lz);‘}/%

n:—T
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Filtros FIR: Método de Janelamento

Espectro (Magnitude) da Janela Retangular

sin (w(M + 1)/2)

sin (w/2) | (M =7)

Peak sidelobe

2n 27 :r 2n W

M+1) ' (M+1)

A Mainlobe
e “m width

Obs.: No exemplo, w[n] foi definidaem 0 < n < M, com M impar.
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Espectro (Magnitude) da Janela Retangular

Observacoes

» A largura do l6bulo principal diminui como aumento de M.

» A magnitude do primeiro Lébulo Lateral NAO diminui muito
com o aumento de M.

< Aproximadamente 13 dB abaixo da magnitude do lébulo principal.

» Exemplo Matlab.
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Filtros FIR: Método de Janelamento

Funcoes-Janela Alternativas

» Hanning (von Hann); Hamming; Bartlett, Blackman, Chebyshev, Kaiser, Triangular, Gaussi-
ana, eftc.

» Objetivo: Evitar a segmentagio abrupta de h[n].
» BALANCO em questao:
o LARGURA do lébulo principal x ATENUACAO dos lébulos secundarios (laterais)

Observacoes
» Largura do 16bulo principal de W(e/*): afeta a largura da banda de transi¢do de H (e/*).

» A magnitude dos 16bulos laterais de WW(e/¥) afeta as oscilagdes observadas nas bandas pas-
sante e de rejeicao do filtro.

o Exemplos Matlab: funcoes firl.me fir2.m.
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Projeto de Filtros FIR

Método da Amostragem em Freqiiéncia
» Especifica-se a resposta em freqiiéncia IDEAL desejada D(w) = H (e/¥);

» Define-se o nimero de coeficientes M do filtro h,[n] a ser projetado;

» AMOSTRAR D(w) em M pontos uniformemente espacados
(dentro de um periodo):

kws

DWD(M

), com k=0,1,... M —1

» D|k| pode ser vista como a DFT de M pontos do filtro projetado h,[n];
» Para obter hp|n| basta calcular a IDFT de D k.
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Método da Amostragem em Freqiiéncia

Observacoes

» A amostragem a magnitude de D(w) é direta.

» Para filtros FIR com FASE LINEAR, ha expressoes fechadas
para a amostragem da fase de D(w), dependendo do tipo (I a
IV).

Vantagem
» Abordagem simples.
Desvantagem

> S6 se garante Hp(e/¥) = H(e/*) para os pontos % considera-
dos na amostragem!
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Método da Amostragem em Freqiiéncia

Graficamente: Amostragem de |D(w)|
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Sintese de Filtros FIR: Métodos de Otimizacao

Outline do Procedimento

» Especifica-se a resposta em freqiiéncia ideal desejada H (ejw )e
define-se a ordem do filtro a ser projetado.

» Define-se uma fung@o de custo, que ¢ uma medida do desvio
entre a resposta em freqii€ncia desejada e a do filtro H (e/¥).

» Estimam-se os parametros do filtro (sua resposta ao impulso
h|n]) de modo a minimizar a funcao de custo.
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Filtros FIR: Otimizacao

Observacoes

» Como H(e/¥) e H(e!¥) sdo fungdes continuas em w, uma opgao
pratica consiste em amostra-las para um conjunto finito de w;.

» A funcio-custo tem que depender (direta ou indiretamente) dos
coeficientes h|n| a serem estimados.

> A definicdo da fungdo-custo e a escolha do processo de
otimizac¢ao para minimiza-la ndo sdo unicas:

¢ Minimos-quadrados ponderado (WLS);
¢ Minimax;
& Métodos Estatisticos;

¢ Algoritmos Genéticos, etc.
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Filtros FIR Tipo I: Exemplo de Otimizacao

Relacio entre 1[n] (ordem A/ (par) ou M + 1 Coefs.) e H(e¥)

» Filtros FIR Tipo I tém fase linear e resposta ao impulso simétrica: h[M — n| = h[n].

» Pela Transformada-z

M_4 M
H(z) = S, hlnl=""+ b | Y| =2 4+ oM oy bl
L

hin] [z_n +- z_(M_n)} +h {%} 7

n=0

» Avaliando em z = /¥
B M

H(ejw> _ 717—61 h[n] {@—jwn 4 e<—jwM+jwn)} L h {%} o—jw

= S L Y] 5 bl cos [ (- )]}
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Filtros FIR Tipo I: Exemplo de Otimizacao

Desenvolvimento

» Mudanca de variavel: m = 5 —n

H(e®) = { S 120 [ = ] cosfar] |
5!

M M
= e M7 ) 2 plm]cosjwm)]
com p[0] = h[&] e p[m] = 2h[2 — m] param = 1,..., 4.
» FIR Tipo I: M é par. Fazendo L = %
H(e™) = e @E 300 plm] cosfwm]

|
Q)
€
t~
e
—
&
~—

» O termo e /“% 56 afeta a fase de H(e’*) e ndo depende dos coeficientes do filtro.

» P(w) depende (indiretamente) de h[n| e contém toda a informacdo | H (e/¥)|.
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Filtros FIR Tipo I: Exemplo de Otimizacao

ERRO de Aproximacao

» Definido na Freqii€ncia:

onde
» D(w): Resposta DESEJADA
» W (w): Fungdo de Pesos (Ponderagio)

DISCRETIZACAO de F(w)

» Somente nas faixas de passagem e rejei¢ao (entre 0 < w < 7).
» Escolher N > M valores discretos w;.

» Incluir na amostragem as extremidades das faixas.
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Filtros FIR Tipo I: Exemplo de Otimizacao

Erro de Aproximacao na Forma Matricial
e= W (d— Up)
onde T
e = [E(LUl) E(LUQ) s E<WN>]
W = diag {W(wy) W(ws) -+ W(wn)}
d = [D(w1) D(ws) -+ Dlwy)]"

p = [p[0] p[1] -+ p[L]]"

1 cos(wy) cos(2wy) ... cos(Lwy)
U— 1 cos(ws) cos(2ws) ... cos(Lwsy)
1 cos(wy) cos(2wy) ... cos(Lwy)
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Filtros FIR Tipo I: Exemplo de Otimizacao

FUNCAO-CUSTO
» Atribui uma PENALIZACAO para erro de aproximacao.

» Ha varias opcoes.

2 com

» LS: Minimizagao do erro quadratico médio, i.e., a média aritmética das amostras |e[n]

0<n<N-—-1:
(1
min < —e e
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Filtros FIR Tipo I: Exemplo de Otimizacao

Minimizacao (no sentido WLS) da Funcao-Custo

» Envolve a computacao do GRADIENTE de ele wrt. p

ry s 15
Vr {e } T d p
» E a determinacio de p que ANULA V, {eTe}.
Desenvolvimento
ele = (d7 — p"UT)WTW(d — Up)
= (d' —p'U")W?(d - Up)

— d"W2d — d"W?2Up — p’U"W2d + p’ UTW?2Up
— d"W2d — 2p"UTW2d + p’ UTW?2Up,
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Filtros FIR Tipo I: Exemplo de Otimizacao

SOLUCAO

Vp {ee} = —2U"Wd + 20" W2Up = 0
O que resulta:

—1
p:(iﬂVWﬁQ uTw2d
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Filtros FIR Tipo I: Exemplo de Otimizacao

OBSERVACOES
» Para a inversao de matriz: usar métodos numéricos apropriados.
< Decomposi¢ao de Cholesky, etc.

» Para filtros FIR de ordem M com fase linear:

¢ A solucao WLS (com W = I) COINCIDE com a do método
de janelamento (com janela retangular).

oPara N = M haveria M equacdes e M incoOgnitas: mesma
solucao que a via DFT (amostragem na freqiiéncia).
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Filtros FIR Tipo I: Exemplo de Otimizacao

MAIS OBSERVACOES

» No Matlab:
¢ Fungao firls.m: Otimizacao WLS
¢ Fungao firpm.m: Otimizacao Minimax
- Minimiza¢ao da norma-infinito do erro de aproximagao;

- Solucao Equiripple: oscilagdes de 1gual intensidade nas fai-
xas de passagem e rejeicao.
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Filtros IIR

e Funcao de transferéncia:

M _
H(z) = 2=m=0bmz "
_ L —

N>0, M>0, N>M

e O projeto dos filtros (calculo dos pardmetros a;. € by, ), em geral,
€ realizado através da discretizacao de filtros analdgicos conven-
cionais.

e Exemplos de filtros analdgicos usuais:

- Filtros de Butterworth

- Filtros de Chebyshev
- Filtros Elipticos
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Filtros de Butterworth

—40F

m
i)
—60—
-80
_ | { | |
1000 0.27 047 0.6m7 087
Radian frequency (w)
(a)
1.010
1.005+— \
U
o
2
= 1.000
g
<
0.995
0.990 ' ’ i
N0 027 04 0.67 0.87

Radian frequency (w)

Quadrado da Resposta em Magnitude:
1
1+ (L)Y

e NV: ordem do filtro.

| H(jQ) =

a

e (): freqiiéncia angular ([0, co) rad/s).
e ().: freqliéncia angular de corte.
° As primeiras 2N —1 derivadas de

| H(j9) |? sdo nulas em Q=0.

Protétipo com (). = 1:

A
~ logyo(10~10 — 1)
B 21og; S

N

e A4g: magnitude em dB para uma
dada freqiiéncia €2,.
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Filtros de Chebysheyv I

20
0
0l Quadrado da Resposta em Magnitude:
. 1
- [ H(jQ)[* =
- ol 1+ 62C]2V(Q%)
_80 e /V: ordem do filtro.
~100 l l | ! e c: ripple (oscilacao na banda de PASSAGEM).
0 02w 0.4m 0.6m 0.8m g
Radian frequency () e ('y: polindmio de Chebyshev de ordem V:
(a)
1.010 cos(N cos™(z)), 0<z<1
C N(.CC = 1
| cosh(NN cosh™ (z)), 1<zr<o0
1.005
3 _1\N/2
%1000—- C (O)I ( 1) ’ Npar
N .
g 0, N impar
0.995 Cn(1)=1
0.990 | 1 ]
0 027 047 0.6m 0.87 ”

Radian frequency (o)
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Filtros de Chebysheyv 11

dB

~ | | |
100O 02 04w 0.6

Radian frequency (w)

(a)

0.87

1.010

Amplitude
[y
I

0.995 -

| I ]
,0.990
0 027 047 0.6m

Radian frequency (w)

0.8

Quadrado da Resposta em Magnitude:

1
L+[EC ()]

C

| H(jQ)|*=

e /V: ordem do filtro.

e ¢: ripple (oscilacdio na banda de REJEICAO).

e (y: polindmio de Chebyshev de ordem V.
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Filtros Elipticos

20
0 Quadrado da Resposta em Magnitude:
20+ A 1
. 2
“ HUOF = e
o NAQe
-
60—
sl e N: ordem do filtro.
I | | ] . 3 . 5
~100, e e Y e | e e ripple (oscilagdo na banda de passagem).
Radian frequency (w) - L. .
(a) e Uy: funcdo eliptica Jacobiana de ordem V.
1.01 2 . ~ . .
0 e H4 oscilagdes (equiripple) nas bandas de
Lo0s 1 PASSAGEM e REJEICAO.
4
E;
= 1.000-
E
<
0.995 |-
0.990 I ] |
0 0.2 04r 0.6 0.8 )
Radian frequency (w)
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Projeto de Filtros IIR

Estagios do Procedimento

» O passo inicial é sempre um PASSA-BAIXAS ANALOGICO!

» A obtencao de filtros passa-altas, passa-faixa, etc.,

partir do passa-baixas projetado, se da através
TRANSFORMACAO DE BANDA.

» Os filtros digitais correspondentes sao obtidos através de uma
TRANSFORMACAO DE DOMINIO.

a
de uma
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Projeto de Filtros IIR

Duas Abordagens
» Projetar o Passa-Baixas:

¢ Parametros de projeto: bandas de passagem, rejeicao e ordem
do filtro.

» Escolher qual Transformacao (banda ou dominio)

aplicar primeiro.

Filtro IIR
IProjeto do filtro Aplicar y Aplicar _ | desejado
analégico b. transformacéao ‘.transforma'ga_o-
passa-baixas de banda de freq. de dominio
S —>S s — 2
. . Aplicar Aolicar Flltro- IIR
IPrOjetO’d? flltrOI transformagéo transF')formagﬁo desejado
P:r;lao-g;ci?(as c;eic:n;lnlo e baznda dz freq ‘
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Transformacao de Filtros Analdgicos para Filtros Digitais

Métodos de Discretizacao Tipicos

¢ Invariancia da Resposta ao Impulso

Produz um filtro digital cuja resposta ao impulso consiste de

amostras igualmente espacadas da resposta ao impulso do filtro
a tempo continuo.

hin] = The(nT)

h¢(t): resposta ao impulso do filtro a tempo continuo

I": periodo de amostragem.
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Transformacao de Filtros Analdgicos para Filtros Digitais

Transformacao BILINEAR

» Converte uma funcio de transferéncia a tempo continuo H(s)
numa a tempo discreto H(z).

32<1z1> L LT/

T\1+ 271 1—(T/2)s
» Relagao entre freqiiéncias w (em discreto) e {2 (em continuo):

2
() = Ttan(w/Q) < w = 2arctan(27/2)

- 3 (1)
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Transformacao de Filtros Analdgicos para Filtros Digitais

Transformacao BILINEAR

» Mapeia o eixo imaginario s = j¢) do contexto a tempo continuo
no circulo unitdrio z = /“Z" do contexto a tempo discreto.

» H(z) serd assintoticamente estavel se H(s) for assintoticamente
estavel.

» A freqiiéncia {2=0 € mapeada em w=0.
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Transformacoes entre Bandas de Freqiiéncias

Type of
Trans formation Transformation Parameters
1 7l —q
Lowpass 2Tt — = we = cutoff frequency of new filter
_ sin [(we —we) /2]
sin [(we + we) /2]
. 1 z—l + o
Highpass 27— gy we = cutoff frequency of new filter
o _cos[(wl+we) /2]
c0s [(w — we) /]
-1 22—z o2
Bandpass ey, B 1 we = lower cutoff frequency
2274~
wy = upper cutoff frequency
a1 = ~20K/(K +1)
az = (K -1)/(K+1)
g [(wu + we) /2]
€08 [(wu — we) /2]
/
K =cot 2 tan 5
-2 _ -1
Bandstop 7l =2 uz _to wy = lower cutoff frequency

asz 2 —z-l141

wy = upper cutoff frequency
o1 =—26/(K + 1)
oz = (K - 1)/(K +1)

_ cos [(wa +wr) /2
08 [(wu — we) /2]

!

Wu — @ 4 oan e

2 2

K =tan

(w, € a freqiiéncia de corte do filtro passa-baixas discreto)
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Projeto de Filtros IIR

No Matlab

» Funcoes de projeto (obtencao dos coeficientes b, e a;):

¢ Funcdo butter.m: Butterworth
¢ Func¢do chebyl .m: Chebyshev I
¢ Func¢do cheby2 .m: Chebyshev 11
¢ Fungdo ellip.m: Eliptico
» Funcoes de determinacio da ORDEM minima (para atendimento de certa
especificacao):
¢ Funcdo buttord.m: Butterworth
¢ Funcdo chebordl .m: Chebyshev I
¢ Funcdo chebord?2 .m: Chebyshev II

¢ Funcdo ellipord.m: Eliptico
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Estimacao de Sistemas Recursivos (AR)

Problema

» Observa-se uma seqiiéncia discreta yo[n| de L amostras;

» Assume-se que uma ED Homogénea de ordem N < L:
N

> agyln—k =0
k=0
pode produzir como solu¢do y|n| uma sequéncia similar a yo|n).

» Objetivo: obter a;. (parametros do modelo) de modo que o erro
entre y|n| e yo|n| seja minimizado segundo alguma métrica.

Solucoes
» Varias Opcoes: Métodos de Burg, da auto-correlacdo (Yule-Walker), da covariancia, etc.

» Uma possibilidade € usar estimadores LS (Least Squares)
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Estimacao LS de Sistemas Recursivos (AR)

Observacoes Iniciais
» a; e y[n] ja estdo relacionados através de equacdes lineares.

Estratégia

» Expressar o erro de aproximacdo em fun¢do dos parametros a serem estimados.
» Definir uma funcado-custo com dependéncia quadratica em relacdo ao erro de aproximacao.

» Encontrar o conjunto de coeficientes que minimiza a funcado custo, no sentido LS.

MODELO Gerador de y,|n|

» ED Homogénea cuja solu¢io aproxima y,[n| (fazendo ay = 1):
N

yln] = =) apyln — K]

k=1

» As N CIs necessérias para resolver a ED nos instantes N < n < L — 1 serdo y,[n — k], com

k=1,2---,N.
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Estimacao LS de Sistemas Recursivos (AR)

Erro de Aproximacao

» O modelo produz y|n| como ESTIMATIVA para yo|n|
» Erro de Modelagem (ou de Aproximacao): yo|n| — y|n| = e|n]
N

yo[n]—Z—akyo[n—k] =eln|, para n=N, N+1,---  L—1
k=1

» Considerando aj;. com valores negativos, pode-se escrever em
notacao matricial:

yO_YOa:e
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Estimacao LS de Sistemas Recursivos (AR)

Erro de Aproximacao

e =Y, Yoa

Com:

Yol —1] -+ yolL—1— N

e =[e[N],e[N +1],...,e[L — 1]
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Estimacao LS de Sistemas Recursivos (AR)

Minimizacao (no Sentido LS) de ele w.rt. a

» Problema Anterior (Projeto de Filtros): e = W (d — Up)

» Problema Corrente: e =y, — Yoa

» Nos dois casos, as expressoes para e teém o mesmo formato:

W=I d=y, ¢ U=Y,

Solucao LS para os coeficientes

P> Segue o padrio da solucio anterior:

1
aLS — (YOTYO) YOTYO

Processamento Digital de Sinais Estimacdo de Parametros e Sinais

303



Estimacao LS de Sistemas Recursivos (AR)

Escolha da Ordem N do Modelo

» Esta relacionada com o numero de componentes ressonantes no
espectro do sinal y,|n).

<& Pode ser inferida por andlise espectral ndo-paramétrica (FFT).

» Obtenivel via métodos e heuristicas para a selecao de ordem.
< Anilise do comportamento de e’e em funcdo da ordem N

» Pode envolver aspectos praticos:

<& Precisao da aproximacao x complexidade computational.
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Estimacao LS de Sistemas Recursivos (AR)

No Matlab

» Funcdes: ar.m (implementa varios métodos), arburg.m,
aryule.m, lpc.m, armcov.m.

» O numero minimo L de amostras necessarias para obter uma
solucdo de ordem NV varia de acordo com o método escolhido.

» Algumas solu¢des garantem um modelo estavel (Burg, Yule-
Walker), outras nao (LS, Covariancia).
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Estimacao LS de Sistemas Recursivos (AR)

Observacoes e Aplicacao

» O vetor de coeficientes a determina os pélos de Y5(z) (para a
representacdo de ordem V).

» Cada polo esta associado com uma componente (complexa) res-
sonante:

<& A FASE de cada pdlo indica a freqiiéncia da componente ressonante.

<& A MAGNITUDE (raio) de cada pdlo informa do decaimento temporal de energia da com-

ponente ressonante.

» A seqiiéncia yo|n| pode ser analisada espectralmente através da
estimativa dos coeficientes a:

< Anilise espectral PARAMETRICA.
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