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4Resumo. Foi estudado um procedimento para solu�c~ao do problema da palavra de gru-pos �nitamente apresentados proposto recentemente por Robert Cremanns e FriedrichOtto e que utiliza uma estrutura combinat�oria chamada de ciclo de palavras paraarmazenar conjuntos de regras de reescrita sim�etricas. O procedimento foi imple-mentado para realiza�c~ao de experimentos com diversas apresenta�c~oes de grupos. �Eproposta tamb�em uma estrat�egia e�ciente para ordenar a aplica�c~ao das regras deinferência utilizadas por Cremanns e Otto em seu procedimento.Abstract. We study a procedure proposed recently by Robert Cremanns and Fried-rich Otto that can be applied to solve the word problem of �nitely presented groups.It uses a combinatorial structure called word-cycle to store symmetric sets of rewrit-ing rules. This procedure has been implemented to experiment with various grouppresentations. We also present an e�cient strategy to apply in an ordered mannerthe inference rules used by Cremanns and Otto in their procedure.
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CAP�ITULO 1Introdu�c~aoO estudo de problemas algoritmicos em �Algebra, em particular em estruturasalg�ebricas como grupos e mon�oides, �e relevante tanto no contexto da Computa�c~aoSimb�olica quanto no contexto de Teoria da Computa�c~ao. A Computa�c~ao Simb�olicatrata de representar objetos matem�aticos de maneira precisa e de realizar c�alculos pre-cisos usando a representa�c~ao destes objetos. Neste sentido procedimentos e�cientespara resolu�c~ao de problemas computacionais em Teoria dos Grupos s~ao importantesferramentas no estudo de grupos. A sub�area da Computa�c~ao Simb�olica que estudam�etodos computacionais para grupos �e chamada de Teoria dos Grupos Computacionale têm em Max Dehn um de seus precursores quando em 1911 este publica uma s�erie deproblemas de decis~ao para grupos [Deh11] como por exemplo o problema da palavra,que consiste de decidir se, dado um grupo de�nido por um conjunto de geradorese rela�c~oes, uma palavra nos geradores representa a identidade. Com o advento doscomputadores modernos a �area se torna bastante ativa a partir de 1960 quando s~aodesenvolvidos procedimentos para diversos �ns como por exemplo a manipula�c~ao degrupos de permuta�c~oes.No contexto da Teoria da Computa�c~ao o assunto �e importante pois muitos dosproblemas computacionais para Teoria dos Grupos, como o que ser�a estudado nestadisserta�c~ao, s~ao indecid��veis em geral e desta maneira podem ser �uteis no estudo deindecidibilidade de outros problemas em Ciência da Computa�c~ao. Muitos destes prob-lemas s~ao decid��veis e as quest~oes que surgem ent~ao est~ao relacionadas com a com-plexidade das solu�c~oes achadas. Esta �area est�a tamb�em fortemente relacionada comas Linguagens Formais e Autômatos como pode se veri�car em [ECH+92], [Ott99a]e [ST99]. Por exemplo rela�c~oes como a de que o problema da palavra de um grupo �euma linguagem regular se e somente se o mesmo �e �nito [Ani71].6



1. INTRODUC� ~AO 7Nesta disserta�c~ao ser�a estudado um procedimento para o problema da palavra degrupos �nitamente apresentados proposto recentemente por Friedrich Otto e RobertCremanns [CO98] e que manipula uma estrutura chamada de ciclo de palavras. Aabordagem usual para se tentar resolver o problema da palavra de um determinadogrupo com t�ecnicas de reescrita �e tentar completar sua apresenta�c~ao utilizando o pro-cedimento de Knuth-Bendix [KB70]. Neste caso �e necess�ario estabelecer uma ordemde redu�c~ao para as palavras no alfabeto dado pelos geradores do grupo, duas palavrasrepresentar~ao o mesmo elemento se suas formas normais forem idênticas. O procedi-mento de Otto-Cremanns dispensa esta exigência e nos casos em que p�ara o conjuntode ciclos de palavras resultante pode ser transformado em um sistema de reescrita depalavras convergente para qualquer ordem de redu�c~ao. O que se observou no entanto �eque o procedimento de Otto-Cremanns �e consideravelmente menos e�ciente em tempoque o procedimento de Knuth-Bendix. Uma das raz~oes para tal pode ser explicadapelo fato de que no procedimento de Otto-Cremanns o casamento �e realizado sobreciclos de palavras e no procedimento de Knuth-Bendix o mesmo �e feito sobre palavras,o que �e menos custoso. O resultado mais relevante da disserta�c~ao �e uma estrat�egiapara aplica�c~ao das regras de inferência do procedimento de Otto-Cremanns que al�emde ser completa no sentido de que o conjunto de ciclos de palavras persistentes pode serutilizado na solu�c~ao do problema da palavra reduzido do grupo em quest~ao mostrou-sebem mais e�ciente na pr�atica do que a aplica�c~ao n~ao determin��stica das mesmas como�e feito na descri�c~ao gen�erica do procedimento.Para �ns experimentais foi implementado o procedimento de Otto-Cremanns (sendoesta a primeira implementa�c~ao do mesmo [Ott00]) em linguagem C. Uma vers~ao pre-liminar implementava a mesma estrat�egia proposta por Otto e Cremanns e a vers~ao�nal implementa a estrat�egia sendo proposta nesta disserta�c~ao. Um programa bastanteutilizado foi o KBMAG (Knuth-Bendix for Monoids and Automatic Groups) [EHR91]de D. Holt que implementa o procedimento de Knuth-Bendix para palavras e foi uti-lizado para completar apresenta�c~oes de grupos. A descri�c~ao da implementa�c~ao doprocedimento de Otto-Cremanns est�a no apêndice A.



1. MOTIVAC� ~AO 81. Motiva�c~aoNesta se�c~ao descreveremos um problema de cunho pr�atico que �e indecid��vel. Ademonstra�c~ao de indecidibilidade �e realizada reduzindo o problema ao problema dapalavra em mon�oides (ou equivalentemente ao problema da palavra em sistemas dereescrita de palavras) e que exempli�ca a importância do conhecimento de propriedadesde estruturas alg�ebricas em Ciência da Computa�c~ao. Ser�a assumido o conhecimentoda nota�c~ao b�asica e de conceitos de Linguagens Formais e Autômatos que podem serconsultados em [HU79] e [Sud97].O Problema da Correspondência de Post �e um exemplo bastante pr�atico de pro-blema indecid��vel. Dado um conjunto de domin�os da forma a1a2:::anb1b2:::bm , onde a1:::an eb1:::bm s~ao palavras, o problema consiste de determinar se �e poss��vel colocar os domin�osem uma seq�uência tal que se tenha a mesma palavra na parte de cima e na parte debaixo dos domin�os. A formaliza�c~ao do problema �e dada a seguir.Definic�~ao 1.1. Um sistema de correspondência de Post (SCP) consiste deum alfabeto � e um conjunto �nito de pares ordenados [ui; vi], i = 1; 2; :::; n; ondeui; vi 2 �+. Uma solu�c~ao para um SCP consiste de uma seq�uência i1; :::; ik tal queui1ui2 :::uik = vi1vi2 :::vik.Definic�~ao 1.2. O Problema da Correspondência de Post (PCP) consiste emdecidir se um determinado SCP tem solu�c~ao.Exemplo 1.1. Dado o conjunto f aba ; bbb ; baba ; baa g as seq�uências h bbb ; baa i e h bbb ; baba ; aba ; bbb ;baa i s~ao solu�c~oes para o Problema da Correspondência de Post determinado pelo con-junto de domin�os de entrada. 3Exemplo 1.2. O SCP faba ; bbag n~ao tem solu�c~ao. Se iniciamos com o domin�o abadevemos necessariamente colocar o domin�o bba pois �e o �unico que inicia com b embaixo.As seq�uências obtidas n~ao casam. Se iniciamos com o domin�o bba devemos pelo mesmomotivo colocar o domin�o aba em seguida, mas novamente as seq�uências n~ao casam. Logoeste SCP n~ao tem solu�c~ao. 3



1. MOTIVAC� ~AO 9Exemplo 1.3. Considere um SCP cujo alfabeto �e un�ario, i.e. j�j = 1. Os domin�ospodem ser vistos ent~ao como pares de n�umeros f i1j1 ; :::; injng tais que i1; :::; in; j1; :::; jn 2+. Assim o PCP se reduz a achar uma solu�c~ao para a equa�c~ao a1i1 + � � � + anin =a1j1 + � � �+ anjn que equivale a a1(i1 � j1) + � � �+ an(in � jn) = 0 com a1; :::; an 2 ealgum ai > 0; 1 < i < n. 3A indecidibilidade do PCP ser�a demonstrada realizando uma redu�c~ao ao problemada palavra para sistemas de reescrita de palavras. Cada sistema de reescrita de palavraest�a associado a uma estrutura alg�ebrica que chamamos de mon�oide e solubilidade doproblema da palavra do sistema de reescrita de palavras est�a estritamente associada �asolubilidade do problema da palavra do respectivo mon�oide.Definic�~ao 1.3. Um mon�oide �e um par hM; � i onde M �e um conjunto e � �e umaopera�c~ao bin�aria associativa e �e tal que existe um elemento identidade e 2 M tal quepara qualquer x 2M temos x� e = x e e� x = x.O problema da palavra de um mon�oide M de�nido por geradores e rela�c~oes, i.e.M = ��= � para algum alfabeto � e para alguma rela�c~ao de congruência �, consistede decidir se dadas duas palavras v; w 2 �� se v e w representam o mesmo elemento,i.e. se v � w.O problema da palavra de um sistema de reescrita de palavras h�;!i consiste dedecidir, dadas duas palavras v; w 2 �� se v $� w, onde$� �e o fecho reexivo, sim�etricoe transitivo da rela�c~ao!. �E um problema indecid��vel e isto pode ser demonstrado porredu�c~ao ao problema da parada para m�aquinas de Turing.Observa�c~ao. O problema da palavra para mon�oides �e indecid��vel.De fato se o problema da palavra para mon�oides fosse decid��vel o mon�oide ��=$ teriao problema da palavra decid��vel para qualquer rela�c~ao de redu�c~ao !. Desta maneirapoderiamos decidir se dadas duas palavras u; v 2 �� se u$� v. Assim o problema dapalavra do sistema de reescrita h�;!i seria decid��vel, uma contradi�c~ao.Teorema 1.1. N~ao existe algoritmo que determine se um SCP arbitr�ario temsolu�c~ao.



1. MOTIVAC� ~AO 10Demonstrac�~ao. Seja S = h�; P i um sistema de reescrita de palavras cujo pro-blema da palavra �e indecid��vel. Vamos construir um SCP Cu;v para cada par de palavrasu; v 2 �+ que ter�a solu�c~ao se e somente se u!�S v.Inicialmente acrescentemos as regras 0! 0 e 1! 1 que n~ao alteram as deriva�c~oesposs��veis de S e que nos permitem supor que qualquer deriva�c~ao tem comprimento par.Sejam u; v 2 �� e Cu;v um SCP tal que o alfabeto �e 0; 0; 1; 1; [; ]; �; �. Uma palavraw que consiste somente de s��mbolos marcados com barra �e denotada por w.Para cada produ�c~ao xi ! yi, i = 1; :::; n, de S temos dois domin�os: yixi e yixi .Adicionalmente temos os domin�os[u�[ �� �� ]�v]Observe que podemos combinar os domin�os00 00 11 11para formar as seguintes palavras nas partes de cima e de baixo dos domin�os:ww wwpara qualquer palavra w 2 ��.Mostremos que se u!� v ent~ao Cu;v tem solu�c~ao.Suponha que u = u0 ! u1 ! � � � ! uk ! v �e uma deriva�c~ao de comprimento��mpar. O i-�esimo passo da deriva�c~ao pode ser visto comoui�1 = pi�1xji�1qi�1 !R pi�1yji�1qi�1 = uiusando a regra xji�1 ! yji�1.A�rma�c~ao: A palavra [u0 � u1�u2 � � � � � uk�1�uk] �e uma solu�c~ao para o SCP Cu;v.De fato a solu�c~ao pode ser constru��da da seguinte maneira:1. Inicialmente colocamos o domin�o [u�[2. Para obter um casamento colocamos domin�os que formem u na parte de baixo.



1. MOTIVAC� ~AO 11[u�[ p0p0 yj0xj0 q0q0 ��j�a que u = p0xj0q0 e p0xj0q0 !R p0yj0q0 = u1. Formando em cima a palavra[u � u1� e embaixo a palavra [u�.3. Colocamos u1� na parte de baixo:[u�[ p0p0 yj0xj0 q0q0 �� p1p1 yj1xj1 q1q1 ��Formando em cima a palavra [u � u1�u2� e embaixo a palavra [u � u1�.4. Continuamos com este processo at�e que tenhamos na parte de cima [u � u1�u2 �� � � � uk�1�uk e embaixo [u � u1�u2 � � � � � uk�1.5. Colocamos ent~ao o domin�o ]�v] obtendo uma solu�c~ao do SCP Cu;v.Dada uma solu�c~ao do SCP Cu;v mostremos que existe uma deriva�c~ao u!�R v.Tal solu�c~ao deve necessariamente iniciar pelo domin�o [u�[ uma vez que este �e o �unicoque têm um casamento �a esquerda. Pela mesma raz~ao a solu�c~ao deve terminar como domin�o ]�v] . Desta maneira a solu�c~ao tem a forma [u � w�v]. Se w cont�em ] ent~ao[u�w�v] = [u�x�v]y�v] e assim [u�x�v] �e tamb�em uma solu�c~ao de Cu;v. Logo podemossupor que a solu�c~ao �e da forma [u �x�v] onde ] aparece apenas na extremidade direita.Como a solu�c~ao come�ca por [u�[ devemos fazer o casamento na parte de baixocolocando u, se u = xi1xi2 :::xik teremos[u�[ yi1xi1 � � � yikxik ��Como cada domin�o representa uma deriva�c~ao xij !R yij combinamos as deriva�c~oespara obter u !�R u1 = yi1:::yik . Desta maneira �camos com [u � u1� na parte de cimae [u� na parte de baixo.Seguindo desta maneira obtemos [u � u1� � � � � uk�1�v] que resulta em u!�R v.Assim reduzimos o problema da palavra de um sistema de reescrita de palavrasao Problema da Correspondência de Post. Logo, como o problema da palavra parasistemas de reescrita de palavras �e indecid��vel, o Problema da Correspondência de Posttamb�em �e.



2. OBJETIVOS 12Observe que, segundo a demonstra�c~ao acima, o PCP �e equivalente ao problemada palavra para sistemas de reescrita de palavras. E como este �ultimo problema est�afortemente relacionado com o problema da palavra de mon�oides podemos perceber agrande importância do conhecimento de propriedades de tais estruturas alg�ebricas naCiência da Computa�c~ao em geral e em particular em Teoria da Computa�c~ao.2. ObjetivosEstudaremos o procedimento completador para grupos �nitamente apresentadosproposto por Friedrich Otto e Robert Cremanns em [CO98], uma alternativa �a com-pleta�c~ao usual com o procedimento de Knuth-Bendix. Pretendemos descrever demaneira mais detalhada as estrat�egias utilizadas por Otto e Cremans na completa�c~aoassim como a estrat�egia sendo proposta neste trabalho. Aplicaremos as duas vers~oes doprocedimento, implementadas de acordo com as estrat�egias propostas, a algumas apre-senta�c~oes cl�assicas de grupos de maneira a obter evidência emp��rica da superioridadeda estrat�egia sendo aqui proposta. A disserta�c~ao est�a organizada como segue:No segundo cap��tulo apresentamos as no�c~oes preliminares necess�arias ao entendi-mento do restante da disserta�c~ao. Em particular ser~ao apresentadas no�c~oes de �algebracomo estruturas alg�ebricas (semigrupos, mon�oides e grupos), apresenta�c~oes de mon�oidese apresenta�c~oes de grupos e no�c~oes de teoria da reescrita como sistemas abstratos dereescrita, sistemas de reescrita de palavras.No terceiro cap��tulo ser�a mostrado em detalhe o procedimento de Knuth-Bendixpara palavras e ser~ao exibidos alguns exemplos de como usar o procedimento na solu�c~aodo problema da palavra de grupos e de mon�oides.No quarto cap��tulo ser�a exibido o procedimento completador de Otto/Cremannspara grupos �nitamente apresentados de maneira detalhada e ser~ao exibidas algumas desuas propriedades. Ser�a apresentada tamb�em uma estrat�egia mais e�ciente que utilizaa aplica�c~ao ordenada das regras. As apresenta�c~oes de grupos do terceiro cap��tulo ser~aosubmetidas ao procedimento para �ns de compara�c~ao com o procedimento de Knuth-Bendix. S~ao comparados tamb�em os tempos de execu�c~ao das duas estrat�egias paraalguns exemplos, a originalmente proposta por Otto e Cremanns e a proposta nestadisserta�c~ao.



CAP�ITULO 2Conceitos PreliminaresNesta se�c~ao ser~ao apresentados pr�e-requisitos ao entendimento dos cap��tulos sub-seq�uentes. Inicialmente ser~ao introduzidos conceitos de teoria dos conjuntos e �algebra.Em seguida s~ao apresentadas no�c~oes de teoria da reescrita, incluindo-se a�� sistemasde reescrita de palavras. Os teoremas deste cap��tulo s~ao incluidos por raz~oes de com-pleteza e podem ser encontrados nas referências-padr~ao de cada t�opico abordado comopor exemplo [Sim94], [BN98], [AR98] e [BO93].1. �Algebra e Teoria dos ConjuntosSer�a assumido conhecimento dos conceitos de conjunto, pertinência e inclus~ao assimcomo das opera�c~oes de uni~ao, interse�c~ao e diferen�ca de conjuntos. O conjunto vazioser�a denotado por ;. Se A for um subconjunto de B isto ser�a denotado por A � Bou B � A. Se A for um subconjunto pr�oprio de B isto ser�a denotado por A � B ouA � B. A cardinalidade de um conjunto A ser�a denotada por jAj.Definic�~ao 1.1. Sejam A e B conjuntos. O produto cartesiano A � B �e oconjunto dos pares ordenados (a; b) tais que a 2 A e b 2 B. A diagonal de X �X �eo conjunto D = f(x; x) j x 2 Xg.Definic�~ao 1.2. Uma rela�c~ao de X em Y �e um subconjunto R de X � Y . SeX = Y dizemos que R �e uma rela�c~ao em X. (x; y) 2 R ser�a denotado por xRy.Definic�~ao 1.3. Seja R uma rela�c~ao de X em Y . Se A � R ent~ao de�nimos oconjunto AR como sendo fy 2 Y j aRy para algum a 2 Ag.Definic�~ao 1.4. A rela�c~ao inversa de uma rela�c~ao R de X em Y �e o conjuntoR�1 = f(y; x) j (x; y) 2 Rg. 13



1. �ALGEBRA E TEORIA DOS CONJUNTOS 14Definic�~ao 1.5. Seja R uma rela�c~ao de X em Y e S uma rela�c~ao de Y em Z. Acomposi�c~ao de R e S, denotada por R � S, consiste dos pares (x; z) tais que existeum y 2 Y onde xRy e ySz.Definic�~ao 1.6. Uma rela�c~ao de equivalência em um conjunto X �e uma rela�c~aoE sobre X tal que1. para todo x 2 X se tem xEx (reexividade),2. se para x; y 2 X xEy ent~ao yEx (simetria),3. se para x; y; z 2 X xEy e yEz ent~ao xEz (transitividade).Observa�c~ao. Se E �e uma rela�c~ao de equivalência em X ent~ao para x; y 2 X osconjuntos fxgE e fygE s~ao iguais ou disjuntos. Desta maneira � = ffxgE j x 2 Xg �euma parti�c~ao de X cujos elementos s~ao chamados de classes de equivalência de E(fxgE �e dito classe de equivalência de x em E).Definic�~ao 1.7. Uma fun�c~ao (ou aplica�c~ao) de X em Y �e uma rela�c~ao f de Xem Y tal que para todo x 2 X o conjunto fxgf �e unit�ario. A fun�c~ao �e denotada porf : X ! Y e dizemos que X �e o dom��nio de f e que Y �e o contra-dom��nio de f .Se y �e o �unico elemento de fxgf ent~ao dizemos que f(x) = y ou y = xf ou aindax 7�!f yDefinic�~ao 1.8. Seja f : X ! Y uma fun�c~ao de X em Y .� f �e sobrejetiva se Xf = Y .� f �e injetiva se, para todo, x1; x2 2 X, se f(x1) = f(x2) ent~ao x1 = x2.� f �e bijetiva se �e simultaneamente injetiva e sobrejetiva.Definic�~ao 1.9. Uma permuta�c~ao de um conjunto X �e uma fun�c~ao bijetiva deX em X.Definic�~ao 1.10. Um alfabeto �e um conjunto qualquer. Seja � um alfabeto, umaseq�uência �nita w = w1w2:::wn, onde wi 2 � para 1 � i � n, �e dita uma palavrasobre �. A palavra vazia �e a palavra dada pela seq�uência vazia e ser�a denotada por�. O conjunto de todas as palavras sobre � �e denotado por ��.



1. �ALGEBRA E TEORIA DOS CONJUNTOS 15Definic�~ao 1.11. A concatena�c~ao das palavras u = u1u2:::un e v = v1v2:::vm de�� �e dada por uv = u1u2:::unv1v2:::vm.Definic�~ao 1.12. O comprimento de uma palavra w, denotado por jwj, �e o com-primento da seq�uência w.Definic�~ao 1.13. Se u, v e w 2 �� e z = uvw dizemos que u �e pre�xo de z, v �esubpalavra de z e que w �e su�xo de z.Definic�~ao 1.14. Se u = u1u2:::um 2 �� ent~ao cada palavra uiui+1:::umu1:::ui�1para 1 � i � m �e dita uma permuta�c~ao c��clica de u. A palavra umum�1:::u1 �e ditao reverso de u.Definic�~ao 1.15. Uma opera�c~ao bin�aria em um conjunto M �e uma fun�c~ao � :M �M !M que leva (x; y) 2M �M em � (x; y)Nota�c~ao. Ser�a utilizado x� y para denotar � (x; y). A opera�c~ao bin�aria �e dita associa-tiva se para quaisquer x; y; z 2M se tem (x� y)� z = x� (y� z).Definic�~ao 1.16. Um semigrupo consiste de um conjunto M munido de umaopera�c~ao bin�aria �, associativa.Definic�~ao 1.17. Um semigrupo (M; � ) com um elemento e 2 M tal que paraqualquer x 2 M se tem x� e = x e e� x = e�e chamado de mon�oide. O elemento e �edito identidade do mon�oide M .Exemplo 1.1. Seja � um alfabeto qualquer, �+ �e um semigrupo e �� �e ummon�oide para a opera�c~ao de concatena�c~ao. A identidade de �� �e �. 3Definic�~ao 1.18. Um mon�oide (M; � ) tal que para qualquer x 2 M existe um ele-mento x�1 tal que x� x�1 = e �e chamado de grupo. O elemento x�1 �e dito inverso doelemento x no grupo G.Ser�a utilizado apenas o s��mbolo G para denotar o grupo (G; � ).Definic�~ao 1.19. Dado um mon�oideM com identidade e o conjunto U(M) = fx 2M j existe y 2M tal que xy = eg �e chamado de grupo de unidades de M .



1. �ALGEBRA E TEORIA DOS CONJUNTOS 16Observa�c~ao. U(M) �e de fato um grupo pois e 2 U(M) j�a que ee = e e se x 2 U(M)ent~ao existe um y 2 M tal que xy = e e desta maneira xyx = x e yx = e. Logoy 2 U(M).Definic�~ao 1.20. Seja M um mon�oide com identidade e. Um submon�oide de M�e um subconjunto N de M tal que1. e 2 N ,2. se x; y 2 N ent~ao xy 2 N .Al�em disso se todos os elementos de N s~ao invers��veis e N contêm o inverso de cadaum de seus elementos ent~ao dizemos que N �e um subgrupo de M .Teorema 1.1. A interse�c~ao de um conjunto de submon�oides de um mon�oide M �eum submon�oide de M . Da mesma maneira a interse�c~ao de um conjunto de subgruposde M �e tamb�em um subgrupo de M .Demonstrac�~ao. Seja um conjunto de submon�oides de M (e �e a identidade deM). Logo se N 2 , i.e. N �e um submon�oide de M , ent~ao e 2 N . Desta maneira epertence a todos os elementos de e portanto pertence tamb�em �a interse�c~ao de todosos elementos de N . Se x e y pertencem �a interse�c~ao de todos os elementos de N ent~aox e y pertencem a cada elemento de N . Logo xy pertence a cada elemento de N .Assim xy pertence �a interse�c~ao de todos os membros de N . Portanto a interse�c~ao desubmon�oides de M �e um mon�oide.Definic�~ao 1.21. Seja M um mon�oide, Y �M e o conjunto de submon�oides deM que cont�em Y , que �e n~ao vazio pois M 2 . Se K �e a interse�c~ao dos elementos dedizemos que K �e o submon�oide gerado por Y que ser�a denotado por MonhY i.Observa�c~ao. Na de�ni�c~ao anterior K ser�a o menor submon�oide de M que cont�em Ye consistir�a de todos os produtos da forma y1y2:::yn onde yi 2 Y para 0 � i � n (nocaso em que n = 0 temos e).Definic�~ao 1.22. Seja Y um subconjunto de U(M) para algum mon�oide M . Oconjunto de subgrupos deM que cont�em Y �e n~ao-vazio pois U(M) �e grupo e Y � U(M).A interse�c~ao H destes subgrupos �e chamada de subgrupo gerado por Y e ser�a denotadapor GrphY i.



1. �ALGEBRA E TEORIA DOS CONJUNTOS 17Definic�~ao 1.23. Sejam M e N mon�oides com identidades 1M e 1N respectiva-mente. Um homomor�smo de M em N �e uma fun�c~ao h :M ! N tal que:1. h(1M) = 1N .2. h(xy) = h(x)h(y).Definic�~ao 1.24. Um homomor�smo de M em M �e dito um endomor�smo. Umhomomor�smo bijetivo h : M ! N �e um isomor�smo.Definic�~ao 1.25. Para qualquer conjunto X o mon�oideX� �e chamado demon�oidelivre gerado por X.Teorema 1.2. Seja f : M ! N um homomor�smo entre mon�oides. Se H �e umsubmon�oide de M e K �e um submon�oide de N ent~ao f(H) �e um submon�oide de N ef�1(K) �e um submon�oide de M . Se M e K s~ao grupos, ent~ao f(H) �e um subgrupo deN e f�1(K) �e um subgrupo de M .Definic�~ao 1.26. A ordem de um elemento x de um grupo, �e o menor inteiropositivo i tal que xi = e.Teorema 1.3. Seja x um elemento de um grupo G tal que a ordem de x �e �nita eigual a n. Ent~ao xn = 1 e xm = 1 se e somente se n j m.Definic�~ao 1.27. Se todo os elemento de um grupo G tem ordem �nita e estasordens s~ao limitadas superiormente ent~ao o m��nimo m�ultiplo comum destes n�umeros�e dito o expoente de G. Equivalentemente dizemos que o expoente de G �e o menorinteiro positivo exp tal que gexp = 1 para todo elemento g de G.Definic�~ao 1.28. Seja G um grupo e H um subgrupo de G. O conjunto R =fHxjx 2 Gg �e uma parti�c~ao de G e �e chamado de conjunto das classes laterais �adireita de H. Similarmente, o conjunto L = fxHjx 2 Gg �e chamado de conjunto dasclasses laterais �a esquerda de H.Observa�c~ao. Quando R �e �nito sua cardinalidade �e denotada por jG : Hj e �e chamadade ��ndice de H em G. Se G �e �nito ent~ao jGj = jG : HjjHj (Teorema de Lagrange).Definic�~ao 1.29. Se R = L ent~ao H �e dito subgrupo normal de G.



1. �ALGEBRA E TEORIA DOS CONJUNTOS 18Observa�c~ao. Se H �e subgrupo normal de G ent~ao R �e um grupo para a opera�c~ao(Hx)(Hy) = Hxy. Este grupo �e chamado de grupo quociente de G por H.Teorema 1.4. Seja H � G, as seguintes condi�c~oes s~ao equivalentes:� H �e subgrupo normal de G.� Hx = xH para todo x 2 G.� x�1Hx � H para todo x 2 G.Definic�~ao 1.30. Seja f : G ! H um homomor�smo de grupos. O kernel (oun�ucleo) de f �e ker(f) = fx 2 Gjf(x) = 1g.Definic�~ao 1.31. Sejam x; y elementos de um grupo G. Se existe z 2 G tal quex = z�1yz dizemos que x �e dito um conjugado de y.Conjuga�c~ao �e uma rela�c~ao de equivalência e suas classes de equivalência s~ao chamadasde classes de conjuga�c~ao.Definic�~ao 1.32. Seja X � G. O subgrupo N gerado por todos os conjugados deelementos de X �e normal em G. N �e o fecho normal de X em G.Definic�~ao 1.33. Seja M um mon�oide e � uma rela�c~ao de congruência sobre M .O mon�oide quociente de M m�odulo � �e o conjunto das classes de congruência de �com a opera�c~ao bin�aria [x][y] = [x� y], onde [x], p.ex., �e a classe de congruência de x.Teorema 1.5. Seja M um mon�oide e seja S um subconjunto de M �M . A in-terse�c~ao de todas as congruências que cont�em S �e uma congruência.Definic�~ao 1.34. No teorema 1.5 dizemos que a interse�c~ao de todas as congruênciasque cont�em S �e a congruência gerada por S.Definic�~ao 1.35. Seja X um conjunto e R um subconjunto de X��X�. O mon�oideMonhXjRi �e de�nido como sendo o mon�oide quociente Q de X� m�odulo a congruênciagerada por R. O par (X;R) �e dito uma apresenta�c~ao de mon�oide para Q e dequalquer mon�oide isomorfo a Q. Uma apresenta�c~ao (X;R) �e dita �nita se X e R s~ao�nitos. Um mon�oide M �e dito �nitamente apresentado se tem uma apresenta�c~ao�nita.



2. SISTEMAS DE REESCRITA 19Nota�c~ao. Na de�ni�c~ao 1.35 seX = fx1; :::; xmg e R = f(ui; vi)jui; vi 2 X� e 1 � i � ngdenotaremos Q por Monhx1; :::; xmju1 = v1; :::; un = vni. As equa�c~oes ui = vi s~aochamadas de rela�c~oes.Definic�~ao 1.36. Seja X um conjunto e X� = X�f�1; 1g. Denotaremos (x; �) 2X� por x�. Seja R = f(x�x��; �)j� 2 f�1; 1g; x 2 Xg e F = MonhX�jRi. F �e ditoo grupo livre gerado por X.Nota�c~ao. Na de�ni�c~ao 1.36 o conjunto R ser�a denotado por RelGL(X).Definic�~ao 1.37. A congruência sobre (X�)� gerada por RelGL(X) �e chamada deequivalência livre. Uma palavra w 2 (X�)� �e dita livremente reduzida se n~aocont�em subpalavras da forma x�x��, � 2 f�1; 1g.Definic�~ao 1.38. Seja u = x�11 :::x�nn 2 (X�)�. u�1 �e de�nida como sendo x��nn :::x��11 .Definic�~ao 1.39. Seja S um subconjunto de (X�)� � (X�)�. GrphXjSi denotar�ao mon�oide G = MonhX�jRelGL(X) [ Si. Dizemos que (X;S) �e uma apresenta�c~aode grupo para G.Nota�c~ao. Na de�ni�c~ao 1.39 se X = fx1; :::; xmg e S = f(ui; vi)jui; vi 2 (X�)� e1 � i � ng denotaremos G por Grphx1; :::; xmju1 = v1; :::; un = vni. As equa�c~oesui = vi s~ao chamadas de rela�c~oes.2. Sistemas de ReescritaDefinic�~ao 2.1. Seja M um conjunto e ! uma rela�c~ao bin�aria sobre M . O par(M;!) �e um sistema de reescrita. ! �e denominada rela�c~ao de reescrita.Dado um sistema de reescrita (M;!) denotamos a classe de equivalência de umelemento x 2M para a rela�c~ao de equivalência$� por [x], i.e. [x] = fy 2M j y$� xg.x �e dito irredut��vel se n~ao existe y 2 M tal que x ! y. Se para u; v 2 M temosque u!� v e v �e irredut��vel ent~ao v �e uma forma normal de u. u e v s~ao junt�aveis(nota�c~ao: u # v) se existe w 2M tal que u!� w e v !� w.Definic�~ao 2.2. (M;!) �e terminante se n~ao existem cadeias de redu�c~ao in�nitasda forma u0 ! u1 ! � � � .



2. SISTEMAS DE REESCRITA 20Nota�c~ao Signi�cado inversa de !!+ fecho transitivo de !!� fecho reexivo e transitivo de !$ fecho sim�etrico de !$� fecho reexivo, sim�etrico e transitivo de !!0 =!n+1 !n [ !Tabela 1. Nota�c~ao padr~ao da teoria da reescrita.Definic�~ao 2.3. (M;!) �e dito conuente sempre que para quaisquer u; v 2 Mu!� v e u!� w implicar v # w. (M;!) �e local-conuente sempre para quaisqueru; v 2 M u ! v e u ! w implicar v # w. (M;!) tem a propriedade de Church-Rosser se para u; v 2 m $� implicar que u # v.
�� �� � � � � �v w9z v w u 9z

u u
9z

v
Figura 1. Conuência, Conuência Local e Propriedade de Church-RosserA seguir mostramos que conuência e a propriedade de Church-Rosser s~ao equiva-lentes.Teorema 2.1. (M;!) tem a propriedade de Church-Rosser se e somente se �econuente.Demonstrac�~ao. Suponha que (M;!) tem a propriedade de Church-Rosser. Separa u, v e w 2M temos u!� v e u!� w ent~ao v $� u e u$� w. Por transitividadetemos v $� w e pela Propriedade de Church-Rosser v # w. Logo (M;!) �e conuente.Se (M;!) �e conuente e temos para u e v 2M que u$� v mostremos por indu�c~aoque se u$n v ent~ao u # v.Base indutiva: se n = 0 ent~ao u = v e desta maneira u # v.



2. SISTEMAS DE REESCRITA 21Passo indutivo: Suponha que se u $n v ent~ao u # v. Se u $n+1 v ent~ao paraalgum v0 2M u$n v0 $ v. S~ao dois os casos poss��veis:1. u$n v0 ! v. Pela hip�otese de indu�c~ao u # v0 logo existe z0 2 M tal que u!� z0e v0 !� z0. Mas como (M;!) �e conuente existe z 2 M tal que z0 !� z ev !� z. Desta maneira u!� z0 !� z e v !� z logo u # z.2. u$n v0  v. Novamente pela hip�otese de indu�c~ao u # v0 logo existe z 2 M talque u!� z e v0 !� z. Como u!� z e v ! v0 !� z temos que u # v.Logo (M;!) tem a propriedade de Church-Rosser.Lema 2.1. Se (M;!) �e conuente e u 2M tem forma normal ent~ao ela �e �unica.Demonstrac�~ao. Suponha que u 2M tenha formas normais u0 e u00. Logo u!� u0e u!� u00. Como (M;!) �e conuente existe z 2M tal que u0 !� z e u00 !� z mas u0 eu00 s~ao formas normais logo u0 !0 z e u00 !0 z. Portanto u0 = u00 pois u0 = z = u00.Definic�~ao 2.4. Um sistema de reescrita terminante e conuente �e dito conver-gente.Teorema 2.2. Se (M;!) �e convergente ent~ao cada u 2 M tem exatamente umaforma normal.Demonstrac�~ao. Tome x um elemento deM . Se x �e irredut��vel ent~ao x tem formanormal. Caso contr�ario existe um y 2 M tal que x ! y, logo existe uma seq�uênciay0, y1, ... tal que x = y0 e yi ! yi+1. Como (M;!) �e terminante esta seq�uencia �e�nita e para algum k � 0 yk �e irredut��vel. Assim yk �e forma normal de x. Portantotodo x 2M tem ao menos uma forma normal e como (M;!) �e conuente esta formalnormal �e �unica.O problema da palavra para um sistema de reescrita (M;!) consiste em saber,dados u; v 2 M , se u$� v. Observe que se (M;!) for convergente �e poss��vel reduzir ue v �as suas formas normais, u e v respectivamente. Desta maneira u$� v se e somentese u = v. De fato se u $� v ent~ao existe z tal que u !� z e v !� z, logo u = z = vonde z �e a forma normal de z. Se u = v ent~ao u !� u = v � v e portanto u $� v.Logo o problema da palavra de um sistema de reescrita convergente �e decid��vel.



2. SISTEMAS DE REESCRITA 22Com o intuito de mostrar que sob hip�otese de termina�c~ao as propriedades de con-uência e conuência local s~ao equivalentes ser�a introduzido o conceito de indu�c~aonoetheriana.Definic�~ao 2.5. Seja (M;!) um sistema de reescrita. Um predicado P sobre ele-mentos de M �e !-completo se para todo x 2M tivermos: se P (y) �e verdadeiro paratodo y 2 �(x), onde �(x) = fa 2M j x! ag, ent~ao P (x) �e verdadeiro.O seguinte teorema �e chamado de princ��pio de indu�c~ao noetheriana.Teorema 2.3. Seja (M;!) um sistema de reescrita tal que ! �e terminante. SeP �e um predicado !-completo ent~ao para todo x 2M , P (x) �e verdadeiro.Demonstrac�~ao. Seja A = fx 2 M j P (x) �e verdadeirog. Suponha por con-tradi�c~ao que A 6= M . Nenhum dos elementos de M � A �e forma normal pois se z �eforma normal P (z) �e verdadeiro por vacuidade j�a que �(z) �e vazio. Logo deve existirum y 2M �A de maneira que n~ao exista z 2M �A tal que y ! z pois sen~ao existiriauma seq�uencia in�nita y = y0 ! y1 ! y2 ! � � � com yi 2 M � A, o que contradiz aterminalidade de (M;!). Como �(y) �e n~ao-vazio e �(y) � A temos que para todox 2 �(y) P (x) �e verdadeiro. Como P �e !-completo P (y) tamb�em �e verdadeiro o quecontradiz a suposi�c~ao de que y 2 M � A. Logo A = M .Teorema 2.4. Seja (M;!) um sistema de reescrita terminante. (M;!) �e con-uente se e somente se for localmente conuente.Demonstrac�~ao. Se (M;!) �e conuente e temos z  x ! y com x; y; z 2 Ment~ao, por de�ni�c~ao, z � x !� y. Pela conuência temos que z # y. Logo (M;!) �elocalmente conuente.Suponha que (M;!) seja localmente conuente. Seja P (x) um predicado sobre Mque �e verdadeiro se e somente se para quaisquer x; y; z 2M , x!� y e x!� z implicarque existe w 2 M tal que y !� w e z !� w. Tome um x 2 M e suponha que P (y) �everdadeiro para todo y 2 �(x). Se u; v 2 M s~ao tais que x!� u e x!� v. Se x = u,x = v ou u = v ent~ao temos que u # v. Sen~ao para m;n > 0 temos x ! u0 !m�1 u ex! v0 !n�1 v. Pela conuência local existe w tal que u0 !� w e v0 !� w. u0 2 �(x)



3. SISTEMAS DE REESCRITA DE PALAVRAS 23logo P (u0) �e verdadeiro e existe y 2M tal que u!� y e w!� y. v0 2 �(x) logo P (v0)�e verdadeiro. Temos que v0 !� y (v0 !� w !� y) e v0 ! v logo existe z 2 M tal quey !� z e v !� z. Desta maneira u !� z (u !� y !� z) e v !� z e portanto P (x) �everdadeiro. Logo (M;!) �e conuente.
v0u0 �v�whip.ind.u � hip. ind.y z �

�
� �

�
xcon. local

Figura 2. Conuência local implica conuência.3. Sistemas de Reescrita de PalavrasSistemas de reescrita de palavras [BO93] s~ao um caso particular de sistemas dereescrita onde os conjuntos considerados s~ao palavras sobre um determinado alfabeto.Definic�~ao 3.1. Um sistema de reescrita de palavras R em � �e um subcon-junto de �� � ��. Cada elemento (l; r) 2 R �e chamado de regra de reescrita. Arela�c~ao de reescrita !R induzida por R �e de�nida como: para quaiquer x; y 2 ��,x!R y se e somente se existe (l; r) 2 R e u; v 2 �� tais que x = ulv e y = urv.Observe que se R �e um sistema de reescrita de palavras ent~ao h��;!Ri �e um sistemade reescrita conforme a de�ni�c~ao da se�c~ao anterior.Definic�~ao 3.2. A rela�c~ao de equivalência $�R �e chamada de congruência deThue.



3. SISTEMAS DE REESCRITA DE PALAVRAS 24$�R �e chamada de congruência pois �e compat��vel com a concatena�c~ao (toda rela�c~aode equivalência compat��vel com a concatena�c~ao �e chamada de congruência).Definic�~ao 3.3. As palavras u; v 2 �� s~ao congruentes se u $�R v. Para cadaw 2 �� [w]R �e a classe de congruência de w.



CAP�ITULO 3O Procedimento de Knuth-Bendix para Palavras1. C�alculo de Formas NormaisJ�a foi mencionado anteriormente que se um sistema de reescrita �e convergente oseu problema da palavra �e facilmente decid��vel pois se queremos saber se u$� v bastaque calculemos as respectivas formas normais u e v. Nesta se�c~ao ser�a mostrado comocalcular as formas normais em quest~ao.Definic�~ao 1.1. Seja > uma rela�c~ao bin�aria sobre ��.1. > �e uma ordem parcial estrita se �e irreexiva, antisim�etrica e transitiva.2. > �e uma ordem linear se �e uma ordem parcial estrita e para quaisquer x; y 2 ��se tem x > y ou x = y ou y > x.3. > �e admiss��vel se para quaisquer u; v; x; y 2 �� se u > v ent~ao xuy > xvy.Definic�~ao 1.2. Seja � = fa1; :::; ang.1. Seja >l a ordem dada por x >l y se jxj > jyj. >l �e dita a ordem por compri-mento em ��.2. Seja w : � ! N+ uma aplica�c~ao que associa cada s��mbolo de � a um naturaln~ao-nulo. A ordem por peso >w induzida por w �e de�nida dada por x >w yse w(x) > w(y). w pode ser extendida a uma aplica�c~ao de ��emN fazendow(�) = 0 e w(xa) = w(x) + w(a) para x 2 �� e a 2 �.3. A ordem lexicogr�a�ca >lex em �� �e de�nida como segue: x >lex y se existeuma palavra n~ao-vazia z tal que x = yz, ou x = uaiv e y = uajz para u; v; z 2 ��e i; j 2 f1; :::; ng satisfazendo i > j.4. A ordem lexicogr�a�ca e por comprimento >ll �e dada por: x >ll y sejxj > jyj, ou se jxj = jyj e x >lex y.Observa�c~ao. >l, >w, >lex e >ll s~ao ordens parciais estritas admiss��veis. >lex e >lls~ao lineares e >l e >w n~ao. 25



1. C�ALCULO DE FORMAS NORMAIS 26Definic�~ao 1.3. Seja > uma ordem parcial estrita em ��. > �e bem-fundadase n~ao existe cadeia in�nita da forma x0 > x1 > � � � . Se > �e linear e bem-fundadadizemos que > �e uma boa-ordem.Observa�c~ao. >l e >w s~ao bem-fundadas pois existe um n�umero �nito de palavras deum dado comprimento ou de um dado peso. Se j�j > 1, >lex n~ao �e bem-fundada poisneste caso temos a seguinte seq�uência: a2 >lex a1a2 >lex a1a1a2 >lex � � � >lex an1a2 >lex� � � .Teorema 1.1. Seja R um sistema de reescrita de palavras em �. As duas a�rma�c~oesseguintes s~ao equivalentes:1. a rela�c~ao de redu�c~ao !R �e terminante.2. existe uma ordem parcial estrita admiss��vel e bem-fundada > em �� tal que l > rvale para cada regra (l; r) 2 R.Demonstrac�~ao. Seja >R uma rela�c~ao bin�aria sobre �� dada por: x >R y se esomente se x!+R y.Suponha que !R seja terminante.1. >R �e ordem parcial estrita.(a) Transitividade: >R �e transitiva pois !+R tamb�em o �e.(b) Antisimetria: suponha por contradi�c~ao que existem a; b 2 �� tais quea >R b e b >R a. Logo existe uma cadeia in�nita a >R b >R a >R b >R � � � .Pela de�ni�c~ao de >R existe uma cadeia in�nita a!+R b!+R a!+R b!+R � � �e isto contradiz a terminalidade de !R.(c) Irreexividade: suponha por contradi�c~ao que existe a 2 �� tal que a >R a.Assim existem cadeias in�nita a >R a >R � � � e a!+R a!+R � � � sendo quea �ultima contradiz a terminalidade de !R.2. Para quaisquer (x; y) 2 R e u; v 2 �� se tem uxv ! uyv. (x; y) 2 R implica quex!R y e x >R y. De uxv ! uyv se tem uxv >R uyv. Logo >R �e admiss��vel.3. >R �e bem-fundada �e consequ�uência direta da termina�c~ao de !R.4. Se (l; r) 2 R ent~ao l!R r e l >R r.



1. C�ALCULO DE FORMAS NORMAIS 27Reciprocamente suponha por contradi�c~ao que !R n~ao seja noetheriana. Logo existeuma seq�uencia in�nita de redu�c~ao da forma u1 !R u2 !R � � � . Para cada ui !R ui+1temos que existem x; y 2 �� e (l; r) 2 R tais que ui = xly e ui+1 = xry. R �e compat��velcom > logo l > r e como > �e admiss��vel temos xly > xry, ou seja ui > ui+1. Assimexistiria uma seq�uência in�nita da forma u1 > u2 > � � � , o que contradiz o fato de >ser bem-fundada.Logo para veri�car que um sistema de reescrita de palavras R em � �e terminante�e su�ciente construir uma ordem parcial estrita > que seja admiss��vel e bem-fundadade maneira que R seja compat��vel com >, i.e. se (l; r) 2 R ent~ao l > r.Observa�c~ao. Se R �e um sistema de reescrita de palavras �nito ent~ao para cada x 2 ��,�(x) �e �nito, pois existe um n�umero �nito de regras que s~ao aplic�aveis. Assim se !R�e terminante temos que ��(x) �e �nito pelo lema de K�onig.Definic�~ao 1.4. Seja R um sistema de reescrita de palavras sobre �, uma redu�c~aow!R z �emais �a esquerda, denotada por w!L z, se a seguinte condi�c~ao �e satisfeita:se w = x1u1y1, z = x1v1y1 e (u1; v1) 2 R e tamb�em w = x2u2y2 e (u2; v2) 2 R ent~aox1u1 �e um pre�xo pr�oprio de x2u2, ou x1u1 = x2u2 e x1 �e um pre�xo pr�oprio de x2 oux1 = x2 e u1 = u2.Nota�c~ao. O fecho reexivo e transitivo de !L �e denotado por !�L.Definic�~ao 1.5. Uma seq�uência de redu�c~oes onde cada redu�c~ao �e mais �a esquerda�e dita uma redu�c~ao mais �a esquerda.Teorema 1.2. Seja R um sistema de reescrita de palavras sobre � tal que !R �eterminante. Para cada x 2 �� existe um y 2 �� irredut��vel tal que x!�L y.Demonstrac�~ao. Seja x = x1x2 � � �xn 2 ��. Se x �e redut��vel seja S o conjuntode subpalavras de x tais que se s 2 S se e somente se s 2 dom(R). S �e �nito pois�e subconjunto do conjunto de subpalavras de x. Seja 1 � ik � n tal que existexi1xi2 � � �xik 2 S m��nimo, i.e. qualquer elemento xj1xj2 � � �xjl 2 S �e tal que ik � jl.Seja S 0 = fxm1 � � �xms 2 S j ms = ikg e l = xm1 � � �xms um elemento de S 0 tal quem1 seja m��nimo. Usando a regra (l; r) 2 R, para algum r, obtemos uma redu�c~ao



1. C�ALCULO DE FORMAS NORMAIS 28x !R y, que �e uma redu�c~ao mais �a esquerda. Seguindo desta maneira eventualmenteatingiremos uma forma normal, pois caso contr�ario a cadeia de redu�c~ao seria in�nita econtradiria a hip�otese de terminalidade.Teorema 1.3. Seja R um sistema de reescrita de palavras sobre �. Seja R0 umsubconjunto qualquer de R tal que dom(R0) = dom(R). Ent~ao1. IRR(R0) = IRR(R)2. para quaisquer x; y 2 ��, se x!�LR0 y ent~ao x!�LR y.Demonstrac�~ao. w 2 IRR(R0) se e somente se n~ao existe v 2 �� tal que w!R0 v.Mas isto ocorre se e somente se n~ao existe l 2 �� tal que w = xly e (l; r) 2 R0 paraw; y; r 2 ��. Equivalentemente n~ao existe l 2 �� tal que w = xly e (l; r) 2 R paraw; y; r 2 ��. Assim n~ao existe v 2 �� tal que w!R v e w 2 IRR(R).Se x!�LR0 y ent~ao existe uma seq�uência de redu�c~oes mais �a esquerda que come�camcom x e terminam com y. Seja xi !LR0 xi+1 um passo de redu�c~ao. Logo, como R0 � R,xi !LR xi+1. Desta maneira x!�LR y.Teorema 1.4. Seja R um sistema de reescrita de palavras �nito sobre � tal que! �e terminante. Existe um algoritmo para resolver o seguinte problema.Entrada: uma palavra w 2 ��.Sa��da: uma palavra irredut��vel w 2 �� tal que w!�LR w.Demonstrac�~ao. Seja R0 � R tal que dom(R0) = dom(R) e para cada u 2 dom(R)existe um �unico v 2 im(R) tal que (u; v) 2 R0. Assim, pelo teorema anterior,IRR(R0) = IRR(R) e para todo x 2 �� existe um �unico x0 irredut��vel tal que x!�L x0Considere o seguinte procedimento:Algoritmo FNORMAL.Entrada: w 2 �� e R0 s.r.p. sobre �.S := fl v w j 9(l; r) 2 R0g;enquanto S 6= ;Seja l 2 S tal que 8s 2 S, l est�a mais �a esquerda que s em w;Seja w0 tal que w!R0 w0 usando a regra (l; r) 2 R0;



1. C�ALCULO DE FORMAS NORMAIS 29w := w0;S := fl v w j 9(l; r) 2 R0g;retorne w;Fim.Como cada execu�c~ao do la�co enquanto corresponde a um passo de redu�c~ao mais �aesquerda e R �e terminante o algoritmo sempre p�ara e w!�L w0, quando w0 �e a palavradada como sa��da pelo algoritmo. w0 deve ser irredut��vel pois esta �e a condi�c~ao de sa��dado procedimento.Definic�~ao 1.6. Um sistema de reescrita de palavras em � �e normalizado se asseguintes condi�c~oes valem para cada regra (l; r) 2 R:1. l 2 IRR(R� (l; r))2. r 2 IRR(R)Definic�~ao 1.7. Dois sistemas de reescrita de palavras R e S sobre o mesmo alfa-beto � s~ao equivalentes se geram a mesma congruência de Thue, i.e. $�R=$�S.Teorema 1.5. Seja > uma boa-ordem admiss��vel em �� e R um sistema de rees-crita de palavras sobre � compat��vel com >. Para cada w 2 �� seja w um descendenteirredut��vel de w. Seja R0 = fl ! rj(l; r) 2 Rg. Ent~ao R0 �e equivalente a R, �e com-pat��vel com > e im(R0) � IRR(R0). Adicionalmente se R �e conuente ent~ao R0 �econuente.Demonstrac�~ao. Se (l; r0) 2 R0 ent~ao existe r 2 �� tal que r !�R r0 e (l; r) 2 R.Logo l > r, r > r0 e assim l > r0. Portanto R0 �e compat��vel com >.im(R0) est�a, pela de�ni�c~ao de R0, contida em IRR(R). Pelo teorema 1.3 sabemosque IRR(R) = IRR(R0). Assim im(R0) � IRR(R0).Mostremos agora que R e R0 s~ao equivalentes, ou equivalentemente que $�R=$�R0:1. !R�$�R0 (e conseq�uentemente$�R�$�R0): suponha por contradi�c~ao que (l; r) 2R e que l 6$�R0 r. Como > �e uma boa-ordem podemos supor que (l; r) �e tal quer �e m��nimo para esta propriedade por >. Como l 6$�R0 r temos que (l; r) 62 R0.Adicionalmente temos que r!+R r0 e (l; r0) 2 R0 para algum r0 2 ��. No entanto



1. C�ALCULO DE FORMAS NORMAIS 30para cada regra (l1; r1) 2 R usada na redu�c~ao r !+R r0 temos que r > r1. Logopela escolha de (l; r) temos que l1 $�R0 r1 e r $�R0 r0 $�R0 l (contradi�c~ao).Portanto !�$�R0.2. $�R0�$�R: Se x = ulv !�R0 y = urv com (l; r) 2 R0 ent~ao existe r0 2 �� tal queulv !R ur0v ! urv. Logo x !�R y e !�R0�!�R. Com o fecho sim�etrico temos$�R0�$�R.Se R �e conuente ent~ao cada classe de congruência [w]R para w 2 �� cont�em uma�unica palavra irredut��vel. Como IRR(R) = IRR(R0) e R e R0 s~ao equivalentes ent~aoR0 tamb�em �e conuente.Embora R0 do teorema anterior tenha os lados direitos das regras reduzidos eleainda n~ao �e necess�ariamente normalizado. O seguinte algoritmo realiza o processo denormaliza�c~ao reduzindo tamb�em os lados esquerdos das regras.Algoritmo NORMALIZA.Entrada: Uma boa-ordem admiss��vel > sobre �� e um sistema de reescrita de palavrasR sobre � compat��vel com >.R1 := R;Reduza os lados direitos de R1 com FNORMAL;enquanto 9(l1; r1); (l2; r2) 2 R1 9x; y 2 �� tais que l2 = xl1y e (xy 6= � ou r2 > r1)R1 := R1 � fl2 ! r2g;se r2 62 ��R1(xr1y)se xr1y > r2R1 := R1 [ fxr1y ! r2g;sen~aoR1 := R1 [ fr2 ! xr1yg;Reduza os lados direitos de R1 com FNORMAL;retorne R1;Fim.Dada > uma boa-ordem admiss��vel sobre �� seja >2 a ordem sobre ����� de�nida aseguir: dados x1; x2; y1; y2 2 ��, (x1; x2) >2 (y1; y2) se x1 > x2 ou se x1 = y1 e x2 > y2.Seja S1; S2 � �� � �� �2 a ordem sobre multi-conjuntos induzida por >2, ou seja



1. C�ALCULO DE FORMAS NORMAIS 31S1 �2 S2 se e somente se existe um subconjunto n~ao-vazio T1 � S1 e um subconjuntoT2 � S1 tal que S2 = (S1 � T1) [ T2 e para cada par (y1; y2) 2 T2 existe um par(x1; x2) 2 T1 tal que (x1; x2) >2 (y1; y2). Em [DM79] �e demonstrado que uma ordemsobre multi-conjuntos induzida por uma boa-ordem �e tamb�em uma boa-ordem. Assimpodemos assumir que �2 �e uma boa-ordem.Teorema 1.6. Dada como entrada uma ordem admiss��vel > sobre �� e um sistemade reescrita de palavras �nito R sobre � compat��vel com > o algoritmo NORMA-LIZA retorna um sistema de reescrita de palavras normalizado e �nito R1 tal que R1�e equivalente a R e compat��vel com >.Demonstrac�~ao. Sempre que, no algoritmo NORMALIZA, uma regra l2 ! r2�e removida de R1 ent~ao existe uma outra regra (l1; r1) 2 R1 tal que l2 = xl1y, ou sejar2 $�R1 xr1y. Se xr1y !�R1 r2 ent~ao a regra removida n~ao �e usada na redu�c~ao e portantoR1 � fl2 ! r2g �e equivalente a R1. Se xr1y 6!�R1 r2 ent~ao ou a regra xr1y ! r2 ou aregra r2 ! xr1y s~ao adicionadas ao sistema. Logo o sistema resultante �e equivalente aR1. Pela mesma observa�c~ao o sistema resultante tamb�em �e compat��vel com > e a suaimagem est�a contida em IRR(R).Falta ainda demonstrar que o algoritmo sempre p�ara. Inicialmente, para uma en-trada (>;R), �e de�nido um sistema R0 que resulta de R substituindo todo lado direitodas regras por um descendente irredut��vel. Logo ou R0 = R ou R �2 R0. Para todoi � 1 seja Ri�1 o sistema de reescrita de palavras obtido na i-�esima itera�c~ao do la�coenquanto. Mostremos que para todo i � 1 temos Ri�1 �2 Ri. O la�co enquanto�e realizado pela i-�esima vez se e somente se existem regras (l1; r1), (l2; r2) 2 Ri�1 ex; y 2 �� tais que l2 = xl1y com xy 6= � ou r2 > 1. Neste caso (l2 ! r2) �e removidade Ri�1. Se r2 2 ��Ri�1�fl2!r2g(xr1y) ent~ao Ri = Ri�1 � fl2 ! r2g e assim temos queRi�1 �2 Ri. Caso r2 62 ��Ri�1�fl2!r2g(xr1y) obtemos um conjunto R0i de Ri�1 acrescen-tando a regra xr1y ! r2 ou a regra r2 ! xr1y. Como l2 > r2, l1 > r1 e > �e uma ordemadmiss��vel temos que l2 = xl1y > xr1y e em ambos os casos Ri�1 �2 R0i. Mas comoRi �e obtido de R0i atrav�es da redu�c~ao do lado direito das regras temos que R0i �2 Ri.Logo Ri�1 �2 Ri.



2. TESTE DE CONFLUÊNCIA 32Desta maneira, como�2 �e uma boa ordem, n~ao pode existir uma cadeia in�nita daforma R0 �2 R1 � � � e o la�co enquanto deve ser realizado um n�umero �nito de vezese conseq�uentemente o algoritmo NORMALIZA deve parar sempre.Teorema 1.7. Seja > uma ordem parcial bem-fundada e admiss��vel sobre �� e se-jam R1 e R2 dois sistemas de reescrita de palavras sobre � que sejam conuentes, nor-malizados e compat��veis com >. Se R1 e R2 s~ao equivalentes ent~ao eles s~ao idênticos.Demonstrac�~ao. Suponha por contradi�c~ao que R1 e R2 sejam equivalentes masque n~ao sejam idênticos e seja (l; r) 2 (R1 � R2) [ (R2 � R1), ou seja um elementoda diferen�ca sim�etrica de R1 e R2. De todas as regras na diferen�ca sim�etrica de R1e R2 seja (l; r) tal que jlj �e m��nimo. Suponha que (l; r) 2 R1 (o caso (l; r) 2 R2 �esim�etrico). Logo, como R1 �e normalizado, r 2 IRR(R1) e para todo w 2 [r]R1 (distintode r) w > r pela conuência e compatibilidade com >. R1 e R2 s~ao equivalentes eassim [r]R1 = [r]R2 . Como R2 tamb�em �e conuente e compat��vel com > temos quew !�R2 r para todo w 2 [r]R1 e em particular l !�R2 r. Como (l; r) 62 R2 temos queou (l; r0) 2 R2 e r0 !2 r, o que contradiz a normalidade de R2, ou (l0; r0) 2 R2 talque l = xl0y para x; y 2 ��, xy 6= � e xr0y ! r. No entanto temos que jl0j < jlj e(l0; r0) 2 R1 (pela minimalidade de l temos que (l0; r0) deve estar na interse�c~ao de R1 eR2). Isso contradiz a normalidade de R1.2. Teste de ConuênciaSuponha que dado um sistema de reescrita de palavras R sobre � tenhamos paraw; x; y 2 �� que w !R x, w !R y, w = w1u1w2u2w3, (u1; v1); (u2; v2) 2 R, x =w1v1w2u2w3 e y = w1u1w2v2w3 ent~ao x e y têm w1v1w2v2w3 como descendente comum eportanto s~ao junt�aveis. Logo �e necess�ario considerar apenas pares de regras de reescritade uma forma especial de�nida a seguir.Definic�~ao 2.1. Existem dois tipos de pares cr��ticos em um sistema de reescritade palavras R:1. Sejam xyz ! u e y ! v duas regras distintas de R, onde x; y; z; u; v 2 ��, ent~aou R xyz !R xvz e (u; xvz) �e um par cr��tico.



3. PROCEDIMENTO DE KNUTH-BENDIX 332. Sejam xy ! u e yz ! v duas regras distintas de R, onde x; y; z; u; v 2 �� ex; y; z 6= �, ent~ao uz  R xyz !R xv e (uz; xv) �e um par cr��tico.Teorema 2.1. Existe um algoritmo que dado um sistema de reescrita de palavrasR tal que !R seja terminante decida se R �e localmente conuente.Demonstrac�~ao. O conjunto de pares cr��ticos de um sistema de reescrita R �e facil-mente determinado com algoritmos de reconhecimentos de padr~oes. Basta ent~ao paracada par cr��tico hz1; z2i calcular as respectivas formas normais z01 e z02, se para algum parcr��tico estas formas normais forem distintas ent~ao R n~ao �e localmente conuente.Foi visto que, sob hip�otese de termina�c~ao, conuência e conuência local s~ao equiva-lentes. Assim o teorema anterior tem como consequência imediata o seguinte corol�ario.Corol�ario 2.1. Existe um algoritmo que dado um sistema de reescrita de palavrasR tal que !R seja terminante decida se R �e conuente.3. Procedimento de Knuth-BendixO seguinte procedimento toma como entrada um sistema de reescrita de palavrase uma boa-ordem admiss��vel e tenta gerar um sistema de reescrita conuente, com-pat��vel com a ordem de entrada e que seja equivalente ao sistema de reescrita original.Para tal, o procedimento itera orientando pares cr��ticos n~ao-junt�aveis, incluindo estespares no sistema de reescrita. O procedimento p�ara quando todos os pares cr��ticos s~aojunt�aveis, �e poss��vel que isto nunca aconte�ca, i.e. sempre existam pares cr��ticos n~aojunt�aveis.Procedimento KNUTH-BENDIX.Entrada: Um sistema de reescrita �nito R sobre � e uma boa-ordem admiss��vel >sobre ��.R0 := f(l; r) j l > r e (l; r) 2 R ou (r; l) 2 Rg;i := �1;repitai := i+ 1;Ri+1 := ;;



3. PROCEDIMENTO DE KNUTH-BENDIX 34CP := pares cr��ticos de Ri;enquanto CP 6= ;seja hz1; z2i 2 CP ;sejam z01 e z02 formas normais por Ri de z1 e z2 respectivamente;se z01 > z02Ri+1 := Ri+1 [ f(z01; z02)g;sen~aoRi+1 := Ri+1 [ f(z02; z01)g;CP := CP � f(z1; z2)g�m enquantose Ri+1 6= ;Ri+1 := Ri [ Ri+1;at�e que Ri+1 = ;;R� := Si�0Ri;retorne R�;Fim.Teorema 3.1. Seja R um sistema de reescrita de palavras �nito sobre � e seja> uma boa-ordem admiss��vel sobre ��. Al�em disso seja R� um sistema de reescritade palavras enumerado por KNUTH-BENDIX para a entrada (R;>). Ent~ao asseguintes a�rma�c~oes s~ao verdadeiras:1. R� �e convergente.2. R e R� s~ao equivalentes.3. IRR(R�) = fx 2 �� j 8y 2 �� : se x$�R y ent~ao y = x ou y > xg.Demonstrac�~ao. O procedimentoKNUTH-BENDIX calcula uma seq�uência desistemas de reescrita de palavras R0; R1; R2; ::: sobre �. Se hz1; z2i �e um par cr��ticode Ri ent~ao z01 $�Ri z02. Assim �e poss��vel mostrar por indu�c~ao que R0; R1; ::: e R�s~ao equivalentes a R. No la�co enquanto os pares cr��ticos n~ao junt�aveis s~ao orienta-dos de acordo com >, logo Ri �e compat��vel com > e conseq�uentemente terminante,o mesmo valendo para R�. Seja hz1; z2i um par cr��tico de R� resultante das regras



3. PROCEDIMENTO DE KNUTH-BENDIX 35(l1; r1); (l2; r2) 2 R�. Logo existe um ��ndice i � 0 tal que (l1; r1); (l2; r2) 2 Ri. O proce-dimento resolve o par cr��tico hz1; z2i de maneira que em Ri+1 z1 e z2 sejam junt�aveis.Conseq�uentemente z1 e z2 s~ao junt�aveis em R� tamb�em implicando que R� �e con-uente. Foi visto que em sistemas convergentes as formas normais s~ao �unicas o queimplica IRR(R�) = fx 2 �� j 8y 2 �� : se x$�R y ent~ao y = x ou y > xg.Corol�ario 3.1. Para cada sistema de reescrita de palavras R sobre � e cada boa-ordem admiss��vel > sobre �� exite um sistema de reescrita R� sobre � poss��velmenteconuente tal que:1. R e R� s~ao equivalentes2. l > r para cada regra (l; r) 2 R�Teorema 3.2. O procedimento KNUTH-BENDIX p�ara para a entrada (R;>)se e somente se existe um sistema de reescrita de palavras conuente e �nito R0 sobre� tal que R e R0 sejam equivalentes e l > r para cada regra (l; r) 2 R0.Observac�~ao. Nos exemplos subseq�uentes da disserta�c~ao o inverso de um geradora ser�a representado por A ao inv�es de a�1.Exemplo 3.1. Consideremos o grupo D8 (grupo de simetrias do quadrado) a-presentado pelo sistema de reescrita de palavras abaixo compat��vel com a ordem porcomprimento e lexicogr�a�ca induzida por fA > a > B > bg.[1] aA! � [5] a4 ! �[2] Aa! � [6] b2 ! �[3] bB ! � [7] Baba! �[4] Bb! �1a Itera�c~ao:Pares Cr��ticos:[1; 2] A AaA! A[1; 2] a aAa! a[1; 5] a3  a4A! A, nova regra: a3 ! A[1; 7] Bab BabaA! A, nova regra Bab! A[2; 5] a3  Aa4 ! A



3. PROCEDIMENTO DE KNUTH-BENDIX 36[3; 4] b bBb! b[3; 4] B  BbB ! B[3; 6] B  b2B ! b, nova regra B ! b[4; 6] b Bb2 ! B[5; 7] A a3  Baba4 ! BabSimpli�ca�c~ao:Conjunto de regras atual:[1] aA! �[2] Aa! �[3] bB ! �, elimina-se por [10][4] Bb! �, elimina-se por [10][5] a4 ! �, elimina-se por [8][6] b2 ! �[7] Baba! �, elimina-se por [9][8] a3 ! A[9] Bab! A, substitui-se por bab! A [11][10] B ! bConjunto de regras resultante:[1] aA! � [8] a3 ! A[2] Aa! � [10] B ! b[6] b2 ! � [11] bab! A2a Itera�c~ao:Pares Cr��ticos:[1; 8] A2  a3A! a2, nova regra A2 ! a2[2; 8] A2  Aa3 ! a2[6; 11] bA b2ab! ab, nova regra bA! ab[6; 11] Ab bab2 ! ba, nova regra ba! AbSimpli�ca�c~ao:



3. PROCEDIMENTO DE KNUTH-BENDIX 37[1] aA! � [11] bab! A, elimina-se por [14][2] Aa! � [12] A2 ! a2[6] b2 ! � [13] bA! ab[8] a3 ! A [14] ba! Ab[10] B ! b3a Itera�c~ao:Pares Cr��ticos:[1; 12] A aA2 ! a3 ! A[1; 14] b baA! AbA! Aab! b[2; 12] A A2a! a3 ! A[2; 13] b bAa! aba! aAb! b[6; 13] A Ab2  bab b2A! A[6; 14] a ab2  bAb b2a! aTodos os pares cr��ticos s~ao junt�aveis, logo o procedimento p�ara com sistema de reescritade palavras: [1] aA! � [10] B ! b[2] Aa! � [12] A2 ! a2[6] b2 ! � [13] bA! ab[8] a3 ! A [14] ba! AbO sistema de reescrita de palavras acima �e convergente portanto nos fornece umamaneira simples para resolver o problema da palavra do grupo D8. Por exemplo apalavra aababA representa a identidade j�a que sua forma normal �e �:aababA! aaAbbA! abbA! aA! �Observe que as classes de congruência de$� correspondem aos elementos do grupoD8. Estas classes podem ser determinadas calculando-se as formas normais de �� pelosistema de reescrita e s~ao dadas por [�], [a], [a2], [A], [b], [ab], [a2b], [Ab]. A formanormal de um elemento w 2 �� determina em que classe de congruência est�a w ouequivalentemente que elemento do grupo w representa. Assim podemos veri�car queAba3Ba e Baba5B representam elementos distintos do grupo:Aba3Ba! AbABa! AabBa! bBa! a



3. PROCEDIMENTO DE KNUTH-BENDIX 38Baba5B ! baba5B ! Abba5B ! Aaa4B ! a3aB ! AaB ! B ! bLogo Aba3Ba 2 [a] e Baba5B 2 [b] representam elementos distintos deD8. 3



CAP�ITULO 4Completa�c~ao Baseada em Ciclos de Palavras1. Introdu�c~aoNeste cap��tulo ser�a apresentado um procedimento completador para grupos �nita-mente apresentados proposto por Friedrich Otto e Robert Cremanns [CO98] que seutiliza de uma estrutura chamada de ciclo de palavras para representar conjuntos deregras de reescrita.Definic�~ao 1.1. Seja � um alfabeto �nito e �1 : � ! � uma fun�c~ao tal que(a�1)�1 = a para todo a 2 �. Esta fun�c~ao pode ser estendida para todo �� fazendowa 7! a�1w�1 para todo a 2 � e w 2 ��.Definic�~ao 1.2. Seja � uma congruência sobre �� satisfazendo aa�1 � �.Observa�c~ao. Para todo u; v 2 ��, se u � � ent~ao u�1 � � e se uv � � ent~aovu � �. Assim a classe de congruência de �, denotada por [�]� �e fechada para inversose permuta�c~oes c��clicas.Definic�~ao 1.3. Seja � a menor rela�c~ao de equivalência sobre �� satisfazendo u �u�1 e uv � vu. As classes de equivalência de � s~ao ditas ciclos de palavras.Observa�c~ao. Pela minimalidade de � a classe de equivalência de um elemento w 2 ��,denotada por [w]�, �e dada por [w]� = fx j x �e permuta�c~ao c��clica ou inverso depermuta�c~ao c��clica de wg. Assim j[w]�j ser�a no m�aximo 2jwj.Exemplo. Se � = fa; bg ent~ao [�]� = f�g;[a3]� = fa3; a�3g;[abab�1]� = fabab�1; b�1aba; ab�1ab; bab�1a; ba�1b�1a�1;39



2. PROCEDIMENTO 40a�1ba�1b�1; b�1a�1ba�1; a�1b�1a�1bg:Definic�~ao 1.4. O ciclo de palavras [�]� �e dito ciclo de palavras vazio. Um ciclode palavras [w]� �e dito livremente reduzido se toda palavra z 2 [w]� �e livrementereduzida.Seja Z um conjunto de ciclos de palavras, a congruência �Z gerada por Z �e de�nidacomo a congruência gerada pelo conjunto L(Z) = fx 2 �� j [w]�g, isto �e, a congruênciagerada pelo sistema de reescrita de palavras RL(Z) = f(w ! �) j w 2 ��; [w]� 2Zg [ faa�1 ! � j a 2 �g.Definic�~ao 1.5. Seja � uma congruência sobre �� tal que aa�1 � � para todoa 2 �. O problema da palavra WP� �e o conjunto de todos os ciclos de palavras[w]� tais que w � �. O problema da palavra reduzido RWP� �e o conjunto detodos os ciclos de palavras [w]� para os quais w �e uma palavra livremente reduzida talque w � � e nenhuma subpalavra w0 de w �e tal que w0 � �.2. ProcedimentoO procedimento recebe como entrada um conjunto de ciclo de palavras consistindoexatamente das rela�c~oes do grupo �nitamente apresentado e aplica as regras de in-ferência descritas em seguida no processo de completa�c~ao. Seja Z um conjunto deciclos de palavras.Sistema de inferência P :P.1 Se [�] 2 Z remova-o de Z.P.2 Se u 2 �� e a 2 � s~ao tais que [uaa�1]� 2 Z, ent~ao substitua [uaa�1]� por [u]�em Z.P.3 Se u; v 2 �+ s~ao tais que [u]� 2 Z e [uv]� 2 Z ent~ao substitua [uv]� por [v]�em Z.P.4 Se u; x; y 2 �+ s~ao tais que [ux]� 2 Z e [uy]� 2 Z, onde x e y n~ao come�cam en~ao terminam na mesma letra ent~ao adicione [xy�1]� em Z.Sejam Z e Z 0 ciclos de palavras, Z `P Z 0 denota que Z 0 �e obtido de Z pela aplica�c~aode uma regra de inferência de P .



2. PROCEDIMENTO 41Definic�~ao 2.1. Uma P -deriva�c~ao �e uma seq�uência �nita (Zi)i2I de conjuntos deciclos de palavras (onde I = fn 2 j n � kg para algum k 2 ou I = ) tal que paratodo i 2 I � f0g, Zi�1 `P Zi.Definic�~ao 2.2. Seja (Zi)i2I uma P -deriva�c~ao. Um ciclo de palavras �e dito persis-tente se para algum i 2 I ele pertence a Zj para todo j 2 I tal que j � i. Z = Si2I Zie Z1 �e o conjunto de todos os ciclos de palavras persistentes de (Zi)i2I .Lema 2.1. Seja (Zi)i2I uma P -deriva�c~ao e w uma palavra livremente reduzida en~ao-vazia tal que [w]� 2 Z. Ent~ao w tem uma subpalavra n~ao-vazia w0 tal que [w0]� 2Z1.Demonstrac�~ao. A demonstra�c~ao �e realizada por indu�c~ao em jwj.Se jwj = 1 e w 2 Z ent~ao w = a para algum a 2 � e claramente [a]� 2 Z1.Seja w uma palavra n~ao-vazia livremente reduzida tal que [w]� 2 Z � Z1. Logoexiste um ��ndice i 2 I tal que [w]� 2 Zi mas [w]� 62 Zi+1. Logo Zi+1 �e obtido deZi por uma aplica�c~ao da regra de inferência P.2 ou da regra de inferência P.3. Sea regra de inferência P.2 foi aplicada ent~ao [w]� = [uaa�1]� para algum u 2 �� ea 2 �. Assim [u]� 2 Zi+1. Como w �e livremente reduzido temos que w = a�1ua ouw = au�1a�1 e que u 6= �. Se w = a�1ua aplicamos a hip�otese de indu�c~ao a u e sew = au�1a�1 aplicamos a hip�otese de indu�c~ao a u�1. Logo w0 �e uma subpalavra n~ao-vazia de u ou u�1 que �e tamb�em subpalavra de w e �e tal que [w0]� 2 Z1. Se a regra deinferência P.3 foi aplicada ent~ao [w]� = [uv]� para u; v 2 �+ tais que [u]� e [v]� 2 Zi+1.Ent~ao u; u�1; v; v�1 �e uma subpalavra pr�opria de w. Aplicando a hip�otese de indu�c~aoa u; u�1; v ou v�1 obtemos uma subpalavra n~ao vazia w0 de w tal que [w0]� 2 Z1.Definic�~ao 2.3. Um conjunto de ciclos de palavras �e inter-reduzido se as regrasde inferência P.1, P.2 e P.3 n~ao s~ao aplic�aveis.Definic�~ao 2.4. Uma P -deriva�c~ao (Zi)i2I �e honesta1 se as seguintes propriedadess~ao satisfeitas:1. Z1 �e inter-reduzido.1regras de inferência n~ao deixaram de ser aplicadas



2. PROCEDIMENTO 422. Para quaisquer u; x; y 2 �+, se [ux]�; [uy]� 2 Z1, e x; y n~ao come�cam e nemterminam com o mesmo s��mbolo ent~ao [xy�1]� 2 Z.Definic�~ao 2.5. Um procedimento completador toma como entrada um con-junto de ciclos de palavras Z0 e gera uma P -deriva�c~ao honesta (Zi)i2I tal que se oconjunto de ciclos de palavras persistentes Z1 �e �nito a P -deriva�c~ao gerada �e �nitatamb�em e o procedimento p�ara dando como sa��da Z1.Procedimento COMPLETA-CICLOS.Entrada: um conjunto Z0 de ciclos de palavras.A := Z0;Inter-reduza(A)2repitaB := A;C := conjunto dos ciclos de palavra obtidos de A com P4;A := A [ C;Inter-reduza(A)at�e que A = B;retorne A;Fim.Observe que as regras P.1 - P.3 do sistema de inferência P s~ao utilizadas para simpli�caro conjunto de ciclos de palavras e que a regra P.4 �e uma regra para dedu�c~ao de novosciclos de palavras. Foi demonstrado em [CO98] que o procedimento acima termina see somente se o problema da palavra reduzido do grupo que se deseja completar �e umconjunto �nito de ciclos de palavras. Neste caso o conjunto de ciclos de palavras geradopode ser transformado num sistema de reescrita de palavras especial (o lado direitodas regras consiste da palavra vazia) conuente obtendo-se assim uma solu�c~ao simplespara o problema da palavra do grupo que se reduz agora ao c�alculo e compara�c~ao deformas normais.Teorema 2.1. O procedimento COMPLETA-CICLOS �e um procedimento com-pletador.2Aplique as regras P.1 - P.3 do sistema de inferência P enquanto poss��vel.



3. TRANSFORMANDO CICLOS DE PALAVRAS EM REGRAS 43i Ciclo 1 Ciclo 2 Resultado1 [a2] [b2] [a�1bab�1][b2] [b�1aba] [baba][b2] [b�1aba] [b�1ab�1a]2 [b2] [a�1bab�1] [b�1ab�1a�1]Tabela 1. Completa�c~ao do grupo D4.Demonstrac�~ao. Dado um conjunto Z0 de ciclos de palavras como entrada oprocedimento gera uma P -deriva�c~ao (Zi)i2I . Ao �nal do la�co repita o conjunto A ser�asempre inter-reduzido logo Z1 tamb�em �e inter-reduzido. Sejam u; x e y 2 �+ tais que[ux]� e [uy]� 2 Z1 e x; y n~ao come�cam e nem terminam com o mesmo s��mbolo. Como[ux]� e [uy]� s~ao ciclos de palavras persistentes a partir de um determinado momentoambos ser~ao elementos de A. Assim o ciclo [xy�1]� �e gerado por uma aplica�c~ao daregra de inferência P.4 e portanto a P -deriva�c~ao �e honesta.Suponha que Z1 seja �nito, logo a partir de um determinado momento Z1 passa aser subconjunto de A. Deste momento em diante a forma inter-reduzida de A cont�emZ cada vez que o �nal do la�co repita atingido. Suponha que Z1 seja um subconjuntopr�oprio de A, ou seja existe um [w]� 2 A tal que [w]� 62 Z1. Como A �e inter-reduzidow �e n~ao-vazia e livremente reduzida. Pelo lema anterior existe uma subpalavra pr�oprian~ao-vazia w0 de w tal que [w0]� est�a em Z1 e conseq�uentemente em A tamb�em. Oque �e uma contradi�c~ao pois A �e inter-reduzido. Portanto A = Z1. Se o la�co repitafor realizado mais uma vez obtemos de maneira an�aloga que A = Z1 e assim o pro-cedimento p�ara. Logo o procedimento COMPLETA-CICLOS �e um procedimentocompletador.Exemplo. Considere os grupos D2n = ha; bjan; b2; b�1abai (grupos diedrais). Nestecaso o conjunto dado como entrada para o procedimento �e Z0 = f[an]; [b2]; [b�1aba]g.As tabelas 1, 2 e 3 apresentam as completa�c~oes para os casos n = 2; 3; 4.3. Transformando Ciclos de Palavras em RegrasSeja > uma ordem de redu�c~ao em ��. A regra (u! v) est�a associada a um ciclode palavra z se [uv�1]� = z com u > v e para todas as palavras u1; u2; u3 satisfazendo



3. TRANSFORMANDO CICLOS DE PALAVRAS EM REGRAS 44i Ciclo 1 Ciclo 2 Resultado1 [a3] [b�1aba] [a�2bab�1][a3] [b�1aba] [a�2b�1ab][b2] [b�1aba] [baba][b2] [b�1aba] [b�1ab�1a][b�1aba] [b�1aba] [a2ba2b�1]2 [b2] [a�2bab�1] [a�2b�1ab�1][b2] [a�2bab�1] [a�2bab][baba] [b2] [a2ba2b][b�1ab�1a] [b2] [a2b�1a2b�1]Tabela 2. Completa�c~ao do grupo D6.i Ciclo 1 Ciclo 2 Resultado1 [a4] [b�1aba] [a�3bab�1][a4] [b�1aba] [a�3b�1ab][b2] [b�1aba] [baba][b2] [b�1aba] [b�1ab�1a][b�1aba] [b�1aba] [a2ba2b�1]2 [a4] [a�3bab�1] [a�3ba�3b�1][b2] [a�3bab�1] [a�3b�1ab�1][b2] [a�3bab�1] [a�3bab][b�1aba] [a�3bab�1] [a2ba�2b][b�1aba] [a�3bab�1] [bab�1a�1][b�1aba] [a�3bab�1] [b�1aba�1bab�1a�1][b�1aba] [a�3bab�1] [ba2b�1a�2][a�3bab�1] [a�3bab�1] [ba�2ba�2][a�3bab�1] [a�3bab�1] [b�1a�2b�1a�2][baba] [a�3bab�1] [baba�1bab�1a�1][b�1ab�1a] [a�3bab�1] [b�1ab�1a�1bab�1a�1][baba] [a2ba2b�1] [a3ba3b][b�1ab�1a] [a2ba2b�1] [a3b�1a3b�1]3 [b�1ab�1a] [a�3b�1ab�1] [(b�1ab�1a�1)2]Tabela 3. Completa�c~ao do grupo D8.u = u1u2u3 e u1u3 6= � temos u2 � u�11 vu�13 . Para um conjunto Z de ciclos de palavrasseja R(Z;>) o conjunto de regras associadas aos ciclos de palavras de Z segundo >.Lema 3.1. Seja � uma congruência sobre �� tal que aa�1 � � para todo a 2 �, seja> uma ordem de redu�c~ao sobre �� e R o sistema de reescrita de palavras canônico quegera � e �e compat��vel com >. Se (u! v) �e uma regra de R ent~ao (u! v) = (aa�1 ! �)para algum a 2 � ou (u! v) �e uma regra de R(RWP�; >).



3. TRANSFORMANDO CICLOS DE PALAVRAS EM REGRAS 45Demonstrac�~ao. Seja (u ! v) uma regra de R. Se u = aa�1 ent~ao v = � poisR �e normalizado. Se u 6= aa�1 para todo a 2 �. Pela compatibilidade de R com> temos que u 6= v e u 6= � e como u � v temos que uv�1 � �. Como R �e canôniconenhuma subpalavra pr�opria de u e nenhuma subpalavra de v �e redut��vel. Em particularnenhuma subpalavra pr�opria de u e nenhuma subpalavra de v �e congruente �a palavravazia. Assim u e v s~ao livremente reduzidas. Se v = � ent~ao u � � e [u]� 2 RWP�.Se v 6= � ent~ao u 6� � e v 6� �. Suponha que [uv�1]� 62 RWP�. Se uv�1 = aa�1 paraalgum a 2 � ent~ao (u ! v) = (a ! a) o que contradiz o fato de R ser compat��velcom >. Portanto uv�1 cont�em uma subpalavra pr�opria n~ao-vazia congruente �a palavravazia. Como nem u e nem v cont�em tal palavra existem palavras x; y1; y2; z 2 �� taisque u = xy2, v�1 = y2z, y1y2 � � e y1, y2 e xz s~ao n~ao-vazias. Como y1y2 � � ent~aozx � � tamb�em. Se x = � ent~ao z 6= � e z � � o que contradiz o fato de que v n~aocont�em subpalavras congruentes �a palavra vazia. Ent~ao x 6= �. Analogamente z 6= �.Como y1y2 � � temos que y1 � y�11 . Se y1 = y�12 ent~ao u = xy1, v = z�1y�12 e u 6= vimplicam x 6= z�1, e u � v implica x � z�1. Logo x ou z�1 �e redut��vel. Por�em istocontradiz a normalidade de R. Se y1 6= y�12 ent~ao y1 � y�12 implica que y1 ou y�12 �eredut��vel o que tamb�em contradiz a normalidade de R. Assim [uv�1]� 2 RWP�.Como R �e compat��vel com > temos que u > v. Sejam u1; u2; u3 2 �� tais queu = u1u2u3 e u1u3 6= �. Ent~ao u2 � u�11 vu�13 . Como cada subpalavra pr�opria de u�e irredut��vel temos que u2 �e irredut��vel. Logo u2 �e m��nima para > na sua classe decongruência. Assim u2 � u�11 vu�13 .O seguinte teorema trata da termina�c~ao do procedimento de Otto-Cremanns e suademonstra�c~ao �e baseada em propriedades de diagramas de grupo.Teorema 3.1. Para cada P -deriva�c~ao honesta temos que RWP� = Z1. Em par-ticular �=�Z1.Observe que o teorema tem como conseq�uencia que o procedimento, que gera umaP -deriva�c~ao honesta, p�ara se e somente se o problema da palavra reduzido do grupo�nitamente apresentado dado como entrada �e �nito.Teorema 3.2. Se h�; Li �e uma apresenta�c~ao �nita de grupo tal que o problemareduzido da palavra RWP�L �e um conjunto �nito de palavras ent~ao o procedimento



4. ESTRAT�EGIA MODIFICADA 46Algoritmo REDUZ-INVERSOSEntrada: u 2 ��.enquanto [u]� = [aa�1x]� para algum x 2 �� e a 2 �.u := x;retorne u.Fim.Algoritmo 4. Redu�c~ao exaustiva de inversos c��clicos adjacentes.Algoritmo REGRA-1Entrada: um conjunto Z de ciclos de palavras.para cada [u]� 2 Zse u = �Z := Z � f[u]�g;retorne Z.Fim.Algoritmo 5. Elimina�c~ao de ciclos vazios.COMPLETA-CICLOS p�ara quando recebe como entrada Z0 = f[w]� j w 2 Lg.Neste caso um sistema de reescrita de palavras �nito e convergente �e obtido para cadaordem de redu�c~ao sobre ��.Demonstrac�~ao. Se RWP� �e �nito ent~ao R(RWP�; >) tamb�em �e �nito paraqualquer ordem de redu�c~ao >.4. Estrat�egia Modi�cadaNa apresenta�c~ao original do procedimento [CO98] a aplica�c~ao das regras, tantona inter-redu�c~ao como na gera�c~ao de novos ciclos, �e feita de forma n~ao-deterministica.Nesta se�c~ao descrevemos uma estrat�egia de aplica�c~ao das regras de inferência que foiimplementada computacionalmente (veja o c�odigo no apêndice A) e que se mostroue�ciente que a descri�c~ao gen�erica do algoritmo.O algoritmo REDUZ-INVERSOS recebe uma palavra armazenada em Z elimi-nando desta todos os inversos ciclicamente consecutivos. �E obtido ent~ao um represen-tante de um ciclo de palavras livremente reduzido.O algoritmoREGRA-1 analisa todos os ciclos de um conjunto de ciclos de palavrasZ eliminando aqueles que sejam vazios.



4. ESTRAT�EGIA MODIFICADA 47Algoritmo REGRA-2Entrada: um conjunto Z de ciclos de palavras.para cada [u]� 2 Zu := REDUZ-INVERSOS(u);se u = �Z := Z � f[u]�g;retorne Z.Fim.Algoritmo 6. Redu�c~ao de inversos adjacentes.
No algoritmo REGRA-2 �e aplicado, para cada elemento do vetor Z, o algoritmoREDUZ-INVERSOS. Se a palavra resultante �e vazia ent~ao a mesma �e eliminadaimediatamente. Desta maneira, como ser�a mostrado em um lema a seguir, elimina-sea necessidade de aplicar novamente o algoritmo REGRA-1 neste caso.REGRA-3 realiza a aplica�c~ao exaustiva em pares da regra de inferência P.3, ouseja, s~ao considerados todos os pares distintos de ciclos de palavras e para cada para regra �e aplicada de maneira exaustiva. Logo, ap�os uma aplica�c~ao do algoritmo aum conjunto de ciclos Z, o conjunto n~ao ser�a necessariamente reduzido para a regrade inferência P.3. A exemplo de REGRA-2 o algoritmo trata de simpli�car os ciclosobtidos para as regras de inferência anteriores tamb�em. Assim quando um ciclo depalavras �e simpli�cado com a regra de inferência P.3 trata-se logo de aplicar o algoritmoREDUZ-INVERSOS para tornar o ciclo livremente reduzido e de testar em seguidase o ciclo obtido �e vazio e elimin�a-lo em caso a�rmativo.O algoritmo REGRA-4 faz a aplica�c~ao exaustiva da regra de inferência P.4, ap�osa sua execu�c~ao com um conjunto de ciclos de palavras Z s~ao gerados todos os ciclosde palavras poss��veis de se obter com P.4. Como j�a foi comentado anteriormente aregra de inferência P.4 �e a �unica que gera ciclos uma vez que as outras s~ao regrasde simpli�ca�c~ao. No procedimento COMPLETA-CICLOS original, apresentado em[CO98], a estrat�egia usada na completa�c~ao consiste de gerar de uma vez s�o, a cadaitera�c~ao do la�co repita, todas as regras poss��veis com a regra de inferência P.4. Emseguida �e realizado um passo de inter-redu�c~ao sobre o conjunto obtido (ciclos antigosacrescidos dos ciclos gerados com P.4). No entanto o conjunto de regras geradas comP.4 pode ser muito grande o que pode tornar o passo seguinte de inter-redu�c~ao caro.



4. ESTRAT�EGIA MODIFICADA 48Algoritmo REGRA-3Entrada: um conjunto Z de ciclos de palavras.para cada par [u]�; [v]� 2 Z com [u]� 6= [v]�ainda n~ao considerado por REGRA-3seja uM o maior dentre u e v eseja um o menor dentre u e v, em comprimento;enquanto [uM ]� = [umx]� para algum x 2 �+uM := REDUZ-INVERSOS(x);sejam uM e um os representantes de maior ede menor comprimento respectivamente;se uM = �Z := Z � f[uM ]�g;retorne Z.Fim.Algoritmo 7. Elimina�c~ao de subciclos.
A estrat�egia utilizada aqui, e sugerida nas conclus~oes de [CO98] como um poss��velaprimoramento consiste de veri�car se os ciclos j�a presentes em Z aparecem comosubciclos de cada regra que for gerada com P.4 e em caso a�rmativo eliminar estesubciclo. Em seguida pode-se reduzir cada ciclo para inversos adjacentes consecutivos.Realizando este processo de maneira exaustiva cada ciclo gerado n~ao ter�a como subciclociclos j�a presentes anteriormente em Z e ser�a livremente reduzido. Finalmente se o cicloobtido n~ao for vazio ele poder�a ser incluido em Z. Assim o n�umero de ciclos de palavrasnovos incluidos em Z a cada itera�c~ao �e potencialmente bem menor.Agora descrevemos o procedimento completador COMPLETA-CICLOS-2 queutiliza as estrat�egias mencionadas anteriormente. O procedimento recebe como en-trada um conjunto de ciclos de palavras Z0 que n~ao �e necessariamente inter-reduzido.Inicialmente s~ao aplicados os algoritmos REGRA-1 e REGRA-2 e �e realizada aaplica�c~ao consecutiva de REGRA-3 at�e que n~ao seja mais poss��vel e que resultar�a emum conjunto de ciclos inter-reduzidos. Em seguida, no la�co repita �e aplicado o algo-ritmoREGRA-4 que gera um conjunto de ciclos de palavras livremente reduzidos semocorrência de subciclos do conjunto original. No entanto �e poss��vel que ciclos geradoscom REGRA-4 sejam subciclos de ciclos do conjunto original, assim �e realizado emseguida a aplica�c~ao exaustiva do algoritmo REGRA-3. Observe que como os ciclosgerados comREGRA-4 s~ao livremente reduzidos e n~ao-vazios e o conjunto original era



4. ESTRAT�EGIA MODIFICADA 49Algoritmo REGRA-4Entrada: um conjunto Z de ciclos de palavras.Z 0 := Z;para cada par [u]�; [v]� 2 Z ainda n~ao considerado por REGRA-4para cada w; x; y 2 �+ tal que [u]� = [wx]� e [v]� = [wy]�com x = x1:::xk; y = y1:::yl e x1 6= y1; xk 6= yltemp := xy�1;Z 00 := Z 0;Z 0 := Z 0 [ f[xy�1]�g;se [temp]� 62 Z 00 e temp 6= �;para cada s 2 Z 0nf[xy�1]�gse jtempj � jsjenquanto [temp]� = [xs]� para algum x 2 ��temp :=REDUZ-INVERSOS(x);se temp 6= �Z 0 := (Z 0nf[xy�1]�g) [ f[temp]�g;sen~aoZ 0 := Z 0nf[xy�1]�g;retorne Z 0.Fim. Algoritmo 8. Gera�c~ao de novas regras.inter-reduzido o conjunto atual �e inter-reduzido para as regras de inferência P.1 e P.2.Assim �e su�ciente aplicar novamente o algoritmo REGRA-3 de maneira exaustiva.�E poss��vel que durante a aplica�c~ao de REGRA-3 surjam regras que sejam redut��veispara as regras de inferência P.1 e P.2 mas, como foi visto anteriormente, o pr�oprioalgoritmo REGRA-3 trata destes casos. Assim, neste contexto, a aplica�c~ao exaustivade REGRA-3 �e equivalente ao procedimento de inter-redu�c~ao. O procedimento p�araquando nenhuma regra foi alterada de uma itera�c~ao anterior para a atual.Lema 4.1. Seja Z um conjunto de ciclos de palavras inter-reduzido para a regrade inferência P.1. O resultado de se aplicar o procedimento REGRA-2 a Z �e inter-reduzido para as regras de inferência P.1 e P.2.Demonstrac�~ao. Se Z �e inter-reduzido para a regra de inferência P.1 ent~ao n~aoexistem ciclos vazios em Z. Seja Z[i] um ciclo presente em Z, se a regra de inferência P.2n~ao �e aplic�avel ent~ao Z[i] �e inter-reduzido para a regra de inferência P.2 n~ao sendo alte-rado por REGRA-2 e continuando portanto sendo n~ao-vazio. Se a regra de inferênciaP.2 �e aplic�avel ent~ao todos os inversos adjacentes s~ao removidos exaustivamente e se a



4. ESTRAT�EGIA MODIFICADA 50Procedimento COMPLETA-CICLOS-2.Entrada: um conjunto Z de ciclos de palavras.Z := REGRA-1(Z);Z := REGRA-2(Z);aplique (Z := REGRA-3(Z)) at�e que n~ao seja mais poss��vel;Z 0 := Z;repitaZ := Z 0;Z 0 := REGRA-4(Z 0);aplique (Z 0 := REGRA-3(Z 0)) at�e que n~ao seja mais poss��vel;at�e que Z 0 = Z;retorne Z;Fim. Procedimento 9. Procedimento completador.palavra resultante, que �e reduzida para a regra de inferência P.2, for vazia a mesma �eremovida por REGRA-2. Assim ap�os a aplica�c~ao nenhum ciclo de Z �e vazio sendoeste ent~ao inter-reduzido para as regras de inferência P.1 e P.2.Lema 4.2. Seja Z um conjunto �nito de ciclos de palavras inter-reduzido para asregras de inferência P.1 e P.2. A aplica�c~ao exaustiva do algoritmo REGRA-3 a Z �eum processo �nito que resulta num conjunto de ciclos de palavras inter-reduzido (paraas regras de inferência P.1, P.2 e P.3).Demonstrac�~ao. Seja Z um conjunto inter-reduzido para as regras de inferênciaP.1 e P.2. Se a regra de inferência P:3 n~ao �e aplic�avel a Z ent~ao REGRA-3 p�araretornando Z que claramente �e inter-reduzido. Caso contr�ario, se a regra de inferênciaP:3 �e aplic�avel a Z ent~ao existe ao menos um par de ciclos de palavras da forma [u]�e [uv]� 2 Z com u; v 2 ��. O ciclo de palavras [uv]� ser�a substituido por [v]� e [v]ser�a ent~ao simpli�cado para as regras inferência P.1 e P.2, portanto o par de ciclosde palavras continuar�a sendo inter-reduzido para as regras inferência P.1 e P.2. SejajjZjj o somat�orio dos comprimentos de todos os representantes de ciclos de palavrasdistintos de Z. Seja Zi o conjunto de ciclos de palavras Z e Zi+1 o conjunto obtidopor uma aplica�c~ao de REGRA-3 a Z. Logo jjZi+1jj � jjZijj � juj < jjZijj e assim acada aplica�c~ao bem sucedida de REGRA-3 a Z, jjZjj decresce. Como jjZjj �e limitadoinferiormente por 0 o processo de aplica�c~oes sucessivas de REGRA-3 a Z deve parar,



4. ESTRAT�EGIA MODIFICADA 51e quando isto ocorrer a regra de inferência P.3 n~ao �e aplic�avel. Neste caso a aplica�c~aoexaustiva de REGRA-3 tamb�em p�ara �nitamente retornando um conjunto Z inter-reduzido.Lema 4.3. Seja Z um conjunto de ciclos de palavras inter-reduzido. A aplica�c~aode REGRA-4 a Z �e um processo �nito que gera um conjunto de ciclos de palavrasZ 0 irredut��vel para as regras de inferência P.1 e P.2 e todos os ciclos poss��veis dese gerar com P.4 foram gerados e reduzidos com as regras P.1 e P.2. Al�em disto seexistem ciclos de palavras [uv]�; [u]� 2 Z 0 tais que ao se aplicar a regra de inferênciaP.3 pode-se simpli�car [uv]� como [v]�, ent~ao [uv]� 2 Z e [v]� 2 Z 0nZ ou [uv]� e[v]� 2 Z 0nZ.Demonstrac�~ao. REGRA-4 p�ara num n�umero �nito de passos pois:1. tanto o la�co enquanto quanto a chamada a REDUZ-INVERSOS interna aoenquanto s~ao realizados um n�umero �nito de vezes pois em ambos o compri-mento da palavra diminui (quando os mesmos s~ao aplicados) sendo o mesmolimitado inferiormente por 0.2. no segundo la�co para dado um par de ciclos de palavras existe um n�umerotamb�em �nito de palavras w da forma descrita, isto �e, subpalavras comuns aosdois ciclos e de comprimento m�aximo.3. o terceiro la�co para tamb�em �e realizado um n�umero �nito de vezes pois o n�umerode ciclos de palavras armazenados em Z �e sempre �nito.4. no primeiro la�co para existe um n�umero �nito de pares de ciclos de palavrasposs��veis em Z.Observe que, em (Z 0 := Z 0 [ f[temp]�g;), os ciclos incluidos no conjunto de ci-clos de palavras s~ao n~ao-vazios e foram previamente inter-reduzidos com REDUZ-INVERSOS. Logo todas os ciclos de palavras gerados s~ao inter-reduzidos para asregras de inferência P.1 e P.2. Como as regras dadas como entrada tam�em eram irre-dut��veis para estas regras o conjunto Z 0 dado como sa��da pelo algoritmo �e inter-reduzidopara as regras de inferência P.1 e P.2.Claramente no primeiro e segundo la�cos para s~ao considerados todos os ciclosposs��veis de serem gerados com a regra de inferência P.4. Estes ciclos s~ao armazenados



4. ESTRAT�EGIA MODIFICADA 52temporariamente em temp e em seguida busca-se simpli�car temp para ocorrênciade subciclos j�a presentes em Z e inversos ciclicamente adjacentes. Ou seja, o ciclo�e reduzido com aplica�c~oes das regras de inferência P.1 e P.2 at�e que n~ao seja maisposs��vel.Agora suponha que [u]� e [uv]� perten�cam a Z 0. N~ao �e poss��vel termos ambosem Z pois Z �e inter-reduzido para a regra de inferência P.3. N~ao �e poss��vel quetenhamos [u]� 2 Z e [uv]� em Z 0nZ pois neste caso [uv]� obriatoriamente seria geradopor REGRA-4 e armazenado em temp que por sua vez seria simpli�cado no la�coenquanto por [v]�. Restam ent~ao apenas duas possibilidades, ou seja ambos [u]� 2 Ze [uv]� em Z 0nZ ou [u]� 2 Z 0nZ e [uv]� 2 Z.Lema 4.4. O procedimento COMPLETA-CICLOS-2 �e um procedimento com-pletador.Demonstrac�~ao. O procedimentoCOMPLETA-CICLOS-2 gera uma P -deriva-�c~ao (Zi)i2I para um conjunto de ciclos de palavras de entrada Z0. Observe que antesdo la�co repita s~ao aplicados os algoritmos REGRA-1 e REGRA-2 fazendo comque o conjunto de ciclos de palavras seja irredut��vel para as regras de inferência P.1e P.2. Logo a aplica�c~ao exaustiva de REGRA-3 a este conjunto gera um conjuntode ciclos de palavras inter-reduzido. Assim o la�co repita �e iniciado com um conjuntointer-reduzido de ciclos de palavras. Foi visto que, neste caso, a aplica�c~ao do algo-ritmo REGRA-4 gera um conjunto de ciclos de palavras irredut��vel para as regrasde inferência P.1 e P.2. Novamente ent~ao a aplica�c~ao exaustiva de REGRA-3 a esteconjunto gera um conjunto de ciclos de palavras inter-reduzido. Desta maneira ao �naldo la�co repita o conjunto de ciclos de palavras �e sempre inter-reduzido. Logo o con-junto de ciclos de palavras persistente Z1 �e inter-reduzido. Suponha agora que [ux]� e[uy]� estejam em Z1 para u; x; y 2 �� e n~ao comecem e nem terminem com o mesmos��mbolo. Assim a partir de um determinado momento ambos sempre pertencer~ao aoconjunto de ciclos de palavras. Neste momento a aplica�c~ao de REGRA-4 gerar�a ociclo de palavra [xy�1]�, logo [xy�1]� 2 Z e a P -deriva�c~ao �e honesta.Suponha agora que Z1 �e um conjunto �nito. Logo a partir de um determinadomomento Z1 estar�a sempre contido no conjunto de ciclos de palavras sendo manipulado



4. ESTRAT�EGIA MODIFICADA 53Grupo Estrat�egia original Estrat�egia modi�cadaD6 8 seg. < 1 seg.D8 35 min. 10 seg.D10 { 2 min.D12 { 34 min.Tabela 10. Tempos de execu�c~ao.por COMPLETA-CICLOS-2. Portanto sempre que o conjunto Z 0 for inter-reduzidoZ1 estar�a contido no conjunto resultante. Suponha por contradi�c~ao que Z1 estejacontido propriamente no conjunto resultante. Portanto existe um ciclo de palavras [w]�tal que [w]� 62 Z1 e [w]� 2 Z 0. Foi visto que existe uma subpalavra w0 de w tal que[w0]� 2 Z1, o que contradiz o fato de Z 0 ser inter-reduzido. Assim Z 0 = Z1 e usandoo mesmo argumento isto ocorrer�a na itera�c~ao seguinte de COMPLETA-CICLOS-2fazendo com que o procedimento pare. Portanto COMPLETA-CICLOS-2 �e umprocedimento completador.O procedimento foi implementado em linguagem C em uma plataforma AMD K6de 266MHz com 64MB de RAM sob o sistema operacional Linux. Inicialmente o proce-dimento foi implementado utilizando a mesma estrat�egia descrita em COMPLETA-CICLOS, que n~ao simpli�ca imediatamente os ciclos de palavras gerados com a regrade inferência P.4. Em seguida foi utilizada a estrat�egia modi�cada descrita no procedi-mento COMPLETA-CICLOS-2. A execu�c~ao de alguns exemplos de grupos diedrais(D2n = ha; bjan = e; b2 = e; abab�1 = ei) com a estrat�egia modi�cada mostrou-se bemmais r�apida do que com a estrat�egia original como pode ser veri�cado na tabela 10.



CAP�ITULO 5Conclus~oesAs aplica�c~oes de t�ecnicas de reescrita �a computa�c~ao com grupos j�a s~ao bem conhe-cidas e vêm se tornando cada vez mais relevantes na �area de computa�c~ao simb�olica.Logo o estudo de procedimentos completadores �e de extrema importância uma vez quegrande parte destas aplica�c~oes requer que os sistemas de rescrita usados para apre-sentar os grupos sejam convergentes. Por ser um procedimento recente [CO98] quese utiliza de ciclos de palavras, uma estrutura potencialmente econômica em espa�co, epelo fato de ser especializado para apresenta�c~oes de grupos julgamos relevante o estudorealizado sobre o procedimento de Otto-Cremanns.Foi proposta uma estrat�egia de aplica�c~ao das regras de inferência P.1 - P.4 quena pr�atica mostrou-se bem mais e�ciente que a original. Esta estrat�egia �e utilizadapelo procedimento COMPLETA-CICLOS-2 que �e uma das contribui�c~oes deste tra-balho. Foi demonstrado que este procedimento, a exemplo do procedimento de Otto-Cremanns, �e tamb�em um procedimento completador e portanto as propriedades determina�c~ao vistas s~ao tamb�em aplic�aveis. Assim o procedimento COMPLETA-CICLOS-2 p�ara sempre que o problema da palavra reduzido de um grupo �nitamenteapresentado �e �nito. A implementa�c~ao do procedimento foi testada com algumas apre-senta�c~oes de grupos diedrais e de grupos de Fibonacci. No caso dos grupos diedrais aperformance da implementa�c~ao resultou compar�avel �a performance de implementa�c~oesdo procedimento de Knuth-Bendix.Como trabalho futuro existe uma s�erie de melhoramentos que poderiam ainda serrealizados no procedimento. No algoritmo REGRA-4 a simpli�ca�c~ao dos ciclos queest~ao sendo gerados �e unidirecional, ou seja, s~ao usadas somente as regras j�a pre-sentes no conjunto de ciclos de palavras para simpli�car as regras novas. Uma poss��velotimiza�c~ao adicional seria utilizar a regra rec�em gerada para simpli�car as regras j�a54



5. CONCLUS~OES 55presentes no conjunto de ciclos de palavras. No caso em que REGRA-4 consegue sim-pli�car um ciclo gerado para a regra de inferência P.3 o ciclo resultante ser�a redut��velpara a regra de inferência P.2 somente nos s��mbolos que eram adjacentes �a subpalavraeliminada. Reduzir o teste de aplicabilidade da regra de inferência P.2 a estes s��mbolosseria outra otimiza�c~ao que poderia ser realizada na implementa�c~ao.Outro ponto que pode ser aprimorado na implementa�c~ao das regras de inferência �ea realiza�c~ao de casamento de ciclos de palavras de maneira mais e�ciente. Atualmenteo casamento �e feito utilizando-se for�ca bruta, isto �e o ciclo menor �e deslocado sobre ociclo maior posi�c~ao a posi�c~ao. Algoritmos e�cientes para casamento de palavras, comoo algoritmo de Knuth-Morris-Pratt, poderiam ser adaptados para ciclos de palavrastornando o processo mais r�apido. Como na maioria dos grupos testados o comprimentodos ciclos de palavras era pequeno esta ine�ciência no casamento de ciclos n~ao foisentida.Uma das contribui�c~oes importantes desta disserta�c~ao �e a implementa�c~ao do proce-dimento de Otto-Cremanns que segundo o pr�oprio Otto [Ott99b] �e a primeira de quese tem conhecimento. A implementa�c~ao foi bastante importante para que se pudesseexperimentar com diferentes estrat�egias de completa�c~ao. Em particular veri�cou-se quea aplica�c~ao desordenada ou n~ao-determin��stica das regras de inferência, como utilizadana descri�c~ao original do procedimento, torna o processo de completa�c~ao extremamenteine�ciente pois muitos ciclos triviais que poderiam ser simpli�cadas at�e o ciclo vaziona aplica�c~ao da regra de inferência P.4 s~ao incluidas desnecessariamente no conjuntode ciclos de palavras. Em seguida o passo de Inter-redu�c~ao receber�a um conjunto deciclos de palavras potencialmente muito maior do que o que seria gerado com estrat�egiaproposta nesta disserta�c~ao.Ainda com rela�c~ao �a implementa�c~ao ser�a interessante incluir futuramente a con-vers~ao do conjunto de ciclos de palavras resultante do procedimento de Otto-Cremannsnum sistema de reescrita de palavras. A convers~ao poderia inclusive ser realizada paraque o sistema de reescrita j�a �casse no formato padr~ao de entrada de programas comoo KBMAG que implementam o procedimento de Knuth-Bendix para palavras.�E esperado que, pela utiliza�c~ao dos ciclos de palavras no armazenamento dos ciclosde palavras, o procedimento de Otto-Cremanns seja mais e�ciente em espa�co em alguns



5. CONCLUS~OES 56casos do que o procedimento de Knuth-Bendix. Seria fundamental ent~ao determinargrupos para os quais a completa�c~ao com o procedimento de Knuth-Bendix �e ine�cienteem espa�co para que estes mesmos grupos fossem testados com a completa�c~ao baseadaem ciclos de palavras.
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APÊNDICE AImplementa�c~aoA implementa�c~ao do procedimento de Cremmans-Otto foi realizada em linguagemC e foi utilizado o compilador GCC (GNU C Compiler) 2.95.2 em plataforma Linux 2.2.17(Debian) nas arquiteturas AMD K6 266MHz e Intel Pentium 133MHz. Foram realizadostestes bem sucedidos nas seguintes plataformas tamb�em: Digital Alpha/Digital UNIX,Sun SPARC/Linux e Intel Pentium/FreeBSD. A implementa�c~ao segue o padr~ao ANSI edeve ser de f�acil compila�c~ao em qualquer plataforma e arquitetura com um compiladorapropriado e pode ser obtida via web no endere�co:http://www.cic.unb.br/~gadelha/ccp.tar.gz.Para armazenar os ciclos de palavras foi utilizado um vetor de estruturas do tipociclo de palavras que consistem de um apontador para um elemento de tipo char ede um elemento do tipo int que indica o estado do ciclo de palavras armazenado. Todociclo de palavras pode ter três estados: 0, 1 ou 2. Inicialmente todo ciclo de palavrastem estado 1 e isto indica que deve ser considerado para inter-redu�c~ao. Em seguida,ap�os a inter-redu�c~ao todo ciclo muda para o estado 0 para que n~ao se realiza maisa inter-redu�c~ao para pares com este estado. No la�co principal os ciclos gerados comREGRA-4 mudam para o estado 1 para que possam em seguida ser inter-reduzidos.Se dentro deste la�co e ap�os a inter-redu�c~ao um ciclo continua com estado 0 isto signi�caque o mesmo �e irredut��vel para as regras de inferência P.1 a P.3 e que j�a foram geradostodos ciclos poss��veis da sobreposi�c~ao com regras que têm estado 0 com a regra deinferência P.4, este fato �e indicado com o estado 2 que este ciclo passa a assumir.Pares de ciclos com estado 2 s~ao desconsiderados por REGRA-4. Como se pode vero controle de estados �e utilizado para que algumas aplica�c~oes desnecess�arias das regrasde inferência n~ao sejam realizadas.Os demais detalhes da implementa�c~ao podem ser veri�cados nos coment�arios doc�odigo-fonte que �e apresentado a seguir: 58
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APÊNDICE BExecu�c~ao de ExemplosNeste apêndice exibimos a execu�c~ao deexemplos de apresenta�c~oes de grupos numIntel Pentium de 133MHz com 48MB demem�oria rodando o sistema operacionalLinux 2.2.17 (Debian). Considere o casodos grupos diedraisD2n = ha; bjan = e; b2 =e; abab�1 = ei.Exemplo 1.D4 = ha; bja2 = e; b2 = e; abab�1 = ei.

Exemplo 2.D6 = ha; bja3 = e; b2 = e; abab�1 = ei.

Exemplo 3.D8 = ha; bja4 = e; b2 = e; abab�1 = ei.
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B. EXECUC� ~AO DE EXEMPLOS 71
Exemplo 4.D10 = ha; bja5 = e; b2 = e; abab�1 = ei. Exemplo 5.D12 = ha; bja6 = e; b2 = e; abab�1 = ei.
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Exemplo 6.D14 = ha; bja7 = e; b2 = e; abab�1 = ei.
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Exemplo 71.A4 = ha; bja3 = e; b3 = e; abab = ei.1Exemplo executado numde 200MHz com o sistema operacional
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Exemplo 8.F (2; 3) = ha; b; cjab = c; bc = a; ca = bi.
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