XX CONGRESSO NACIONAL DE MATEMATICA APLICADA E COMPUTACIONAL ____ CNMAC

A il S

METODOS DE DECISAO PARA A ARITMETICA DE PRESBURGER NA
DEDUGAO AUTOMATICA COM TECNICAS DE REESCRITA

Luiz M. R. Gadelha Jr.', Mauricio Ayala Rincén’

Departamento de Matemadtica, Universidade de Brasilia

Introdugao A aritmética de Presburger (AP) consiste dos nimeros inteiros munidos da adicao
¢ de um predicado de ordem. A teoria da AP ¢ de grande relevancia na histéria da dedugio
automatica por ser a primeira teoria provada efetivamente decidivel, usando o método de eli-
minagio de quantificadores. Apesar de que este método seja completo, mostron-se inviavel
devido a elevada complexidade {()('222"] no tamanho da formula). Um algoritmo de semi-
decisao, desenvolvido por Shostak, para férmulas da teoria da AP livres de quantificadores.
baseado na transformacéo logica das férmulas em problemas de programacio linear inteira o
resolucao destes pelo método SUP-INF de Bledsoe, resulia relevante na pritica no contexto
da deducido automatica por apresentar complexidade consideravelmente mferior. Fm [GAUG]
apresentou-se uma implementagio® deste algoritmo aprimorado com o objetivo de aumentar
a classe de formulas efetivamente decidiveis. Apresentam-se consideragoes sobre a utilidade
deste algoritmo de decisio quando combinado as téenicas dedutivas dos sistemas de e ia de
termos, de uso intensivo na manipulacao de teorias condicionals que incluem parametros arit-
méticos [Avad7]. A AP é um exemplo excelente de parametro em especificacoes condicionais
implementadas por técnicas de reescrita, devido a que a aritmética ¢ a base da maioria dos
sistemas dedutivos e a que esta nao pode ser especificada de maneira simples por sistemas de
reescrita condicionais (SRC) nu nao-condicionais (SR) convergentes [Vor8s).

Resultados Ilustra-se a aplicacao do algoritmo de decisao para a AP no processo de com-
pletagio de Knuth-Bendix de especificagdes equacionais condicionais e na dedugio de teoremas
indutivos. O seguinte SRC apresenta o predicado divide sobre os naturais, onde S especifica
a funcao sucessor, 4 uma funcio associativa-comulativa e < um predicado de ordem com a
semantica usual, {1. 0+ 0 — o 2.0+ S(y) = Sz +y); 3.0 < S(a) = true; 1.0 < 0 =
false; 5. S(x) < Sly) = ¢ < y; 6. divide(n,0) — true; 7. divide(u,v) = false if ((¢ <
u) and (v # 0)); 8. divide(u,u + v) — divide(u,v); }. O processo de completagio (que
pode ser realizado com o RRL [KZ39]) gera pares eriticos resultantes da sobreposicio das
regras 8 com 7, 8 com 1 e 2 com 8: divide{u,v) = false if u+v % 0 and v + v < u,
divide(u, u) = true, e divide(u, S{((w+ y))) = divide(u, 5(y)}. A completagio termina gerando
um SRC “equivalente” ao original incluindo os trés pares criticos anteriores orientados da es-
querda para a direita. No entanto, se se trabalha com um parametro pré-construido para a
AP, restringida aos inteiros nao-negativos, pode-se eliminar o primeiro par critico, Ja que sua
premissa € inconsistente. assim como o segundo, ji que este subsume semanticamente (com
respeito a A’P}’nas regras sexta e oitava; de fato, observe que divide(u, «) = divide{u, u + 0)
moédulo AP. E importante mencionar que o algoritmo de decisio para AP trata formulas
aritméticas com simbolos de funcio (e predicado) nao-interpretados o que permite unificar
expressoes modulo o parametro aritmético. O desenvolvimento de procedimentos para gerar
esquemas indutivos ¢ relevante na deducao automatica (via reescrita), ja que muitos teoremas
indutivos nao podem ser demonstrados pelo esquema indutivo usual, Dados wm SR(C) woethe -
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janio. especificando wma funcao [, ¢ wma conjectura acerca de oo mdodo de coujundos o
cobe rtwra (MCC) gera um esquena indutivo baseado na estrutura da especilicagao de fo Con

sidere o seguinte SR definindo o “maior divisor comum™ {1 mde{r. 0] — w0 20 mde{lloe)
ro domdela, a4 y) = odela. ) A mde(e 4 g} = de(yor )} Observe que o esquema

dutivo usual (mde(0, y) = mdely,0) e mde(r, y) = mde(y. ) = mde(a + Loy) = mde{y.r+ 11)
nao pode ser usado para demonstrar a comutatividade de mide. ja que a conclusao do passo
indutivo nao pode ser simplificada com as regras do SR, O MCC usa a estrutura da espe-
cilicacio do nrde no proprio SR para gerar o esquema: mde(0.y) = mde(y.0) ¢ mde(a.y) =
mdely. o) = mdelr, r 4+ y) = mdelr + y.r) que permite provar a comutatividade de mide. Oh-
serve que mde(r, o+ y) = mde(a + y, o) reduz a hipotese de indugio aplicando as regras 3 ¢ L
A geragio de esquemas indutivos apropriados quando se trabalha com SRCs com parametros
aritméticos depende muitas vezes do uso de unificacao semantica modulo o parametro arit

mético [IK596]. O seguinte exemplo ilustra a aplicagao do algoritmo de decisao da AP para
seracao de esquemas indutivos apropriados. Considere o SRC conformado pelas regras 6. 7 ¢
3 do SRC especificando o predicado “divide”™ sobre o parametro dos naturais. Para demons-
trar a conjectura divide(2, 1) = nol{divide(2, 5(x))) obtem-se o seguinte esquema indutivo:
divide(2,0) = not{divide(2, S(0))), divide(2,v) = not{divide(2.5(v))) of v < 2n 0 # 0.
divide(2,v) = not(divide(2, S(v))}) = divide(2,2 4+ v) = not{divide(2, S(2 + ¢))). O primeiro
caso da base da indugao pode ser provado pelas regras 6 e 7. Observe que a regra 7 apli-
ca devido a que sua condigio, 5(0) < 2 A S(0) # 0, vale. O segundo caso reduz-se a false =
not(divide(2, 5(0))) if v < 2A0 # 0aplicando a regra 7. O lado direito da igualdade nao pode
ser simplificado, mas aplicando o algoritmo de decisao para AP pode-se solucionar a premissa
obtendo false = not(divide(2, 5(1))) que se reduz a false = not(true) aplicando as regras 8 ¢ 6.
A conclusao do passo indutivo reduz para divide(2, v) = not({divide(2, S(v +2})) aplicando a re-
gra 8 que “casa” médulo AP com o lado esquerdo da ignaldade. Para reduzir divide(2, S(v+2))
também é necessario casamento madulo AP para detectar que S(v+2) = 24 S(r). Desta forma
obtem-se a hipotese de indugio completando a prova.

Conclusao A completagio condicional ¢ aprimorada eliminando pares criticos inconsistentes
e triviais médulo a AP e a classe de teoremas indutivos dedutiveis por meio de técnicas de
reescrita ¢ aumentada solucionando premissas aritméticas e resolvendo casamento e unificaciao
modulo a AP, Uma das aplicagoes potenciais dos algoritmos de decisao para AP nos sistemas
dedutivos baseados em téenicas de reescrita é a geragao de lemas intermedidrios necessarios
para concluir provas de conjecturas (indutivas).
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