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Relacdes de Recorréncia - Método da Substituicao

» Propondo boas solu¢des:
» N3o h3 regra geral (mesmo com o Teorema Mestre).
> Arvores de recursdo (p.ex. usadas no Mergesort e Quicksort).
» Usar solugbes conhecidas para equagdes similares.
» Propor solu¢do mais fraca e ir ajustando
(n*>n?>>nlgn>n>lgn).
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Relacdes de Recorréncia - Método da Substituicao

» Exemplo. T(n)=T(|5])+T([5])+1
» Solugdo proposta: T(n) = O(n).
» T(n) <cn.
» Passo indutivo:
» T(n)<clf|+c[5]1+1=cn+1(#cn)
> Precisamos mostrar a expressao exata da hipdtese!
» T(n)<cn—d
» T(n) <(cl3]—d)+(c[§]—d)+1=cn—2d+1
<ecn—d(d>1)
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Relacoes de Recorréncia - Arvores Recursivas

» Uma desvantagem do método da substituicdo é a necessidade
ter uma estimativa da solucao.

» Com drvores recursivas, cada nd representa o custo de um
tinico subproblema no conjunto de chamadas recursivas.

» A soma dos custos em cada nivel da drvore corresponde ao
custo total no nivel de recursao.

» A soma dos custos de todos os niveis € o custo total da
recursao.
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Relacoes de Recorréncia - Teorema Mestre

» Teorema Mestre. Sejam a > 1 e b > 1 constantes, f(n)
fungdo, e T(n) definida para inteiros ndo-negativos dada pela
recorréncia: n

b

onde € interpretada como 3] ou [£]. T(n) tem os

seguintes limites assintdticos:
1. Je>0: f(n) = O(n'&:2=€) = T(n) = O(n'8s?)
2. f(n) = ©(n'°%?) = T(n) = O(n'°8:2Ig n)
3. dc < 1,3ng : Vn > ng, af (3) < cf(n),
Je > 0: f(n) = Q(n'°83T¢) = T(n) = ©(f(n))

T(n)=aT(<)+ f(n),
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Relacoes de Recorréncia - Teorema Mestre

» Demonstragdao. Vamos mostrar um caso especial onde T(n)
¢é definida em poténcias de b.

O primeiro passo é construir a drvore de recursdo para a
equacdo de recorréncia:

T(n) = aT(3) + f(n).
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Relacoes de Recorréncia - Teorema Mestre
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P Fonte: Cormen, T., Leiserson, C., Rivest, R., Stein, C. (2009). Introduction to Algorithms. MIT Press.
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Relacoes de Recorréncia - Teorema Mestre

» Assim temos que:

log, n—1

T(n) =& + Y aff(ﬁ)
j=0

Podemos analisar inicialmente a soma:

log, n—1

gln)= > ()
j=0

considerando trés casos:
1. f(n) = O(n'#:2=<) para algum ¢ > 0.
2. f(n) = ©(n'es2).
3. af(n/b) < cf(n) para alguma constante c <len
suficientemente grande.
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Relacoes de Recorréncia - Teorema Mestre

1. f(n) = O(n'°&>2=¢) para algum € > 0.
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i — ﬂ logy, a—€ — i log, a—e
=) = 0™ ) = e =0 | 3 ()
log, n—1 n log, n—1 1
i \log,a—e _ ,log,a—e j
Z aj(bj) g =nr Z 4 pilogy, a—e)
Jj=0 Jj=0
log, n—1 i log, n—1 i
. bE J abe J
_ log,a—e _ logpa—e
S S ) VT S
j=0 j=0
log, n—1 |
. pelogyn _ 1
_ plogpa—e €y — plogya—e
n JZ_; (bY =n ( e )
log, a—¢ n‘—1 1 log, a log, a—e logpa
=i (Fg ) = oy (o ) = o)

Laboratério
Nacional de
Computacao
Cientifica 9/15



Relacoes de Recorréncia - Teorema Mestre

1. f(n) = O(n'°®>2~¢) para algum ¢ > 0.

_ nlogb a—e (Zc : 1) — be]'_ : (nlogba o nlogb a—e) — @(nlogba)

log, n—1

g(n)=0 Z aj(£)|°gba—6
=0

= g(n) = O(6(n'*8>?)) = O(n'*e+?)
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Relacoes de Recorréncia - Teorema Mestre

2. f(n) = ©(n'°es?).

= F(55) = O((5;)°)

log, n—1 log, n—1
P n i n
g = Y d()=0| 3 dg)e
Jj=0 Jj=0
log, n—1 n log, n—1 3 log, n—1
j | _ _
: aj(y)ogba_nogba Z (blogba>_nogba Z 1
j=0 j=0 j=0
= n'°%?jog,n

= g(n) = ©(n'8>?log, n) = O(n'°%>?Ig n)
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Relacoes de Recorréncia - Teorema Mestre

3. af(n/b) < cf(n) para alguma constante c <1 en
suficientemente grande.

log, n—1

gln)= Y FF(5)=Ff(n)
j=0

af(n/b) < cf(n) = f(n/b) < (c/a)f(n) = f(n/b) < (c/ayf(n)
= Jf(n/b) < If(n)

log, n—1 log, n—1 [eS)
= Y aif(g)g Y dfn)<f(n)Y d
Jj=0 j=0 j=0
= f(n)g 2 = O(f(n))
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Relacoes de Recorréncia - Teorema Mestre

» Para:

log, n—1
T(n)=O(n*%) + Y Ff()
j=0
E: | i
gn)= > ()

Jj=0

considerando trés casos:
1. f(n) = O(n'2=¢) para algum € > 0 = g(n) = O(n'*%?).
2. f(n) = ©(n'°8:?) = g(n) = O(n':?Ig n).
3. af(n/b) < cf(n) para alguma constante c <1len
suficientemente grande = g(n) = ©(f(n)).
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Relacoes de Recorréncia - Teorema Mestre

» Para:
T(n) = ©(n'*8?) + g(n)

onde:
log, n—1

gn)= > ()
j=0

1. f(n) = O(n'&+2=<) para algum € > 0 = g(n) = O(n'*&»?).
T(n) _ e(nlogb a) + O(nlogl7 a) _ e(nlogb a)
2. F(n) = ©(n7) = g(n) = O(ns? Ig n).

T(n) — e(nlogb a) + e(nlogba |g n) _ e(nlogba Ig n)
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Relacoes de Recorréncia - Teorema Mestre

» Para:
T(n) = ©(n'%?) + g(n)

onde:
log, n—1

gn)= > ()
j=0

3. af(n/b) < cf(n) para alguma constante c <1len
suficientemente grande = g(n) = ©(f(n)). Suponha que
f(n) = Q(n'°%>2+€) para algum € > 0:

T(n) = ©(n"®?) + O(f(n)) = ©(f(n))
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