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Quicksort

I O Quicksort segue a estratégia de dividir para conquistar
para ordenar um subvetor A[p, ...., r ]:

I Dividir: particionar o subvetor A[p, ...., r ] em dois subvetores
A[p, ...., q − 1] e A[q + 1, ..., r ] de forma que os elementos de
A[p, ...., q − 1] são menores ou iguais a A[q], que por sua vez é
menor ou igual aos elementos de A[q + 1, ..., r ];

I Conquistar: ordenar os dois subvetores, A[p, ...., q − 1] e
A[q + 1, ..., r ] recursivamente com o Quicksort;

I Combinar: essa etapa não é necessária pois os subvetores já
estão ordenados.
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Quicksort 7.1 Description of quicksort 171

Combine: Because the subarrays are already sorted, no work is needed to combine
them: the entire array AŒp : : r ! is now sorted.

The following procedure implements quicksort:

QUICKSORT.A; p; r/

1 if p < r
2 q D PARTITION.A; p; r/
3 QUICKSORT.A; p; q ! 1/
4 QUICKSORT.A; q C 1; r/

To sort an entire array A, the initial call is QUICKSORT.A; 1; A: length/.

Partitioning the array
The key to the algorithm is the PARTITION procedure, which rearranges the subar-
ray AŒp : : r ! in place.

PARTITION.A; p; r/

1 x D AŒr !
2 i D p ! 1
3 for j D p to r ! 1
4 if AŒj ! " x
5 i D i C 1
6 exchange AŒi ! with AŒj !
7 exchange AŒi C 1! with AŒr !
8 return i C 1

Figure 7.1 shows how PARTITION works on an 8 -element array. PARTITION
always selects an element x D AŒr ! as a pivot element around which to partition the
subarray AŒp : : r !. As the procedure runs, it partitions the array into four (possibly
empty) regions. At the start of each iteration of the for loop in lines 3–6, the regions
satisfy certain properties, shown in Figure 7.2. We state these properties as a loop
invariant:

At the beginning of each iteration of the loop of lines 3–6, for any array
index k,
1. If p " k " i , then AŒk! " x.
2. If i C 1 " k " j ! 1, then AŒk! > x.
3. If k D r , then AŒk! D x.

I Fonte: Cormen, T., Leiserson, C., Rivest, R., Stein, C. (2009). Introduction to Algorithms. MIT Press.
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Quicksort Sheet1

Page 1

p r
i j

8 2 6 3 5 1 7 4 8≤4? ⤬
i  j

8 2 6 3 5 1 7 4 2≤4? √
 i  j

2 8 6 3 5 1 7 4 6≤4? ⤬
 i  j

2 8 6 3 5 1 7 4 3≤4? √
 i  j

2 3 6 8 5 1 7 4 5≤4? ⤬
 i   j

2 3 6 8 5 1 7 4 1≤4? √
  i    j

2 3 1 8 5 6 7 4 7≤4? ⤬
  i     

2 3 1 4 5 6 7 8
5 / 15



Quicksort - Correção

Sheet1

Page 1

p i   j r

       x

≤x >x ?

I Invariante de laço. No ińıcio de cada laço (l. 3–6), para um
ı́ndice de vetor k :

1. Se p ≤ k ≤ i ⇒ A[k] ≤ x ;
2. Se i + 1 ≤ k ≤ j − 1⇒ A[k] > x ;
3. Se k = r ⇒ A[k] = x .

I Os ı́ndices entre j e r − 1 não são considerados pois, nesse
caso, a relação com o pivô x é indeterminada.
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Quicksort - Correção
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I Inicialização. Antes do primeiro laço, i = p − 1 e j = p:

⇒ Não há valores entre p e i e entre i + 1 e j − 1 (os
subvetores são vazios);
⇒ As condições do IdL valem.
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Quicksort - Correção
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I Manutenção. Duas possibilidades:
I A[j ] > x :

I j é incrementado
I a condição 2 (i + 1 ≤ k ≤ j − 1⇒ A[k] > x) é válida após o

laço.
I o restante do vetor permanece igual.

I A[j ] ≤ x :
I i é incrementado.
I A[i ] e A[j ] são trocados de posição.
I j é incrementado.
I A[i ] ≤ x ⇒ a condição 1 é válida.
I A[j − 1] > x ⇒ a condição 2 é válida.
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Quicksort - Correção

Sheet1

Page 1

p i   j r
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≤x >x ?

I Terminação. Na terminação j = r . Assim, todos os
elementos estão em um dos três conjuntos descritos na IdL.
A[r ] é trocado de posição com A[i + 1] e passa a ocupar a sua
posição correta no vetor.
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Quicksort - Análise de complexidade

I A complexidade de tempo de execução do Quicksort depende
de quão balanceado é o processo de particionamento.

I Pior caso: sempre divide em um vetor vazio e um vetor de
tamanho n − 1.

T (n) =

{
Θ(1), se n = 1.

T (n − 1) + T (0) + Θ(n).

T (n) =

{
Θ(1), se n = 1.

T (n − 1) + Θ(n).

⇒ T (n) = Θ(n2).
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Quicksort - Análise de complexidade

I Melhor caso: sempre divide em subvetores de tam. n
2 .

T (n) =

{
Θ(1), se n = 1.

2T (n2 ) + Θ(n).

⇒ T (n) = Θ(n lg n).

I Exerćıcio. Suponha que o processo de particionamento
sempre divida o vetor de entrada em um subvetor de tamanho
8

10n e um subvetor de tamanho 2
10n. Qual seria a

complexidade de tempo de execução do Quicksort nesse caso?
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Relações de Recorrência

I Algoritmos projetos com a estratégia de divisão e conquista
geralmente têm complexidade de tempo expressa por uma
equação de recorrência.

I Por exemplo, o melhor caso do Quicksort é expresso por:

T (n) =

{
Θ(1), se n = 1.

2T (n2 ) + Θ(n).

Que tem como solução T (n) = Θ(n lg n).
I Veremos três métodos para solução de equações de

recorrência:
I Método da substituição.
I Método de árvore de recursão.
I Teorema mestre.
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Relações de Recorrência - Método da Substituição

I O método da substituição segue dois passos:
I Propor uma solução candidata;
I Usar indução matemática para demonstrar a solução proposta.

I Exemplo. T (n) = 2T (bn2c) + n.
I Solução proposta: T (n) = O(n lg n).
I Temos que mostrar que T (n) ≤ cn lg n(c > 0).
I Suponha que a desigualdade seja válida para todo m < n (em

particular para m = b n2c).

⇒ T (n) = 2T (bn
2
c) + n ≤ 2(cbn

2
c lg(bn

2
c)) + n

≤ cn lg(
n

2
) + n = cn lg n − cn lg 2 + n

= cn lg n − cn + n ≤ cn lg n
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Relações de Recorrência - Método da Substituição

I Exemplo. T (n) = 2T (bn2c) + n, T (1) = 1.
I O caso base também deve ser demonstrado, i.e.

T (n) ≤ cn lg n para n ≥ n0.
I Tomar n0 = 1 não é uma boa escolha para a base indutiva pois

c lg 1 = 0 e sabemos que T (1) > 0
I Para n0 = 2, temos T (2) = 2T (1) + 2 = 4.
I Para n0 = 3, temos T (3) = 2T (b n2c) + 3 = 2T (1) + 3 = 5.
I Para completar a base indutiva, precisamos escolher c ≥ 1 tal

que:
T (2) ≤ c2 lg 2 = 2c

T (3) ≤ c3 lg 3 = 3c lg 3

tomando c ≥ 2 temos que as desigualdades são válidas.
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Relações de Recorrência - Método da Substituição

I Propondo boas soluções:
I Não há regra geral (mesmo com o Teorema Mestre).
I Árvores de recursão (p.ex. usadas no Mergesort e Quicksort).
I Usar soluções conhecidas para equações similares.
I Propor solução mais fraca e ir ajustando

(n3 > n2 > n lg n > n > lg n).
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