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Computacao Paralela

Se temos £k processadores, em geral, nao
mudamos de classe.

Se temos complexidade O(2"), entao

lim - = O(2")

n—oo k

Comunicacao entre os processos e overhead
Processamento massivamente paralelo
Nao resolve NP
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Lel de Amdahl

Se P é a proporcao de um programa que pode
ser paralelizado e (1 — P) € a proporcéao que néo
pode, entdo o speedup maximo com N
processadores é

1
P
1-P)+ 5

Com N — oo 0 speedup maximo tende para
1/(1— P).
O ganho cal rapidamente como N
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Exemplo da Lel de Amdahl

Se P é de 90%, entdo (1 — P) é de 10%, e o
problema pode acelerar até o0 maximo de 10

vezes, hao Importa quao grande seja o valor
de MN.

O grande trabalho consiste em tentar reduzir
0 componente (1 — P) para o0 menor valor
possivel.
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Lel de Gustafson

Seja n 0 tamanho de um problema mensuravel.
A execucao de um programa € decomposto em

a(n) +b(n) =1

Onde a € a parte sequencial e b a parte paralela.
O tempo de execucéao seria a(n) + p - b(n), onde
p € 0 numero de processadores.

Logo o speedup S € dado por

S = (a(n) +p - b(n))
S=a(n)+p-(1—a(n))
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Gustafson



S(n)=n/(1 + (n




™
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Multitape Turing Machine




Definicao

0 :I'xEXY = I'xExEx{—,0 —}x{,

5:FXZkHFXZkX{%7 7H}k
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Multiplicacao na MTM
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Multiplicacao na MTM

(73717*7/73717*7F7 )
(’737*7*7737*7*7<_7 )
(/737><7*7/737><7*7H7 )

(737&7*7707&7*7%7 )
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Equivalencia da MTM

Teorema: Toda MTM tem uma maquina de
Turing de uma fita equivalente.

[Sipser, pag. 137]



Multiplicacao Matricial

Considere as matrizes C' = A - B de ordem
n X n

Oij:ZAik°Bkj7 i,jzl,...,n.
k=1

Temos O(n’) operagbes, mas se tivermos n?
processadores o tempo fica linear O(n) com
n — 1 adicoes

Introducado a Teoria da Complexidade Computacional Classica — p.14/70



Otimizando

Podemos fazer a soma em O(log, n). NO
primeiro passo fazemos

(4,k,j) + (4, k + 1, )

Depois somamos os resultados de dois em dols,
e assim por diante. Desta forma, temos C;; com
log, n + 1 passos paralelos em n® processadores.
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Somas Parcilals
B - K, 0 K K,

Slog2 n Slog2 n

Soma
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Nick’'s Class

Resolvemos o problema da multiplicacao
matricial com tamanho de O(n’) e uma
profundidade de O(log, n).

A classe NC é o conjunto de todos os problemas

resolvidos com size-depth (O(n*), O(log" n)) para
uma constante k& > 1, dizemos que NC* C NC.

[Sipser, pag. 369]



Nondeterministic

read wrltet

n confi
tree

finite control

g
@D

of random

= |ofo]|ofr|-|ofr|ojo

bits (@ (k



Equivalénciada NTM

Teorema: Toda NTM tem uma maquina de Turing
deterministica equivalente.

[Sipser, pag. 138]



Probabillistic Turing Machine

Existem varias definicoes interessantes:

Uma NTM que escolhe aleatoriamente entre
transicoes disponiveis em cada ponto de
acordo com alguma distribuicao de
probabilidade

Um tipo de NTM onde cada passo é
chamado de coin-flip step € tem dois proximos
passos legais

Uma MT em que algumas transicoes sao
escolhas aleatoérias entre as alternativas
finitas
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PITM C NTM

"A probabilistic Turing machine M is a type of
nondeterministic Turing machine where each
nondeterministic step Is called coin-flip step and
has two legal next move."

[Sipser, pag. 336]
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Probabilidades

Assumimos a probabilidade de cada vértice b de
M computacoes com uma entrada w. Definimos
a probabilidade do vertice b como

Pr[p = 27*

onde k£ & o numero de coin-flip step que ocorre

no vértice b. Definimos a probabilidade de M
aceitar w como

Pr|M aceitar w| = Z Pr|b]

b & um vértice aceito
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Reconhecimento em PTM

M reconhece a linguagem A com probabilidade
de erro ¢ se:

w € A implica Pr|M aceitar w] > 1 — ¢
w ¢ A implica Pr|M rejeitar w] > 1 — ¢

Aceita todas as sequéncias na linguagem e
rejeita todas as sequéncias fora da linguagem:

Pr|M rejeitar w| = 1 — Pr|M aceitar w]

No entanto, um PTM tera uma probabilidade de
erro e = 27", onde n é a entrada.
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Fatos

Cada “vértice” na computacao de PTM tem
uma probabilidade

Tem resultados estocasticos
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Fatos

Assim, uma dada entrada:
- pode ter tempo de execucao diferente

- pode nao parar

Portanto, pode aceitar a entrada em uma
determinada execucao, mas rejeitar outra

entrada

A complexidade de tempo e espaco pode ser
medida através do pior caso

Introducdo a Teoria da Complexidade Computacional Classica — p.26/70



Lema da Amplificacao

Seja uma constante fixada estritamente entre 0
e 1/3. Entdo para qualquer tempo polinomial
poly(n) em uma PTM M; que opera com proba-
bilidade de erro ¢ existe uma PTM M, que opera
com probabilidade de erro 27°°¥(™) em tempo po-
linomial.
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Teste de Primalidade

Se p é primo entédo ' =1 mod pVa € Z;

27 1=64=1 mod 7
-1 =39 =92 1mod 6
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Erros do Teste de Primalidade

2340 =1 mod 341 é pseudoprimo na base 2
3340 = 56 mod 341

Existem 245 pseudoprimos na base 2
menores que um milhao

A maioria nao € pseudoprimo em outra base

Existe apenas 2163 n. de Carmichael
menores que 2.5 x 101



Algoritmo Probabilistico

Um algoritmo concebido para utilizar o
resultado de um processo aleatorio

Muitas vezes, o algoritmo tem acesso a um
gerador de numeros pseudo-aleatorios

O algoritmo utiliza bits aleatorios para ajudar
a fazer escolhas (na esperanca de obter um
melhor desempenho)
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Por que usar algoritmos aleatorios

Algoritmos probabilisticos sao uteis porgue:

E demorado calcular a “melhor resposta”

Estimativa poderia introduzir um vies
Indesejado que invalida os resultados



Amostra Aleatoria

A amostragem aleatoria € usada para obter
Informacodes sobre os individuos em uma
grande populacao

Consultar a todos levaria muito tempo

Consultar um subconjunto nao aleatorio
selecionado pode influenciar os resultados
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Bounded error Probabillity in Polynomi

A classe de linguagens gque sao
reconhecidas por TM em tempo polinomial
probabilistico com uma probabilidade de erro
de 1/3 (ou menor)

A classe de linguagens que uma PTM para
em tempo polinomial com uma resposta de
aceitar ou rejeitar de pelo menos 2/3 do
tempo



Monte Carlo

Como vimos na classe BPP, executando as
repeticoes adicionais no algoritmo ira diminuir
a chance do algoritmo dar a resposta errada

Muitas vezes referimos a este tipo de
algoritmo como algoritmo de Monte Carlo
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Integra
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Integracao por Monte Carlo

Escolhendo aleatoriamente n pontos
x1, 9, ...,%L, €M um volume V' para determinar a
Integral de uma funcao f fazemos

/W . (m \/<f2> = <f>2)
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Erro da Integracao

O desvio padrao € dado por

oo O

(f

Logo o erro decresce conforme n cresce, isto €

|

/n

Este algoritmo pertence a BPP.



Randomized Polynomial time

A classe de problemas gue serao executados
em tempo polinomial em uma PTM com as
seqguintes propriedades:
Se a resposta correta é
- nao, sempre retorna nao
- Sim, retornar sim com probabilidade de
pelo menos 1/2

Caso contrario, nao retorna
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Simplificando

A classe de linguagens para as quais o resultado
pode ser determinado em tempo polinomial por
uma PTM sem falsas aceitacoes e menos da
metade das rejeicoOes sao falsas.

Se 0 algoritmo retorna uma resposta sim,
entao sim é a resposta correta. Nao existe
falso positivo.

Se 0 algoritmo retorna uma resposta nao,
entao ela pode ou nao ser correto
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Co-RP

A classe de problemas que serao executados
em tempo polinomial em uma PTM com as
seqguintes propriedades:
Se a resposta correta é
- Sim, sempre retornam sim
- Nao, retornam nao com probabilidade de
pelo menos 1/2

Caso contrario, retorna um sim
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Simplificando

A classe de linguagens para as quais o resultado
pode ser determinado em tempo polinomial por
uma PTM sem falsas rejeicoes e menos da
metade das aceitacoOes sao falsas.

Se 0 algoritmo retorna uma resposta nao,
entao nao e a resposta correta. Nao exite
falso negativo.

Se o0 algoritmo retorna uma resposta sim,
entao ela pode ou nao ser correto
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Zero-error Probabilistic Polinomial

A classe de linguagens que uma PTM para em
tempo polinomial, sem falsas aceitacoes ou
rejeicoes, mas as vezes da um “nao sei’ como
resposta. Em outras palavras:

sempre retorna uma resposta sim ou nao
garantida

pode retornar um “nao sei” como resposta
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ZPP

A execucao ¢ ilimitada
- Mas tem tempo polinomial em média (para
gualquer entrada)

- Espera-se parar em tempo polinomial
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ZPP

Similar a definicao de P, exceto:
- ZPP permite que TM tenha “aleatoriedade”
. O tempo esperado de execucao € 0
medido (em vez do pior caso)

Muitas vezes referida como um algoritmo de
Las Vegas
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Relacoes

LOGSPACE C NC C P C RP C NP C PSPACE
[claymath.org, Palestra P x NP]

P C ZPP = RPNnco-RP C RP C RPuUco-RP C BPP
[Talbot, pag. 83]



Relacoes
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BPPC?

Ainda & uma questao em aberto se NP € um
subconjunto de BPP ou BPP é um
subconjunto de NP

No entanto, acredita-se que RP seja um
subconjunto de BPP
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Relacoes BPP ?
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Problemas em aberto

P = ZPP ?

RP = co-RP ?

RP = NP N co-NP ?
. BPP C NP ?

. NP C BPP ?

. RP U co-RP = BPP ?

I N

[Talbot, pag. 83]



Provas

Para provar gue P = NP basta encontrar um
algoritmo polinomial para um problema
NP-Completo

Existem muitas “provas” erradas de P = NP
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Conseqguéencias

Se NP = P, muitos problemas importantes
podem ser resolvidos deterministicamente e
de forma muito rapida

Se NP = P, muitos codigos criptograficos
serao quebrados

Se NP # P, muitos problemas importantes
sao intrataveis

Se NP # P, existem Infinitas classes entre P e
NP-Completo (Ladner 1975)
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Complexity Zoo

Varias classes podem ser encontradas em:
http://qwiki.stanford.edu/wiki/Complexity Zoo

Existem 489 classes catalogadas até agora!
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Desconhecidos

Problemas em NP gue nao sabemos se estao
em P ou NP-Completo.

1.
2.
3.

somorfismo de Grafos
Problema do Logaritmo Discreto

Problema da Fatoracao de Inteiros
NPNCo-NP se PFIeNP-Completo entao
NP=Co-NP
General Number Field Sieve

O (6<c+0(1>><10gn>é<10g10gn>%> — L, [1/3,d]
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Notacao L

A notacao L é definida como
Lylo, c] = O (6(c+0(1))(1nn)a(lnlnn)l_a>

com(0 < a< 1.

A existéncia do AKS mostra gue o teste de
primalidade pode ser feito em P com
complexidade

Ln[(), C] = O((ln n)c+0(1))



Criptografia

One-time pad (Vigenere-Vernam)
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Criptografia

One-time pad (Vigenere-Vernam)
Simétricas (Forca-bruta)
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Criptografia
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Criptografia

One-time pad (Vigenere-Vernam)
Simétricas (Forca-bruta)
Assimeétricas (H(fp(C)|C) = 0)
Caréncia de prova da seguranca

Se provarmos gue encontrar £ ndo esta em P
entao P#NP

Se quebramos um codigo baseado em um
problema NP-completo temos que P=NP



Criptografia

One-time pad (Vigenere-Vernam)
Simétricas (Forca-bruta)
Assimeétricas (H(fp(C)|C) = 0)
Caréncia de prova da seguranca

Se provarmos gue encontrar £ ndo esta em P
entao P#NP

Se quebramos um codigo baseado em um
problema NP-completo temos que P=NP

Quebrar codigos significa mudar a classe de
um problema ou definir a relacao entre
classes
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One-way Functions

Uma funcéo f : X* — X* preserva o
comprimento se o comprimento de w e f(w) Sao
[o[SEIE

Uma funcao que preserva o comprimento € uma
permutacéo se f(x) # f(y) sempre que x # y.
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One-way permutation

Uma permutacdo One-way € uma permutacao f
gue preserva o0 comprimento com as duas
propriedades:

1. E computavel em tempo polinomial

2. Para toda PTM M, todo £ e n suficientemente
grande, se pegarmos um w aleatorio de
comprimento n e executarmos M com a

entrada w, entao

Pragu[M(f(w)) = w] <n”*
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One-way function

Uma funcao One-way € uma funcao f que
preserva o comprimento com as duas
propriedades:

1. E computavel em tempo polinomial

2. Para toda PTM M, todo £ e n suficientemente
grande, se pegarmos um w aleatorio de
comprimento n e executarmos M com a
entrada w, entao

Pragw[M(f(w)) =y onde f(y) = f(w)] < n~*
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Pseudoaleatorio

=y mod z

Dado z, s e z temos y € pseudo-randomico
Dado z, y e z temos s secreto
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Problema do Logaritmo Discreto

Com £, pq, k" e k?
Poderia calcular s ou r e depois b4

Equivalente ao Problema da Fatoracao de
Inteiros
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Intruso e o Logaritmo Discreto

Com k = 256, pg = 8383, k" = 5835 e
kS — 1438

0 intruso calcula 256197 = 1438
s =109
ba = (K)* = 583519 = 3439



Funcao de indexacao

Uma familia de funcgoes { f;} com i € >* pode ser
representada por

[RD I DI

onde F(i,w) = f;(w).



Trapdoor function

Uma funcao Trapdoor € uma funcao de
Indexacao f : >* x X" — X* que preserva o
comprimento com uma PTM G auxiliar e uma
funcao h : X x X* — Y* auxiliar.

Sendo que f, G e h satisfazem trés condicoes.
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Condicoes da Trapdoor

1. f e h sao computaveis em tempo polinomial

2. Para cada PTM E e todo k£, dado um n
suficientemente grande e um resultado
aleatorio (¢,t) de G de 1" eum w € X"
aleatorio, entao

PrlE(i, fi(w)) = y, onde fi(y) = fi(w)] <n™*

3. Para Vn, Yw de comprimento n, e toda saida
(z,t) de G' que ocorre com probabilidade
nao-nula para uma entrada de ¢¢
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Cifra Monoalfabética

A~ Q
B«—V
C~D

. — E
"ABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXY/Z"



Cifra Monoalfabética

A~ Q
B«—V
C~D

. — E
"ABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXY/Z"
"QVDIJTPOCYHNGXAZWUSMFKRLBE"



Cifra Monoalfabética

A~ Q
B«—V
C~D

L — E
"ABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXYZ"
"QVDIJTPOCYHNGXAZWUSMFKRLBE"
26! — 1 = 403291461126605635583999999



Cifra Monoalfabética

A~ Q
B«—V
C~D

/ — E
"ABCDEFGHIJKLMNOPQRSTUVWXYZ"
"QVDIJTPOCYHNGXAZWUSMFKRLBE"
26! — 1 = 403291461126605635583999999
26! ~ 4.03 10%°



Nomenclaturas

Constante
_ogaritmo
_inear
_og-linear
Quadratica
Cubica
Polinomial
Sub-exponencial
Exponential
Factorial

1
logn
n

nlogn
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Esquema Vigenere
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Vigenere

Gerando uma senha do tamanho do texto, a
partir de uma senha menor (Keystream)
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Vigenere

Gerando uma senha do tamanho do texto, a
partir de uma senha menor (Keystream)

. ABMENINAJBBRINCA
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Vigenere

Gerando uma senha do tamanho do texto, a
partir de uma senha menor (Keystream)

. ABMENINAJBBRINCA
+ 01,00,13,05,14,09,14,01,00,02,18,09,14,03,01
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Vigenere

Gerando uma senha do tamanho do texto, a
partir de uma senha menor (Keystream)

. ABMENINAJBBRINCA
+ 01,00,13,05,14,09,14,01,00,02,18,09,14,03,01

- SENHASENHASENHA
© 19,05,14,08,01,19,05,14,08,01,19,05,14,08,01
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Vigenere

Gerando uma senha do tamanho do texto, a
partir de uma senha menor (Keystream)

. ABMENINAJBBRINCA
+ 01,00,13,05,14,09,14,01,00,02,18,09,14,03,01

- SENHASENHASENHA
© 19,05,14,08,01,19,05,14,08,01,19,05,14,08,01

+ 20,05,00,13,15,01,19,15,08,03,10,14,01,11,02

Introducdo a Teoria da Complexidade Computacional Classica — p.69/70



Vigenere

Gerando uma senha do tamanho do texto, a
partir de uma senha menor (Keystream)

. ABMENINAJBBRINCA
+ 01,00,13,05,14,09,14,01,00,02,18,09,14,03,01

- SENHASENHASENHA
© 19,05,14,08,01,19,05,14,08,01,19,05,14,08,01

+ 20,05,00,13,15,01,19,15,08,03,10,14,01,11,02
. TEBMOASOHCINAKB
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Vigenere

Gerando uma senha do tamanho do texto, a
partir de uma senha menor (Keystream)

. ABMENINAJBBRINCA
+ 01,00,13,05,14,09,14,01,00,02,18,09,14,03,01

- SENHASENHASENHA
© 19,05,14,08,01,19,05,14,08,01,19,05,14,08,01

+ 20,05,00,13,15,01,19,15,08,03,10,14,01,11,02
. TEBMOASOHCINAKB

27° = 14348907 ~ 1.24 10°



Ultimo Slide

Obrigado.

Quaisquer sugestoes serao muito
bem-vindas.

www.Incc.br/~borges

Fabio Borges de Oliveira
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