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Resumo da Dissertacao apresentada ao LNCC/MCT como parte dos requisitos

necessarios para a obtengao do grau de Mestre em Ciéncias (M.Sc.)

SOLUCAO NUMERICA DE UM PROBLEMA INVERSO EM
NEUROCIENCIA VIA O METODO DE LANDWEBER NAO
LINEAR

Jemy Alex Mandujano Valle
Margo , 2015

Orientador: Alexandre Loureiro Madureira , Ph.D

Co-orientador: Antonio Carlos Leitao, D.Sc.

O objetivo desta dissertacao é obter de forma indireta o valor de certos para-
metros de uma equacao diferencial parcial, utilizando um método de Regularizacao
Iterativo (Landweber ndo Linear). Este problema é motivado pelo comportamento
de canais ionicos da célula neuronal, que é de dificil determinacao experimental.
Utilizamos um modelo simplificado, no caso a equagao do cabo passivo, que é uma
equacao diferencial parabdlica linear, com termos de difusao e reagao, nao necessa-
riamente homogénea. Consideramos que o termo de reacao é dado por uma fungao
que depende da variavel espacial, e é desconhecido. Para determinar essa funcao
utilizamos o método de Landweber nao linear, que, a partir de um ponto inicial
qualquer (num espago de Hilbert), busca de forma iterativa aproximagoes para
a funcao desconhecida. Cada passo deste algoritmo requer a resolucao de duas
equagoes diferenciais parciais parabdlicas e uma integral, utilizamos o método de
Diferencas Finitas para obter a solugao aproximada das equagoes diferenciais parci-
ais e o método de trapézio para obter a solugao da integral, resultando um método
computacionalmente bastante intensivo. Nesta dissertacao descrevemos a motiva-
¢ao bioldgica do problema, bem como a base matematica do algoritmo, e testamos

varios casos computacionais.
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Abstract of Dissertation presented to LNCC/MCT as a partial fulfillment of the

requirements for the degree of Master of Sciences (M.Sc.)

NUMERICAL SOLUTION OF AN INVERSE PROBLEM IN
NEUROSCIENCE VIA THE NONLINEAR LANDWEBER
METHOD

Jemy Alex Mandujano Valle
March, 2015

Advisor: Alexandre Loureiro Madureira , Ph.D

Co-advisor: Antonio Carlos Leitao, D.Sc.

The aim of this dissertation is to evaluate the value of certain parameters of
a partial differential equation, using a Iterative method of Regularization (Landwe-
ber Nonlinear). This problem is motivated by the behavior of ion channels of the
cell neural, which is of difficult experimental determination . We use a simplified
model, in the case the passive cable equation, which is a linear parabolic differen-
tial equation, with terms of diffusion and reaction, not necessarily homogeneous.
We consider that the terms of reaction are given by a function that depends on the
variable space, and are unknown. To determine this function we use the nonlinear
Landweber method, that, in a Hilbert space, search iterative approximations for
the unknown function. Each step of this algorithm requires the solution of two
parabolic partial differential equations and an integral and use the finite difference
method to obtain the approximate solution of the partial differential equations,
and the trapezoid method to obtain the solution of the integral, resulting a method
computationally intensive. In this dissertation we describe the biological motiva-
tion of the problem and the mathematical basis of the algorithm, and teste various

computer cases.
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Capitulo 1

Introducao

O sistema nervoso ¢ a parte do organismo que coordena suas agoes volunta-
rias e involuntdrias e transmite sinais entre as diferentes partes do organismo. A
unidade bésica do sistema nervoso é a célula nervosa, denominada neuronio, que
é uma célula extremamente estimulavel; é capaz de perceber as minimas variagoes
que ocorrem em torno de si, reagindo com uma alteragao elétrica que percorre sua
membrana. Essa alteragao elétrica é chamada de impulso nervoso. Um neuronio
tipico apresenta trés partes distintas: corpo celular, dendritos e axonio, onde os
dendritos e o axonio sao modelado como cilindros compostos de segmentos com
capacitancia C)y; e resisténcia Ry combinadas em circuito paralelo.

A membrana excitavel do neuronio tém um grande ntmero de canais de
fons, cuja gating (abertura e fechamento) é tipicamente voltagem-dependente. A
transmissao de sinais através de processos neuronais como dendritos e axonios é

classicamente modelado pela teoria do cabo.

1 82VM(t,l‘) 8. dVM(t,iL‘)
= M——

R, + R, o2 dt + Gk(x)(VM(ta x) - Ek>’ (1-1)

onde: R; é a resisténcia interna do neuronio, R, a resisténcia externa do neuronio,
E}. o potencial de Nernst para o canal k, V), potencial da membrana, G = Rik
condutancia do canal k. No Capitulo 2 mostramos como chegar a equacao (1.1),

considerando as constantes R;, R., Cj, FE) como dados conhecidos.

O objetivo do presente trabalho ¢ achar a condutancia Gi(z), dado o poten-



cial da membrana V); na pratica nao temos o dado exato Vj;, sé temos o dado
aproximado V. Entdo o problema consiste em achar Gi(x) em (1.1) dado V},,
com as condigoes de fronteira e inicial.

Muitos trabalhos consideram a condutancia G como constante, comegando
com o trabalho de Rall ((Rall, 1960), (Rall, 1962)). Rall e seus colegas desen-
volveram métodos para fibras individuais e métodos de optimizagao restrita para
modelos de compartimento acoplado para vérios casos neurais ((Rall, 1977), (Rall
et al., 1992)). Outros métodos foram posteriormente descritos, entre eles estao
((Brown et al., 1981), (Kawato, 1984), (Schierwagen, 1990)). Além disso, (White
et al., 1992) descreve o efeito dos dados perturbados nas estimativas e propoe uma
técnica que melhora o problema de mapeamento inverso. Cox e colaboradores (Cox
(1998), Cox e Ji (2000), Cox e Griffith (2001), Cox e Ji (2001)) desenvolveram o
método de independéncia de entrada, para recuperar exclusivamente a capacitancia
de membrana C);, condutancia Gy, comprimento de fibra, etc.

Todos os trabalhos mencionados acima sao para estimar parametros cons-
tantes.

H& muito pouco trabalho, experimental ou tedrico, que obtém boas estima-
tivas de parametros de cabos espacialmente distribuidos. (Bell e Craciun, 2005)
desenvolveram um método eficiente para recuperar a condutancia G(x) nao uni-
forme, mas nenhuma teoria foi desenvolvida por trds do método. (Cox, 2006)
utilizou o método de multiplicadores de Lagrange e esquema de busca gradiente
num modelo (ndo-linear) de (Stuart e Spruston, 1998) para recuperar a distribuigao
nao uniforme da condutancia Gy(x). (Avdonin e Bell, 2013) utilizou o método de
controle de fronteira para resolver o problema inverso de recuperar a condutancia
Gr(z).

O ponto principal deste trabalho é a utilizacao do método de Landweber nao
Linear, para resolver o problema inverso, o qual consiste em recuperar de forma
eficiente a condutancia Gy(x), da equagao diferencial parcial (4.1).

Este trabalho, estd organizado da seguinte forma:



No segundo capitulo é apresentada a modelagem da equagao do cabo. Este
capitulo é composto de quatro se¢oes: Na primeira secao descrevemos os primeiros
estudos da equagao do cabo, na segunda secao descrevemos a célula principal do
sistema nervoso que é o neuronio, na terceira se¢ao descrevemos como viaja o im-
pulso nervoso ou corrente elétrica dentro do neuronio, na quarta segao modelamos
a equagao do cabo, tendo o conhecimento das duas segoes anteriores e de conceitos
basicos de eletricidade. As principais referéncias bibliograficas para este capitulo
sao: Hodgkin e Huxley (1952), Ermentrout e Terman (2010), Rall (1962), Rall
(1977), Rall (1989), Tuckwell (1988), Tuckwell (2005) e Kawato (1984)

No terceiro capitulo é apresentado o problema inverso o qual é solucionado
com o método de Landweber nao Linear. Nas primeiras linhas descrevemos que
todo problema inverso se caracteriza por nao satisfazer ao menos uma das seguintes
condicoes: Existéncia, unicidade e estabilidade da solucao. Na secao 3.1 mostra-
mos que a existéncia e unicidade da solugao podem ser contornadas introduzindo
um novo conceito de solugao (Solu¢do de Quadrado Minimos (SQM) de norma
minima). Na segdo 3.2 controlamos a instabilidade do problema com o método de
Landweber nao linear. Este método tem um algoritmo, o qual a partir de condi-
¢oes suficientes pode-se mostrar a convergéncia do algoritmo a solucao do problema.
As principais referéncias bibliograficas para este capitulo sao: Baumeister e Leitao
(2005), De Cezaro e De Cezaro (2012), Kaltenbacher et al. (2008), Kirsch (2011),
Engl et al. (1996), ¢ Baumeister (1987).

No quarto capitulo é apresentada a solugao do problema inverso em neuroci-
éncia. Este capitulo é composto de quatro secoes: Na primeira se¢ao apresentamos
o problema em neurociéncia e o algoritmo de Landweber nao linear para obter a
solugao do problema mencionado. Na segunda se¢cao mostramos o Teorema 4.2.1,
na qual calcula a adjunta da linearizacao do operador F'. Na terceira se¢ao mostra-
mos o algoritmo de Landweber nao Linear de forma algoritmica. Na quarta secao
obtemos a solu¢ao numérica de duas Equagoes Diferenciais Parciais (EDP) utili-

zando o método de diferencas finitas (método de Euler explicito) onde as solugoes



destas EDPs sao importantes por que sao utilizadas no algoritmo de Landweber
nao linear modificado, para cada iteragao. Isto é, se temos que utilizar por exem-
plo n iteracoes para aproximar o valor de uma solucao, temos que obter a solugao
numérica de 2n equacgoes diferenciais parciais.

No quinto capitulo apresentamos os experimentos computacionais. Primeiro
explicamos e apresentamos a implementacao geral do algoritmo de Landweber nao
linear , o qual estd divido num programa principal (Landweber.m), e trés sub
programas (Vkaproxr.m, Ukapror.m, Gkapror.m). Em seguida apresentamos
trés exemplos, utilizando a implementacao do programa e mostramos os resultados
obtidos.

Para finalizar, no sexto capitulo sao discutidos os resultados obtidos e apre-

sentadas diversas possibilidades de trabalhos futuros.



Capitulo 2

Modelagem Matematica da equacao do

Cabo

Neste capitulo apresentaremos a modelagem da equagao do cabo, que ¢ des-
crito por uma equagao diferencial parcial (EDP) de segunda ordem, parabdlica,
linear e nao homogénea. Esta equacao é uma caso particular da equacao de Hodg-
kin e Huxley (Hodgkin e Huxley (1952)). Primeiro apresentamos os antecedentes
que levaram a construcao da equacao do Cabo. Em seguida apresentamos o neuro-
nio biolégico que é a célula principal do sistema nervoso (Tuckwell (1988), Tuckwell
(2005),Halassy (2012)). Em seguida apresentamos que é o potencial de agao (Rall
(1977); Rall (1989); Ermentrout e Terman (2010) ). Finalmente modelamos a

equacao do Cabo supondo que o neurdonio tem forma de um cilindro de raio a.

2.1 Antecedentes

O origem da teoria do Cabo em neurociéncia computacional inicia-se na
década de 1855, quando o professor William Thomson (mais tarde conhecido como
Lord Kelvin ) comegou a desenvolver modelos matematicos sobre a corrupgao do
sinal nos cabos de telégrafo submersos na agua. Thomson sabia que sua equagao
do cabo unidimensional se assemelhava a equacoes diferenciais parciais utilizados
por Fourier para descrever a condugao de calor em um cabo.

No ano de 1870 vieram as primeiras contribui¢oes de Hermann von Helmholtz

ao modelo eletrotonico axonal (Woodruff (1968)), também se concentrou em ana-
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logias com a condugao de calor. Mas foi Hoorweg que descobriu analogias com
cabos submarinos de Kelvin em 1898 e, logo Hermann e Cremer desenvolveram de
forma independente a teoria de cabos de fibras neuronais no inicio do século XX.
Outras teorias matematicas da conducao da fibra nervosa sobre a base da teoria do
cabo foram desenvolvidos por Cole e Hodgkin (1920-1930), Offner 1940 e Rushton
1951.

Comecaram aparecer na década de 1930 evidéncia experimental da importan-
cia da teoria do cabo na modelagem dos axonios nervosos reais, a partir do trabalho
de Cole, Curtis, Hodgkin , Katz , Rushton, Tasaki e outros. Neste momento era
muito importante o papel de Hodgkin e Rushton (1946)

Na década de 1950 houve melhoras nas técnicas para medir a atividade elé-
trica dos neuronios individuais. Assim, a teoria do cabo tornou-se importante para
o analise dos dados coletados a partir de gravagoes de microeletrodos intracelula-
res e para analisar as propriedades elétricas dos dendritos neuronais. Cientistas
como Coombs, Eccles, Fatt, Frank, Fuortes e outros estavam baseados principal-
mente na teoria do Cabo para obter maior conhecimento sobre o funcionamento
dos neuronios e para orientacao no desenho de novos experimentos.

Mais tarde, a teoria do cabo com seus derivados matematicos permitiu mode-
los neurais cada vez mais sofisticados para ser explorados por pesquisadores como
Jack, Christof Koch , Noble, Poggio, Rall , Redman, Rinzel, Idan Segev, Shepherd,
Torre e Tsien. Um aspecto importante da pesquisa centrou-se na andlise dos efei-
tos de diferentes distribuicoes de entrada sinaptica na superficie dendritos de um
neuronio.

A maior parte da andlise deste capitulo estd relacionada com cabos e den-
drites passivos (na qual os parametros de membrana sao independentes da tensao
e do tempo). Dada a quantidade de evidéncias encontradas para nao-linearidades
em dendrites, andlise de cabo passivo pode parecer obsoleto. No entanto, tal con-
clusao seria errada: pois os métodos fornecidos pela teoria cabo passiva melhora a

nossa compreensao dos mecanismos de integragao, mesmo em dendrites excitaveis.



O caso passivo é uma referéncia importante para o caso excitavel e nos ajuda a
compreender melhor o papel da excitabilidade. Além disso, o processo passivo é
uma aproximacao util que, analisados por métodos poderosos, deu origem a re-
gras gerais relativas ao papel da geometria da arvore dendritica e das propriedades

biofisicas passivas; ver comentérios em (Koch e Segev (1998)).

2.2 Neuronio Biolégico

O sistema nervoso € a parte do organismo que coordena suas agoes voluntarias
e involuntérias e transmite sinais entre as diferentes partes do organismo. De forma
geral, podemos entender que o sistema nervoso desempenha intimeras tarefas em
nosso corpo. A célula principal do sistema nervoso é o neuronio, as quais tem a
funcao bésica de receber, processar e enviar informacoes, por meio de alteracoes
elétricas que ocorrem na regiao da membrana - conhecidas por impulsos elétricos.
Esses ocorrem, geralmente, da extremidade de um neurdnio para a extremidade de
outro, sendo que o local de juncao entre estes é chamada sinapse nervosa. Existem
aproximadamente 86 bilhdes de neuronios no sistema nervoso do ser humano, onde
cada neuronio apresenta trés partes distintas: Dendritos, Corpo celular e axonio,
como ¢ mostrado na figura 2.1. Cada neurdnio esta conectado com cerca de 1.000
a 100.000 neuronios, o que permite que a informacao nervosa circule em forma
intensa e em varias direcoes ao mesmo tempo; cada dendrito esta conectado com

uma terminacao axonica.

Dendfritos
7 Axdnio

~ Corpo celular  S—

Terminagdes do axdnio

Figura 2.1: Estrutura do Neuronio.



A transmissao dos impulsos nervosos ou informagao nervosa entre dois neuro-
nios é através das sinapses (do grego synapsis, agdo de juntar). A sinapse é uma
regiao de contato muito préximo entre a extremidade do axonio de um neurénio e o
dendrito de outro neuronio. O impulso nervoso viaja da extremidade do axonio de
um neuronio ao dendrito de outro neuronio e este tipo de sinapse se chama sinapse
Axo-Dendritica. Quando os impulsos nervosos atingem as extremidades do axonio
do neuronio pré-sinaptico, ocorre liberagao, nos espacos sinapticos, de substancias
quimicas denominadas neurotransmissores, que tem a capacidade de se combinar
com receptores presentes no dendrito do neuronio pds-sinaptico, desencadeando o
impulso nervoso. Esse tipo de sinapse é chamado sinapse quimica. No trabalho
s6 vamos a estudar o impulso nervoso de um neurdnio que comeca dos dendritos
passa pelo corpo celular e pelo axonio e termina nos terminais axonicos. Os den-
dritos, axonios e as terminagoes axonica do neuronio sao modelados por cilindros
compostos de segmentos com capacitancia C), e resisténcia R, combinados em

circuito paralelo, ver Figura 2.2

Axbénio

Corpo celular

Dendritos Terminagdes do axénio

Figura 2.2: Modelagem da Estrutura do Neurdnio

2.3 Potencial de acao

O impulso nervoso ou corrente elétrica viaja por o neurdnio gracgas a diferenca
de potencial (potencial de agao) que existe no interior e exterior da célula. A

membrana celular é o que separa o interior do o exterior da célula e esta diferenca



de potencial é referido como o potencial de membrana. Em termos matemaéticos,

o potencial de membrana na posicao x e tempo t é definida como

Vi (t, ) = Vi(t,x) — Vo(t,x), (2.1)

onde V; é o potencial no interior e V, é o potencial no exterior da célula.

A figura 2.3 refere-se quando o potencial da membrana esta em repouso, isto
é, quando nao tem passagem de corrente elétrica. Matematicamente o potencial
da membrana esta em repouso quando ele mede cerca de —70mV, isto quer dizer
que no exterior da célula tem mais particulas positivas em comparacao ao interior
da célula. Dentro e fora da célula existem ioes: Sédio, Potéssio e Cloro. Para o
potencial de repouso a concentracao de ices K* dentro da célula é cerca de 10
vezes maior que fora da célula, enquanto que as concentracoes de Na+ e Cl~ sao
muito mais elevado do lado de fora do que dentro da célula.

A bicamada lipidica da membrana celular é um mau condutor de corrente
ionica, por nao ser ser permeavel a ioes. No entanto, a membrana contém proteinas
chamadas canais i6nicos que permitem a passagem seletiva de ions, por meio do
qual passa a corrente elétrica dentro e fora da célula. Cada canal tem portas de
ativacao e inativagao, existem dois canais importantes na célula neural(canal de
Sodio e canal de Potéssio). A porta de ativagao do canal Sédio permite que os
ides Na™ que se encontram na regiao extracelular entrem na regiao intracelular
e a porta de inativacdo do canal Sédio permite que nao entrem mais ioes Na™
na regiao intracelular. A porta de ativagdo do canal Potassio, permite que os
ices K*, que se encontram na regiao intracelular saiam na regiao extracelular e
a porta de inativacdo do canal Potdssio permite que nao saiam mais ides K na
regiao extracelular. No potencial de repouso as portas de ativagao dos canais
Sédio e Potassio estao fechadas e as portas de inativacao dos canais estao abertos,

Figura.2.3.



Canal ionico
de Na*

0®e S %o

+ + +
® ®
(O

+ +

Regiao
Extracelular|

Porta de ativacao fechada Porta de inativacdo aberta
Porta de ativacédo fechada [4] Porta de inativagao aberta

Figura 2.3: Potencial de repouso

Quando a membrana de uma célula excitavel realmente se excita, uma suces-
sao de eventos fisioldgicos ocorrem através da tal membrana. Tais fenomenos, em
conjunto, produzem aquilo que chamamos de Potencial de Acao e geralmente a exci-
tagao ocorre no momento em que a membrana recebe um determinado estimulo. Os
tipos de estimulos sao: calor, frio, solugao salina hipertonica ou hipotonica, acidos,
bases, corrente elétrica, pressao, etc. Algumas células desencadeiam o Potencial
de acao sem a necessidade de receber estimulos, devido a uma alta excitabilidade
que as mesmas apresentam; tais células sao denominadas auto-excitaveis.

Um tipico potencial de acao de uma célula excitavel dura apenas alguns
poucos milésimos de segundo, e pode ser dividido em duas fases: Despolarizacao e
Polarizagao.

Na figura 2.4 mostra que a fase da despolarizagao, comeca quando a porta
de ativagao do canal de Sodio se abre, e comeca a entrar ides Na™ da regido ex-
tracelular a intracelular, aumentando a quantidade de ioes positivos no interior da
célula, até que o potencial de membrana alcance cerca de +30mV’; nesse momento

a porta de inativacao do canal de Sédio é fechada.
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Porta de ativag&o fechada [4] Porta de inativacéo aberta

Figura 2.4: Potencial de agao: Fase de Despolarizacao

Na figura 2.5 mostra que a fase da repolarizagao comeca quando a porta de
ativacao do canal de Potdssio se abre, e comeca a sair idoes K+ da regiao intracelular
a extracelular, gerando a diminui¢ao da quantidade de ides positivos no interior da
célula, até que o potencial de membrana alcance cerca de —70mV’; nesse momento

a porta de inativacao do canal de Potassio ¢é fechada.

Canal ibnico Canal ibnico Bomba
deNa* de K+ Na*- K+
Regiao @
2 ®
®
+ + + + + + o+ |+ +

Regiao
Intracelular

Membrana

Regiao
Extracelular
Porta de ativac&o aberta Porta de inativacao fechada
=l Avre a porta de ativagao [a] Logo fecha a porta de inativagéao

Figura 2.5: Potencial de acao: Fase de Repolarizacao

Logo depois da despolarizagao e repolarizacao, as portas de ativagao e ina-
tivacao de cada canal retornam a seu estado de repouso, comecando assim outro
potencial de agao na mesma célula. Devemos observar que a despolarizagao permite

que o impulso nervoso viaje por toda a célula. Na figura 2.6 podemos observar;
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quando o potencial da membrana V), esta cerca de —70mV a célula esta no po-
tencial de repouso, quando V,; comeca aumentar o valor de —70mV até cerca de
30mV comeca o potencial de agao na fase da despolarizacao e quando comeca a
diminuir o valor de 30mV até cerca de —70mV o potencial de agao esta na fase de

repolarizacao.

Potencial de A mV |Potencial de acao]

Membrana
+30¢1
ol
D
3
O R . g .....
5
)
Q)2
o
70 NG
mS
[Potencial de Repouso| Tempo

Figura 2.6: Potencial de Repouso e Potencial de acao

2.4 Modelagem da equacgao do cabo

Na modelagem da equagao do Cabo utilizaremos o modelo elétrico do neuro-
nio e as defini¢oes basicas de eletricidade. Vamos supor que o neuronio tem forma
de um cilindro de raio a, no qual tem canais ionicos de Potassio. Pegamos uma

porcao do neurdnio da posigao x até a posicao x + Ax, como mostra na figura 2.7
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Regido H
Intracelulgr_:

T+ Az
Ax |

Regiao
Extracelular

Figura 2.7: Neuronio Elétrico

Da figura 2.7 pegando o ponto A até o ponto B, do neuronio, para mostrar

a seguinte figura.

) Ve(t,2) Velt, + Az)
Regido Extracelular etz +A2) g
ipg(t, 5+ As)
1
Ey
Vi (t,z + Az)

Membrana

ol r(t,z + Az)
%&$+A5T;2iﬁum+A@

in(t 2+ Az)
AN

B;

ii(t,z + Az)

Vi(t,z + Az)

Figura 2.8: Modelagem do Neuronio Elétrico

Do né A; da figura 2.8 e pela primeira lei de Kirchhoff (a soma de correntes

que entram é igual & soma de correntes que saem), temos a seguinte igualdade,
im(t,x) = ic(t,x) + ik (t, x),

aqui iy, (t, z) corrente da membrana , i (¢, z) corrente de Potdssio e i.(t, z) corrente
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da capacitancia, por unidade de area. Para obter a corrente da membrana em toda
a circunferéncia da posicao x, temos que multiplicar pela area da circunferéncia
(2ra).

2ra iy (t, ) = 2ma i.(t, x) + 2wa ig(t, ),
Iy (t,z) = I(t,z) + Ix(t, x), (2.2)

onde I (t,x) = 2mwa ip(t,x) é a corrente da membrana, Iy (t,x) = 2ma ix(t,x) é
a corrente de Potéssio e I.(t,z) = 2ma i.(t,x) é a corrente da capacitancia, para
uma area de 27a.

Primeiro calculamos I.(t,x). A corrente da capacitancia por unidade de
area é a quantidade de carga que passa por uma unidade de area em um determi-
nado tempo e é descrito pela seguinte equacao,

. qt + At,z) —q(t,x
ic(t,x) = ( Ai ( ),

onde ¢(t,z) é carga elétrica da membrana no tempo t e q(t + At,z) é carga da
membrana no tempo t + At, tomando a At suficientemente pequeno, tomando o

limite temos

ie(t,2) = A%flEm At ’
dq(t, x
it ) = (8t ), (2.3)

agora a capacitancia por unidade de &area, é a medida da quantidade de carga

elétrica ¢ armazenada por um capacitor para um potencial elétrico dado V.

. q(t, x)
M VM(t7 ZE) 7
Tomando derivada respeito de ¢,
8q<t,3§') - ¢ aVM(tax)
o M a7
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substituindo a equagao (2.3), na equacao de acima, temos

ot

iC:CM

para obter a corrente da capacitancia em toda a circunferéncia da posicao x, temos

que multiplicar pela area da circunferéncia (27a),

2mwa 1, = 2ma cMaVMa—(tt’x),
8VM(t, .17)

Ic:CM @t )

onde C'y; é a capacitancia da membrana para uma area de 2mwa. Substituindo I

na equagao (2.2), temos

I = Cu =5,

+ I (2.4)

Agora acharemos Iy entdo, da figura (2.8) na posigao z e pela Lei de Ohms,
temos

VM(t,ZL‘) — Ek = ikrk(:p),

(Var(t, ) = Eg),

onde r(x) é a resisténcia do canal de potdssio para uma unidade de drea na posi¢ao
x e a constante Fj é o potencial de Nernst ou potencial de equilibrio para o canal
de Potdssio. Denotemos gx () como a condutancia de potdssio por unidade de drea

na posicao z, tendo a seguinte relagao ri(z) = gik. Entao
in = ge(Vu(t, 2) — Ej),

sendo 75 a corrente de potassio por unidade de area. Entao a corrente de potéssio

para uma area de 2mwa é descrita a seguir

2 a iy = 2m a gr(x) (Vi (t, z) — Ey),
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Ik = Gk($)(VM(t,$) — Ek),

onde [ é a corrente de potassio e GG, a condutancia de potéassio, para uma area de

27a, substituindo a tltima equagao na equagao (2.4), temos

Finalmente acharemos Iy, aplicando a primeira lei de Kirchhoff para o
no A;, temos

ii(t,x) = 4;(t, x + Az) + iy (L, z),

Do mesmo jeito para um né, podemos fazer para um cilindro (ver figura 2.7),
denotemos I;(t, x) a corrente interna total que passa por a posicao z, I;(t,z + Ax)
a corrente interna total que passa por a posicdo x + Ax, sabemos que iy (¢, x)
denota a corrente que passa por uma unidade de area ou por um né, I (t,z) é a
corrente que passa por uma area de 2ma, agora se desejamos saber quanta corrente
passa por todo o cilindro temos que multiplicar a I (¢, x) por Az, entdo a correte
total que passa por toda a membrana é Iy;(¢,z)Ax. Pela primeira lei de Kirchhoff,

temos

Ii(t,z) = Li(t,x + Az) + Azl (t, ),

= It ), (2.6)

2 na posigao z, Li(t,x + Az) é a

assim [;(t,z) é a corrente no circulo de éarea ma
corrente no circulo de drea wa? na posicao x + Ax e Azl (t,x) é a corrente para

uma area de 2waAx.
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Aplicando a primeira lei de Kirchhoff para o né A, temos

ie(t,x) +in(t,x) =ic(t, v + Ax)

Do mesmo jeito para um né, podemos fazer para um cilindro (ver figura 2.7),
denotemos I.(t, z) a corrente externa total que passa por a posigao z, I (t,z + Ax)
a corrente externa total que passa por a posicao x + Az, Iy (t,z)Ax denota a
corrente total que passa por toda a membrana . Pela primeira lei de Kirchhoff,

temos

L(t,x) + Axly(t, z) = L.(t, x + Az),

Da figura 2.7: Denotemos R; como a resisténcia interna total na posigao
x, entao se desejo a resisténcia interna em tudo o cilindro temos que multiplicar
por Az, entao resisténcia interna total em tudo o cilindro é R;Ax, sabemos que
I;(t,x+Ax) é a corrente interna total que passou da posicao z até a posigao x+Ax,
Vi(t,z) é o potencial elétrico na posicao z e V;(t,x + Azx) é o potencial elétrico na

posicao x + Ax, entao pela lei da Ohms, temos
Vi(t,z) = Vi(t,z + Ax) = I;(t, x + Az) R;Ax,

Tomando limite na equacao de acima,

i Vi(t,x + Ax) — Vi(t, x)
Az—0 Az

= —Ii(t, ]))RZ,

Wilbx) 4 )R, (2.8)
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Da figura 2.7: Denotemos R, como a resisténcia externa total na posicao
x, entao se desejo a resisténcia externa em tudo a regiao extracelular temos que
multiplicar por Az, entao resisténcia externa total na regiao extracelular é R Az,
sabemos que I.(t,z + Ax) é a corrente externa total que passou da posi¢ao x até
a posigao = + Az, V,(t,x) é o potencial elétrico na posigao = e V.(t,x + Ax) é o

potencial elétrico na posicao x + Az, entao pela lei da Ohms, temos
Ve(t,z) — Ve(t,z + Ax) = I.(t, 2 + Ax) R Az,

Tomando limite na equacao de acima,

lim Ve(t,x + Ax) — V.(t,x)

Az—0 Az

= —1I.(t,z)R.,

OV.(t, )

e —1.(t,x)R., (2.9)

Da equagao (2.1) temos,
VM(t7 I‘) = V;(ta I) - ‘/e(t7 I)?

derivando respeito a variavel x

OVu(t,z)  OVi(t,x)  OVe(t,x)
Ox - Oz ox

Substituindo as equagoes (2.8) e (2.9) na equacao de acima, obtemos,

8VM(t, 33)
YYMALE) LT
5 ()R + L.(t, z)R,,
0*Viy(t, x) oI;(t, x) Oc(t, x)
Ox? = 1 ox + Fe oxr

Substituindo as equagoes (2.6) e (2.7) na ultima equagao. Encontramos,

02V (t, )

02 = RzIM(tax)+ReIM<tax)7
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1 0*Vyl(t,x
u(t2) = 2= gﬁ? !

Substituindo a ultima equagao na equagao (2.5), temos assim a equagao do

Cabo

1 82VM(t, ZL’)
RZ' + Re 0x?

= Cn—p;
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Capitulo 3

Sobre Problemas inversos

A definicao de “problema inverso” é apresentada no livro de Engl et al.
(1996): “Resolver um problema inverso é determinar causas desconhecidas a partir
de efeitos desejados ou observados”. Os problemas diretos tem-se estudado exten-
sivamente por algum tempo, enquanto os problemas inversos é mais recente e nao
tao bem compreendido.

Uma caracteristica que diferencia um problema direto de um problema

inverso é que o segundo, em geral, é mal-posto no sentido de Hadamard (2014).

Definicao 3.1. (Hadamard) Um problema € dito bem posto no sentido de Hada-

mard se satisfaz as condicoes:
1. Eziste uma solugao para o problema (Erxisténcia)
2. Eziste, no mdzximo, uma solu¢ao para o problema (Unicidade),
3. A solugao depende continuamente dos dados (Estabilidade).

Caso um dos requisitos acima nao seja satisfeito, o problema é dito mal-posto.
A descricao matematica de um processo fisico a ser estudado é modelado por
um processo que envolve trés quantidades principais do modelo: dados de entrada

“o7  parametros do sistema “P” e dados de saida “y” (Baumeister e Leitao (2005)).

e O problema direto. Dado a entrada “z” (causa) e o sistema de para-

metros “F,”, determinar a saida “y” do modelo (efeito)
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e O problema inverso. Esse pode aparecer em duas formas.

1. O problema de reconstrucao: Dado o sistema de parametros “F}”
e observado a saida “y” (efeito), encontrar a entrada “z” (causa )

correspondente a saida “y”

2. O problema de identificagao: Dados a entrada “z” (causa) e saida
“y” (efeito), determinar o sistema de parametros “F,” que relaciona

a entrada “x” a saida “y”.

Numa formula¢do matemadtica, F,, é um operador (por exemplo, uma matriz) de-
finido entre espacos vetoriais, que para nosso objetivos, consideramos espacgos de
Hilbert H; e Hy com respetivos produtos internos, p € P; que tem a seguinte
representacao.

F,: Hy — H,,
Fy(z) =y, (3.1)
e O problema direto. Dado x € H; e p € P, encontrar
y = Fp(z);
e O problema inverso. Esse pode aparecer em duas formas.

1. O problema de reconstrucao: Dados y € Hy e p € P, encontrar

r € Hy tal que F,(x)=uy; (3.2)

2. O problema de identificagao: Dados y € Hy e x € Hy, encontrar
p € P tal que Fj(z) = v.

Nés vamos estudar o problema inverso de reconstrugao. Em termos

praticos, os dados “y” sao obtidos por medicoes e assim, dificilmente, sao obtidos
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de forma exata, dada a natureza da obtencao desses dados (medidas). Portanto,
costumamos denotar as medicdes obtidas por °, das quais assumimos conhecer o

nivel de ruidos ¢, satisfazendo

Hy - ysHHQ < 57 6> 0. (33>

3.1 Solucao de minimos quadrados

Para fins praticos enunciemos o problema inverso de reconstrugao (3.2) da

seguinte maneira: Seja F' : H; — Hs; um operador entre espacos de Hilbert

(Hl & Hg)
Dado y € H,,
Encontrar x € Hy, tal que, (3.4)
F(z) =v.

Pode acontecer que o lado direito Im(F') & Ho; consequentemente (3.4) nao
tem tem solucao no sentido classico. Com a finalidade de contornar o problema de
nao existéncia de solugoes, introduzimos uma mudanca no conceito de solugoes no

seguinte sentido:

Definigao 3.1.1. u € Hy ¢ solugdo de quadrados minimos (SQM) para (3.4) se
||F<u) - y||H2 = 3?61}}11 ||F(ZL’) - y||H27
ou
u = argmingem, || F () — y||m,-

Uma caracterizagao util para solugoes de minimos quadrados é dada no se-

guinte teorema:
Teorema 3.1.1. Paray € Hy e u € Hy as sequintes propriedades sao equivalentes

a) u é uma solug¢ao de minimos quadrados .
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b) F*(F(u)) = F*(y) (conhecidas como Equagoes Normal, onde F* ¢ o

operador adjunto de F).
¢) F(u) = P(y), Onde P é a projecio ortogonal de Hy sobre Im(F).
Demonstragao. Ver (Baumeister (1987)) O

Se F' é um operador linear e dados y € Hy e o conjunto S, = {u € Hy; u

é SQM}, entdao pode-se mostrar que S, # ), se e somente se, y € Im(F)+Im(F)=*.

Deve ser claro que se y € Im(F'), S, coincide com o conjunto de solugdes de

(3.4).

Se F' é um operador linear e dados y € Hs e o conjunto S, = {u € Hy; u é

SQM?}, entao pode-se mostrar que se S, # ), entao, S, ¢ convexo e fechado.

Entdo, podemos garantir que se F' for linear e y € Im(F) + Im(F)* entdo
existe uma SQM i.e., S, # {0}. Porém nao garantimos a unicidade da SQM, se
o nicleo de F é diferente de zero Nu(F') # 0, ndo temos tal unicidade. Sera que
temos alguma alternativa? a resposta é afirmativa: basta para tal, escolhermos
entre as (vérias) possiveis solugbes, uma que tenha uma caracteristica especial.

Para garantir a unicidade propomos a seguinte condigao.

Definicao 3.1.2. Seja H um espaco vetorial. Dizemos que v’ € H é de norma

minima em H, se

ul]] < [|ull; Yue H.

Se S, # {0} entao S, é convexo e fechado, e logo do Teorema A.2.1, para

todo x € H; existe um tinico vetor u! € Sy tal que

lo =] < |lz —ull; Vu €5,
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para z = 0, temos

laf] < lulls Vu €8,

Entdo podemos concluir que se F for linear e y € Im(F) + Im(F)*, entdo, existe
uma tnica solugao de minimos quadrados de norma minima uf. Se Im(F') é fechada
entdao Im(F) @ Im(F)* = H,, e u' é chamada de solucio generalizada de (3.4).

Logo, temos um caminho para definir o operador inverso generalizado de F'.

Definicao 3.1.3. F' ¢ inversa generalizada de F, com dominio de definicao
D(F") = Im(F) + Im(F)*, ¢ o operador que designa a cada y € D(F') a tinica
SQM de norma minima para (3.4). Isto é:
F': D(F") — H,
y— Fi(y)=ul, Yye D(FT).

Com relagao a questao de estabilidade, precisamos saber se a solucao depende
continuamente dos dados. A estabilidade é necessaria se desejamos assegurar que
pequenas variacoes nos dados conduzem a pequenas mudancas na solucao. A es-
tabilidade estd relacionada com a continuidade de Ff. Se FT for continua entdo o
problema ¢ estével; se F'T for descontinua entao o problema é instdvel. Uma obser-
vacao importante é que se Im(F) é fechado entao F'' é continua, caso contrario,
FT nao é continua e o problema de determinar a solucao generalizada é mal posto.

Sabemos que para todo y € D(F), temos uma tinica SMQ de norma mfnima,
mas nés tralhamos com dados perturbados y° de acorda & equacio (3.3), entdo pode

acontecer que, y° € D(FT) ou 3° & D(FT)

e se y’ € D(FT) entdo existe uma tinica SMQ de norma minima, porém nao
depende continuamente dos dados, assim temos o problema de instabili-

dade,
e se y° & D(FT), ndo garantimos existéncia da solucao.

Se uma das condicdes anteriores for verdade, é bastante provavel que Ff(y°)

nio seja uma aproximacio aceitavel para F'(y) devido a descontinuidade de FT.
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Neste coso os problemas de instabilidade podem ser controlados por técnicas cha-

madas de métodos de regularizagao, em particular os métodos de Landweber:

e Se F for linear, podemos controlar a instabilidade com o método de Landwe-
ber linear. O analises de convergéncia do método pode-se encontrar nas

seguintes referéncias: De Cezaro e De Cezaro (2012) e Baumeister e Leitao

(2005)

e Se F' nao for linear, podemos controlar a instabilidade com o método de

Landweber nao linear, como mostraremos na proxima segao.
3.2 Método de Landweber nao Linear

Seja F' um operador nao linear, tal que da equagao (3.4) temos

F(z) =y

onde F': Hy — H,, sendo H; e Hj espagos de Hilbert com produto interno (-, -)
e norma || - ||, respectivamente. Como F' é um operador nao linear utilizamos o

conceito da derivada de Gateux, que pode ser definido como

Definicao 3.2.1. Seja Hy, Hy espacos normados e H um subconjunto aberto de
Hy, xy € H, F: HC Hi — Hy uma aplicagcdo. A aplicacio 6F (xgy) : Hy — Hy

definida por

OF (xg)h = lim Flao + M) = Fzo)

A—0 A ; Vhoe Hl

¢ chamado derivada de Gateux da aplicagao F' no ponto xo. Denotarem a derivada

de Gateux F'(-)

Se F'(.) é continua, uma alternativa possivel, é considerar iteragao de Landwe-

ber nao Linear, na qual tem a seguinte forma para dados exatos

Ty = o — F' ()" (F(2r) — y), (3.5)
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* é a adjunta da derivada de

onde zo € D(F) é uma estimativa inicial e F'(-)
Gateux.
Se nao temos o dado exato y, e s6 temos dados perturbados ou experimental

y°, a iteracdo de Landweber ndo linear é:
i = 2p — F(2)" (F(xy) — o). (3.6)

Como ¢ bem conhecido, métodos iterativos para problemas nao lineares, em geral
nao possuem a propriedade de convergirem globalmente, assim, temos que dar
certas condigoes. Em especial, o ponto inicial 2§ = x¢ deve incorporar algum
conhecimento a priori da solu¢ao exata do problema (3.4). Portanto, supomos que
exista uma bola fechada By, C D(F') de raio 2p > 0 e de centro z de forma que

as hipoteses abaixo sejam satisfeitas.
Hipéteses 3.2.1. Assumiremos que:

1. Operador F(-) é continuo e o problema (5.4) possui uma solugdo x, €

By, (o).

2. A derivada de Frétchet de F(.) satisfaz

IF' (@)l <1 @ € Byy(wo). (3.7)

3. Ainda, necessitamos assumir a condicdo local de nao-linearidade chamada

de condi¢ao do cone tangente, para n < % e T, T € Bsy(xg)

|F(z) = F(2) = F'(z)(z = D) < nl[F(2) = F(2)]] (3.8)

Assumindo as Hipdteses anteriores, temos que estabelecer um critério de
parada. Este critério deteta a transicao entre convergéncia e divergéncia do mé-
todo. Consequentemente, um critério de parada apropriado deve levar em conta

a informacao adicional do nivel de ruido §. Uma alternativa para a escolha do
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critério de parada é o principio da discrepancia: a iteragao é parada no indice

k. = k(8,7°) quando, pela primeira vez, satisfez a seguinte desigualdade

1y” — Fagsoll < 76, (3.9)
onde
1+n
> 2 > 2. 3.10
T, (3.10)

Na pratica trabalhamos com dados perturbados 3’ e nem sempre com dados exatos
y, entdo nao temos a seguranca de saber se y° € Im(F). Com isso a iteracio 2 em
(3.6) nao converge. Por outro lado, se a iteracao é parada de acordo com o principio
da discrepancia, entao temos uma maneira estavel de obter uma aproximacao para
a solugao de F'(z) = y. Os préximos resultados mostram a convergéncia do método

de Landweber linear para dados exatos e a convergéncia do método de Landweber

nao linear para dados perturbados, respectivamente.

Teorema 3.2.1. (Convergéncia para dados exatos) Suponha que se cumpre a Hi-
poteses 3.2.1. Entao a itera¢ao de Landweber nao linear (3.5 ) converge para uma

solugdo do problema (3.4).
Demonstracao. Ver Engl et al. (1996) Theorem 11.4. O

Teorema 3.2.2. (Convergéncia para dados aproximados) Suponhamos que se cum-
pre a Hipdteses 3.2.1 e k, = k.(y°, ) escolhidos de acordo com o principio da dis-
crepancia (3.9), com T dado por (3.10). Entao a itera¢ao de Landweber 8  con-
verge a uma solugao do problema (3.4), F(x) =y, quando 6 — 0. Se Nu(F'(z")) C

Nu(F'(z)) para todo x € B,(z"), entdo xf,_ converge para ' quando § — 0.

Demonstragao. Ver Kaltenbacher et al. (2008) Teorema 2.4 O
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Capitulo 4

Solucao de um problema Inverso em

neurociéncia

No presente capitulo apresentaremos a solucao numérica do problema inverso
em neurociéncia, o qual consiste em, dado o potencial de membrana Vj,(t,z),
encontrar a fungao da condutancia G (z), da equacao do cabo com as condigoes
de fronteira e a condigao inicial, mostrada na equagao diferencial parcial (4.1), onde

R;, R.,Cy e Ex sao constantes conhecidas e p(x), q(t) e r(t) sdo fungdes também

conhecidas.
RiiRe a?xg;gt,x) = CM%EM) + Gr(x)(Vu(t, x) — Ey),
Vi (0,2) = r(x), 0<z<L, (4.1)
8V1ga(:t,0) — p(t), aVzvéit,L) _ q(t) 7 0<t<T

4.1 Problema inverso em Neurociéncia

Para fins praticos denotemos:

Vu(t,z) = V(t, x),
CM(RZ + Re) = C,
Gr(z)(Ri+ Re) = g(x),

Ek:e,
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Entao a equagao diferencial parcial (4.1) fica da seguente maneira:

Via(t, ) = cVi(t, x) + g(x)(V(t, x) —e),
V(0,z) =r(x) 0<z<L, (4.2)
Ve(t,0) =p(t); Vo(t,L)=q(t) 0<t<T.

Definicao 4.1.1. Seja F' o operador nao linear, com dominio D(F) = L>(0, L),
tal que

F: L*(0,T) — L*(0,T)
g9(x) = F(g(z)) :=V(t, L),

Onde V (t,x) satisfaz a equagao diferencial parcial (4.2)

Definicao 4.1.2. Seja F' o operador da defini¢ao 4.1.1 , entao pode-se definir a

derivada de Gateaux, do sequinte modo

F'(g): L*(0, L) — L*(0,T)
hw— F'(g)h := W(t, L),

onde F'(g) € operador da derivada de Gateaux na dire¢io de h € L*(0, L) no ponto

g € L>(0, L), veja que F'(g) é um operador linear e limitado.

Definigao 4.1.3. Dado que F'(g) : L*(0,L) — L*(0,T) é um operador linear e

limitado, pode-se definir o operador adjunto F'(g)*

F'(9)*: L*(0,T) — L*(0, L)

definido por

(F'(9)"Y, X)120,) = (Y, F'(9) X) r2(0,1)-

O problema direito consiste em: Dado uma funcao g € D(F') achar a
fungao F(g) = V(-,L) € L*(0,T) da equacao (4.2). Por ser (4.2) uma equagao
diferencial parcial de segunda ordem, parabdlica, linear e nao homogénea garante-se

a existencia e unicidade de V' e a estabilidade do operador F'. Logo podemos obter
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a solugao aproximada de V' utilizando método de Diferencas Finitas ou Elementos
Finitos.

O problema inverso consiste em: Dado uma funcao V(-,L) € L*(0,T)
encontrar a fun¢ao g € L>(0, L) da equagao (4.2). Tomando em conta a Hipdteses
3.2.1 temos que F(g) = V/(-, L) possui uma solugao em By, ()

Em situacoes praticas, o potencial de membrana V' sao obtidos experimental-
mente V', portanto esta sujeito a erros de medicdo, assim dificilmente sdo obtidos
de forma exata. Devido & instabilidade ou descontinuidade de F' pode aconte-
cer que pequenas variagoes nos dados de V' ocasionem grandes perturbacoes na
solucao. O problema da instabilidade pode ser controlado por métodos de regula-
rizagao, em particular o método de Regularizacao de Landweber nao Linear, como
¢ mostrado no capitulo 3.

Da iteracao de Landweber nao Linear (3.6), temos a seguinte expressao:

G =g —F' (@) [V’ = F(g))]. (4.3)

A iteracao anterior gera uma sucessao de funcoes {g,‘z}. O Teorema 3.2.2

mostra que
lim (]6 =g
6—0 fox ’

onde k, é escolhido de acordo com o principio da discrepancia (3.9).
No caso em que V = V? (dados sem ruido ou dados exatos) temos seguinte

iteragao de Landweber nao Linear

Ge1 = gr + F'(g)" [V(L, L) — Fgi)], (4.4)

do Teorema 3.2.1, a iteracao anterior gera uma sucessao de fungdes {gx} que con-
verge a solucgao g ,isto é:

li =g.
Jim g =9
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4.2 Solucao da adjunta da Iteragcao de Landweber Nao Linear

Nesta secao vamos demonstrar o Teorema 4.2.1, no qual consiste em calcular
a adjunta da iteracao de Landweber nao Linear (4.4). A demostragao para o caso
de dados perturbados da equagao (4.3) vai ser a mesma. Logo obteremos a solugao
do problema (4.2) com esta nova iteracao. Primeiro definimos a seguinte equagao

diferencial parcial

—Uys(t, ) — c U(t, z) + gi(z) U(t,x) =0,
U(T,z) =0 O<z<L,

U(t,0) = 0; 0<t<T,
Uy(t,L)=V(t, L) — F(gi(x)); 0 <t <T.

Teorema 4.2.1. Seja F definida por 4.1.2, entao dado gy, temos:

T

F(g)* [Vt L) — Flgy)] = / (V(t,x) — YUt 2)dt.

Demonstragdo. Da definigao 4.1.1, para um o« € R e h € L?(0, L), temos F(g; +
ah) = V*(t, L), onde

Va

rx

V0, z) = r(x); O<xz<L, (4.6)

(t7 I) = C‘/;ta(th) + [gk - ah](va(t7 I) - 6)7

VX(t,0)=pt), V2@t L)=qt); 0<t<T.

Subtraindo a equagao diferencial parcial (4.2) e equagao diferencial parcial

(4.6), dividindo por «, e tomando limite temos F'(gx)h = W(t, L), onde

Wit x) — W (t, ) + gr(2)W(t,x) = L(V(t,x) —e),
W(0,z) =0, 0<z<L, (4.7)
W,(t,0)=0; W,(t,L)=0, 0<t<T.
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Da hipéteses do Teorema , temos o produto interno ¢,

v = (Flge(@) [Vt L) = Flge(@))] 5 b )1z,
= (V(t,L) = Flg(x)) s F'(ge(x)) b )r2(0.1),

= (V(t,L)— F(g(x)); W(t L) >L2(0,T)a
da equagao diferencial parcial (4.5), U,(t,L) =V (¢, L) — F(gx),

o = (U(t,L); W(t,L))r201),

- / U6, L) W Dt

= /T[Ux(t, L) W(t, L))dt,

da equagao diferencial parcial (4.5), U,(t,0) = 0,

© = /OT[Ux(t, LYW(t,L)|dt — /OT[Ux(t,O) W(t,0)]dt,

T
= / (U (t, ) W(t,z)]§dt.
0
Da equacao diferencial parcial (4.7), W,(t,0) =0 e W,(¢t,L) =0,
T T
¢ = [ oW - [ v v

Da equagao diferencial parcial (4.5), —c Uy(t,x) — Uy (t, ) + gi(z) U(t, ) = 0.

p = / U, (t,2) Wt 2)]E / (W, (t, 2) U(t, )5+

/0 /0 W(t,z) (—cU(t, z) — Upe(t, ) + gx(2)U(, x)),
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— /O[Ux(t,x) W(t,x)]oL—/ (We(t,z) U(t, )]y

- C/OT /OL W(t,x)Ut(t,m(; - /OT /OL W(t, z) Uplt, x)+
/OT /OL W(t,z) gr(2)U(t, ),

integrando por partes o primeiro e quarto termo da ultima equacao,

T L T T L T L
@ = / / W, U, —/ (W, U=k — c/ / WU, +/ / Wi (z)U,
o Jo 0 o Jo o Jo

integrando por partes o primeiro e segundo termo da ultima equacao,

T L T L T L
© = — / / WU — c/ / WU, + / / Wi (z)U,
o Jo o Jo o Jo

da equagao diferencial parcial (4.5), U(T,x) = 0 e da equagao diferencial parcial

(4.7), W(0,2) =0,

T L T L T L L
@ = —/ / WMU—C/ / WUt—I—// ng(x)U—f—c/ WuUlt,
0 0 0 0 0 0 0

integrando por partes o segundo e quarto termo da ultima equacao,

T L T L T L
p = —/ / WxxU+c/ / WtU+/ / W (x)U,
o Jo o Jo o Jo

_ / /OL[th—Wvagk(x)W]Ua

da equagao diferencial parcial (4.7)

o = /0/0[h(V(t,:v)—e)]Uk(t,x)dtdx,

_ /O h(/OT[V(t,m)—e]U(t,x)dt> dz,

_ </0 Vit,z) — ] Ult,x) di 3 1),
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entao

FloIV(t.a) = Fla) = [ V(ta) = UGa)ar
O

Substituindo a ultima igualdade na equagao (4.4), temos a seguinte iteragao

de Landweber nao Linear

%umz%w—gﬂw@wde@w

4.3 Método de Landweber nao Linear em forma algoritmica

Na presente secao veremos como funciona de forma algoritmica a iteragao de
Landweber nao Linear, para dados exatos (V). Para o caso de dados perturbados

V? a iteracao funciona do mesmo jeito. Entdao da ultima equacdo temos,

%umz%m—éUWw%dUw@% (48)

para obter a solucao do problema inverso em neurociéncia de acordo a equacao
diferencial parcial (4.2), o problema consiste em, dado uma fungao V (¢, z), achar
a fungao g(z). Utilizando a iteracdo de Landweber ndo Linear (4.8), obtemos uma
aproximacao de g.

O algoritmo da iteragao de Landweber vai ser dividido em 3 passos:

Passo 1. Suponhamos que conhecemos g, entao substituindo g, na equagao
diferencial parcial (4.2), achamos F'(gx) = Vi(, L) de equacao diferencial parcial

(4.2), na qual tem a seguinte forma,

Ve (t> ZE) = cVi, (tv l’) + gk(x)(vk<t7 l‘) - 6)7
Vi(0,2) = r(z), O<z<L, (4.9)
Ve (£,0) = p(t): Vi (1) = qt), 0 < t < T.

Passo 2.  Substituimos F(gx) = Vi(-, L) na equacao diferencial parcial (4.5),
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achamos U (t, ), da equagao diferencial parcial (4.5), na qual tem a seguinte forma

—Us(t,z) — c U(t, x) + gi(z) U(t,x) =0,

U(T,z)=0; 0<z<lL,
(4.10)
U,(t,0) =0; 0<t<T,

Uy(t,L) = V(t,L) — F(g) =T(t,L); 0 <t < T.

Passo 3.- Tendo U (t, z) calculado no Passo 2, substituimos na iteragao de Landwe-
ber ndo Linear (4.8), obtendo assim  gg11 (¢, x).

Observemos que para cada iteracao temos que resolver duas equacoes dife-
renciais (4.9) e (4.10), e uma integral (4.8), outra observacao importante que temos
que dar é, se V (t,x) é obtido por um método de aproximagao, as fungoes Vi(t, z)
e Ui(t, x) devem ser obtidos pelo mesmo método de aproximagao. Por exemplo no
capitulo de experimentos computacionais aplicaremos o método de diferencas fini-
tas (Euler explicito) para obter a solucdo aproximada do valor perturbado V?, isto
quer dizer que temos que achar Vi (¢, x) e Ux(t, x) utilizando o método de diferengas
finitas (Euler explicito).

Na proxima secao mostramos a solucao numérica de Vi e U utilizando o

método de diferengas finitas (Euler explicito)

4.4 Solugcao Numérica via diferencgas finitas: Euler Explicito

Nesta se¢ao apresentaremos a solugao das equagoes diferenciais parciais (4.9)
e (4.10) aplicando o método de diferencas finitas em particular o método de Euler
explicito. Primeiro solucionemos a equagao diferencial parcial (4.9). Para fins
préaticos denotemos Vi (t,x) = V(t,2) e g2(x) = g(z), entdo o problema (4.9) fica

da seguinte maneira.

Via(t,2) = cVi(t, x) + g(x)(V(t, x) — e),
Fg(z)) =V(t,z) =1 V(0,2) = r(z), 0<z<L, (4.11)
V;c(t’ 0) :p(t); V;c(t» L) = Q(t>’ 0<t<T.
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(1) Discretizando a primeira equagao.

Via(t,z) = cVi(t,z) 4+ g(z)V(t, z) — g(x)e,

| VL VS U vl Vot V”
Jj—1 J j+1 J n
A E— v,
Az? ¢ At + i “
A n n n _ n+1 n A n A
Ag 2(V =2V + Vi) = (Vi = V) + At gV — Atgje,

isolando Vj”“, temos a seguinte equacgao

At

g (Vi = 2V 4 Vi) + 6V = AL g,V + Agie

n+l _
v = | im

reorganizando a equacao acima, temos

At At At At At e
vt = v (e a1 - B ) e A

J c Az? c Az?
(4.12)
(2) Discretizando a primeira condigao de fronteira,
Ve(t,zi) = p(t),
‘/2n — Vbn n
oAz D
Vol = V4! —2Axp", (4.13)

da equagao (4.12), para j = 1,

JAN? AN At At At e
‘rn—i—l ‘rn ‘rn ‘r
! C—M 0 +(_2CA£L'2+1_TQ1) ! +CA 272 791’
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substituindo a equagao (4.13), na equacao de acima, temos,

At At At At
n+1 __ n n n
Y _chZVZ _QCAxp +<_20Ax2+1_791)v1+

At Vn+Ate
c Ax2 2 c 1,

reorganizando a equacao acima, temos

At At At At At
V1n+1:<—2 +1—791)V1n+2 vy + 0691—2— "

c Ax? c Ax? c Ax
(4.14)
(3) Discretizando a segunda condigao de fronteira,
Vot,zf) = q(t),
Vr?m%»l - 731:71 _ n
2Ax -
o1 = Vi1 + 28247, (4.15)

da equagao (4.12), para j = nz,

nx c Ax2? nr—1 c Ar2 n c Ar2 nx+1
Ate

9nz
C

At At At At

substituindo a equacao (4.15), temos,

At At At At
VTZ?_I = Vnnm—l + <_2 +1- 797133) Vnr’;: + —vr;nz—l—i_

e Az? c Ax? c Ax?
5 At N Ate
cAx c Gna:
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reorganizando a equacao acima, temos

C C

CA2 na—171 c Ax? ne c Ax

(4.16)

de (4.14), (4.12), (4.16), temos respectivamente

At At At Ate At
n+l . n n _ n
Y B < Qch2+1 c )V 2 A:E2V2 T 2chp ’

n+1 n — " j
Vi - chQV ( 20 Ax? 1= )V cAx 2V]+1+ c I
At At At At e At
n+l __ n - " A
AR A2Vn$1+( 22 t! )V — I+ 20"
Denotemos:
a:cﬁ—tﬁ’ b:—2a+]., d:%7 f:A£67 :Sﬁi

Entao as trés ultimas equagoes pode ser escrito

Vit = (b—dgi) V" +2aVy + fgi — hp",

Vit = aVt 4 (b~ dgy) V] + aVii + £ gj

vnT:LJc+1 = 2avm: 1+ (b - dgmﬂ) Vnr;v + fGne + hq".

Esta relagao pode ser escrito de forma matricial da seguinte maneira

=l v v v

n
Vn:p
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b—dg 2a 0

0 0 0
a b—dgs a 0 0 0
0 a b—d gs 0 0 0
0 0 0 b—d gneo a 0
0 0 0 a b—d gne1 a
| 0 0 0 0 2a b—d gna |
b 2a 0 00 O g 0 0 0 0 0
a b a 00 O 0 g 0 ... 0 0 0
0 a b 00 O 0 0 g3 0 0 0
—d
00 O b a 0 0 0 0 ... Guo O 0
00 O a b a 0 0 0 0 Jnz—1 0
00 O 0 2a b 0 0 0 0 0 Gnz
Al d* diag(g)
A=A +dxdiag(g). (4.17)

far—hp'  fg1 — hp?

fg2—0 fga—0

fgn:s—l -0 fgnz—l -0

fgr—hp™™ Y fgr — hp™

fg2—0 fga—0

fgnr—l -0 fgnm—l -0

fGna — hqnt_l fGnz — hqnt
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—hpt —hp? ... —hpMTt —hp™ 9 R 9
0 0 0 0 92 92 92 92
B= +f
0 0 cee 0 0 Onz—1 YGnz—1 -+ YGnz—1 YGnz—1
—hq' —h¢® ... —hg™ ' —hg™ Gnz  Gnz -+ Gnz  Gna

Bl f * g*ones(1,nz)

B = B1+ fxgx*ones(1,nz), (4.18)

Sabemos que V! é conhecido e dado como,

vl

1 2 3 nr—1 nx

I
<
<
<
<
~

Entao temos a seguinte iteragao,

Vit = AV 4 B(:,n), (4.19)

onde B(:,n) representa a coluna n da matriz B. Partindo que conhecemos V!,
podemos achar V2 V3 ... V" da equagio (4.19), assim obtemos a solugao
aproximada da equagao diferencial parcial (4.11). Devemos notar que as constan-
tes a,b e d sdo conhecidas entdo a matriz A varia constantemente quando g(x)
varia, do mesmo jeito para a matriz B, as constantes f e h e as fungoes p(t) e ¢(t)

sao conhecidas, entdo B varia constantemente quando g(z) varia.

Agora obteremos a solu¢do numérica da equacao diferencial parcial (4.10), para

fins praticos denotemos Uy (t,z) = U(t,z) e go(z) = g(z) entdao o problema (4.10)
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fica da seguinte maneira.

—Ue(t,x) — c Ug(t,x) + g(x) U(t,z) =0,

U(T,z) =0 O<z<L,
- (4.20)

U,(t,0) =0; 0<t<T,

Uy(t,L) =V°(t,L)— F(g(L)) =T(t,L); 0<t<T.

(1) Discretizando a primeira equagao

—Upe(t,x) — cU(t,z) + g(x)U(t,z) = O,

+1))
Ax? At

n+1 n+1 n+1 n+1 n
(U =200+ UD) C(Uj U)+ngn+1 _ 0.

At

AxQ(U”“ U7+ UK — (U = UF) + At ;U = 0,

j+1

despejando U, temos a seguinte equagao,

At
Ur = { A (UM =20 + U + U — At g U

reorganizando a equacao acima, temos,

. At At Atg;\ m At
Up = CA2U“ (—20Am2+1—TJ)Uj+1 AzUaff (4.21)

(2) Discretizando a primeira condigao de fronteira

oU (t, xi)
ox o

U2n+1 _ U6L+1
2Ax

Uyttt = Uyt (4.22)
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da equagao (4.21), para j = 1,

At At At
Ur = (—2 r1- gl) gty A i
C

c Ax? c Ax? c Ax?

substituindo a equagao (4.22) na equagao de acima, temos,

At At Atgy At
Up = —2—— +1- Ut + Ustt
Ve Ar? ( A c ) cAg2 ?
reorganizando a equacao acima, temos,
Uy = (-2 1— Ut + U"+1. 4.23
! ( c Ax? * c > c Ax? (4.23)
(3) Discretizando a segunda condigao de fronteira
Us(t,zf) = T(t)
ngjil U:LL;_II — Fn—i—l
2Ax
Urtl = U 4 28277 (4.24)

da equagao (4.21), para j = nz,

At
<_2 At + 1— g ) Un+1 A Un+1
C

CA nr—1

no__
Un:p_

c Az? ne c Ag?2 "eth

substituindo a equagao (4.24) na equagao de acima, temos,

At
C

nT AQ na:l CAIQ
At
c Az?

1At

Fn+1
c c Az

n+1
Un
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reorganizando a equacao acima, temos,

At At At 1 At
no_ 2 n+1 _2 1 S —— n+1 2 Fn+1
Uni c Az 3Unat < c Az? i ¢’ ) Une™ cAx

(4.25)

De (4.23), (4.21), (4.25), temos respectivamente

n o __ At At n+1 A n+1
up = (—26M2+1—791)U +2 A2U

At At At
noo__ _2 1 = n+1 2 n+1
Ui ( A cgl>U Py cAn?

At
ur = urtt 4 (—2

nr Agnxl

At At

" At
cAmZ—{—l_? )U AL

c Ax

Fn+1

Denotemos:

_ At . _ ) _ At. _ 2A¢
a= R b= —2a+ 1, d—c, h—_ch'

Entao as trés ultimas equacgoes pode ser escrito

Ur = (b—dg) UM +2a UM,

Ur = q U]'flfll +(b—dyg;) U}”l +a U]"J:“ll,

Ur, = 2aUM +(b—d gn) U, +h T

Esta relagao pode ser escrito de forma matricial da seguinte maneira

n+l _ n+1 n+1 n+1 n+1 n+1
U Uptt ogptt pptt g g

nr—1
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-b—dgl 2a 0 .. 0 0 0 |
a b—dgs a ... 0 0 0
0 a b—dgs 0 0 0
C —
0 0 0 oo b—dgpro a 0
0 0 0 .oa b—d gn1 a
_0 0 0 ... 0 2a b—dgm_
C=A
0 0 0 0
0 0 0 0
D —
0 0 ... 0 0
Rt pI? ... AI™-L R

Sabemos que U™ é conhecido,

U=1000 ... 00] .

Entao temos a seguinte iteracao

U =AU"" + D(;,n+1) (4.26)

Onde D(:,n + 1) representa a coluna n + 1 da matriz D. Partindo do fato que
conhecemos U™, podemos achar U™~1 U™=2 . Ul da equagao (4.26), assim
obtemos a solugao aproximada da equagao diferencial parcial (4.20). Devemos no-
tar que as constantes a, v e d sao conhecidas entao a matriz C' varia constantemente
quando g(x) varia, do mesmo jeito para a matriz D, a constante h é conhecida,

entdo D varia constantemente quando g(z) varia.
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Capitulo 5

Experimentos Computacionais

No presente capitulo apresentamos a implementacao do programa e trés
exemplos particulares usando a implementacao.

O programa a presentado foi construido em Matlab. Este resolve o problema
inverso da equagcao diferencial parcial (4.2), com o método de Landweber néo linear

(4.8). A seguir descrevemos o programa Landweber.m e suas trés rotinas:
1. Landweber.m. E o programa principal, o qual esta feito da seguinte
maneira:

Da linha 2 até a linha 23 é definido:

(a) As constantes e fungdes da equagao diferencial parcial (4.2)
tia tfa Xy, Xy, C, €, T(%) ap(t) € q<t)
(b) Os numeros de pontos no eixo x e os nimeros de pontos no eixo ¢,

'na’ e 'nt’ respectivamente.

(c) Introduze o g que queremos achar para fazer comparagoes com o gy

em cada iteragao.

(d) Introduzimos o premer g.

Da linha 25 até a linha 27, denotamos algumas constantes, com o fim de

que o programa nao faz muitos calculos.

Da linha 30 até a linha 34, definimos as seguintes matrizes: Va, Vk, Vv, Uk e Uu
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10

12
13
14
15
16
17
18
19
20

Va: Denota o valor perturbado V? do dado exato V entdo Va é uma

aproximacao de V'

Vk: Denota a matriz que sera obtida da equacao diferencial parcial

(4.9) mediante o método de diferencas finitas, dado um gj.

Vv: E a matriz varidvel que vai servir para achar Va e Vk, como

mostramos mais adiante.

Uk: Denota a matriz que sera obtido da equacao diferencial parcial

(4.10) mediante o método de diferencas finitas, dado um gy.

Uu: E amatriz variavel que vai servir para achar Uk, como mostramos

mais adiante.

Logo o programa descreve o funcionamento da iteragao de Landweber nao
linear, para um g, conhecido de acordo ao capitulo 4, secao 4.3 , o qual
esta dividido em: Paso 1, Paso 2 e Paso 3. Também usaremos a secao 4.4

para achar a Va, e para achar as matrizes Vk e Uk em cada iteragao

TITTTTTTTTTITTTIIITSo Landweber .m TITTTTTTTTTTTIIIISo
YWITSITIISS Inicio: de definir a EDP WO SIITISIITITISSIIIS e
%—— Defina tempo ’t’ inicial e final % %|
ti= tf= ; %|
%— Defina Posicao ’x’ inicial e final —% %|
xXi= ; xf= ; %l
%— Defina numero de pontos de ’'x’ e 't° —% %|
nx= ; nt= ; %l
x = linspace (xi,xf,nx) ; %|
dx = x(2)—x(1) ; %l
t = linspace(ti,tf,nt) ; %|
dt = 6(2)—t (1) ; %l
Y Defina as constantes ¢, e —% %|
c= e= %|
%———— Defina a Condicao inicial ———% %|
r= zeros (1,nx) ; T= i % Para t=ti %
%—— Defina a Condicao de fronteira % %|
p= zeros (1,nt) ; p= ;% Para x=xi %|
q= zeros(1l,nt) T q= i % Para x=xf %|
%——Para o metodo de Lanweber defina ’'g—% %|
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21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
o7
58
59
60
61
62
63
64

g = ; %g original %

gk= ; %gk inicial para k=1 %|
%7777 %% %———— Fin: de definir a EDP ————%%%%%%T%%%76%

%——— denotemos as constantes ——%

a=dt /(c*xdx " 2); b=—2xa+1; d=dt/c;

f=dtxe/c; h=2xdt /(c*dx); v=—2xa—1;

% %

Va=zeros (nt ,nx); % Va Valor conhecido,e uma aproximacao de V
Vk=zeros (nt,nx); % Vk Dado obtido, para um gk

Vv =zeros(nt,nx); % Vv variavel geral para Achar: Va, Vk
Uk=zeros (nt,nx); % Uk Dado obtido, para um gk e Vk

Uu =zeros (nt,nx); % Uu variavel geral para Achar: Uk
%——Matriz %

Al=zeros (nx,nx); A =zeros(nx,nx);
Bl=zeros (nx,nt); B =zeros(nx,nt);

D =zeros(nx,nt);

%

%——~Calculando a matriz Al

for i=1:nx—1

Al(i,i+1l)=a; Al(i+1,i)=a; Al(i+1,i+1)=b;

end

A1(1,1)=b; Al1(1,2)=2xa; Al(nx,nx—1)=2xa;
%——Calculando a matriz Bl %

B1(1,:)=—hx*p; Bl(nx,:)=—hxq;

%——Condicao inicial %

Vv(l,:)=r;

%% Valores da matrix exata Va — para g(x) original %%

A =Al-dxdiag(g);
B =Bl+f.xg’*«ones(1,nt);

Va=Vkaprox (nt ,A,B,Vv);
%Y%——————— 'k’ numero de iteracoes %%
for k=1:4020

A =Al-dxdiag(gk);

%% Valores da matrix Vk— para gk(x) na iteracao k %%
B =Bl+f.xgk’«ones (1,nt);

Vk=Vkaprox (nt ,A,B,Vv);

9% Diferenca entre v e vk na iteracao k %%
r =Va(:,nx)—Vk(:,nx);

%%  Valores da matrix Uk— para gk(x) na iteracao k %%
D(nx,:)=hx*r;
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65
66
67
68
69
70
71
72
73
74

Uk=Ukaprox (nt ,A,D,Vu);

)

Calculando g na iteracao k 9%

gk=Gkaprox (nt ,nx,dt,Va,Uk,gk);

9%

Calculo do erro na iteracao k 9%

erro=sum (abs(gk—g))/nx;

er (k)=erro;

%%

Mostrar na tela o erro e a iteragao k %%

fprintf ("%10.4f\t’ ,erro ,k);
fprintf (’\n\n’);

end

1.1

[ S O R Tt o W N =

e

Vkaprox.m. Se resolve o Paso 1, para obter a solucao de V;, de

acordo a equagao (4.19).

YSTSISTTSISTTSITISITISI T Vkaprox .m YSTSTTSTTISTTSITTSITI o
function Vv=Vkaprox(nt,A,B,Vv)
for n=1:nt—1

Vv(n+1,:)=A*Vv(n,:)+B(:,n);

end

Ukaprox.m. Se resolve o Paso 2, para obter a solucao de Uy, de

acordo a equagao (4.26).

TISFTTTTTSTTTTSISTT TSI o Ukaprox .m TITTTTTSTTTISISTT T
function Vu=Ukaprox(nt,A,D,Vu)
for n=1:nt—1

Vu(nt—n,:)=A*xVu(nt-—n+1,:)'+D(: ,nt—n+1);

end

Gkaprox.m. Se resolve o Paso 3, para obter a solucao de g1, de

acordo a equagao (4.8).

function g=Gkaprox(nt,nx,dt,v,U,g)

for i=1:nx
g(i)=g(i)—[dt.xv(:,1)’*U(:,1i)—dt/2xv(1,1)*U(1,i)—dt/2*xv(nt,i)*U(nt,i

end
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5.1 Exemplo 1

Achar g(z) da seguinte equagao diferencial parcial, para uma func¢ao conhe-

cido V(t, z).

Via(2,t) = Vi(x,t) + g(x)V (2, 1),
F(g(z)) =V(t,x) = V(0,2) = cos(x + 7/2). 0<xz<m/2
Vp(t,0) = —et;  Vo(t,7/2)=0, 0<t<l.

Para comparar os resultados obtidos, primeiro calcula-se V' utilizando o mé-
todo de diferencas finitas, para g(z) = 2. Agora considere-se g desconhecido.
Porém conhecendo V' achar g.

Substituindo no programa Landweber.m os seguintes valores:
ti=0, ty=1, x,=0, zy=n/2, nx=230, nt=1000, c=1, e=0.
e as seguintes fungoes:

r=cos(v +pif2), p=—exp(t), ¢q=0xz, g=2+0%z, g =2°

14l Errok=|g(x)—gk(x)|/nx
1.2 Erro, =[g(x,)=g, (X )+ - - - +lg(X, )9, (x J/nx
0.2 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0 1 2 3 4 5
Numero de lteracoes x 10"

Figura 5.1: Erro cometido na iteragao k
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5.2 Exemplo 2

Achar g(z) da seguinte equagao diferencial parcial, para uma func¢ao conhe-

cido V(t, z).

Via(2,t) = Vi(x,t) + g(x)V (2, 1),
F(g(z)) =V(t,z) = V(0,2) = cos(z + 7/2) 0<z<m/2,
Vp(t,0) = —et;  Vo(t,7/2)=0, 0<t<l.

Para comparar os resultados obtidos, primeiro calcula-se V' utilizando o mé-
todo de diferengas finitas, para g(x) = sin(z). Agora considere-se g desconhecido.
Porém conhecendo V' achar g.

Substituindo no programa Landweber.m os seguintes valores:
ti=0, ty=1, x,=0, zy=n/2, nx=230, nt=1000, c=1, e=0.
e as seguintes fungoes:

r = cos(x +pi/2), p— =-exp(t), ¢=0, g=sin(zr), g = cos(z).

0.7
0.6 Erro, =lg(x)-g, (x)I/nx
0.5}
Erro,=[ [9(x,)-g, (X )+ - - . +lg(x )-g,(x )| Vnx
~ 04|
e
W oosk
0.2
0.1
0 | | | | | | |
0 05 1 15 2 25 3 35

Numero de lteracoes x10

Figura 5.3: Erro cometido na iteragao k
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Figura 5.4: Aproximagao g para g
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5.3 Exemplo 3

Achar g(z) da seguinte equagao diferencial parcial, para uma func¢ao conhe-

cido V(t, z).

Viz(x,t) = 4Vi(z,t) + g(x)(V (2, t) + 2),
F(g(z)) =V(t,z) = V(0,2) =5, 0<z<l,
Va(t,0)=¢t Vi(t,1)=1, O0<t<1.

Para comparar os resultados obtidos, primeiro calcula-se V' utilizando o mé-
todo de diferengas finitas, para g(x) = x?. Agora considere-se g desconhecido.
Porém conhecendo V' achar g.

Substituindo no programa Landweber.m os seguintes valores:
t;=0, ty=15, z,=0, zy=1, nx=230, nt=1000, c=4, e=2.

e as seguintes fungoes:

r=0xx, p=exp(t), q=1+0xt, g=12* g =2+0x*uz.

Errok=|g(x)—gk(x)|/nx

Erro, =L 1g0¢,)-g, (X )1+ - - . +lg(x )-g,(x )| ]

« 08

Erro

0.6

0.4

0.2

1 1 1 1 1 1
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000
Numero de lteracoes

Figura 5.5: Erro cometido na iteragao k
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Capitulo 6

Conclusoes

O trabalho estda motivado pelo comportamento de canais ionicos da célula
neural (neurénio). A equagao diferencial parcial de Hodgkin e Huxley (H-H) des-
creve o comportamento destes canais ionicos do neuronio. Nesta dissertagao tra-
balhamos com a equacao diferencial parcial parabdlica, chamada equacao do cabo,
que é um modelo simplificado da equagao de (H-H). A equacao do cabo tem termos
de reagao e difusao, e o objetivo deste trabalho foi achar de uma forma indireta
o termo de reacao que é dada por uma funcao que depende da varidvel espacial.
Neste capitulo sao apresentadas as contribuigoes do trabalho para a modelagem

computacional, bem como os trabalhos futuros resultantes do mesmo.

6.1 Contribuigoes do Trabalho

Boa parte de uma célula nervosa, seu axonio e dendritos, pode ser modelada
por finos e longos cabos cilindricos condutores de eletricidade revestidos por uma
membrana isolante. A equacao do cabo descreve o comportamento do potencial
elétrico da membrana ao longo de um cabo cilindrico.

O operador F : L*(0,L) — L*(0,T), com dominio D(F) = L*>(0,L) ¢é
definido por F(g) = V (-, L). O problema inverso consiste em achar a condutancia
com variagao temporal (g), dado o potencial da membrana (V).

Muitos trabalhos consideram a funcao g uma constante. Neste trabalho a

condutancia tem variacao espacial.
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Em situagoes praticas os valores de V' sao obtidos experimentalmente, por-
tanto sujeita a erros de medigao. Nestas condigoes trabalhamos com uma versao
aproximada V' com um nivel de ruido, isto é: ||V — V?|| < §, § > 0.

Para obter a solug¢ao do problema propomos o método de Landweber nao-
linear, a iteracao deste método apresenta um termo, o qual é a adjunta da derivada
de Gateaux, no capitulo 4 da segao 4.2 calculamos esta adjunta.

Depois de calcular a adjunta, apresentamos no capitulo 5 a implementacao
do método e 3 exemplos particulares, no qual se verificou a boa acuracia do método

proposto.

6.2 Trabalhos Futuros

Para trabalhos futuros de pesquisa na direcao de problemas inversos em

neurociéncia, apresentamos as seguintes sugestoes:

e Obter a solugao aproximada da fungao g, utilizando outro método de apro-

ximagao por exemplo o método de Newton ou o método de Tikhonov.
e Obter a solucao aproximada da funcao g, dado V; (-, ), apenas na fronteira.

e Dado V},(-,-), obter a solucdo aproximada da funcio g, com variacdo tem-

poral e espacial.

e Dado V% (,-) apenas na fronteira, obter a solucdo aproximada da funcao

g, com variacao temporal e espacial.

e Seja F': (L?*(0,L),L*(0,L)) — L*(0,T) um operador nao linear, com do-
minio D(F') = (L*>(0, L), L>(0, L)). O operador F definido por F(g1, g2) =

Vir(+, L). Dado Vi (-, -), obter as solugdes aproximadas das fungoes g; e go.
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Apeéendice A
Espaco de Hilbert

Neste apéndice apresentaremos defini¢oes, lemas e teoremas importantes dos

espagos de Hilbert que serd ttil para compreender uma parte do trabalho.
Al Espaco de Hilbert

Consideremos H um espagco vetorial sobre o corpo dos nimeros complexos C

Definigao A.1.1 (Norma). Uma norma em H é uma aplicagao

|-]]: H—>R
z = |||

que,para todo u, v, w € H satisfaz:

(1) [lull =0

(2) ||ull| =0 u=0

(3) llaul] = afful]

(4) v+ wl[] < [lu+ o[ + |Jv+wl]
Ao par, (H,||-||) chamamos de espago vetorial normado.

Definicao A.1.2. Um espaco normado H ¢ dito completo se todo sequéncia de

Cauchy converge em H.

Se H é um espaco vetorial normado e completo entao chamamos H de espago

de Banach.
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Definicao A.1.3 (Produto interno). Um produto interno em H € uma aplicac¢ao
(w):HxH—=C
(u,v) = (u,v)

que satisfaz as sequintes propriedades:

(1) {ou+ pw,v) = alu,v) + B{w,v),
(2) (u,v>:m, VYuv,w €e H, Va,B € C,
(3) (v,v) =0 0v=0,

(4) {(v,v) >0; YveH.

Exemplo A.1.1. O produto interno canonico em R € definido

(z,y) = ((x1, 22, ., Tn), (Y1, Y20 - -, Yn)) = T1Y1 + ToYo + -+ + LY.

Exemplo A.1.2. O produto interno canonico em C é definido

<I,y> - <($1,ZL’2, cee 7‘%‘”)7 (y17y27 R ,yn)> = xlgl + x2g2 +o Ingﬂ

Onde y; € a conjugada compleza de y; € C.

Pode-se mostrar que os exemplos 1 e 2 cumpre com 0s 4 axiomas da defini¢ao

A.1.3.

Exemplo A.1.3. Seja H um espaco com produto interno. A aplicac¢do

|-]|:H—=R
v fal] = /()
¢ uma norma em H.
Assim , (H,||-||) é um espago vetorial normado. Chamamos (H, ||-||) de um

espaco pré-Hilbert.

Definicao A.1.4. Seja H um espago com produto interno.Se H é completo com

relagdo a norma ||z|| = \/(x,x), entdo denominamos H um espaco de Hilbert.

Observacao A.1.1. Se H ¢ um espaco de Hilbert entao H € um espaco de Banach.
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A.2 Complemento ortogonal e soma direta

Definigao A.2.1 (Ortogonalidade). Seja H um espago com produto interno

i) Dois vetores x e y de H sao ortogonais (x L y) se

(x,y) = 0.

ii) Dois subconjunto A e B de H sao ortogonais (A L B) se

(a,b) =0; V(a,b) € AxB.

Definigao A.2.2. Seja H um espago normado e seja M # () um subconjunto de

H. Dado x € H, a distancia de x a M € definida como

dist(xz, M) = inf{||z — m||;m € M}.

Teorema A.2.1 (Aproximagao 6tima). Seja H um espag¢o de Hilbert e M um
subconjunto nao vazio, convexo e fechado de H entao para todo vetor x € H dado,

existe um unico vetor m € M tal que

dist(x, M) = ||z —m|| < ||z —m||; ¥ m € M.

E dizer, T tem uma unica aprorimacao otima em M.
Demonstragao. Ver Kreyszig (1989), pagina 144. O

Proposicao A.2.1. Seja M wum subespaco de um espaco de Hilbert H e sejam
x e H e me M. Entao m é a aproximagao otima de x em M (i.e. d(x, M) =

A

||z —m]|) se e somente se (x —m) L M (ie. (x—m,m)=0; Vme M).
Demonstragao. Ver Kreyszig (1989), pagina 145. O

Definicao A.2.3 (Complemento ortogonal). Seja H um espago com produto in-

terno e seja M um subconjunto de H. Definimos o complemento ortogonal de M
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sendo o conjunto

M*+={zcHyx L M}={x¢c H;{xz,m) =0, Vm € M}.

Definigao A.2.4 (Soma direta de subespagos). Sejam V e W dois subespagos de
H. Se diz que H € soma direta de V e W (H =V & W) se para qualquer v € H

exite um unico par ordenado (v,w) € (V,W) tal que x = v + w; isto é:

Vee H 3 (v,w)e (VW) /) z=v+w.

Teorema A.2.2 (Soma Direta). Seja M qualquer subespaco fechado de um espago
de Hilbert H, entao

H=Meo M.
Demonstragao. Ver Kreyszig (1989), pagina 146. O
A.3 Operadores Lineares

Definicao A.3.1. Seja A : Hi — Hy um operador entre os espacos de Hilbert
H1 € HQ.

(1) A é um operador linear, se

Alax + By) = aA(x) + BA(y) ; Yo,y € Hy, e Ya § € C.

(2) A é um operador limitado, se

Je>0/||A@)|| < clla]| ; V€ Hy.

Definicao A.3.2. Uma transformacao linear P : H — H é chamada de projecao

se P2=PoP =P.

Definigao A.3.3 (Operador adjunto). Sejam Hy, Hy espacos de Hilbert e A :

H, — Hy um operador linear limitado, dizemos que A* : Hy — H; € um
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operador adjunto de A se:

(A(x),y) = (2, A"(y)) , V& € Hi,y € H.

Definicao A.3.4 (Operador auto-adjunto). Seja H um espaco de Hilbert e A :
H — H um operador linear limitado, dizemos que A é um operador auto-adjunto

S€E!

(A(z),y) = (z,A(y)) , V &,y € H.

Teorema A.3.1. Sejam Hy, Hy espacos de Hilbert e A : Hi — Hy um operador
linear limitado. FEntao existe um unico operador adjunto A* : Hy — Hy linear e

limitado com norma ||A*|| = ||A]l.

Demonstragao. Ver Kreyszig (1989), pagina 196. O
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Apéendice B
Conceitos Basicos de Eletricidade

Definigao B.1. (Carga Elétrica) No nicleo do dtomo estiao os prdotons e os néu-
trons, e girando em torno deste nicleo estao os elétrons. Um préton em presenca
de outro proton se repele, o mesmo ocorre com os elétrons, mas entre um pro-
ton e um elétron existe uma forca de atracao, como no exemplo do ambar e da
palha. Desta maneira, atribuimos ao proton e ao elétron uma propriedade fisica

denominada carga elétrica.

A quantidade de carga do elétron, em valor absoluto, é chamada de carga
elementar e é representada por e = 1,6 x 1071 Coulomb (C). Para determinarmos
a quantidade de carga elétrica de um corpo precisamos saber o niimero de elétrons

ou prétons que este corpo tem em excesso, logo:

Q = ne,

onde

@ = Quantidade de carga elétrica do corpo, medida em Coulomb(C').
n = Numero de elétrons em falta ou em excesso.

e = Carga elementar (1,6.1071C).

Definigao B.2. (Corrente Elétrica) A corrente elétrica é o fluro (movimento)

ordenado de particulas portadoras de carga elétrica.
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Definicao B.3. (Intensidade de corrente elétrica) A quantidade de carga elétrica
AQ que atravessa uma se¢ao transversal do condutor por um determinado intervalo

de tempo At determina a intensidade de corrente elétrica.

AQ

) —
At

onde
I = Intensidade da corrente elétrica, medida em Ampére(A).
AQ = Quantidade de carga elétrica, medida em Coulomb(C') .

At = Intervalo de tempo, medida em Segundos(s).

Defini¢ao B.4. (Diferenca de Potencial) A diferenca de potencial, também conhe-
cida como Tensao ou Voltagem é uma grandeza fisica que esta intimamente ligada
ao conceito de corrente elétrica. Para “existir” corrente elétrica entre dois pontos
deve-se haver uma diferenca de potencial elétrica entre os mesmos dois pontos.
Entao Diferenca de Potencial € a pressao exercida sobre os elétrons livres para que
estes se movimentem no interior de um condutor. Quanto maior € a tensdao (for¢a)

mais elétrons se movem. A unidade da tensdo, no SI, é o volt (V).

Definigao B.5. (Dielétrico) Os dielétricos, também chamados de isolantes, sao
0s materiais que fazem oposicao a passagem da corrente elétrica. Nesses materiais
os elétrons estao fortemente ligados ao nicleo dos dtomos, ou seja, as substancias
dielétricas nao possuem elétrons livres (fator necessdrio para que haja passagem
de corrente elétrica). Dessa forma, nao hd possibilidade de passagem de corrente
elétrica através dos dielétricos, os quais podem ser: borracha, porcelana, vidro,

pldstico, madeira e muitos outros.

Definigao B.6. (Capacitor) O capacitor é um aparelho constituido por duas placas
metdlicas, em paralelo e separadas por um meio isolante (o qual pode ser o vicuo ou
um meio material dielétrico). O capacitor € capaz de armazenar energia potencial
elétrica (carga) durante um intervalo de tempo. O capacitor se parece um pouco

com uma bateria. Embora funcionem de maneira totalmente diferente, tanto os
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Figura B.1: Material dielétrico colocado entre as placas de um capacitor.

capacitores como as baterias armazenam energia elétrica, mais a bateria libera
lentamente a energia e o capacitor libera rapidamente a energia. Cada uma das
placas tem a mesma drea; e a distancia que as separa € igual a d. Ligando-se
o capacitor a uma bateria, suas placas eletrizam-se de forma quase uniforme e o

campo elétrico entre elas pode ser considerado uniforme. Vejamos a figura abaizo.
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Figura B.2: Capacitor.

Definigao B.7. (Capacitincia) E uma medida da quantidade de carga elétrica

armazenada por um capacitor para um potencial elétrico dado.

onde
C = Capacitancia , medida em Farad (F).
Q = Quantidade de carga elétrica, medida em Coulomb(C') .

V' = Tensdo, medida em Volts (V).

Definigao B.8. (Resistividade elétrica) Resistividade elétrica ou (resisténcia es-

pecifica de um material) é simplesmente a caracteristica que cada material tem de
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resistir a passagem de uma corrente elétrica. A resistividade de cada material é

constante, medida em ohm metro (2m).

Definigao B.9. (Resisténcia elétrica) Resisténcia elétrica é a capacidade de um
corpo qualquer se opor a passagem de corrente elétrica mesmo quando existe uma

diferenca de potencial aplicada. Seu cdlculo é dado pela Primeira Lei de Ohm.

o o
o
o © o o o
o
o o © o
o o R o
Al o (<] S
© 1) o
° o o
o
o o ©~
o
o o ° o
= o o o ©
L L

onde

R = Resisténcia, medida em Ohms (2).

p = Resistividade de carga elétrica, medida em ohm metro (Q2m) .
A = Area, medida em metros quadrados (m?).

L = Comprimento, medida em metros (m).

Definigao B.10. (Condutividade elétrica) Em eletricidade, a condutividade elé-

trica € o inverso da resistividade elétrica.

o=-
p
Definicao B.11. (Condutancia elétrica) A condutincia € o inverso da resisténcia

e portanto

onde

R = Resisténcia, medida em Ohms ().
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G = Condutancia, medida em Siemens (S = Q7).

A resisténcia do condutor em funcao das dimensoes, é dada por R = %L. A

condutancia serd entao dada por:

Primeira lei de Ohm. Ohm em seus experimentos demonstrou que a
corrente elétrica, que circula em um resistor metalico, é diretamente proporcional
a diferenca de potencial aplicada nos terminais dele. Matematicamente a lei de

Ohm pode ser escrita da seguinte forma:

v

Figura B.4: Circuito elétrico.

V = RI.

Primeira lei de Kirchhoff. Em um no, a soma das correntes elétricas que

entram ¢é igual a soma das correntes que saem, ou seja, um né nao acumula carga.

./

I

Exemplo.

— 1,

Figura B.5: Um no e 4 correntes elétricas.

i2+i4:i1+i3.
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