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Resumo da Tese apresentada ao LNCC/MCT como parte dos requisitos necessarios

para a obtencao do grau de Doutor em Ciéncias (D.Sc.)

MODELAGEM HIERARQUICA PARA A EQUACAO DE POISSON
E PARA O PROBLEMA DE ELASTICIDADE LINEAR EM UMA
PLACA HETEROGENEA

Ana Carolina Carius

Julho , 2012

Orientador: Alexandre Loureiro Madureira, Ph.D

O presente trabalho tem por objetivo o estudo da equagao de Poisson e do proble-
ma de elasticidade linear em uma placa heterogénea tridimensional de espessura pequena.
O dominio considerado para os dois problemas apresenta dois parametros pequenos: as
heterogeneidades presentes na direcao longitudinal e a espessura do mesmo. Além dessas
dificuldades, por ser um problema tridimensional, as aproximacoes numéricas para este
tipo de problema sdo, em geral, muito mais complicadas e exigem um esfor¢o computa-
cional muito maior do que se considerassemos aproximacoes numéricas para um problema,
bidimensional. A partir desta constatacdo, aplicamos técnicas de reducao de dimensao
aos problemas tridimensionais iniciais gerando problemas bidimensionais. Neste trabalho
propomos uma metodologia alternativa para a reducao de dimensao dos problemas tridi-
mensionais para os problemas bidimensionais conhecida como modelagem hierdrquica. As
principais vantagens deste método em relacao aos métodos assintdticos sao a obtencao de
um Unico problema bidimensional independente da relagao entre os parametros pequenos
e a nao dependéncia de periodicidade para o tamanho caracteristico das inclusées hete-
rogéneas. Apds a obtencao dos modelos bidimensionais, observamos que, para se obter
as solugOes para 0s mesmos, precisdvamos sugerir aproximacoes numéricas satisfatérias.
Como obtivemos um problema de Stokes oscilatério, propomos um método numérico
que aproxima este problema de forma eficiente e fizemos também a analise numérica do

método proposto.
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Abstract of Thesis presented to LNCC/MCT as a partial fulfillment of the requirements

for the degree of Doctor of Sciences (D.Sc.)

HIERARCHICAL MODELING FOR THE POISSON EQUATION AND
THE LINEAR ELASTICITY PROBLEM IN A HETEROGENEOUS
PLATE

Ana Carolina Carius

July, 2012

Advisor: Alexandre Loureiro Madureira, Ph.D

The aim of this work is study the Poisson equation and the linear elasticity prob-
lem in a heterogeneous plate with small thickness. We consider a domain with two
small parameters: the thickness of the plate and the heterogeneities in the longitudinal
direction. Above these difficulties, it is a three-dimensional problem and the numerical
approximations for these problems are, in general, more complicated and require a bigger
computational effort when compared with the computational effort for a two-dimensional
problem. From this remark, we apply dimension reduction techniques for the original
three-dimensional problems and we obtained two-dimensional problems. In this work, we
discuss the asymptotic methods as a dimension reduction technique for the two problems
and we propose an alternative method for the dimension reduction known as hierarchical
modeling for the both cases. The hierarchical modeling presents as main advantages
the obtention of a unique two-dimensional problem independently of the relationship
between the parameters that represent the plate thickness and the heterogeneities in the
longitudinal direction. After we get the two-dimensional models, we observe that, in
order to obtain the solutions for the problems, we need efficient numerical approxima-
tions. As we obtained a oscillatory Stokes problem, we propose a numerical method that
approximate this problem satisfactory and we also made the numerical analysis for the

proposed method.
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Capitulo 1

Introducao

O estudo de modelos em placas tridimensionais, de forma geral, esta rela-
cionado aos chamados métodos de redugao de dimensao, cujo objetivo é gerar
um modelo bidimensional a partir do modelo tridimensional inicial que o apro-
xime de forma satisfatéria. As teorias classicas utilizadas para gerarem modelos
de ordem mais baixa assumem, a priori, hipoteses de natureza mecanica ou ge-
ométrica. Modelos gerados através dessa metodologia foram propostos por Love
[Love (1944)], Reissner [Reissner (1944)] e Timoshenko [Timoshenko (1951)], entre
outros.

As teorias de reducao de dimensao destacam-se no estudo de placas tridimensio-
nais por dois motivos: primeiramente, os modelos bidimensionais sao, em geral,
mais simples do ponto de vista matematico que os modelos tridimensionais por
estarem postos em dominios bidimensionais ao invés de dominios tridimensionais.
Como, em sua grande maioria, os modelos bidimensionais sao resolvidos através
de métodos numéricos, a segunda vantagem para a utilizacao de um modelo bidi-
mensional é propor um método numérico que aproxime o modelo bidimensional, o
que é muito mais simples do que propor um método numérico que aproxime um
modelo tridimensional.

Uma vez que as vantagens de se utilizar um modelo bidimensional sao claras, é
preciso estabelecer se a aproximacao do modelo tridimensional é satisfatéria, ou

seja, se o modelo bidimensional caracteriza de forma satisfatoria o modelo tridi-



mensional proposto. Outra pergunta natural que surge nesse momento é como
justificar, matematicamente, a aproximacao de um modelo tridimensional por um
modelo bidimensional? Nesta direcao, percebemos trés grandes metodologias de
aproximacao de modelos tridimensionais por modelos bidimensionais.
A primeira aproximagcao, proposta por Morgenstern [Morgenstern (1959)], consiste
em estimar diretamente a diferenca entre a solucao tridimensional e a solucao dada
pelo modelo bidimensional obtido.
A segunda aproximagao é aquela que utiliza os chamados métodos assintoticos.
Primeiramente se reescalona o dominio, que depende, inicialmente, de um parametro
pequeno, para um novo dominio, de tamanho fixo e independente de qualquer
parametro. A seguir, considera-se as expansoes assintoticas para as fungoes que
sao solugoes dos problemas tridimensionais e, a partir de entao, se gera os pro-
blemas bidimensionais. Tal metodologia pode ser vista nos trabalhos de Caillerie
[Caillerie (1981),Caillerie (1984)], Ciarlet [Ciarlet (1990)] e Destuynder [Destuyn-
der (1986)].
A terceira metodologia de aproximagao, proposta por Naghdi [Naghdi (1959)] e
que pode ser vista nos trabalhos de Destuynder [Destuynder (1980)], Miara [Miara
(1989)] e Madureira [Madureira (1999)] consiste em assumir, como hipdtese, a pri-
ort, que os deslocamentos admissiveis sao restritos a uma forma especifica. Nessa
linha surgem os chamados modelos hierdrquicos, que sao obtidos considerando-se
fungoes de aproximagao dependentes das varidveis na dire¢ao longitudinal e inde-
pendentes da variavel na direcao transversa.
O presente trabalho considera a equacao de Poisson e o problema de elasticidade
linear em uma placa heterogénea tridimensional de espessura pequena.
Sendo assim, consideramos o dominio tridimensional P’ = Q x (—6,4§), Q C R2
Denotamos por P2 = Q x {—6,8} as partes superior e inferior do dominio e por
OP? = 902 x (—0,6) a sua lateral.

Definimos ainda 2 C R? como um dominio aberto limitado, com fronteira 9

suave. Utilizamos a notacio z = (z,z3) € P° para indicar um ponto do domfnio



Dominic P

Figura 1.1: O dominio P?.

P°, onde z = (w1,22) € Q e 23 € (—0,6). Analogamente, um vetor com duas
componentes é denotado por v = (v,v2). Um vetor com trés componentes por
v = (v1,v2,v3). Um tensor de segunda ordem dois por dois é denotado por a Ja
um tensor de segunda ordem trés por trés ¢ denotado por a. Acrescentamos um
til ou uma barra a medida que aumentamos a ordem do tensor que pretendemos
denotar.

Problemas difusivos como a equacao de Poisson com a presenca de coeficientes
oscilatdrios aparecem nos trabalhos de Sangalli [Sangalli (2005)], Hou [Hou et al.
(1999)] e Hou e Efendiev [Efendiev (2009)], porém em dominios bidimensionais.

Consideramos a equacao de Poisson no dominio P° dada da seguinte forma

—div [c:zewajj} =f  em P’
(QGYug%) n =0 em 0P, (1.1)

us, =0 em 0P},

onde ul5, é a fungao que representa a temperatura na placa P° e f° é a fonte de
calor no interior do dominio. Observemos que o fluxo de calor nas faces superior
e inferior da placa é nulo e também a temperatura u3, é zero na lateral da placa.

A matriz a° pertence ao espago das matrizes trés por trés simétricas positivas-



definidas e é dada por

a’(z,zs) = | ~ 7~ T, (1.2)
a’(z)" ags(2)

~ N~y ~

onde a“ pertence ao espago das matrizes dois por dois simétricas e a° ¢ um vetor
em R?. Denotamos por 26 a espessura do dominio e € o tamanho caracteristico das
inclusoes no dominio na direcao longitudinal.

Este é um exemplo de um modelo de placas tridimensional. Para este modelo,
primeiramente, analisamos o método assintético para a redugao de dimensao, pro-
posto no artigo de Caillerie [Caillerie (1981)]. Apds o processo de reducao de
dimensao, Caillerie [Caillerie (1981)] obtém problemas bidimensionais distintos de-
pendendo da ordem com a qual consideramos os parametros pequenos envolvidos
no problema, isto é, 6 > 0 e € > 0. Em suma, obtemos um problema bidimen-
sional quando consideramos primeiramente a espessura 20 do dominio pequena
e, a seguir, as inclusoes caracteristicas longitunais € pequenas e outro problema
bidimensional quando consideramos as inclusoes caracteristicas longitudinais € pe-
quenas e, a seguir, a espessura do dominio 20 pequena.

Do ponto de vista computacional, obter dois problemas distintos para os casos
limite nao é vantajoso, porque hé a necessidade de implementacao de ambos, o
que torna o processo de obter a solucao aproximada para o problema tridimen-
sional trabalhoso. Além disso, é necessario se conhecer, a priori, a relagao entre os
parametros pequenos para escolher, adequadamente, o modelo bidimensional que
aproxima corretamente o problema tridimensional.

Baseados na dificuldade encontrada para a equacao de Poisson e o processo de
reducao de dimensao via métodos assintéticos, este trabalho tem, portanto, o ob-
jetivo de propor um unico modelo bidimensional que aproxime o problema tridi-
mensional proposto de forma satisfatéria, sem considerar a relagao entre a es-
pessura e as inclusoes caracteristicas do dominio. Desta forma, propomos como

método de reducao de dimensao o processo conhecido como modelagem hierdrquica.



Para a equacao de Poisson, consideramos uma aproximacao para a fungao ugeD, a

qual utilizamos fungoes cuja dependéncia para a variavel na direcao transversa é
polinomial. Dependendo do grau do polindmio considerado, obtemos modelos hi-
erarquicos diferentes.

Para a equacao de Poisson propomos o modelo hierarquico de ordem um, cuja

aproximagao para a funcio ujs, ¢ dada por

de
usp(x) = wo(z) +wi(z)ws,
onde as fungoes w§ e w§ pertencem ao espago HJ(€2).
Sendo assim, o problema bidimensional obtido apds o processo de reducao de di-

mensao via modelagem hierarquica é

5
—26 div [gGng + gewi] = / fldrs  em Q,  (1.3)

5

5

20°
—3 div [gEYwﬂ +20a*Vwg + 20a53wy = / foasdrs em Q,  (1.4)
-5

wy=w; = 0 em Of).

A partir do modelo representado pelo sistema de equagdes dado por (1.3) e (1.4),
precisamos verificar se o problema proposto aproxima, de forma satisfatéria, o
problema tridimensional original e ainda, se é consistente com os resultados en-
contrados por Caillerie [Caillerie (1981)] para os casos limite. De fato, o sistema
bidimensional representado pelas equagoes (1.3) e (1.4) é consistente nos casos li-
mite e ainda aproxima bem o problema tridimensional proposto.

A partir dos resultados positivos obtidos para a equagao de Poisson no dominio
P, propomos o problema de elasticidade linear no mesmo dominio.

Seja uls, : P — R3 o vetor deslocamento e a tensdo g% : P° — R%:?,, tais que

- (1.5)
gée n=g¢" em 9P, ui, =0 em P},

A™ = e(usy), —divo® = f°  em P”,



3x3 4 . A A i A 5
onde Rg}y, é o espaco das matrizes trés por trés simétricas, f° representa a carga

de volume e ¢° a carga de tragdo nas faces superior e inferior da placa. Denotamos

a parte simétrica do gradiente de u

5, por

e(up) = = (Vudp + Viudy)

N | —

ou seja, eij(ygﬁD) = (&-u?e + ﬁjufe) /2. Temos ainda que (divg‘se)i = Z?zl 0,075

O tensor de elasticidade A ¢ tal que

~—~
—_
_|_
<
~—

s
13
I

onde E/ > 0 é o médulo de Young, v € [0,1/2) é o coeficiente de Poisson e I ¢ a
matriz identidade trés por trés.

Baseados no trabalho de Caillerie [Caillerie (1984)], verificamos que o problema de
elasticidade se comporta da mesma forma que a equacao de Poisson com relagao
aos parametros pequenos, d e €, nos casos limite, ou seja, derivamos dois modelos
bidimensionais diferentes dependendo da relacdo entre os parametros o e €. Por-
tanto, a exemplo da equacao de Poisson, nosso objetivo é derivar um tnico modelo
bidimensional que seja consistente aos problemas limite encontrados por Caillerie
[Caillerie (1984)]. Desta forma, propomos também a modelagem hierdrquica como
método de reducao de dimensao para o problema de elasticidade linear (1.5), con-

siderando uma aproximacio para a fungao u3, de uma forma especifica

n(z) —p(z)zs
0 w(z)

~

A funcao n satisfaz a equacao de membrana

o J
—5divgl lg(g) = 5[0 +4¢°  em(,

(1.6)
n=0 em 02,



onde as fungées f e ¢° sdo dadas por

0
Z:O — 5—1/ z&dx?”
-5
1
=5 | ) + g, -0)]

As fungoes ¢ e w sao solugoes para as equagoes de Reissner-Mindlin

R 1
—gdiv [é 12(56)] + 20\ (p — Vw) = =6 (5[1 + gl) em (2,
20\ div(p — Vw) = gf?? + g3 em (2,
0 =0, w=20 em 02,

onde as fungdes f', g', f9 e ¢§ sao definidas por

[l=0 / Z Powsdes,

9' = ¢’ (@,0) + gz, ),

g i fodas,

9 = [93(x,6) + g3(x, —0)] ,
E

2(1+v)
O tensor éfl pode ser caracterizado da seguinte forma

e\N=

L
(VI .
o Lt T @]

Al =
% A

(1.7)

Observemos que tanto a equacao de membrana quanto as equacoes de Reissner-

Mindlin sao modelos bidimensionais e, para os casos limite, as mesmas sao consis-

tentes aos problemas limite encontrados por Caillerie [Caillerie (1984)].

Como previsto, mesmo sendo modelos bidimensionais e, portanto, mais simples

que o problema de elasticidade linear tridimensional (1.5), é necesséria a utilizagao

de métodos numeéricos para encontrar as solugoes nos dois casos.



A equacao de membrana é um problema de difusdo com a presenca de um coefi-
ciente oscilatorio. Métodos numéricos multiescala como o Residual Free Bubbles
(RFB) ou o Multiscale Finite Element Method (MsFEM) apresentam bons resul-
tados para este tipo de problema, como pode ser visto nos trabalhos de Hou [Hou
et al. (1999)], Hou e Efendiev [Efendiev (2009)] e Carius [Carius (2006)].

Porém, para as equagoes de Reissner-Mindlin, ao se aplicar o método de Galerkin
classico, ocorre um fenémeno conhecido como locking, que se caracteriza por uma
md aproximagao para a fungao ¢. Com o objetivo de contornar o problema gerado
pela aproximacao via método de Galerkin, propomos uma formulacao mista para
as equagoes de Reissner-Mindlin, conforme o trabalho de Arnold [Arnold (1991)].
Ao propor a formulacao mista, geramos um sistema de quatro equacoes, duas das
quais sao problemas difusivos sem a presenca de coeficientes oscilatérios, portanto
bem aproximados pelo método de Galerkin classico e as duas outras formam um

sistema de Stokes com a presenca de coeficientes oscilatérios

11 =

—gdiv [é g(g)} +Vp = F —rotr em Q,

—div (g _ 52x1yp) —0 em €, (1.8)
=0 em 02,

onde

s D12 5 (0apa — 01¢1)

e(p) = ’ (1.9)

5 (D292 — O11) —0apy

¢ = (—p2,1) e F = (—F3, F). Os termos rotr e Vp aparecem apds a utilizaao
da decomposicao de Helmholtz nas equagoes de Reissner-Mindlin.

Nao encontramos na literatura um método numérico que aproxime um sistema
de Stokes com coeficientes oscilatérios. Entao propomos uma aproximagao para
o sistema (1.8) que se constitui numa combinagdo de um método do tipo bolha
conforme RFB e MsFEM com o método numérico para o sistema de Stokes sem
coeficientes oscilatérios proposto por Araya et. al [Araya et al. (2006)].

A partir desta aproximagao obtivemos uma estimativa de melhor aproximacao para



o sistema de Stokes oscilatério (1.8) dada por

12 = eillia + I = pilloe < € (lg = 2 e + Ip = Brlloc)

onde (g1, p1) ¢ a solugao para o problema aproximado e (@h, Pr) sdo as fungoes de
interpolagao para ¢ e p, respectivamente.

Além da estimativa de melhor aproximacao, propomos alguns resultados que nos
conduziram a seguinte estimativa.

Seja (¢, p) a solugao para o problema de Stokes oscilatério (1.8) e (@1, p1) a solugao

para o problema aproximado (4.11). Entao a seguinte estimativa ocorre

- — €N 1/2
12 = ilha + P = pilloa < Ch+OIIE =rotrloa +C (+)  ligolloo

+ C(e+ h)||pol|2,0;

onde (@o,po) € [([H2(Q)]2 N Wl"x’(Q)) X H&(Q)] é a solucao do problema de
Stokes homogeneizado
—div, {ggg(go)] +Vupo=F em €,
— div, gy — % div, (Epr()) —0 em €,
0o =10 em 02,

onde

- ()

— rotrdy,
\Y\/ ST
I—i—V Xd

Zﬁj

?ZW



A partir da estimativa obtida para o problema de Stokes oscilatério, obtivemos uma,
estimativa para a solucao (¢, w) das equacoes de Reissner-Mindlin (1.7), dada por

e\l

— /2
le = &,lha + v = wilho < Cl+ IE =rgtrloa+C (1) lgolliocs

+ C(e+ h)||pol|2,0;

onde (o, po) € [([HQ(Q)]2 N Wl’oo(Q)) X H&(Q)] é a solucao do problema de
Stokes homogeneizado e (3?1’w1) é a solucao aproximada para as equagoes de
Reissner-Mindlin (1.7).

Este trabalho foi dividido da seguinte forma: no Capitulo 2, apresentamos a
equacao de Poisson no dominio P, as aproximacoes bidimensionais via métodos
assintdticos propostas por Caillerie [Caillerie (1981)] para os casos os quais a es-
pessura 20 é muito menor que as inclusoes caracteristicas € e para o caso onde as
inclusoes caracteristicas € sao muito menores do que a espessura do dominio, 26, e a
modelagem hierarquica para a equagao de Poisson. Apresentamos o tinico problema
bidimensional obtido como o problema que melhor aproxima a equacao de Poisson
no dominio €2, independente da relacao entre os parametros ¢ e e. No Capitulo 3
apresentamos o problema de elasticidade linear tridimensional no dominio P?; além
das aproximagoes obtidas por Caillerie [Caillerie (1984)] via métodos assintoticos
para este problema, observando novamente que a relagao entre os parametros 0 e
€ influencia os modelos bidimensionais obtidos. A exemplo da equagao de Pois-
son, propomos também a modelagem hierarquica como metodologia para gerar
um tnico modelo bidimensional neste caso. Geramos a equacao de membrana e
as equagoes de Reissner-Mindlin. No Capitulo 4, apresentamos as aproximagoes
numéricas para as equacoes obtidas através da modelagem hierarquica proposta no
Capitulo 3. Primeiramente propomos as formulagoes do tipo bolha para a equacao
de membrana. A seguir, propomos uma formulacdo mista para as equagoes de
Reissner-Mindlin, a qual nos gera o sistema de Stokes com coeficiente oscilatorio.

Propomos um método numérico para este problema e realizamos a analise de erro
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do método proposto. A seguir, no Capitulo 5, apresentamos a conclusao deste
trabalho. Por fim incluimos no Apéndice A os célculos cldssicos presentes na li-
teratura para a obtencao dos problemas bidimensionais via métodos assintéticos.
No Apeéndice B, apresentamos todos os resultados matematicos necessarios para
justificar, de forma rigorosa, as aproximacoes formais tanto para os métodos assin-
toticos quanto para a modelagem hierarquica na Equagao de Poisson e no problema
de elasticidade linear tridimensional. O Apéndice C contém o desenvolvimento do
processo para gerar as expansoes assintoticas para a solugao do problema de Stokes

oscilatério.
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Capitulo 2

A equacao de Poisson numa placa

heterogénea tridimensional

2.1 Introducao

O presente capitulo tem por objetivo o estudo da equacao de Poisson em
uma placa heterogénea tridimensional de espessura pequena, denotada por P?. As
principais dificuldades deste problema estdo associadas ao dominio P°: a espes-
sura 20, que é um parametro pequeno, e as inclusoes heterogéneas, cujo tamanho
caracteristico ¢ €, consideradas na direcao longitudinal e constantes na direcao
transversa, também um parametro pequeno.

Lembremos da equagao de Poisson (1.1)

—div [gYugj)} =f°  em P°
(aVulp) - n=0 em OP?,

uds, =0 em 0P,

onde uj5, é a fungao que representa a temperatura na placa P° e f° é a fonte de
calor no interior do dominio. Consideremos que o fluxo de calor nas faces superior
e inferior da placa é nulo e também a temperatura u3, é zero na lateral da placa.
Ao buscar a solucao para o problema proposto, verificamos que a aplicacao de

métodos numéricos a problemas tridimensionais, de forma geral, é complicado e

exige-se um esfor¢go computacional maior do que ao se aplicar métodos numéricos
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a problemas que sejam bidimensionais. Uma vez que o dominio P’ é uma placa
delgada, interessa-nos o comportamento da solugao para a equacao de Poisson para
valores pequenos do parametro §. Motivados pelo trabalho de Caillerie [Caillerie
(1981)], no qual é aplicada uma técnica de redugao de dimensdo para a equagao
de Poisson, encontra-se um novo problema, no dominio bidimensional. Ainda no
trabalho de Caillerie [Caillerie (1981)], utiliza-se a teoria de homogeneizagao para
o estudo das heterogeneidades encontradas no domifnio P° na direcdo longitudinal,
quando se considera as heterogeneidades periddicas de periodo e.

Assim como no trabalho de Caillerie [Caillerie (1981)], estamos interessados no
comportamento da solucao da equacao de Poisson para os casos limite quando a
espessura da placa 20 tende zero e também quando as heterogeneidades de tamanho
caracteristico €, tendem a zero. Segundo Caillerie [Caillerie (1981)], dependendo
da ordem com a qual se considera os limites para os parametros 0 e €, obtemos
problemas bidimensionais distintos, isto é, o problema bidimensional encontrado
quando consideramos primeiramente o limite quando § tende a zero e a seguir e
tende a zero é diferente do problema encontrado quando consideramos o limite
quando € tende a zero e a seguir quando 0 tende a zero. Portanto, considerando
técnicas de reducao de dimensao associadas a teoria de homogeneizagao obtemos
dois problemas bidimensionais que ainda necessitam, pelas dificuldades do dominio
P, de trato computacional. Desta forma, encontrar dois problemas distintos de-
pendendo da relagao entre os parametros ¢ e € nao é um resultado satisfatério.
Neste capitulo apresentamos, como alternativa, uma técnica de reducao de dimen-
sao conhecida como modelagem hierdrquica. O objetivo de se aplicar este tipo de
técnica ao problema proposto é obter um tinico modelo bidimensional que nao de-
penda da relagao entre os parametros 0 e € como acontecia no trabalho de Caillerie
[Caillerie (1981)].

Estruturamos o presente capitulo da seguinte forma: na se¢ao 2.2 consideramos
os métodos assintéticos como técnica de reducao de dimensao, a exemplo de Cail-

lerie [Caillerie (1981)]. Deduzimos, entao, de maneira formal, o problema limite
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encontrado ao final do processo de reducao de dimensao e aplicagao de técnicas de

homogeneizagao. Considere a, a e azz como funcoes periddicas nas diregoes x; e
2R

Zo, de periodo €. Entao

lim lim u%5, = Top
e—035—0 3D ’

¢ a solugao para o seguinte problema

1
—2div [gyaw] _ / fdis  em Q,
1 (2.1)

HQD =0 e1m 89,

onde

2
ox;
By — / Ay + 5" AN g g, ij=1,2,
J v J ; 8yﬁ

representam os elementos da matriz E, que nao depende de € e f representa a
fonte de calor na placa P = Q x (—1,1), conforme a defini¢ao (2.4). Y representa
a célula retangular Y := (0,1)%. x é a solugdo para o problema de célula (A.5). Os

elementos da matriz 1;1 sao dados por

a;3a3; .
Aij = a;j — —, para 1,7 =1,2.
a33

A seguir, na secao 2.3, deduzimos, também de maneira formal, o problema limite
quando € tende a zero e a seguir 0 tende a zero, usando novamente o método
assintotico como técnica de reducao de dimensao. O problema limite encontrado

ao final da homogeneizacao e reducao de dimensao é

lim lim 35, = @°,
6—0€e—0

que ¢ a solucao do problema a seguir

—2div BVu / fdrs  em €,

= em 02,
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onde
— — AizAs;

Biy=Ay ==~ paij=12

representam os elementos da matriz B. Os elementos da matriz A sao dados por
R~ R~

2
— OX ;
Ay = [ oyt D ay Sy, para i =123
Y =1 Ys

A fungao X é a solugdo para o problema de célula (A.13).

Observemos que os problemas limite obtidos ao final dos dois processos sao dife-
rentes, ou seja, os limites nao comutam e u° # Uap.

Na secao 2.4 introduzimos a modelagem hierdrquica como técnica de reducao de
dimensao. O objetivo da utilizacao deste tipo de técnica é a obtengao de um tnico
modelo bidimensional que independa da relagdo entre os parametros 0 e € e que,
nos casos limite, se comporte como os problemas bidimensionais encontrados na
literatura. Este modelo ainda apresenta uma vantagem com relacao ao método
assintotico: a nao exigéncia de periodicidade de a. Portanto, nesta se¢ao, além
de apresentar a técnica de reducao de dimensao alternativa e se obter um tnico
problema bidimensional, mostramos, de maneira formal, a consisténcia desta téc-
nica. Isto é, a partir do problema bidimensional encontrado apds a aplicagao da
modelagem hierdrquica & equacao de Poisson no dominio P?, considerando os casos
limite quando ¢ tende a zero e a seguir € tende a zero ou quando € tende a zero e a
seguir ¢ tende a zero recuperamos os problemas encontrados por Caillerie [Caillerie

(1981)] via métodos assintéticos.

2.2 Os problemas limite quando ¢ tende a zero e a seguir ¢ tende

a Zero

Esta secao tem por objetivo apresentar o desenvolvimento da técnica de re-
ducao de dimensao via métodos assintoticos para d para a equagao de Poisson a
partir dos resultados descritos por Caillerie [Caillerie (1981)]. Ao final desse pro-

cesso encontra-se um problema bidimensional no dominio €2, o qual consideramos
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o problema limite quando ¢ tende a zero e aplica-se técnicas de homogeneizacao a
este problema. O problema limite obtido ao final dos dois processos é o problema
limite quando § tende a zero e a seguir € tende a zero. O método assintético para ¢§
nao é encontrado na literatura da mesma forma que as técnicas de homogeneizacao.
Sendo assim, o descrevemos com detalhes a seguir. Ja as técnicas de homogeneiza-
¢ao, pelo fato de serem encontrados com mais frequéncia na literatura, nao serao

descritas com detalhes nesta se¢cao, mas no apéndice A.

2.2.1 O método assintético para ¢

Consideramos a equagao de Poisson (1.1). O objetivo desta segao é obter o
problema limite bidimensional quando ¢ tende zero a partir do desenvolvimento da
expansao assintética para a funcio ugs, em torno de §. As fungdes pertencentes a
expansao assintotica sao independentes de §. Para tanto, reescrevemos o problema

(1.1) no dominio P = Q x (—1, 1), utilizando a mudanga de varidveis

e 52'3 = 5711’3. (23)

it
I
8

Neste novo dominio definimos

usp(&) = ugp (i, 023) = u3p (@),

f(@) = f2(3,0d3) = fO(a). (2.4)

Definimos também 0P = 02 x (—=1,1) e 0Py = Q x {—1,1}.

Apéds a mudanca de varidveis (2.3), podemos reescrever o problema (1.1) como

—div [gEYugD] — 6 tdiv (ae 8u3D>

~ 81?3
0 0 ou’s
it (o Vi) 00 (G2 ) =5 emn @)

ous
a® - Vusp + 0 a2 =0  em OPy.
X 05
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Consideremos a expansao assintética da fungao u§, em funcao de 0
ugp ~ u + Sut + Fu 4 - (2.6)

Substituindo a expansdo assintética (2.6) no problema (2.5), obtemos

0 ou® ouO o ) Ouc!
52 € 51 : € € . ) €
* ok (“33 0333) ’ {dw (95 a@3> +a; (@) - 55 ("33 0@3)1
Out 0 P Ou2
- € 0| _ 735 € _ €, el €
div [2 vu ] div (9 a:@3> iy (Q Xu ) i (“33 a£3>

—odiv [gGYUd} — 6% div [geyuﬂ +..-=f em P,

aueﬂ auel aueQ
a® - Vu® +da - Vul + 6%a° - Vu? + 6 lajy— + afy—— + dajs——+ - =0
~ ~ ~ ~ ~ ~ 33 81’3 33 81,3 33 axs
em OPy. (2.7)

A partir do problema (2.7), agrupamos os termos com a mesma poténcia de d,
tanto para o dominio P quanto para a fronteira OPx.

Agrupamos os termos com a poténcia 62

0 ou°
— (e, —— ) =0 P 2.8
8@3 (CL33 8&3 > em I, ( )
e fronteira com a poténcia !
. 0ueo
a338—£3 =0 em aPﬂ: (29)

Observemos que ags, por hipdtese, ¢ ndo nula e independente de 3. Logo (2.8)

pode ser escrita como
a2u50
W =0 em P.
T3

Concluimos que u< é linear com relacao a varidvel 23, ou seja, é linear nas fibras.

0

Porém, por (2.9), temos que u® é independente de i3, isto é, u®(xy, x5).
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Agrupamos os termos com a poténcia 6!

ou® 9, 0 9, ou
— div (o - < yu®) - o ) = P, (21
aw (g 6:23) Dy (o vu?) Oy (%3 aa:«g> 0 emP (210)

e fronteira com a poténcia §°, obtendo

a - Vu® + aj ale =0 emOP (2.11)
= N, 33 83%3 - +- .

A exemplo de (2.8), podemos concluir de (2.10) que u' é linear em relacao a

variavel 3. Ainda temos que

our 1 (o vu). (2.12)

03 ass

Agrupamos os termos com 4"

div [aEVu€O}+ 0 4 Ou! N 9] 4 Ou! N 9, 4 ou N
Mo 83%1 13 8(@3 6.@2 = 8553 8:%3 81 8.@1

9 oul\ 0 ou?
‘ ‘ — (21
07 (“32 a@g) * or (%3 a;z-3> f, (213)

e fronteira com a poténcia ¢

a® - Vu' + aj aLez—Oem oP (2.14)
a v 33 832-3 = +. .

Integrando (2.13) em relagao a &3, usando (2.12) e (2.14), temos

1 1
2div ¢ Tu| - 2div {QETGG . Yueo] S / fdis  em Q,
-1

a33™

donde podemos escrever

1
—2div [éeyuﬂ :/ fdzs  em €
-1 (2.15)

u® = em 02,
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onde

aeaeT

Af=af — =",

~
as3

isto é,
A5a 0 :
€ __ € 13737 .o
Aj = ag; — — para i,j = 1,2.

33
Observemos que a fungao u®, solugio do problema (2.15), satisfaz as condigoes
(2.12) e (2.13). Observemos ainda que o problema (2.15) é bidimensional e inde-

pendente de 4, ou seja, é o problema limite quando J tende a zero.

2.2.2 Homogeneizagao

A partir do problema bidimensional (2.15), aplicamos técnicas de homo-
geneizacao a fim de obter o problema limite quando § tende a zero e a seguir e
tende zero. A metodologia para esta técnica consiste em se considerar a expansao

€O em torno de e. Substitui-se a expansao assintética

assintotica para a funcao u
no problema (2.15) e agrupa-se os termos com a mesma poténcia de €. Ao final do
processo obtemos o problema (2.1). Os detalhes deste processo estao descritos no
Apéndice A.

Observemos que o problema encontrado ao final do processo é o problema limite
quando aplicamos o método assintético como técnica de reducao de dimensao e, a
seguir, a teoria de homogeneizagao, isto é, tomamos o limite quando § tende a zero

e, a seguir, o limite quando € tende a zero. Observemos ainda que, neste caso, é

necessario considerar o tamanho caracteristico das inclusoes € periédico.

2.3 O problema limite quando ¢ tende a zero e a seguir J tende a

zero

O objetivo desta segao é, a partir da equacao de Poisson (1.1), aplicar técnicas
de homogeneizacao e gerar um problema tridimensional homogeneizado. A seguir,
utilizando o método assintético como técnica de reducao de dimensao, geramos

um problema bidimensional, ou seja, o problema limite quando € tende a zero e,
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a seguir, 0 tende a zero, conforme Caillerie [Caillerie (1981)]. Como as técnicas
ditas anteriormente sao as mesmas aplicadas na se¢ao anterior, porém na ordem

inversa, as mesmas serao descritas no Apéndice A.

2.3.1 Homogeneizagao

Consideramos a equacao de Poisson (1.1). Aplicamos formalmente técnicas
de homogeneizagao a este problema. Os detalhes estao no Apéndice A. Ao final

do processo obtemos o seguinte problema tridimensional homogeneizado

—div @YU%D] = f°  em P
W, =0 em 0P}, (2.16)

<gvzﬂ§[)> -n=20 em OP?,

onde

2 _
v

Aij :/%‘+ E:aw—aXdeldya, para i,j = 1,2,3,
Y =1 Ys

sendo Y a solu¢do do problema de célula (A.13).

2.3.2 O método assintético para ¢

Nesta secao aplicamos o método assintético como técnica de redugao de di-
mensao ao problema (2.16), a exemplo do que foi feito para a equagao de Poisson
na secao 2.2.1. Sendo assim, também os detalhes deste processo estao no Apéndice
A. O problema bidimensional obtido ao final do processo é (2.2).

Observemos que o problema bidimensional (2.2) é diferente do problema bidimen-
sional (2.1). A partir destes resultados é possivel verificar, do ponto de vista formal,
que os limites assintéticos nao comutam, isto é, considerando a equacao de Pois-
son (1.1) e os limites assintéticos quando § tende a zero e a seguir € tende a zero
obtemos um problema bidimensional limite diferente do problema bidimensional

limite encontrado quando € tende a zero e a seguir ¢ tende a zero.
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2.4 Modelagem hierarquica

Nas secoes 2.2 e 2.3 apresentamos os métodos assintoticos conforme proposta
de Caillerie [Caillerie (1981)] como metodologia para se obter os problemas limite
quando ¢ e € tendem a zero a partir da equacao de Poisson no dominio tridimen-
sional P°. Observamos que os limites assintéticos ndo comutam. A obtencdo de
dois problemas bidimensionais diferentes ao final dos dois processos é esperada,
porém nao é interessante do ponto de vista pratico. A escolha do problema bidi-
mensional a ser utilizado estd diretamente ligada a relacao entre os parametros ¢
e €, e, na pratica ¢ necessario saber, a priori, a relacao entre os parametros para
entao se escolher o modelo bidimensional adequado. Considerando a situagao des-
crita anteriormente, propomos, neste trabalho, uma forma alternativa de se obter
modelos bidimensionais a partir da equacao de Poisson (1.1) denominada mode-
lagem hierdrquica. Esta técnica consiste em se obter modelos bidimensionais para a
equagao de Poisson (1.1) escolhendo-se subespagos do espagco original das solugdes,
com dependéncia polinomial na variavel x3. Através desta técnica encontramos
um unico problema bidimensional dependente dos parametros ¢ e €. Mostramos
que, do ponto de vista formal, para os casos limite quando 0 tende a zero e a seguir
e tende a zero ou quando € tende a zero e a seguir 0 tende a zero recuperamos os
problemas limite encontrados por Caillerie [Caillerie (1981)].

Dividimos esta se¢ao da seguinte forma: primeiramente apresentamos o modelo hi-
erarquico a ser utilizado e obtemos a verificacao formal da consisténcia do modelo,
isto é, consideramos os casos limite apresentados por Caillerie [Caillerie (1981)] e
verificamos se o modelo bidimensional recupera os mesmos problemas limite. Fi-
nalizamos com algumas observagoes a respeito das aproximacoes numéricas que

poderiam ser utilizadas para o problema bidimensional encontrado.
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2.4.1 Modelo hierarquico de ordem um

Consideremos a equacio de Poisson no dominio P como o problema modelo

tridimensional original (1.1) e o espaco V(P°) da seguinte forma
V(P)={ve H(P’):v=0em dP]}.

Observemos que a norma || - || g1(psy define uma norma em V(P?).
Os modelos hierdrquicos sdo obtidos considerando-se subespacos de V(P°) com

dependéncia polinomial na variavel x3. Desta forma, temos

Vo(P°) ={v e V(P’) : v(z,x3) = vo(x) + v1(z)x3 + va(z)25 + - - - + vp(z)ah,

onde vy, v1,vs ..., v, € Hy(Q)}. (2.17)

Escolhemos o subespaco Vi(P?), o qual possui dependéncia linear na variavel xs,

isto é,
Vi(P?) = {v € V(P°) : v(z,23) = vo(z) + vi(z)z3, onde v, v1 € Hy(Q)}. (2.18)

A formulacao variacional do problema (1.1) pode ser dada por:

Achar u5, € Vi(P°) tal que

/ a’vVus, - Vodz = | fovdz,  para todo v € V(P°).
P

5= ps

Como V4 (P?) C V(P?), definimos 35, € V1(P°) de forma que

/ a*Vigs, - Vidr = fPodz  para todo ¥ € Vi(P°). (2.19)
P~

Y ps

Como a5, € Vi(P?), entao 435 (z) = wi(z) + wi(z)zs. A partir da formulagao

variacional (2.19) e das defini¢des para as fungdes @35, e @ em V;(P?%), obtemos o
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sistema bidimensional (1.3) e (1.4), expressos pelas equagoes

5
—26 div [gEng + gewi] = / fldrs  em Q,
-5

263 é
—3 div [gCYUJﬂ +20a*Vwg + 20as3w; = / fPasdrs em Q,
-5

wyg=w; = 0 em Of.

A seguir apresentamos os cédlculos necessérios para se obter (1.3) e (1.4).

De fato, utilizando a defini¢ao para a funcao o(z) = vo(x) + v1(z)zs, concluimos

que a formulagao variacional (2.19) pode ser dada da seguinte forma

[ a4V (wian)] Vonds = [ fuode (2.20)
pPs - pd
e
/ [aVw§ + a'V (wiz3)] V (vi23) do = ooy zgda
P - - - Jps -
para todo vg,v; € Hy(Q). (2.21)
Desenvolvendo o problema (2.20), obtemos
/ [chwgVUo + aGV(wixg)Vvo} dr = ovdz.
ps T T - - - Jps -
Como
Vg Vo a‘(z) a“(z
Vuwg=| ~ ’ ) Vo= | ~ ’ e C:LE@) = | 7 (N> ~ (N) , entao
0 0 a’(z)" agy(z)
a“Vwyg
geng — N~ 7
aVwy

donde obtemos

a*Vuwg - Vg = a*Vuwg - Vo,
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De forma anéloga, concluimos que
a’V(wizs) - Voo = z3a°Vwi - Yoo + a“wi V.
Logo a integral (2.20) é equivalente a
/135 gEYwSYUO + a:g,gervao + a“wiVuedr = N f%od@,

ou seja,

/ [gEYwS + 230V + gewi} Vogdr = FPuodz.
pé pé

Como, por definicio, P? = Q x (—4,4), temos

5
26/ [gYwS—i-gewf] Yvodzgz// fadl'gﬂodg.
Q QJ-s

Aplicando integragao por partes, concluimos (1.3).

Desenvolvendo o problema (2.21), concluimos que

€ € € € eT €
aVwgV (viz3) = T30 VwgVur + a Vwguy

2 T
a’V (wizs) V (vizs) = z3a°VwiVur + zsawiVor + 2307 Vwior + ajzwivr.
Logo, temos

/ r3a"Vwy Vo + a*Vwgur + x%nginvldg—l—
pé

/ r3a“wi Vo + r3a°Vwiv, + aggwivide = félegdif.
pé pé

Utilizando a definicao P° = Q x {—§,d}, e integrando por partes, podemos concluir

(1.4).
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2.4.2

seguir ¢ tende a zero

Consisténcia para o caso limite quando ¢ tende a zero e a

Na secao 2.4.1, apresentamos a modelagem hierdrquica como técnica de re-

dugao de dimensao. Obtemos os problemas (1.3) e (1.4), ambos bidimensionais,

quando consideramos modelos hierarquicos de ordem um. Aplicando a mudanca

de varidveis (2.3) aos problemas (1.3) e (1.4), obtemos

1
/ Jdis
-1

1
5 / Fiadis
-1

€ __ €
wy=w; = 0

—2div [quug + gewi} =

26*
— div [gwa] +2aVwg + 2a33w] =

Formalmente, tomando o limite quando 0 tende a zero em (2.22) e

1
—2div |a*Vwy + gewﬂ :/ fdzs  em €,
—1
2a°Vwg + 2a53w; = 0 em (2,
wy =w; =0 em Of.
Podemos concluir que
€ €T €
w] = ——a“ - Vuw
1 ag, b X
Substituindo (2.25) em (2.24), obtemos
1
—2div [éfng] _ / fdis  em ©,
-1
wy =0 em Of2.
onde
1N
Af..:aj—ﬂ para 1,7 =1,2.
’ ! ass

em €, (2.22)
em €, (2.23)
em 0f2.

(2.23), temos

(2.24)

(2.25)

(2.26)

A fim de encontrar o problema limite quando € tende a zero, aplicamos técnicas

de homogeneizacao ao problema (2.26). Os detalhes deste processo se encontram

no Apéndice A.
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O problema homogeneizado obtido ao final do processo é

onde

1

—2div [gywo] _ / fdis  em Q,
-1

wy = 0 em aQ,

Observemos que o problema anterior é exatamente o problema (2.1), encon-

trado via métodos assintdticos.

2.4.3 O limite quando ¢ tende a zero e a seguir ¢ tende a zero

Na se¢ao 2.4.2 consideramos o problema bidimensional obtido via modelagem

hierarquica e tomamos os limites quando ¢ tende a zero e a seguir quando € tende

a zero. Nesta secao consideramos novamente o problema bidimensional obtido via

modelagem hierarquica, porém tomamos os limites de forma inversa, isto ¢, quando

€ tende a zero e a seguir quando ¢ tende a zero no sistema de equagoes (1.3) e (1.4).

Consideremos as expansoes assintoticas

€
Wy

1

(z) ~ wp(z,y) + ewg(z, y) + Ewg(z, y) + ...

wi(z) ~wi(z,y) + ew; (z,y) + Ewilz, y) + ...,

onde y = e!

T e w!,i,7 =1,2,... é periddico em relagao a Y.

Aplicando a regra da cadeia ao operador divergente da equacao (1.3), temos

—2¢ 2 divy, [gev@wg] —2¢ div, [gEV@wg] —2¢ ! divy, [gviwg} —2div; [geviwg}

1
— 27! divy [gewﬂ — 2divy [gewi] :/ fdzs.
-1
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Substituindo primeiramente a expansao para wf e depois a expansao para wy,
obtemos
—2¢ 2 divy [gV@wS] —2¢ tdiv, [gvgwg] —2¢ ! divy, [gviwg} —2div; [gviwg} -
— 26_1(1ng [gVQwé] — 2div; [gVQwé] — 2divy [gvéwé] — 2ediv; [gvgwé} —
— 2divy [gVQw(Q)] — 2t divy [gwﬂ — 2divy [gw?] —

— 2divy [gw%] — 2ediv; [gwi] — = /11 fdzs.
Agrupando os termos com a poténcia e 2, obtemos
divy [gvgwg} =0 emQxY,
donde podemos concluir que a fungao wj é independente de g, ou seja,
w2, §) = Wo(2).

Consideremos o problema (1.4).

Aplicando a regra da cadeia ao operador divergente e ao operador gradiente, temos

262 202 202
- ?6_2 divy [gEVQwﬂ - ?6_1 div [gEVQwﬂ - ?6_1 divy [gevzwﬂ -

252 1
-3 div; [asvjwﬂ + 26_1aETV@w8 + 2a€TV£w6 + 2a5w] = 5/ fasdis.
~ a3 ~ ~ ~ ~ ~ 71

Substituindo pelas expansoes para wf, e w{, obtemos

262 262 262

— ?672 leg [gvgwﬂ — ?Gil leé [gvgwﬂ — ?Gil leg [gvzwﬂ —
262 262 262 252

2 252
-3 div, [gviwﬂ - div, [gvgwf] +2e a"Vywg+2a" Viw) +2a" Vywi+

1
+ 2egviwé + 2&3310(1) + 26&3310% +---= 5/ f.f?gd.ffg,
~ -1
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Agrupando os termos com a poténcia €2

divy [gvgwﬂ =0 emQxY,
donde podemos concluir que w{ ¢ independente de y, ou seja,
(@, §) = T (2).

Agrupando os termos com a poténcia e ! em ambas as equacoes, temos

div, [gvgwé} = —div, [gvzmo} — divy [le] , (2.27)
, . , _ 2. Dap 0,
divy [gVle] = —divy [gvéwl] = —; i 8_.%5 (2.28)

0

Agrupando os termos com poténcia €’ em ambas as equacoes e utilizando argu-

mentos de periodicidade, obtemos

1
—2div@/avywé+aviwo+awldg:// fdffg, (2.29)
~Jy T ~o ~ y J-1

252 . .
— —div; / gv;gwl + gv:@w%dg + 2/ QTVQU)% + QTijo + aggmldg =
- z ¥ v ¥ z

3
1
Y J-1

Introduzimos os problemas de célula

2
00
divg [gvgyj] --Y aj;] em Y (2.31)
a=1 o
para 7 = 1,2,3 e a fungao
. _ow
N _ ow
wi(&,7) = ZXﬁa—mﬁ- (2.32)
B=1
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Verificamos que (2.32) satisfaz (2.28).

Podemos reescrever (2.27) da seguinte forma

2

din [gvgwé] _ Z daqp 0wy Z aaaﬁ_

a,f= ya 0:,5 Jé] aya

Sendo assim, a fungao w} é dada por
2. o
wy(2,9) = Z 52, + X3Wi.
/=1

Verificamos que (2.33) satisfaz (2.27).

Substituindo (2.33) em (2.29), obtemos

~2div; [AVm,| — 2div, [Aw| = /1 fdis,
-1

onde

2 -
_ OX
Az:/al—i_ Q; Ajd/\u parai)j:]-727
J 1 ; ﬂayg [
~ 9
E:/aig—FZawaX?’dg, i=1,2.
Y 1
Substituindo (2.33) e (2.32) em (2.30), temos

262

Tomando o limite quando § tende a zero em (2.36) obtemos
_T . f— .
2A° Vo + 2A33w; = 0,

donde obtemos

29

1
—? d1V$ [AV w1i| + 2A Vi; U)O + 2A33U)1 = 5/ fi‘gdi’g
1

(2.33)

(2.34)

(2.35)

(2.36)

(2.37)



Substituindo (2.37) em (2.34)

1
—2div, [Evmo} - / Fdis,
~Lmes 1 (2.38)

EOZO,

onde

N
BZ] = Az] — _3 3J, para Z,j = 1, 2.
A33

Observemos que, novamente, o problema limite obtido a partir do problema bidi-
mensional via modelagem hierarquica quando consideramos os casos limite quando
€ tende a zero e a seguir quando ¢ tende a zero é idéntico ao problema obtido via
métodos assintdticos, isto é, o problema (2.38) ¢ idéntico ao problema (2.2). Desta
forma, ao aplicarmos a modelagem hierarquica como técnica de reducao de dimen-
sao e considerarmos os casos limite, obtemos os mesmos problemas obtidos via
métodos assintoticos. Portanto ao aplicarmos a modelagem hierarquica a equagao
de Poisson (1.1), obtemos o sistema de equagoes bidimensionais (1.3) e (1.4). A
partir deste sistema analisamos os casos limite quando 0 tende a zero e a seguir €
tende a zero e € tende a zero e a seguir J tende a zero e, do ponto de vista formal,
obtivemos os resultados de Caillerie [Caillerie (1981)].

A seguir apresentamos a consisténcia para os limites quando § e € tendem a zero a

partir do modelo hierarquico. Para tanto, introduzimos os operadores

H:V(P°) — Vi(P°)

uly > w(x) + wi ()

onde Vi (P?) e Vi(P) sao definidos em (2.18). As funcdes w§ e w$ sdo solugdes para

as equagoes (1.3) e (1.4) e pertencem a H} (). As fungoes wy e w; sao solugoes
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para as equacoes (2.34) e (2.36), pertencendo também a H( (). Os operadores H
e H denotam a redugao de dimensao via modelagem hierdrquica para a equacao

de Poisson no dominio P? e para a equacao homogeneizada no dominio P.

2.4.4 O limite lin%ﬂ(ugeD)

O objetivo desta secao é mostrar a convergéncia de maneira rigorosa quando
utilizamos modelagem hierarquica como técnica de reducao de dimensao. Para
tanto, consideramos a equagao de Poisson (1.1) e aplicamos a técnica de modelagem
hierarquica a ela, utilizando um modelo hierarquico de ordem um a partir do
sistema bidimensional obtido na Secao 2.4.3.

Observemos que o problema limite homogeneizado é um sistema acoplado para as
fungoes wy e Wy, representado pelas equagoes (2.34) e (2.36). Provar a convergéncia
das sequéncias de fungoes {w§} e {wS}, para as fungbes Wy e Wi, neste caso, nao
é uma tarefa facil. Sendo assim, propomos uma nova metodologia: aplicar a mo-
delagem hierarquica ao problema limite homogeneizado (2.16), isto é, verificar se
tomar o limite quando € tende a zero no sistema bidimensional (1.3) e (1.4) obtido
via modelagem hierarquica é equivalente a aplicagao da modelagem hierarquica
ao problema tridimensional homogeneizado (2.16). O resultado a seguir comprova

esta equivaléncia.

Lema 2.4.1. Seja ud5, a solu¢do para o problema (1.1). As técnicas de redugdo
de dimensao via modelagem hierdrquica e método assintotico em €, tomando-se o

limite quando € tende a zero, comutam, isto €,

H(lim ) = lim F(ud).

e—0

Demonstracao. De fato, pela definicao do limite assintotico quando € tende a zero,
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isto ¢, hr% uls, satisfaz

e—0 =7 \e—0

lim ( / aEVug%ngx> = / AV (hmu ) Védr,  para todo £ € V(P?).
ps = - - ps

Lembremos da definicio do espaco V;i(P°). Como V;(P°) C V(P?%), podemos

escolher, em particular, £ € V;(P°), donde

lim (/ a“Vud; Vfdx) :/ AV(hmu o) Védz, para todo & € Vi (P°).
pé pé

e—0 = e—0

Pela definicao do operador ‘H podemos escrever

/5 AV [7:{ (lir%ugeDﬂ Védx = /5 AV (hr]% ugeD> Védr, para todo & € Vi(P?).
P e P e—

Por outro lado,

J.

Aplicando, entao, a definigao do limite quando € tende a zero a (2.39), temos

(ES]

V [H (u3p)] Védz = / a’VuipVédr,  paratodo £ € V4(P°). (2.39)

po

e—0

lim ( /P @V [H (uf5)] vgda:) - /P iy lim H (ufy) | Véda

para todo & € Vi(P°).

lim ( /P 5 aVul; Vfdm) = lim ( /P a'v [H (u5)] vgdg;> =

/ AV [hmH (ugD)] Védr para todo & € V;(P?%),
pé
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ou seja,

/Pé EY [H <hr%u )} Vidr = /Pé AV [hmH <U3D)} Védz,

para todo & € Vi(P?).

Logo
H (hr%u ) = hm'H (ud5) -

]

Portanto, aplicar a técnica de modelagem hierdarquica ao problema tridimen-
sional original (1.1) e depois homogeneizar o problema resultante é equivalente a
homogeneizar o problema tridimensional original e, a seguir, aplicar a técnica de
modelagem hierdarquica.

A partir do Lema 2.4.1, observemos que, a fim de mostrar a convergéncia para

0 caso limH (ug‘})), ¢é suficiente mostrar a convergéncia para o caso lim ugj) e, em

e— e—0
seguida, aplicar a modelagem hierarquica. Desta forma, a convergéncia hm H(u3 o)
estd justificada na Secao B.1 do Apéndice B, pois a mesma é classica e existe na
literatura.
2441 O limite limH (hm ung>
6— €—

Nesta secao apresentamos argumentos que nos conduzem a encontrar o limite
em ¢ para as sequéncias {wy} e {w; }, independentes de €, que sao solugdes para o
sistema homogeneizado (2.34) e (2.36), obtido a partir da modelagem hierarquica

quando tomamos o limite quando § tende a zero.

Para tanto, consideremos a formulagao variacional para a equagao (2.34) e para a
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equagao (2.36), donde obtemos a seguinte forma bilinear

_ _ 52 _
a((wo,wl), (’UQ,Ul)) = / éviw()vivod@—i-/ éwlviﬂgdé—F?/ AV@wlvi’Uldi
~ ~ Q ~ Q~ ~ ~ ~

Q

. o 1 1 5 1
+ / AV s wWovidi + / Aga01di = ~ / / Foodisdi + = / / Fagvidisda.
o~ - ~ 0 ~ 2 )0 A ~ 2 o) ~

(2.40)

Definimos

@0, w17 @ = [@oll 1 () + 0° 011711 (@)-

Lema 2.4.2. A forma bilinear a((wWy, W), (vo,v1)) definida em (2.40), € coerciva,
isto €

a((wo, W), (Wo, wy)) > C||(wo, w1)]I7 -

Demonstragao. Observemos que a matriz a® é positiva definida. Sendo assim, de

(B.18) obtemos

€€ + AL3E —l—gt & + Asz&l > al)?, para todo £ € R,

beN|
WUy

Mas
Agsg = AL

entao

ALE + 2654 € + Ags > alef.

Escolhendo, em particular, £ = V;wy e §3 = wy, temos

gvgmovgwo + ZEEV@O + As3wy > a <|Vg@0|2 + |wl|2> :
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Logo

a((wo,wl); (@0,@1)) = /ZVﬁEOV@EOdQ—FQ/EElV@wod@

52
+ — 3 AV w1V wldx+/A33w1w1da: > —/AV w1V wyd
Q" Q
—i—a/ IVawol® + [wi|*dz. (2.41)
q
Mas
gvxw1Vim1 Z O[|me1|2
Logo
N — e — 12 94 — 12 94 295
a((wg, wy); (Wo,w1)) > = \Vew |"d2 +a | [W1]|°dE+a | [ViW| d
Q - Q Q -
> C8|[w |71 o) + @l Vaoll72) >
Poincaré

C (Ioll3s @) + %11 Is(@y) = Cll@o, w30 (2:42)

]

A seguir, mostramos que a forma bilinear a((wo,w;); (Wo,w;)) é limitada

superiormente, com o objetivo de limitar a sequéncia {wy}. Observemos que

a((wo, w1 ); (Wo, W1)) /fwodx—i— /fxgwldx

<5 (i d) (/ ’EO‘zdf%) pay) |f|2dfv>1/2 (/ !933@1|2dj)1/2

C _ _
= §||f||L2(P)||w0||L2(Q) + C5||f||L2(Q)||w1||L2(Q)
< Clflle2py ([Woll L2y + dllwll 2 ()

< O\l fllzzcpy (I@Woll ey + dllwi |l ey) -

Porém existe uma constante, que denotaremos por C tal que

— — — — 2
(Ioli3s 0 + 111100 ) = Cr (ollarey + 011l o)
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De (2.42) e usando a desigualdade anterior, temos

— — 2 - — —
(ol + Ol ) < T (I1ol3s(0) + 0211131 gy

< Col| fll2cpy (woll () + @i || @) »

1o || 1) < [[Woll 1) + 0l[W1 ]| a1 @) < Coll fllz2(p)- (2.43)

Portanto a sequéncia de fungoes {wy}, dependentes de §, ¢ limitada em H'().
Pelo Teorema B.1.3, existe uma subseqiiéncia de {wy} que converge fraco para um
limite wj, em H'(Q). E possivel mostrar que a sequéncia inteira {wy} converge
para w;, denotando por

(lsl_r% Wy = W,. (2.44)

A seguir limitamos a sequéncia de fun¢oes {w; }, dependentes de ¢, com o objetivo
de se obter uma sequéncia que convirja fraco em H* ().

Lembremos da segunda equacao do sistema

262 e — oo e
_—— lej; [évjwl} + 2A33’LU1 =9 f[l?gdl‘g — 2% V;ng
3~ -1 - (2.45)

wy=w; =0
A formulagao variacional para o problema (2.45) é

252 . . . — . 1
- évjwlvivldg + 2 A33w1v1dg =9
Q ~ ~ Q

. fagondi —2 / A"V wgdi
Rod:

-1

para todo v; € H'(Q). (2.46)
Logo, a partir de (2.46), temos
Va1l 20 + @1 2) < C (01 f 23l 2 + [@oll 2 (ey) -

Entao, de (2.43)

52“w1HH1(Q) < (5||w1||H1(Q) < C.
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Como a sequéncia {w;} é limitada em H'(Q), existe uma subsequéncia que con-
verge fraco em H'(Q) para um limite w}. Tomando o limite quando ¢ tende a zero

m (2.46), temos

- A —T . A
/Aggw’{vldgz —/4 Viwondz,
Q Q ~

donde

T = - AV
Asz ™ ~

Lembremos da forma bilinear mista (2.40), obtida pela soma das formas bilineares

das duas equacoes do sistema,

_ _ 52 _
a((wo,wl),(’vg,vl)):/éviw()vivod@—l-/ éwlvivgdg%——//lviwlvivld@
o z

+/gtvimovld§+/z433wﬂ)1dl’— // fU0d1E3dZE+ // fflfg’UldIgdCL’.
Q ~ Q

Tomando o limite quando § tende a zero em (2.40), obtemos

/ AV w5V sv0di + / g{—%gtv@ ]v vodZ = = / / frod@sdi. (2.47)
Q ~ ~ Q

33

A formulagao forte do problema (2.47) é

—2div; {(A - —A A) _*] / fdzs  em €,
- Az~ (2.48)
=0 em Of).

donde podemos reescreve-lo da seguinte forma

-2 lex BV / fdzs  em Q,
(2.49)
=0 em 02,
onde
_ _ AA
Bij = Ajj — E 13, para Z,j = 1, 2.
Ass

O problema (2.49) é idéntico ao problema (2.38), obtido de maneira formal. Logo
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wy = w;. Isto implica que Wy é a unica solugao de (2.49). Consequentemente toda
0

a sequéncia em (2.44) converge para .

2.5 Aproximagoes numéricas para o sistema bidimensional obtido

via modelagem hierarquica

Ao introduzir a modelagem hierarquica como técnica de reducao de dimensao,
utilizando um modelo hierarquico de ordem um, geramos o sistema de equacoes
(1.3) e (1.4). A fim de obter as fungdes w§ e w{ que sado as solugdes para o
sistema, terfamos que introduzir um método numérico que o aproximasse de forma
satisfatoria.

Na literatura nao ha registros de métodos numéricos que resolvam de forma satis-
fatéria este tipo de sistema para d e € arbitrarios, uma vez que a relagao entre os
mesmos influencia no comportamento da solugdo. O trabalho de Carius [Carius
(2006)] considera a equagao de Poisson no domfnio P°, porém a matriz a® da

seguinte forma

0 ass (%)

Portanto o sistema formado apés a utilizacao de um modelo hierarquico de ordem

um é mais simples, sendo dado por

1
—2div [gwug] — /_ fdis  em

252 1
-5 div [gfvw;] + 2a%w =0 / fisdis em Q, (2.50)
-1

wy = wj =0 em Of).
Observemos que o sistema (2.50) é desacoplado, sendo a primeira equagao um
problema de difusao cuja solucao é a funcao wyf, e a segunda é um problema de
difusao-reacao cuja solucao é a fungao wj, ambos com a presenca de coeficientes

oscilatérios. Para este caso, Carius [Carius (2006)] utiliza dois métodos de ele-

mentos finitos multiescala: o Residual Free Bubbles (RFB) e o Multiscale Finite
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Element Method (MsFEM) proposto por Hou et. al [Hou et al. (1999)], obtendo-se

excelentes aproximacgoes para a solucao do sistema.

2.6 Conclusoes

No presente capitulo apresentamos a equagao de Poisson em um dominio he-
terogéneo tridimensional de espessura pequena, denotado por P°. Primeiramente
apresentamos os métodos assintéticos propostos por Caillerie [Caillerie (1981)].
Observamos que os modelos obtidos a partir desta metodologia apresentavam al-
gumas desvantagens, as quais destacamos: a dependéncia da periodicidade das
inclusoes longitudinais no dominio e a obtencao de dois modelos bidimensionais
distintos para os casos limite. Objetivando eliminar estas desvantagens, propo-
mos a técnica de reducao de dimensao denominada de modelagem hierdrquica. Ao
considerarmos o modelo hierdarquico de ordem um, obtivemos um modelo bidimen-
sional tinico sem qualquer relacao com a periodicidade do parametro € e que se
comporta como os modelos bidimensionais obtidos por Caillerie [Caillerie (1981)]
nos casos limite, representando uma nova metodologia de reducao de dimensao
para este tipo de problema. Realizamos a demonstragao formal destes resultados e
as demonstracgoes rigorosas se encontram no Apéndice B. Além disso, citamos dois
métodos numéricos que podem ser usados para aproximar as solugoes do sistema
bidimensional obtido a partir da modelagem hierarquica para um caso particular
no qual a matriz a“ é bloco diagonal. Sugerimos como trabalhos futuros a confecgao
de um método numérico para o sistema bidimensional obtido via modelagem hi-

erarquica.
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Capitulo 3

O problema de elasticidade numa placa

heterogénea tridimensional

3.1 Introducao

No Capitulo 2 apresentamos a equagao de Poisson em uma placa heterogénea
tridimensional. Propomos para este problema uma metodologia alternativa para a
obtencao do modelo bidimensional a partir do problema tridimensional, chamada
de modelagem hierarquica, a qual foi descrita e analisada no Capitulo 2. Neste capi-
tulo consideramos que o dominio seja novamente a placa P° de espessura 20 com as
inclusoes caracteristicas heterogéneas presentes na direcao longitudinal, denotadas
por €, porém consideramos o problema de elasticidade linear neste dominio. Este
problema, assim como a equagao de Poisson, apresenta dificuldades relacionadas a
presenca dos dois parametros pequenos e da relacao entre eles. Nas engenharias,
as derivagoes destes modelos sao feitas utilizando-se argumentos fisicos. Ciarlet e
Destuynder [Ciarlet e Destuynder (1979)] mostraram que o deslocamento de um
corpo homogéneo tridimensional converge para a solucao de equacoes biharmonicas
bidimensionais quando a espessura tende a zero. Propomos neste capitulo, mais
uma vez, duas metodologias de reducao de dimensao, com o objetivo de se encontrar
modelos bidimensionais sem a utilizacao de argumentos fisicos: através de métodos
assintéticos ou de modelagem hierarquica, como foi feito para a equacao de Poisson.

Baseados no trabalho de Caillerie [Caillerie (1984)], obtemos através das expan-
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soes assintdticas em torno de ¢ e de € os modelos bidimensionais considerando-se
os casos limite: primeiramente quando 0 tende a zero e a seguir quando € tende
a zero e quando € tende a zero e a seguir quando § tende a zero. Os problemas
limite obtidos sao diferentes, como ocorreu no caso da equacao de Poisson. Desta
forma propomos novamente a modelagem hierarquica como metodologia alterna-
tiva e obtemos, para os casos limite, os mesmos problemas de Caillerie [Caillerie
(1984)].

Sendo assim, consideramos o problema de elasticidade linear em uma placa hete-
rogénea tridimensional de espessura pequena. Lembremos do problema de elasti-
cidade tridimensional (1.5). Seja ul5, : P2 — R? o vetor deslocamento e a tensio

de . pé 3x3 :
o’ 1 P° — Rygpyy, tais que

Aoc® =e(ujp), —dive™ = f° em P’

3x3 4 . A At A s
onde R}y, € o espago das matrizes trés por trés simétricas, f° representa a carga
de volume e ¢° a carga de tracio nas face superior e inferior da placa. Denotamos
a parte simétrica do gradiente de u3%, por

de \ __ de T, de
e(usp) = 5 (Vusp + V'ugp)

1
2

ou seja, e;;(ulp) = (Gl + d;ul) /2. Temos ainda que (dive®). = 22:1 0,075

O tensor de elasticidade A é tal que

[
=
Il

onde E > 0 é o médulo de Young, v € [0,1/2) é o coeficiente de Poisson e I ¢ a
matriz identidade trés por trés.

Definimos ainda

1=

(S}

3
= Z Tijaij (31)
i,j=1
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2
Ti0= Z TaB0 a3 (3.2)

avﬁzl

O tensor A~! pode ser caracterizado da seguinte forma
~

E
Alr = {7’ +
% S a3

N ——

1—-2v '~~~

Observemos que o problema descrito anteriormente possui dois parametros pe-
quenos: a espessura do dominio, 26, e as inclusoes caracteristicas heterogéneas
presentes na direcao longitudinal, que consideramos periddicas, de periodo €. Con-
forme estudo feito no Capitulo 2 para a equacao de Poisson, verificamos que, depen-
dendo da relagao entre os parametros ¢ e €, obtemos problemas distintos quando
consideramos os casos limite quando 0 tende a zero e a seguir € tende a zero ou €

tende a zero e a seguir ¢ tende a zero para o problema de elasticidade linear.

3.2 Os problemas limite

3.2.1 O limite quando ¢ tende a zero e a seguir ¢ tende a zero

O objetivo desta secao é apresentar os problemas limite bidimensionais quando
0 tende a zero e a seguir € tende a zero e quando € tende a zero e a seguir ¢ tende a
zero obtidos através dos métodos assintoticos aplicados aos parametros 6 e e. Como
esses resultados se encontram no trabalho de Caillerie [Caillerie (1984)], omitimos
o desenvolvimento do processo formal que nos conduz aos problemas apresentados.
Consideramos o problema (1.5). Podemos reescrevé-lo da seguinte forma

% = ae(ul5,), —divczr(s6 = £ em P,

= (3.3)
%.n=g¢g° emdP], ulH=0 em OP,

S}
I

(S}

onde a = A~'. Caracterizamos o tensor a por

£ I
= T rT
(1+v) = (

<
=

42



Lema 3.2.1. O tensor de quarta ordem é’l ¢ coercivo, ou seja, existe ¢ > 0 tal

que

Demonstragao. De acordo com a definigao (3.2), temos que

2 2
FE v
Al = (A”) = I\
ATrir=2.(477) o= 21 [Tt Toat @] e
a,,@:l a,ﬂ:l 01/8
E Ev

:1—|—1/Ta5'7a6+

Groa-z) @@=

2
> Y TapTap > 4T T
a,B=1

Portanto o tensor A~! é coercivo. O
v

A seguir, reescrevemos o problema (3.3) no dominio P, definido pela mudanca
de varidveis (2.3). Desta forma, consideramos o limite quando ¢ tende a zero no
problema (3.3) ja reescrito no dominio P. Ao final deste processo obtemos um
problema bidimensional.

Para tanto, definimos
V() = {w e [Hy ()] x H3(Q)},
munido com a seguinte norma

belfnye = [, I9u a2+ [ [e (vun)] a2

Ao aplicarmos a metodologia proposta por Caillerie [Caillerie (1984)] para a re-
ducao de dimensao, isto é, tomando o limite quando ¢ tende a zero via métodos

assintoticos, obtemos o seguinte problema bidimensional:
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Encontrar u§, = (u$, u§, uy) € [V(Q)]” satisfazendo as equacdes

L. 1. _
—5div [g 1g(gsp)] =g +g, em
2div [A" (Vs =g"—q Q (3.4)
—3 ,LV[% g(wug)]ﬂg—g -g, em{, :
divQ +g5 +95 =0 em ),

onde

- € E € v : €
47 (o) = (17 e () + 12 v

E v
-1 v e\ _ v € €
4°¢ <~“3> a [5<~“3) 7 —2VAU3£’} ’

—~
~—

e Q € [HL()]>. O problema (3.4) é equivalente ao modelo biharménico e sua
formulacao variacional é:

Encontrar u§;, € [V(€)]® tal que

para todo w € [V ()],

Lema 3.2.2. As formulagoes cldssica e variacional do problema (3.4) sao equiva-
lentes. Entretanto, se o tensor de quarta ordem gl_l satisfaz a sequinte condi¢do
de coercividade

Eziste ¢ > 0 tal que

. 1. 2x2
qT T < é TIT, para todo TE R

(a3

entdo o problema (3.4) possui uma unica solugao.
A partir do Lema 3.2.2 podemos concluir o seguinte resultado:
Teorema 3.2.1. A fungdo u§, = (uf, us, us) € a unica solugao do problema (3.4).
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A seguir aplicamos as técnicas da teoria de homogeneizacao classica para o
problema (3.4).

Seja (gam) o Unico vetor sobre o espago
W) = {gb € [Hl(Y)]?’ iguais dos lados opostos de Y e / ody = 0}
Y

satisfazendo

/Y [gng (¢ — pos) e() + g%s [Y (Cgﬁv _ Pgocﬁvﬂ ¢ (Y%)] dy =0,

para todo ¢ € [IW(Y)]*, (3.6)
onde P*% ¢ um vetor definido por

Eo&ﬂW = (517y561a7 51%%52(1, 527%) s Q, ﬁ) AS 17 2.

Observacao 3.2.1. Efdcz'l mostrar com métodos cldssicos que o vetor (*7 satisfaz

as sequintes equagoes

dlgie(en-pm))=0 ey,

e gl (67 -]

~

0 emY

e condigoes de fronteira periodicas em Y .
3 € __ € € € 3
Entao, quando € tende a zero, o vetor u§, = (u{, u§, u§) converge em [V ()]

para usp = (uq, Uz, u3), a qual é a tnica solu¢do do problema

~

—div [ang(ugD) _ gng(YuS)} —gt+g  emQ,

A S~

~div[B"glwn) - B (V)| + @ =g" g em (39)

divg—i-ggr—i-gg:(] em (2,
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T 2 E v
[% S(QNLQD)— af ’Y’ y 1+v I~ c g apf < \2P + 1—-2v R ap v
[B112¢(Vus)| = 2 / L. (V&™) e (Vus) + - dusl | dy
r ~~ e BlY Sy 1Hus P Jap [~ \~ 1—2v ~l s ’

7 2 FE v
pH21 _ / < aﬁ2) < ) di I\ d
[% 5(%2]))_ s |Y|Jy 1+ V‘g’ S B ¢\%ep ) + 1—2v VHang B 2

[gngg(YU:a): v % /Y Hiz/ L{, — € <Y ?ﬁgﬂaﬁ {g (Yu:s) +1 _VQVAU34 y dy.

(3.9)

Para detalhes dos calculos que nos conduzem aos resultados anteriores, ver Caillerie

[Caillerie (1984)].

3.2.2 O limite quando ¢ tende a zero e a seguir ¢ tende a zero

O objetivo desta secao é apresentar o problema limite encontrado por Cail-
lerie [Caillerie (1984)] considerando o problema de elasticidade linear tridimen-
sional (1.5) tomando primeiramente o limite quando € tende a zero e, a seguir, o
limite quando J tende a zero.

Primeiramente, reescrevemos o problema de elasticidade linear (1.5) no dominio

P, aplicando a mudanca de varidveis (2.3). Para tanto, definimos

35 () = uliy (, 03) = udip (),
e/rd € €
o (llgp) = o™ (u55),
o (35,) = 00°(ulpy),
€ (Ae ):52 66( 56)
033\Usp 033\Usp ),
I(@) = (5_1f167 6_1f3’ 5_2]0{?)7
g(&) = (67"gl,6 95,6 %g).
Aplicando técnicas de homogeneizacao ao problema reescrito no dominio P, temos

o seguinte resultado.

Teorema 3.2.2. Quando € tende a zero, @gjj converge fraco em [V (P)]* para u,,
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a qual € a unica solugao do problema

- (3.10)

onde o tensor gH pode ser definido

(gHg(@f@D div (@gD) I dy,

ij 1
e(9 )]” [€(U3D) 19, ’

ij |Y] 1—}—1/: :N

considerando-se que a funcao 6% é a tnica solucao do problema

fi [(1 5yt (€%) = DL+ (67 - £] )y =0,

para todo ¢ € W(Y)?. (3.11)

Para a demonstracao deste resultado, é possivel aplicar a elasticidade a prova
descrita nas paginas 71 e seguintes de Bensoussan e Papanicolaou [Bensoussan
et al. (1978)].

A seguir apresentamos o resultado encontrado apods a aplicacao do limite quando

9 tende a zero ao problema (3.10).
Teorema 3.2.3. Quando § tende a zero, uly, = (5 ug, 0~ us, u3) converge fraco

em V(P) para usp, que é dada por

Up = U, — $3YU3,

(uzp)3 = us.

onde o vetor Uy, = ((tap)1, (U2p)2, (u2p)3) € a Unica solugdo para o problema

—div [gng@w)] AR em £,

—div [D”e (v@w)gﬂ +Q=g"—g emQ (3.12)
~ N O~ \~ X )
divQ + g3 +95 =0 em €2,
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onde

al . all
D11 —9 H - a333%33~48
apys = 4 |Qapye T T H |
a3333

H _H
D22 _g o _ Qap33%3345
afys T 3 afyé ol ’
3333

com «, 3,7, =1,2.

A demonstrac@o desse resultado encontra-se em Caillerie [Caillerie (1984)].
Observemos que os problemas (3.8) e (3.12) s@o os problemas limite quando ¢ tende
a zero e a seguir € tende a zero e quando € tende a zero e a seguir ¢ tende a zero
considerando o problema de elasticidade linear tridimensional (1.5) a partir dos

métodos assintdticos descritos por Caillerie [Caillerie (1984)].

3.3 Os modelos hierarquicos

Na secao 3.2 apresentamos os problemas limite encontrados quando ¢ tende
a zero e a seguir € tende a zero e quando € tende a zero e a seguir ¢ tende a zero
considerando o problema de elasticidade linear tridimensional (1.5). A partir dos
resultados encontrados utilizando os métodos assintoticos, percebemos que uma
das desvantagens deste método é gerar dois problemas bidimensionais distintos
dependendo da relacao entre os parametros 0 e €, além da dependéncia de periodi-
cidade para o tamanho caracteristico das inclusoes, €.
Considerando as dificuldades anteriormente citadas, propomos uma metodologia
alternativa para o processo de reducao de dimensao conhecida como modelagem
hierdrquica, ja apresentada no Capitulo 2 para a equagao de Poisson. Através
desta metodologia, geramos um tnico modelo bidimensional independente da re-
lacao entre os parametros 0 e € e também livre da periodicidade para as inclusoes
caracteristicas longitudinais.
O objetivo desta secao é obter um unico modelo bidimensional e mostrar que o
mesmo ¢é consistente, ou seja, que os problemas limite encontrados para os casos

quando J tende a zero e a seguir € tende a zero ou quando € tende a zero e a seguir

48



J tende a zero sdo os mesmos problemas (3.8) e (3.12) apresentados na se¢ao 3.2. A
derivagao do modelo a seguir se baseia no trabalho de Alessandrini et. al [Alessan-
drini et al. (1999)].

Para tanto, consideramos novamente o problema de elasticidade linear tridimen-
sional original (1.5). E possivel caracterizar a solucio deste problema de forma
alternativa através do principio de Hellinger-Reissner, o qual nos oferece uma ca-
racterizagao variacional para a solugao do problema tridimensional (1.5). A fim de

enunciar este principio, definimos os espagos

{V(P‘s)}g ={ve [HI(P‘S)}S cv=0em OP},

3x3 o

[S(PO]7 = [L2(P")]

3x3

O primeiro principio de Hellinger-Reissner caracteriza a solu¢ao do problema de
elasticidade linear (1.5), (uj}, o°¢), como o tnico ponto critico do funcional £(v, 7)

definido por

3x3

em [V(P%)]* x [S(P%)] (3.13)

Encontrar um ponto critico para o operador £ é equivalente a encontrar uds, €

[V(P‘S)}g e o’ e [S(P‘S)}?’XS tais que

/ Ao’ : Tdx — / e(udy) : Tdr = para todo 7 € [S(P‘S)}gxg,

ps== = - -

, (3.14)

/ 0% : e(v)dr = f° - vdx + / ¢° -vdx para todo v € [V(P‘S)} .
pp- - T Jps T 7 ps T -

Um primeiro tipo de modelos aparece quando procuramos por pontos criticos de £
em subespagos de [V(P‘S)}3 e [S(P° )]SXS com dependéncia polinomial na varidvel
xIs3.

A fim de descrever os espacos considerados escrevemos grauzy = p, com v €

[LQ(P(S)]2 e p € Z, a qual significa que v é um polinémio em z3 de grau p com
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coeficientes em [L2(2)]. Se p < 0, interpretamos que v ¢ identicamente nulo.

Por exemplo, seja p um inteiro positivo. Consideremos

VP p)]" = {v € [V(P)]": grangy < pgrauges < p =1},

[S(P‘S,p)] ={re [S(P‘S)}gxg : graugT < p,graugT < p — 1, graugms; < p — 2}.

3x3

Entao um ponto critico (ggeD(p),g‘;E(p)) € [V(P‘s,p)}3 X [S(P‘;,p)} de L ca-
racteriza o modelo HR;(p). Variando cuidadosamente os graus dos polinomios
componentes do deslocamento e do tensor das tensoes em diferentes subespagos,
obtemos modelos diferentes.

De forma andloga ao problema tridimensional original (1.5), os modelos podem

ser equivalentemente caracterizados por uma formulagao variacional, isto é, procu-

ramos ul5, € [V(P‘S,p)}s e 0%(p) € [S(P‘S,p)}3X3 tais que

/ Ad®(p) : 7dx — / e(uip(p)) 1 Tdr =0 para todo T € [S(Pﬂp)f’xg’,
P = B P = —

0 €
A

3

(S}

(p) : e(v)dr = [0 vdr + / ¢’ -vdz  para todo v € [V(P°p)]
)

= ps Pii

(3.15)

3.3.1 O Modelo HR,(1)

Como primeira tentativa de obtencao de um modelo hierarquico, considera-
mos o modelo HR;(1), ou seja, o modelo gerado a partir do primeiro principio de
Hellinger-Reissner para polindmios de grau 1 na variavel xs.

Para a dedugao deste modelo escolhemos a formulagao variacional (3.15) e con-
sideramos polinomios de grau 1 na variavel x3. A dedugao a seguir se baseia no

trabalho de Madureira [Madureira (1999)].
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Para tanto, consideremos as fungoes (ud5 (1), g56(1)) dadas da seguinte forma

(1) = n(x) N —p(z)3
. 0 w(z)
g6€(1) = gO(g) ! + O-l(g)lg O-O(x) )
0 0 (@) (z) 0

3

sendo ul5, € [V/(P?, 1)}3 e o’(1) € [S(P°,1)] “? Consideramos, primeiramente,

a fungao teste 7 € [S(P57 ())]3X3 na primeira equagao de (3.15) da seguinte forma

()= ™ : (3.16)

1 v 14
/_ (1; )o"e) : 7(z) + (1; g1 gle)radasdz-

De forma anéloga
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5
/ e(ud, (1)) : Tda = / / e(n) : 7 —w3e(p) : Tdrsdr = / 20e(n) : Tdz.
P = Q [ 2ad a3 (a3 a3 ~ [ 2ad ;Y

Q

g’ = éflg(g). (3.17)

Analogamente, consideramos a fungao teste v € [V (P?, 0)}3, isto é, v(z) = (v(x),0)

~ Ny

com v € [H1(Q)]? na segunda equacio de (3.15). Portanto

4 pe(v)=0(@) e(v) +a'(z) : e(v)rs.

o"(1) : ev) = [¢°(2) + g (@)as]
Entao

e(v)dz.

A~ ~

/P g*(1) : e(v)dz = /Q / igo@):g(y)+gl(£>ig(g)w3dwsd£= / 200°(z) :

5= Q

Logo a segunda equagao de (3.15) pode ser escrita como

1 b 1
/UO ce(v)dxr = / —5t / fsdzcg -vdas+/ 5! [gé(x,d)v + ¢°(x, —5)11] dzx.
o ~ Jo2 -5 M Jo 2 A ~ ~r

Definimos

e, desta forma,

1
o e(v)dr = —f"+07'¢° ) - vdx para todo v € [H} () 2
QN A Q 2 g ~ o~ ~ 0
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De (3.17), temos

/Q’é Le(y) g(w)dg—/< ot )-gdg para todo v € [HL()]*.

Aplicando integragao por partes, temos

—/Qdiv [é_lg(g)} ~vdr =

1
vdz / (§i°+5—1£0) vdz para todo v € [Hy(Q)]".
Q

Logo a funcao 7 satisfaz & equagao de membrana (1.6)

—6div[él g ]:2i +g em (),

n=0 em 02,
e apds determiné-la, é possivel determinar ¢ por (3.17)

A fim de obter as fungoes ¢, w e ol

consideramos as fungoes teste 7 € [S (P°, 1)} e
dadas por
T(x)rs T(2)
@)= "~" "7
() 0

onde 7 € [LX(Q)] e 7 € [L(Q)].

Sendo assim

g (1) 7 = D00y 2ae + 010y 701t — Vo) (o)
@) o+ @) )+ () @) @)
Entao
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donde

Portanto

(A2§[1;VQW@-7%§QJ:LQﬂ+4ﬁiiZ%%@‘ﬂ£Wx

isto é,

/ﬁm :UHJ %%WWW

donde obtemos

(3.18)

E
2(1+v)
Consideramos, entao, v(z) = (v(z)r3,0) como funcao teste com v & [HL(Q)).

onde \ =
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Sendo assim, v € [V(P5, 1)]3, isto é,

Ir3elv v
e(v) = W L :
vt 0

donde

Entao

/ u)dz = / / W+ g (z) : ¢(v)7s + 20" (z) - vdwsdz =

263

/ngf(@ €(1) + 460°() - v

Substituindo pela rela¢ao (3.18), obtemos que

/056(1):6(v)d$=/—%g te(p) s e(v) — 40X (g — Yw) -vdz.  (3.19)
ps Q

Temos ainda que

5 5
f‘S cvdx = / / z‘s cvrsdrsdr = / (/ i‘sxgdxg,) -vdzx.
ps 7 QJ-s - ~ Q \J-s -

Definimos

5
£= [ £ rads,
s
1 _ 6( 5) + 6( -5
g =g(2,0)+g'(z,—9).
Integrando por partes a relagao (3.19), obtemos

253

Q

div [A7"¢()] - vdz — 41 (g — Vo) - vdz = 5 /Q [ vdz + /Q 209" - vda

Entao
3

—%div [47%(@)] +20A (¢ - Yw) = =0 (% T gl) .
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Considerando v(x) = (0,v(z)), entao

W= "
ev) =5 T
B 2 <Yv> 0
e portanto
0" (1) : e(v) = ¢°(z) - Yo + (") (2)(Vo)" = 20°() - Vv

Entao a partir de (3.18),

) 19
/ / 200 - Vodrsdr = / / —2A (sg — Vw) - Vodzsdr,
oJ-s 7 7 - QJ-=s ~ ~ -

—2/ 20\ (343 — Yw) -Voudzr = —4(5/ A (g — Yw) -Vudz.
Q Q
Aplicando integracao por partes
—45/ A (se - Yw) -Vudz = 46/ div [A(ge — Yw)] vdz.
Q Q

Temos ainda que

5
f5~vdx:/ fgl}dl’gdl’:/ (/ f?fdxg) vdx
ps ps ~ Q \J-s ~

/ gé'vd9€=2/ [9§(£,5)+g§(§,—5)} vdz.
oP3 Q

Defino

)
=5 / Fides
5

g5 = [gg(g,é) +95(z, —5)] :
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Portanto, temos
1 /9
20 div [)\ (sg — Yw)] =3 /6f§d$3 + [9§<§>6) n 93(%7 =9)|,

donde

26 div [)\ (g . yw)] - gfg + g0

Podemos concluir que as fungoes ¢ e w sao solugoes para as equagoes de Reissner-

Mindlin (1.7)

R 1
—gdiv [él 15(@] + 20\ (¢ — Vw) = =6 (5[1 + gl) em (),
20\ div(p — Vw) = gf:? + g3 em (2,
0 =0, w=20 em 02,

Uma vez conhecidas as fungoes ¢ e w podemos calcular os tensores gl e go a partir
de (3.18). Aplicando a mudanga de variaveis (2.3) ao problema de membrana (1.6),

temos

0—0
—2div [Ae(n)| =5 +3° emQ,
[@ R~ i| 2 (320)
n=0 em Of).

onde

20_5/_2[%;3_/_11[@3

7’ =g (z, 1)+ g (z,-1).

e as fungdes g*(z,1) e g~ (,1) sdo as funcoes ¢°(z,d) e ¢°(z,—d) no dominio

escalonado P.
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3.4 Consisténcia formal do modelo hierarquico HR;(1)

Na secao 3.3 propomos a modelagem hierarquica como metodologia alterna-
tiva para o processo de reducao de dimensao do problema de elasticidade tridi-
mensional (1.5) a problemas bidimensionais. Nesta se¢do mostraremos, do ponto
de vista formal, que os problemas bidimensionais encontrados via modelagem hi-
erarquica coincidem com os problemas bidimensionais encontrados via métodos
assintoticos e descritos por Caillerie [Caillerie (1984)].

Observemos que, do ponto de vista formal, a fun¢ao u$,, solugao da equacao (3.4)
e que a fungao 7, solucao para a equagao de membrana (1.6), s@ao solugoes para o
mesmo problema bidimensional, a partir da definicao para o tensor 1;1_1. A con-
clusao anterior também ¢ valida para as fungoes Vug e . Portanto concluimos,
de maneira formal, que ao aplicarmos a modelagem hierarquica como técnica de
redugao de dimensao e, a seguir tomar o limite quando § tende a zero, obtemos o
mesmo problema limite quando ¢ tende a zero fazendo a reducao de dimensao via
métodos assintéticos conforme Caillerie [Caillerie (1984)].

Como os problemas limite encontrados para o caso em que J tende a zero foram os
mesmos, podemos aplicar técnicas de homogeneizacao aos problemas (1.6) e (1.7),
seguindo os mesmos passos de Bensoussan [Bensoussan et al. (1978)]. Portanto o
problema resultante é idéntico ao problema (3.8).

Consideremos, entao, os problemas (1.6) e (1.7). Precisamos aplicar as técnicas de
homogeneizagao a estes problemas, novamente conforme os passos de Bensoussan
[7] a fim de obter os modelos hierdrquicos homogeneizados e, a seguir, tomar o
limite quando J tende a zero nesses problemas.

Conforme processo realizado para a equagao de Poisson, verificamos que o processo
de redugao de dimensao via modelagem hierarquica e o processo de homogeneiza-
¢ao comutam. Sendo assim, nao havera a necessidade de aplicar as técnicas de
homogeneizagao as equagoes de membrana e Reissner-Mindlin para encontrarmos
o problema limite quando ¢ tende a zero e a seguir € tende a zero para verificar

se 0 mesmo coincide com o problema limite obtido por Caillerie [Caillerie (1984)]
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para 0 mesmo caso.
Portanto, definimos o operador H, que transforma o problema tridimensional ori-
ginal (1.5) em um problema bidimensional via modelagem hierarquica da seguinte

forma

3x3 3x3

H: [V(P)] x [S(P%)]

(ush, ™) — (uzp (1), 7"(1)).

— [V(P°, 1)]” x [S(P°,1)]

onde (u3%, g56) ¢é solucao para o problema de elasticidade tridimensional original
(1.5) e (ud5(1),0%(1)) ¢ solugdo para o problema bidimensional obtido via mode-
lagem hierdrquica.

Definimos ainda o operador H, que transforma o problema tridimensional homo-

geneizado (3.10) em um problema bidimensional homogeneizado via modelagem

hierarquica

H:[V(P)] x [S(P)] — [V(P, 1)) x [S(P, 1)

onde (ggD,c;ré) é solucao para o problema de elasticidade tridimensional homo-
geneizado (3.10) e (u3(1),0°(1)) é solugdo para o problema bidimensional homo-
geneizado obtido via modelagem hierarquica.

A fim de validar este processo, utilizamos o Lema 3.4.1.

Lema 3.4.1. Seja (gg‘}),g‘se) a solugao para o problema tridimensional original
(1.5). As técnicas de reducdo de dimensdo via modelagem hierdrquica e homo-
geneizagcao comutam, isto é

H (lim (ufp, ™) ) = limy (H (a5, o))

e—0

Demonstracao. Consideremos a formulagao variacional para o problema de elasti-

cidade linear (1.5):

29



Encontrar (uj5,, 0°¢) € [V(P‘;)}3 X [S(P‘s)f’xg’ tal que

/ Ac® : Tdx — / e(u3p) : Tdz = 0 para todo T € [S(Pé)}gxg’
P ; P - .

5=

5=
/ o e(w)dr = | f°-vdx +/ ¢’ - vdz para todo v € [V(P‘;)]g.
P 9

5 = = ps Pii

Tomando o limite quando € tende a zero nas equacoes acima

-1
lim (/ Ao’ : Tdx —/ e(ud5) : de) = / <aH) 5 %di—/ e (ﬂgD) . 7dz,
e—0 ps == = - ps= = - p \= = = = p - = —

para todo T € [S(P‘;)]3X3 e para todo 7 € [S(P)]**?.

lim (/ 0% e(v)dx) = / 5° - e(0)di
e—0 ps = == - p= =\=/"—=

para todo v € [V(P‘s)}3 e para todo ¥ € [V(P)]*.

Como [V(P6,1)]3 C [V(P5)]3 e [5(13‘5,1)]3X3 C [S(P‘S)}SXS, podemos escolher,
em particular, (v,7) € [V(P5,1)]3 X [S(P5,1)]
V(P 1) c [V(P) e [S(P,1)]>* c [S(P)]**?, podemos também escolher, em

3x3 ¢
. De forma andloga, como

particular (9,7) € [V(P, D]? x [S(P,1))**®, donde

-1
lim (/ Ao’ : Tdx —/ e(ud5) : de) = / <aH> 5 %di—/ e (4, : 7da,
e—0 ps == = - ps= = - p \= = = — P — = —

para todo T € {S(P‘S, 1)}3X3 e para todo 7 € [S(P, 1)]3X3_

lim (/ aafze(v)dx> :/65:6(@)0[:%
—0\Jps = ~7 7 rp- T 7

para todo v € [V/(P?, 1)}3 e para todo ¥ € [V(P,1)]”.
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Pela definicio do operador H, temos

() 1) - )

para todo T € [S(P?, 1)}3X3 e para todo 7 € [S(P, D).

[§s

para todo 7 € g(P‘S, 1) e para todo 7 € S(P, 1).

H ( /P K e(@)dﬁc) —-H [?_{% ( /P g e(v)dwﬂ

para todo v € [V(P‘S, 1)}3 e para todo v € [V/(P, 1)]3.

Por outro lado,

H(/ AO'(SESTdZE—/ e(ugE):de):
ps== =7 JpsT " -

ps = S
/ Ac® : rdx — / e (u}p) : Tdz para todo T € [S(P, 1)]3X3 (3.21)
ps== = 5= - -
H (/ 0% e(v)dx) = H (d%) : e(v)dz —/ 0% : e(v)da
p- T T pp =TT 7 JpT T 7
para todo v € [V(P°, 1)]3. (3.22)

61



Aplicando a defini¢ao do limite quando € tende a zero a (3.21) e (3.22), temos

lim [H ( /P 5 o’ e(v)dxﬂ

/ H (0°) : e(d)di = H

iy ([ 0¥ e =

< /P g™ e(f})d%)

para todo v € [V/(P?, 1)}3 e para todo ¥ € [V(P,1)]°.

Entao
o -1
H[ / (aH> 5° %d@] — lim
P = = = - e—0
- - Se SN
H ( /P e (%p) de> = lim
H (/ 0% e(@)di) = lim
p= =—" - e—0
Portanto

O

A partir deste resultado, com o objetivo de mostrar a equivaléncia do ponto

de vista formal para os problemas limite quando € tende a zero e a seguir J tende

a zero, podemos aplicar a modelagem hierdrquica ao problema de elasticidade

tridimensional homogeneizado.

Consideremos o problema de elasticidade linear tridimensional homogeneizado no

dominio P, dado por (3.10).
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A formulagao variacional para o problema (3.10) é

A

/ & e(v)dr = | f-vdr + / g - vdx para todo v € V(P).
P N P le]

= Py J

([[§s

-1
H> 5% Tdx — /Pe(ugD) : 7dx = 0 para todo 7 € [S(P)]*,

Escolhemos novamente o modelo HR;(1). Sendo assim,

W (1) = 7(z) N —0(z) w3
0 w(z)
g | TW 0], | T W

Aplicando o processo analogo ao realizado anteriormente e tomando o limite quando

0 tende a zero, verificamos que a fungao 7 é solucao para a equacao de membrana

o | H o]
div [g g(g)} =g +yg em €,
(3.23)
=20 em 02,
e as fungoes P e W sdo solugoes para as equagoes de Reissner-Mindlin
2div [a¥e(@)] + 4MF — V@) = ¢+ — g Q
—3div [g g(se)} +AN@-VYw)=g"—g~ emf,
ANdiv(p — Vw) = g3 + 95  em €, (3.24)

p=0w=0 em 0f2,

onde a® estd caracterizado por
~

I

"y B L i _ of . 1% =
(% 2( )>a,8 Y /y 14+v [‘£’ ‘S(Q >Lﬂ {g(ﬂ) i 1—=2v le(Q)£ af W

sendo que as fungoes #°7 estdo definidas em (3.11).

Observemos que as equagoes de membrana (3.23) e as equagoes de Reissner-Mindlin
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(3.24) coincidem com as equagdes (3.12).

3.5 Convergéncia do modelo de Reissner-Mindlin para o modelo

de Kirchhoff-Love

Na se¢ao 3.4 mostramos, de maneira formal, que os modelos bidimensionais
gerados através dos métodos assintoticos sao idénticos aos modelos bidimensio-
nais gerados através da modelagem hierarquica, isto é, as equagoes de membrana e
Reissner-Mindlin coincidem com os sistemas bidimensionais apresentados por Cail-
lerie [Caillerie (1984)]. Nesta secdo mostramos a convergéncia forte da solucao do
modelo de Reissner-Mindlin para placas para a solucao do modelo de Kirchhoff-
Love para placas.

O modelo gerado a partir da teoria de Kirchhoff-Love usa hipéteses de natureza
geométrica a priori, o que difere substancialmente em relagao ao modelo gerado
a partir da teoria de Reissner-Mindlin. A teoria de Reissner-Mindlin parte do
principio de se procurar a solu¢do para o problema de elasticidade linear (1.5) em
um espaco de aproximacgao com dependéncia polinomial para a varidvel na direcao
transversa, tanto para o deslocamento u35, quanto para o tensor das tensoes g‘se. As
aproximacoes para modelos de placas por reducao de dimensao via modelagem hi-
erarquica, os quais nos conduzem as equacoes de Reissner-Mindlin, geram modelos
bidimensionais cujas aproximacoes por elementos finitos sao mais simples e faceis
do ponto de vista computacional em comparacao com as aproximagoes numéricas
para o modelo gerado pela teoria de Kirchhoff-Love. No entanto, ao se considerar
uma formulagao variacional com aproximagoes por elementos finitos via método
de Galerkin tradicional para as equagoes de Reissner-Mindlin (1.7), geramos um
problema conhecido como locking, o qual sera discutido no Capitulo 4.

Uma vez que o modelo de Reisser-Mindlin para placas converge forte quando ¢
tende a zero para o modelo de Kirchhoff-Love, o mesmo pode ser usado como
modelo bidimensional e se gerar aproximacoes numéricas mais simples, apesar do

problema de locking citado anteriormente.
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Para tanto, definimos

ov U3
L e e -

ou seja,

n(z) - &5Yw

Vi (P)) = e V(P ne [HA(Q)] we H3Q)

w(z)

~

Definicao 3.5.1. Dizemos que um modelo de placas € assintoticamente consistente
quando, ao se considerar o limite quando ¢ tende a zero mo problema de elastici-
dade linear tridimensional (1.5), a sequéncia em 6 de solugdes (us,(1)) do modelo

HR;(1) converge para a solu¢do us

Usp,, que € dada por

onde u§, = (uf, us, us) € a unica solugao do problema (3.4).

Observagao 3.5.1. O problema (3.4) é um sistema onde a primeira equagao cons-
titui um problema de difusao e a sequnda e a terceira, juntas, formam uma equacao

equivalente ao modelo biharmonico, a saber
2 2 —1 € . + — + _
—gdiv [él e (Yuy))} =2div(g" — g7 ) +2(g95 +9g3) em Q.

Precisamente, uma vez que o dominio P° é escalonado pela mudanca de

variaveis (2.3), o limite da solugdo do modelo é s

Uy, definido por 3.5.1. Para as

equagoes de Reissner-Mindlin (1.7), basta mostrar que
© — Vuz e w — ug,
forte quando ¢ tende a zero.
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Teorema 3.5.1. A sequéncia de solugdes (u5p) converge para a solugdo gy,
definida em 3.5.1, em [VKL(P)]3 onde us € a solugao fraca para as equagoes de

Reissner-Mindlin (1.7).

Demonstragdo. Passo 1: Mostrar que as sequéncias {usp} e {e(usp)} convergem
fraco em [V (P)]°.
Primeiramente escrevemos o problema de elasticidade linear tridimensional (1.5)

em sua formulagao variacional

J.

(I
AN
aQ
~
I
W
S
Ly
=
Y
8
|
~~
(%)
Q
S
S
+
S
WS
(NS
[«9)
]
<Y
4]

para todo v € [V(P(S)]g. (3.25)
Aplicando a mudanca de varidveis (2.3) ao problema (3.25), temos

/ AT (usp) s (v)di =6 | f - vdi + / g-v para todo v € [V(P)],
4 e

0~'e(v) 0 %es3(v)

~

Mostraremos que as sequéncias {u§p} e {€’(u§p)} sdo limitadas em [V(P)]>. De

3 .
fato, observemos que, como u§,, € [V(P)]”, em particular, podemos escrever

Entao

1€ o) gy < /P AT (w5 ) - € (usp)d = 5 / fuspdi + /a g-uSpdi

Piii

< COllfllrzpyplluspllpzeye + lgllizz@pye 1usollir2 e
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||€ (U3D)||[L2 P)P<® < C(SHIH[LQ(P)}?’||y§D||[L2(P)]3 + ||Q||[L2(ap)}3||9§D||[L2(P)}3
||£ (@gD)H[QLz(P)]sxs < C5HIH[L2(P)}3HHEDH[Hl(P)P + HQH[LQ((‘)P)PHy’gDH[Hl(P)}?’

SO(H]jII[Lz e+ gz om) )||Vu3DHL2 _—

Entao, pela desigualdade de Korn, temos

||£6(@§D)||[2Lz(p) sxs < C (||f||[L2 ppt ||9||[L2 apP)] ) ||6 (usp) | [L2(P)]3*3

||£6(7;L§D)||[L2(P)}3X3 < OHI”[LQ(P)P”g”[LQ(aP)}?’a

donde concluimos que {€’(u5p,)} ¢ limitada em [L2(P)]**°.

Pela desigualdade de Korn, temos que

w5l iy < Clle (usp)llzepysxs < C (||f||[L2(P)]3 + ||g||[L2(8P)}3> ;

donde a sequéncia {u§,} também é limitada em [V (P)]’.

Portanto existe uma
subsequencia tanto de {u5p} como de {e(u5p)} que converge fraco em [V(P)]?, ou

seja,

yie’)D - u em [V(P)]S )

é(usp) = vem [L2(P)]7.

Passo 2: Mostrar que o limite u € [V (P)]°.
Observemos que, como u§, — u em [V(P)]’, entdo v = e(u). Em particular,

e(u). Como €’ (u}p,) é limitada, temos

a3

e(usp) = E,é@gD)- Logo v =
€2 (ulp) |2y < Olles(udp)|lipzpy: < C6.

Portanto {e;3(ul,,)} converge para zero quando § tende a zero em [L%(P)]°. Entao
e;3(u) = 0 para i = 1,2,3. Sendo assim caracterizamos u = (uy, ug, u3) da seguinte
forma:

Como e;3(u) = 0 para ¢ = 1,2,3, entdo ug é constante com relagao a varidvel Z3 e
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como ug(Z3) = 0 em OPy, entdo ug = n3(Z) para algum 1z € Hy(Q). Mas

8u1 8u3 8U2 6U3

Ois  0i,  Ois  Oiy
Logo
GQNL -
8_:%3 = —N773(Z€)-

Desta forma, ao considerarmos uma funcao u da forma

(&) — 3V (2)

I
I

773(@

a mesma satisfaz as condigbes anteriores e pertence ao espaco [V (P)]

Passo 3: Mostrar que

y =
B v
0 1-2v

tr(e(u))

Observemos que, a partir de (3.25), temos

62 / Afl
P

A partir da defini¢do do tensor A™e(u§p), temos

f'vd56+52/ g vdi.

*(usp) : € (usp)de = 6 g
P OP+

I

E& 5. 285, . E
/P 1+ Vgé(gw) : 2(9) * 1+ 1/56(@317) ce(v) + T V€g3(@3D)€33(9)+
FEv A
A2 162 tr(e(0) + eas(v) ] di =
53/f-vd:z=+52/ g vd.
P 0P+

Ao tomarmos o limite quando ¢ tende a zero, na expressao anterior, temos

b tr (e(u)) ess(v)di = 0,

E
/P T esWeslt) + G a0,
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que é equivalente a

) Ev ovs
/p [1 oW gy (W) g5 d =0

para todo v3 € H'(Q) tal que v3 = 0 em OP;. Portanto, se v3 # 0, entao

es3(u) = -2 el

Considerando agora v3 = 0 e dividindo a expressao resultante por d, temos

Es s 5 . 28 4, s .
/P 1+ yg (4sp) : 2(9) + (1+ V)E (u3p) : Q(Q)Jr

Evo ) A )
1+ V)(Vl ~ o) tr () (usp) tr (e(v))dz = 52/P[ vdT + 0 . g-vdz. (3.27)

Tomando o limite quando § tende a zero na expressao (3.27), temos

/P (12fy)g(u) : e(v)d = 0 para todo v € [V(P)]3.

Como u € [Vi(P)]® € [V(P)]?, podemos escolher, em particular, v = u. Logo

donde e(u) = 0. Entao

e(u) =

IS
I

Passo 4: Unicidade do limite u.

Consideramos a expressao (3.26). Dividindo (3.26) por 62 e considerando apenas
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o0s termos com a poténcia §°, temos

E Ev R
/P € W) s €0+ gy [ (o)) (g2 =

0 [ f-vdz +/ g - vd para todo v € Vi (P)]>. (3.28)
B

P Py

Tomando o limite quando § tende a zero e usando resultados anteriores, obtemos

/P £ e(u) : e(v) + by tr (e(u))tr (e(v))dz = /BP g-vdi. (3.29)

l+v~=" =~ (14+v)(1—-2v) '~- ~ ==

Se a forma bilinear

Clu) = [ e 60) + gyt (lo)tr (o))

for coerciva, como o espago [Vi L(P)]3 é fechado, entao a funcéo u ¢ tnica. De fato,

E 9 Ev 2 1
Clun) = [ Tl + sttt (cw)Pds

> Clle(w)?,

e 2 Cllulliy pys:

através das desigualdades de Korn e Poincaré. Portanto a forma bilinear é coerciva
e a fungao u é a unica.

. - 3, -
Passo 5: Determinagao do problema o qual u € [V (P)]” é solugao.

Como u € [Vir(P)]?, entdo o vetor u pode ser escrito da seguinte forma

£(2) — 23V((2)
¢(2)

~

Consideremos, primeiramente, v = (Q(g), 0) em (3.28). A partir dessas defini¢oes
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para u e v, concluimos que a funcao ¢ satisfaz a equagao de membrana

1
—2div [é‘le(é)] = 5/_1 fdEs+g"+g emQ, (3.30)

E=0 em Of).

~

Escolhendo entao v = (—23Vn,7n) e substituindo novamente na relacao (3.28),

obtemos

2. 5T, L b o
§div2 [1;1 lg(yg)]——5/_1x3dlvidx3+5/_lf3dx3+2[dlvg —dlv)gJr
—2(g5 +95) em €,
(=0 em Of).

(3.31)

Observemos que, tomando o limite quando § tende a zero no problema (3.31),

temos a equacao

2
—Zdiv? [A7 (V)| =2 |divgT —divg | +2(g5 +g5) em Q,
¢

0 em 0f),

que é equivalente ao problema (3.4).
Portanto o limite u estd bem definido pelos problemas (3.30) e (3.32), ou seja,
quando tomamos o limite quando ¢ tende a zero, mostramos que a sequéncia (u,)

converge para U, onde usy, é a tinica solugao do problema (3.4). O

Observemos ainda que o problema (3.32) é o modelo biharmonico, semelhante
ao modelo derivado através de argumentos fisicos por Ciarlet e Destuynder [Cia-
rlet e Destuynder (1979)]. Podemos concluir que o modelo de Reissner-Mindlin
para placas é equivalente ao modelo de Kirchhoff-Love para placas pois ambos,
ao se considerar o caso limite quando ¢ tende a zero, nos conduzem ao modelo

biharmonico.
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3.6 Conclusoes

Este capitulo teve por objetivo apresentar o problema de elasticidade linear
(1.5) em uma placa heterogénea tridimensional de espessura pequena, a qual de-
notamos por P°. Dadas as dificuldades implicitas no dominio, verificamos que este
problema nao é simples e propor aproximacoes numéricas para o mesmo também
nao ¢ uma tarefa facil. Neste contexto surgem os métodos de reducao de dimensao
para placas, a exemplo do que foi discutido para a equacao de Poisson no Capitulo
2. Apresentamos, primeiramente, os resultados obtidos para a aproximacao por
métodos assintéticos proposta por Caillerie [Caillerie (1984)]. Verificamos que, da
mesma forma que para a equagao de Poisson, os limites assintéticos nao comu-
tam, ou seja, Caillerie [Caillerie (1984)] obteve problemas bidimensionais distintos
ao considerar os casos limite quando ¢ tende a zero e a seguir € tende a zero e €
tende a zero e a seguir 0 tende a zero. Baseados neste resultado, procuramos uma
metodologia que gerasse um tnico modelo bidimensional independente da relacao
entre os parametros € e § e que se comportasse, nos casos limite, como os proble-
mas obtidos por Caillerie [Caillerie (1984)]. A partir dos resultados satisfatérios
obtidos para a equacao de Poisson descritos no Capitulo 2, propomos os modelos
hierarquicos como técnica de redugao de dimensao para o problema tridimensional.
Consideramos o principio de Hellinger-Reissner e a formulagao variacional corres-
pondente ao modelo H R,. Consideramos, também, uma aproximacao linear para
a varidvel z3. Verificamos que o modelo H R;(1) aproxima o deslocamento u3$, do
problema de elasticidade linear tridimensional original (1.5) pela fungao u§, (1),
que ¢ composta pelas fungoes 7, ¢ e w, as quais sao solugoes para a equagao de
membrana e para as equacoes de Reissner-Mindlin, respectivamente. Mostramos,
do ponto de vista formal, que a equacao de membrana e as equagcoes de Reissner-
Mindlin, para os casos limite, coincidem com as equacoes bidimensionais obtidas
por Caillerie [Caillerie (1984)]. As principais vantagens do modelo obtido pela
modelagem hierarquica sao a nao dependéncia da relacao entre os parametros 0 e

€ assim como a nao exigéncia de periodicidade para o parametro €, que representa
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as inclusoes caracteristicas longitudinais. Por fim, mostramos que a solugao para
o problema de elasticidade linear tridimensional (1.5) converge para uma equacao
semelhante ao modelo biharmoénico quando consideramos o limite quando  tende
a zero, a exemplo do que ocorre quando utilizamos o modelo de Kirchhoff-Love
para placas ao invés do modelo hierarquico e as equacgoes de Reissner-Mindlin para

placas.
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Capitulo 4

Aproximacao numérica para o problema
de elasticidade em uma placa

heterogénea

4.1 Introducao

No Capitulo 3 apresentamos o problema de elasticidade linear em uma placa
heterogénea tridimensional. Assim como a equagao de Poisson descrita no Capi-
tulo 2, este problema nao é simples, em virtude da presenca de dois parametros
pequenos no dominio P°: a espessura da placa, 26, e as inclusoes caracteristicas
heterogéneas presentes na direcao longitudinal, denotadas por €. Em consequén-
cia das dificuldades acima descritas, a alternativa seria a aproximacao numérica
do problema tridimensional, a qual seria dificil e despensiosa. Com o objetivo
de realizar uma aproximagao para a solugao do problema tridimensional, diversas
técnicas de redugao de dimensao costumam ser aplicadas ao problema de placas.
No Capitulo 3 discutimos a técnica conhecida por métodos assintoticos, proposta
por Caillerie [Caillerie (1984)] e propomos uma nova metodologia de aproximagao
para este problema, os chamados modelos hierdrquicos. A partir desta metodolo-
gia geramos um unico modelo bidimensional composto pela equagao de membrana
e pelas equacoes de Reissner-Mindlin sem a dependéncia da periodicidade para o
parametro e.

O problema de membrana é um problema semelhante a equacao de Poisson com a
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presenca de um coeficiente oscilatério. Métodos numéricos multiescala se adaptam
bem a este tipo de problema, como o Método de Elementos Finitos Multiescala
(MSFEM - Multiscale Finite Element Method) sugerido por Hou [Hou et al. (1999)]
e o Residual Free Bubbles (RFB) [Brezzi e Russo (1994)].

Ja para as equacoes de Reissner-Mindlin, a primeira tentativa de aproximacao se
da utilizando os elementos finitos de Galerkin tradicionais. Porém, ao se conside-
rar elementos finitos deste tipo para a aproximacao, independente das oscilacoes
presentes no tensor él_l e no parametro \, ocorre um fenéomeno conhecido como
locking para a aproximagcao do vetor que representa o deslocamento: a aproximagao
para o vetor deslocamento utilizando-se os elementos finitos de Galerkin geram um
deslocamento muito menor que o valor real do mesmo. Sendo assim, baseados
no trabalho de Arnold [Arnold (1991)], propomos uma formulagado mista para as
equacoes de Reissner-Mindlin a qual nos gera um sistema de equagoes composto
por duas equagoes de Poisson e um sistema de Stokes oscilatorio.

As aproximacoes numéricas para as equacoes de Poisson sao dadas pelo método
de Galerkin classico de forma satisfatoria, pois os mesmos nao apresentam qual-
quer oscilacao. Porém o sistema de Stokes gerado é oscilatério e nao ha registros
na literatura de métodos numéricos que aproximem este problema de forma sa-
tisfatéria. A partir desta constatagao, apresentamos um método numérico para
o problema de Stokes oscilatorio, apresentando, também a analise de erro para o

método proposto.

4.2 A formulagao mista para as equacgoes de Reissner-Mindlin

Considere as equacoes de Reissner-Mindlin

L. _ _ L (1
—gdiv [él 1g(g)] =207 A(Vw — @) = =672 (5){1 + gl) em (2,

1
2 div(Vw — ¢) = §f§ +67'g3 em (2, (4.1)

o =0, w=20 em 02,
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onde a fungao ¢ representa a rotagao das fibras normais no plano intermediario €2
e w € o deslocamento transversal também no plano intermediario 2.

Definimos

£ (b))
5—2

G Tf?? +07%g3.

Podemos caracterizar a solugao do sistema (4.1) como o par (p,w) € [HL(Q)]? x
[HJ(€)] que minimiza o funcional
1
J(p,w) = / 347e(@)  ele) + 2207 Vw — ¢ + L — Gudz. (4.2)
Q

Introduzimos, entao, o Vetorg =)\2 (Yw — g) como uma variavel independente.

Sendo assim, defino o funcional L(¢, w,g)

FAle(%) se(p) + ¢(Vw — %)1 dz

3n W~

L(p,w,() = /

Q

2
+/%|§|2+Eg—Gwdg. (4.3)
Q

O trio (g, w,g) pode ser caracterizado como o tnico ponto de cela do funcional
Llp.w,T) em [HYQF x HY(Q) x [LAQ).

Observemos que a formulagao variacional mista nao se degenera quando ¢ é pe-
queno, ao contrario do que ocorre na formulagao variacional (4.2). Porém o opera-
dor (4.3) nao é positivo definido, fato que faz com que nem todas as discretizagoes
via método de Galerkin sejam estaveis. Outra observacao importante é que méto-
dos de Galerkin baseados na formulagao variacional para o deslocamento serao
estaveis automaticamente, porém tendem ao fenomeno de locking. Ja os métodos
de Galerkin baseados no principio misto, tenderao a ser uniformes em 9, mas nao
estaveis.

Além disso, precisamos avaliar a robustes do método numérico baseado em uma

formulacao mista com relacao ao coeficiente de Poisson v, para materiais no limite
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1
de incompressibilidade. O tensor é’l explode quando v — 3 Ja o coeficiente A

tende a 3 para materials Incompressivels.
A partir da diferenciacao do operador £ obtemos uma formulagao fraca mista para

o problema de valor de contorno. O trio (g,w,?) e [HL(Q)])? x HL(Q) x [L2(Q))

satisfaz
a(p, ) — /Qg hdr = /QE bdx para todo ¢ € [HS(Q)}Z,
/Q ¢ Vvdz = /Q Grdz para todo v € Hy(€2),
/Q [(Yw — @) -ndz — X'6°C - Q} dr =0 para todo n € [LZ(Q)f,
(4.4)
onde

alg, ¥) = /Q %g’lg(@ : e(Y)dz.

A partir da formulagao variacional mista apresentada anteriormente, seguindo o
trabalho de Brezzi e Fortin [Brezzi e Fortin (1986)], introduzimos a decomposi¢ao
para o vetor g em suas partes solenoidal e irrotacional. Para tanto, introduzimos

a decomposi¢ao de Helmholtz

onde

decomposigdo esta que determina r € H(Q2) e p € H'(Q)/R unicamente. De

forma andloga, decompomos a fungao teste 7 como
n=Ys+rotq,

onde s € Hy(Q) e g € H'(Q)/R.

Introduzindo estas decomposicoes na formulagao variacional e usando a ortogo-
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nalidade entre gradientes e rotacionais, verificamos que a quadrupla (r, @, p,w) €

HYQ) x [HE Q)] x HY(Q)/R x HY(Q) satisfaz
/Yr -Vvdr = / Gdz, (4.5)
Q Q

a(p. ) — / rotp - dr = / (fj + yr> - dz, (4.6)
Q Q
/ —@ - rotqdr — / /\_152rgtp -rotgdz = 0, (4.7)
Q Q

/ Vuw - Vsdx = / ©-Vs—\'6°Gsdz. (4.8)
Q Q

Observamos que a equagao (4.5) é a formulacdo variacional para a equagao de
Poisson sem a presenca de coeficientes oscilatorios. A discretizagao via método de
Galerkin tradicional se aplica a este problema de forma satisfatéria determinando

r, cuja formulacao forte é

-Ar=G em €,

r=20 em 02,

assim como para a equagao (4.8), que também é a formulagao variacional para a
equagao de Poisson sem coeficientes oscilatorios. Esta equacao determina w e a

formulacao forte para esse problema é

Aw = div (g — )\_152G> em (2,

w =10 em Of).

As equagoes (4.6) e (4.7) formam um sistema que determina as fungoes ¢ e p, com

a presenca de coeficientes oscilatorios. Ao aplicarmos a mudanca de varidveis

© = (p1,02) = @ = (—2, 1)
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e para a funcao ¢

¥ = (Y1,92) — b = (=22, 91),

obtemos um sistema de Stokes com a presenca do coeficiente oscilatorio é‘l, cuja
formulacao forte é dada por (1.8)

1. 1y —
_gdiv [g g(%)] +Vp=F —rotr  em (,

—div (% — 52)\_1Yp> =0 em (2,

=0 em 0f2,

e F = (—F, F).

Note que €() = e(p), onde @ = (—¢2, 1)

Como o sistema de Stokes ¢é oscilatorio, nao ha registros na literatura de métodos
numeéricos que o aproximem de forma satisfatoria. Sendo assim, propomos um

método numérico que se adapte adequadamente a este problema.

4.3 Aproximacao numérica para o problema de Stokes oscilatdrio

A partir da formulagao variacional mista descrita na Secao 4.2, obtivemos
um problema de Stokes com um coeficiente oscilatério. A seguir propomos um
método numérico que se adapte a este tipo de problema e apresentamos também
a sua analise de erro.

Para tanto, seja Q um aberto limitado em R? com fronteira poligonal, F — rotr €
[L?(2)]? e considere o problema de Stokes (1.8). Considere, ainda, {7}, }4~0 uma
familia de triangularizagoes regulares de €2, construida usando triangulos K com
fronteira 0K . Seja também &, o conjunto das arestas internas da triangularizagao,

hg = diam(K) e h := max{hg : K € 7;}. Consideremos os espagos
V.]? = {ve [H&(Q)}z 1 v|ax € linear para cada K € 7y},

P={ve Hé(Q) : v|g é linear para cada K € T},
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[Pf]2 ={v € [\/6]2 e div [é—lg(%)] |k = 0 para cada K € 7},
(B := {v € [H{(N)]” : v|ox = 0 para cada K € T}

Desta forma, o espaco [K_]Q pode ser escrito como a soma direta dos espacos [Pf]2

e [B)?, ou seja, [Vi]* = [Pf]* @ [B]*. Defino

b(¥, p) :—/Qdiv%pd%,

c(p,q) = / A'Vp - Vadz.
Q

A partir das definigbes anteriores, podemos escrever o problema (1.8) em sua for-

mulagdo variacional, ou seja, encontrar (@, p) € [Hé(Q)]2 X Hj(£2) tal que

) =) = (F —rgtr)  pana todo g € [HY(@)],

b(,q) + 6%c(p,q) =0 para todo ¢ € Hy ().

(4.9)

. 2 . .
Consideremos [V(]” o espago de elementos finitos para a velocidade e P; o espago
de elementos finitos para a pressao. Podemos aproximar o problema variacional

(4.9), onde g, € [V.)? e pr € Py tal que

algn Yn) = 0(Yn, pn) = (£ —10tr,¢n)  para todo vy € [V]", (4.10)

b(en, qn) + 6°c(pn, qn) = 0 para todo g, € P.

Como [V,]* = [P{]* @ [B]?, temos que on = 1+ @y € Y, = Y1 + 1y, Reescrevendo

(4.10) em fungao de @1, @y € pp, temos

a1, 1) +alps, 1) = b1, pr) + (@1, qn) +0(6s an) +0%c(pr, qn) = (F —rotr,¢by).
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Observemos que

W»%ﬂ:/gl elin) : E(t) 1«“:2/% elin) : E(n)dz =
%;/dl"[ ‘)] - = 0.

pois ¢ € Pf. Entao

a1, 1) = b(h1, pn) + b(sp1, an) + b(gs, @) + 0%c(pn, ) = (F — rotr, ¢q). (4.11)

O problema que a fungao ¢, deverd satisfazer, em cada elemento K € 7y, ¢ dado

por

1 -
gle [é g(ggb)} = —F +rotr + 3dlv [ (gl)} +Vpn em K, @12)

opb =10 em OK.
Desta forma definimos o operador My : [L2(K)]* — [HL(K))” tal que
— 1
b = My (—F +rotr + §diV [éflg@l)} Vpn)  paratodo K € 7,.  (4.13)

Definimos também

((1.pn), (W1, qn)) == alor, Y1) — bW, pu) + blg1, qn) + b(gv, an) + 6°c(pn, qn),
(4.14)

e a seguinte norma

1@, )& = ll2li @ + IPll6.0. (4.15)

onde || - ||o.o denota a norma usual no espago L?(2) e || - ||1.o denota a norma usual

no espago Hy (). Definimos ainda

g1, )l = llgrlli x + IPullgx;  para todo K € 7.
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Para mostrar os resultados desta se¢ao, faremos uso do Lema 4.3.1.
Lema 4.3.1. As normas |gsll1,x € [|[pnllox sdo equivalentes.

Demonstragao. Consideremos o problema

—dIV [ (seb)} =Vp, em K,

(4.16)
op =0 em O0K.
Consideremos, ainda, a mudanca de variaveis
i=h"z. (4.17)

A partir da mudancga de varidveis (4.17), definimos

Sendo assim

Logo

§d1V [A (gb)] = %Zdi" [Ailg(@b)]

% a3

Vpn = h™'Vpp.

Portanto o problema local (4.16), escrito a partir da mudanca de varidveis (4.17),
¢é dado por
1. 1y n . -
gdiv [1;1 g(%b)} =hVp, em K,

(4.18)
@b =0 em 0K,



onde K é o elemento escalonado apés a mudanga de varidveis (4.17)
Observemos que

C [
Flal e < FIE@ e =5 [ 2(0)  @)ds <
Korn
Loy v C L .
W /K 347 elg,) el At o~ /K gdiv 472 et =
LP.P prob. loc.
¢ hNprp dz = —C | Vprp da
—‘7; Prp, @t = — K_Nphgb X

1/2 . 1/2
E o [1avgpa) ([ mba) < clg il

Logo
—IIszlllK < O, v, & 1Pnllo, 4
donde
18,11, < Bllpnllo z- (4.19)
Consideremos
oo = [ enPd =1 [ 1,Faz = w11
IIYseb||3,K=/KIYsebl2df£— / Ve, Pdz = 1VE, 15 4
ol & = llgnlls e+ 1V eullE & < h2||séb||§,fg+|!Yséb||§,k <@, 1%+ IVE,Ila 2 = 19,117 %
Logo
sl < Cli@, Iz (4.20)
Entao

1/2
- C < Iph|2d£> = Cllpnllo,x-
K

1/2
el < Ui i < Chlinlo g = € ( [ 1inPa)
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Portanto,

lesll,x < Cllprllo,x- (4.21)

Para completar a demonstragao, precisamos mostrar que

s o, < Cllgsllix-

Primeiramente, observemos que, a partir do problema local (4.18), temos que a

norma [|@ ||, z é isomorfa a norma h||§]5h||_1’f(. Logo

[prllo.se < Chllprllo & < ChIIVPrll -y & < Clig, Il i < Cligslh i

Provamos, entao, a equivaléncia entre as normas ||oy||1,x € ||pn|lo,x- O

Lema 4.3.2. A sequinte estimativa € vdlida

12,1k < Cll@p0)lI5

Demonstracao. Considere o problema

div [A7'e(g)| = ~div [A7g(g)]  em K,

(4.22)
wp =0 em OK.
Reescrevendo o problema acima no dominio escalonado K , temos
div [A_lé(@ )} = —div [A_lé(@ )] em K,
~ole N ~ole o~ (4.23)

@b:() em OK.
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Observemos que

192,11 1 = 196l 1
192,12 e = 1913

lprl5 i = B*IBnl5 4-

Consideremos

¥l = 192 = [ 19, P2 <

géggwggm (2)di.

laSE
IA
S
N
AN
2l
>
s
20|
2

Pelos problemas (4.18) e (4.23), temos

922k < [ A7) 2@+ [ pudivgde
AY B i N A~ AY i
IV, ll0.2 < ClIE@ o zlE@,)lloi + 18nllo &2 o 4

192,12 2 < € (192, 0.z + 12l &) 192, o5

Portanto

192,04 < € (192,005 + 1900 )

Pela desigualdade de Poincaré, temos

12,z <1V llox < 1I(@,:n)ll%-

. .- , . 2
A seguir mostramos que a forma bilinear B é coerciva no espago [Pf]” X P;.

Lema 4.3.3. Seja (¢1,pn) € [Pf)° x Pi. Entio a forma bilinear B, definida em
(4.14), satisfaz

B((¢1,pn), (e1.00)) = Cll(¢1, pa) I

ou seja, a forma bilinear é coerciva.
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Demonstracao. Considere

B((1,pn), (1, 00)) = a1, 1) + b(w, pn) + 6*c(pn, pn)-

Das hipéteses sobre o tensor A1, temos
~

a(e1, 1) > Cllerlli o

Também

b(%baph):/lesebphdI—Z/ div gpppdz \I/— /Vph podz =

(4 12)

32 [ g e et X [ 4 e e 2

Hip. sobre A—1
N

aZ/| c()|*dz = alg(@) 50 > C||£b||m>0||phllog

Korn

6%c(pn.pn) = 52/ AV Vprdz > 520/ IVpnlPdz > 6*C||Vpullg o
Q ~ Q

Hip. sobre A

Entao

B((¢1,p0), (g1,0n)) = Cllgili + Clonlls o + 0°ClIVprlloe >

des. Poincaré

C (IgilEa + lpul3a + lpallos) = CligilZa + Clpaliia =

C (IgilBa + Ipala) = Cliter, pa) I

Portanto, a forma bilinear B é coerciva em [Pf]* x P;. O

Defino a forma bilinear

((p1,0n), (Y1, qn)) = a(p1, Y1) + alpr, o) + als, Y1) + alen, ) —

— 0(on, pn) = b(W1,pn) + b1, qn) + b( v, gn) + 6 cpn, an).  (4.24)
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Lema 4.3.4. As formas bilineares B, definida para (¢1,pn) e (¢1,qn), ambos per-
tencentes ao espago [PE] X P, e a forma bilinear B, definida para (n, pn) € (Vns qn),

pertencente ao espaco [Vh} X Py, sao equivalentes.

Demonstracao. Tomemos a forma bilinear B

B((gn, pn)s (o)) = alsgn, Y1) — b(¥, pr) + b, an) + 8*c(pn, qn).-

Como gy, € [Vi]* = [V @ [Pf]?, entdo ©n = wy+1. De modo andlogo, 1, € Vil
donde %h = %1 + %b. Entao

((381 + 6, D)y (V1 + Yo, qn)) = @1, Y1) +alen, Y1) +aleer, o) + alen, ¥p)—

— (Y1, pn) — b(We, 1) + b1, an) + 0w, an) + 6%c(pn. qn).-

Observemos que

a(pp, Y1) = 0,

pois ¢; € [Pf]Q-

De forma anéloga,
a(%la %b) =0

pois ¢ € [Pe]?.
Como os termos a(wy, 1¥s) € b(1s, pr) sdo termos do problema local (4.16), em K,

entao a forma bilinear B é equivalente a forma bilinear B.

A seguir mostramos a continuidade da forma bilinear B.

Lema 4.3.5. Sejam (¢1,pn) € (Y1, qn), ambos pertencentes ao espago [Pe] X Py.

Entao

((p1:n), (L1, 90)) < Cll( g1, pr)llall(¥1: gn) e,

ou seja, a forma bilinear B € continua.
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Demonstracao. Observemos que

e =5 [ 47200 e < [ 2o g

< Cllee)lloelle@lloe < CliVeilloall Voo < Cligillolldilie.

b, pr) = / divipy - pudz < ClIT G lloalprlon < Clléilnallpnllon.
Q

(o, qn) = / div o1 - grdz < Cllgsll1ellgnllon < Cllpnlloallgnlloo-
Q

052
c(pn, qn) 2/5 A 'Vpn - Vandz < C8%||Vpnlloal Vanlloa < 12 — lpnllocllgnlloe;

sendo esta tultima desigualdade obtida através da desigualdade inversa. Portanto,

B((¢1.pn), (W1, 1)) = alp1, 1) — b(¥1, ) + bleer, an) + 6%c(pn, an),

C6?
< Clleillelldillie + Cllvdlellpalloe + Cllprllocllanlloe + =5 T [pnllo.allanllo.g;

< Clgalhe (lgilha + Ipnlloe ) + Cllanlloe (llgulhe + Ipalloe)

< C (lgilha +lipnlon) (Iillha + lanlloe) < Cliterp)lall(@r, an)lla:

Concluimos que a forma bilinear B é continua. O
O lema a seguir mostra que o método numeérico é consistente.

Lema 4.3.6. Seja (¢,p) € [HYQ)]? x HYQ) uma solucio fraca para o problema
(4.9) e (on;pn) a solugdo de (4.10), com Vi]> = [V.]? e Qn = Pi. Entdo

B(( = ¢,:p—pn), (n: ) =0 para todo (1, ,q4) € [Vi]* X Q.

Demonstragio. Pela definicdo da forma bilinear B, temos

P), (Cnqn)) = @@, ¥n) — b(¥n, p) + b(@, qn) + 6%c(p, qn).-
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Como [Vi]? C [HE(Q)]? e P, € HE(), podemos em (4.9) escolher Y =19Yneq=q

de forma que

% - b %hv + b %7 Qh> + 5 C<p7 qh) (F - I"Qtr; %h)v

ou seja,

)s (Vs qn)) — 10tr, ¥p).

Por outro lado, como ¢, = 1 + s € Yy = Y1 + Uy, entao

a(@, 11+ Po) — b1 + Uu, p) + b(@, qn) + 6%¢(p, qn) = (F — rotr, 1 +1by),

a(@, 1) + (@, o) = b(Y1,p) — by, p) + b, gn)+

+ 52C<p7 Qh) = (E - erT7 %1) + (F - rgt"’; %b)

Observemos que

y —b%}b, _—rotr %b
ou seja,
Laiv [ae( tr — V
—3 liv [% g(g)] —rotr — Vp.

A partir da defini¢ao para a forma bilinear B, temos

B((¢1.pn), (W1, qn)) = alpr, 1) — b(¢1, pr)+
+ b(r, an) + b(w, qn) + 6%c(pr, qn) = (F — rotr, ).

A partir do problema local (4.12), temos que

a(gp, ¥o) +alpr, ) — (Y, pr) = (F —10t7, 1),
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donde

fhaph %h,qh _—rgtr,%l) +(E—T9t7“, Q/)b)-
Como
p)? (%h? Qh)) = (E - rgtr7 %1) + (F - rgtru %h)7

entao

p)a (%fw qh)) = B((%h’ph% (%h? qh))
donde

((% ©n, D = Ph), (Vns qn))
e o método numérico é consistente. O

A seguir apresentamos o resultado de melhor aproximacao, obtido tomando-

se como base o trabalho de Araya et. al [Araya et al. (2006)].

Lema 4.3.7. Seja (¢,p) € [HL(Q)]? x HL(Q) uma solugio do problema de Stokes
oscilatdrio (1.8) e (@1, pn) a solugdo do problema aprovimado em [P{)* x Py. Entdo

a sequinte estimativa ocorre

12— @illio+ I = pillon <€ (Ig = e+ Ip = Frlon) . (425)

para todo @, em [PS) e p, em P.

Demonstragao. Seja (@, ,pn) = (In(g), In(p)) € [Pf]* x P,. Definimos 52 := -2,

e nP := p — py. Pela coercividade do método, temos

| (1 — D1 Ph — )l < B((gr — ©,Ph —Dn), (01 — D1 Ph — Pn))-

Pela consisténcia do método, temos

B((¢ = ¢1.p = pn), (g1 — @, . pn — Pn)) = 0.
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Em particular, como (@h,ﬁh) € [P{]* x Py, temos

B((@ = 1,0 —pn): (@,,01)) =0,

e como (©1,pp) € [P]? x Py, temos

(1 = @,:0n — Bu)ll < B((g1 — @, .00 — Bn), (91 — @, Ph — D))
+B((@—¢1.p—pn), (e1—@,,pn—Dn)) = BUE—@,,p—Dn), (¢1— @, ,Pn —Pn)) =
B((ne,nP), (g1 — £, Ph — pr)) = a(n?, ©1— @n) — b1 — @, 1°) + b(n%, pn — Pn)+

(M (1”), pn — Br) + (1)’ pn — Dn)-
Como a forma bilinear B é continua, entao

B((n%, 1), (1 = @, o0 — Pn)) < Cll(n=, 1) llall (g1 — @, 20 — Pa) -

Logo

11 = @, — D)l < Cl0E ) el (@1 = @,,0 = Br) -

Portanto

(o1 = @, pn = B)lla < Cl@Z ) o (4.26)

Considere a seguinte norma

1@ —¢rp=plla =&~ &, +8,~¢1p—Bnthn—pi)la <

1%, n”)lle + (1 = @, o — Bn)lle-

De (4.26), temos

1@ = ¢1.0 — pu)lle < [(E, 19)[la + Cll (. 7P) |l
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donde

1@ =10 =p)lle < C (1% 17)lla) -

Entao

g —¢illia+lp—pullie < C (12— 2,100+ lIp—bullie)
h

e, portanto,

12 = ¢ilie + b = palloa < € (Ilg = Z,lhe + Ip = Falloe)

]

A seguir apresentamos alguns resultados que complementarao a andlise de

€ITOo.

Teorema 4.3.1. Seja ¢ € [H2(Q)]? a solugio do problema de Stokes oscilatdrio
(1.8) e pn € [Ve]z a solugao para o problema aprorimado (4.10). Entdo, temos a

sequinte estimativa

_ €N 1/2
12 = nllia < Clh+OIIE —rotrlba+C (+) o

1,00,05 (4.27)

onde @y € [H2(Q)]? N [WE2(Q)]* € a solugio do problema homogeneizado (C.12).

Demonstragdo. Lembremos da expansao assintGtica para a fungao ¢
P~ ot epr — €l

Passo 1: Escrever a funcao de interpolagao para o primeiro termo da expansao
assintética da fungao .
Denotamos por ¢; € [Ve]2 a funcao de interpolacao para o primeiro termo da

expansao assintética da fungao ¢. Em cada elemento K, com nés {z;},

or(x) = Inpo(z) = Zfo(%)@j(%) € [Ve]2
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onde ¢; sao as fungoes de base definidas como solugoes dos seguintes problemas

locais

div [é—lg@j)] =0 em K,

(4.28)
qNZ)j é linear em 0K.

Passo 2: Considerar a expansao assintotica para as fungoes de base que compoe
a interpolante do primeiro termo da expansao assintotica.

A expansao assintotica para as funcgoes de base pode ser dada por

5?] QJ + EQJ - 6,‘21‘

Nosso objetivo ¢ estimar || — ¢r[[1,0. Para tanto, iremos estimar |¢ — ;1 q.
Passo 3: Expandir os termos da estimativa.

Note que
lg—erllio < Clg — il =D 12— el
K

Portanto, somando e subtraindo os termos das expansoes assintéticas para as

fungoes ¢; e @, obtemos

|2 = erlik =g - (seo +egr— GQ) + (seo +epr— GQ) —rt
> [eola) (@) + 6} (2) — e = 6)(2) — ¢} (a) + €81 ) |

J

Passo 4: Organizar os termos semelhantes e separa-los por desigualdade triangular

|© — orl1,x < lwo — Zseo(%‘ 7 (@)K + lepr — GZfo ()¢5 (2)]1,5+
j
0= ¢ > eole)ili + 12— (o + o1 = <0t
j

+lor— ) [%0(% @7 (z) + epolx;)¢;(z) — 6320(%')@} - (4.29)

J

Passo 5: Caracterizagao das fungoes ¢ e le
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As fungoes ¢ e Q]l podem ser caracterizadas pelo primeiro termo das suas res-
pectivas expansoes assintoticas conjuntamente com a funcao X, que é solucao do

problema de célula (C.10).

21 = XE, (o)

¢ = gzz@?l

Passo 6: Substituicao das caracterizagoes das fungoes p; e le nas desigualdades

m (4.29).

18— erhr <lgo— Y golw)gf (@)l +lexe (o) =€) eolzi)ye (@)
j - J )
+ |6Q — 62%0($J‘)QI|LK + |3? - (fﬂ T epL €Q> K
J

+|9€I_ Z%oxg Qj —i—EZg{{oxj éwm qNbJ —EZfox] ]|1K (4.30)

Passo 7: Estimativas locais

Da teoria de interpolacao, temos o seguinte resultado

\fo—zgo 25)¢5 ()1 x < Hseo—Zgo x; Qj )1,k < Ch||F — rotro .
Observemos que

D o= > oz k= lgo — gola;)@)(2)]; o
K i

Y NE —rxotrls = £ — rotrs o,
K

donde

|0 — Zseo 7;)¢5(2)1 o < CH*|[E — rotr| . (4.31)
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Considero

32, (o) — €3 ol (D = lexle (o) = > ez (@)

J

<6|X|100K||6 ZSQO x] iby ||0K+

+ el X116 0o i 00 (25) — > ol 815 k-

J
A partir do resultado anterior, usando novamente a estimativa da teoria de inter-

polacao, obtemos
[exe (o) = €Y olw;)xe (¢ x < CRP|IE —rotrl§ s + Celgol3 -
z r z

Portanto

Zle seo —62330 ;) XE, (@) < CR* Y IE —rotrlli c +Ce Y lpols e
K K

donde concluimos que

lexe (20) =€) wolay)xe (¢)lia < CH*|E —rotr|§ o + Clgol; 0.

J

Consideramos a estimativa de regularidade
Igollze < CIIE —xotrlog.
Entao
lexe (go) = €Y oz’ ())[q < O( + W)||E — xotrq-
z i z
Precisamos estimar o termo

o1 = [0l d(z) + eolw;) e} (@) — egolw:)d | B

J

95



A partir da defini¢ao para a fungao ¢y, temos

|%1 Z %0 Lj QJ )+ EQJ ) EQI&K
=12 anlee) = 2l +edila
= |Zseo(l’j)[?j(£)—@) —ed(z)+ef [T < CZ |¢;(z)

Da teoria de homogeneizacao temos que

Z [21€9) —e(¢5(x) = 9l < O Y (I1E = rotrfon + [¢7lo.x)*

J

Logo

J

07 k

—e(¢j(x

91 ‘11{-

lor = Z%O 5)¢;(z) + 6937 EQ-’E,K < CEQZ(HF —rotr|lox + |Q?|2,K)2

J

Como as fungoes de base ¢; sao solugdes para os problemas locais (4.28), entao

temos

o1 — Zseo 2)8@) + €6l (z) — b2 e < C S (|F = rotrox)?.

J

Portanto

lor = ZSQO ;)97 (x) + edj(x) — €07 o < CE(||F —rotrflo)’.

Observemos que o termo

12 — (o + o1 — €9)|IT &

também pode ser estimado usando a teoria de homogeneizacao. Logo

|2 = (o + epr — €)1 < CE(IE = xotrllon + |oloxc)’,
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donde concluimos
2 — (0o + €1 — €0) [T g < CE(|[E — rotrfloq + ¢ol2.0)”.

Passo 8: Estimativas para os corretores de fronteira

Observemos que o termo [[ef — e Z wo(w;)01]]1,x pode ser estimado por
J

et — > o(;)0rllx < lebllix + lle > eolw)8illx.
J j

A seguir apresentamos as duas estimativas obtidas para os corretores de fronteira

no dominio 2.

Teorema 4.3.2. Seja 0 a fungdo que representa o corretor de fronteira para a

expansao assintotica da func¢ao @. Entao a sequinte estimativa ocorre

[€6]1.0 < CVellpoll1,00.0 + Celgol2.0- (4.32)

Teorema 4.3.3. Seja 0; a fungao que representa o corretor de fronteira para a

ezpansao assintética das fungoes de base ¢;. Entdo a sequinte estimativa ocorre

e\l

/2
lebrlia < C(3) " ligolhooa:

A partir das estimativas para os corretores de fronteira, podemos concluir
que

_ e\ 1/2
2= giho < Cle+ WIF —rotrlba+C (3) " ligolloo:
Pela desigualdade de Poincaré,

e\!

— /2
1~ ¢rlha < Clg = grha < Cle+ WIE —1gtrloa+C (1) Igollios:
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Considerando

12— onllie = 1o —vr+vr —enlle <@ — vrllue + ller — enllio,

e utilizando novamente a estimativa da teoria de interpolacao classica, temos

e\1

_ /2
12— gnlha < Cle+ WIE =rotrlba +C (7)ol

]

Lema 4.3.8. Seja (p,p) € [HY(Q)]? x HL(Q) wma solugio para o problema de
Stokes oscilatorio (1.8) e py a fungao de interpolagao em Py para o primeiro termo

da expansao assintotica da funcao p, isto €, pg. Entdao a sequinte estimativa ocorre

P = Bulloe < C (e + ) [Ipoll2,0-

Demonstracao. Observemos que

lp — Prlloo < llp — pollo,a + [P0 — Drllo.o-

Da teoria de homogeneizacao temos o seguinte resultado

lp — pollo.o < Cellpol|2.0-

E da teoria de interpolagao classica, temos

lpo — Prllo.a < Ch?||poll2.q-

Portanto

2.0+Ch?[pol2.o < C (e 4+ 2*) [Ipg

lp—Drllo.e < lp—pollo.ot+IlPo—Drlloe < Cellpo 2.0-
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Observemos que, como @y, = 1 + @y, entao

12 = erllie < lle = gnllo-

A partir dos resultados anteriores e usando o teorema de melhor aproximacao,
obtemos a estimativa entre a solucao exata (¢,p) € [HL(Q))? x HYQ) para o
problema de Stokes oscilatério (1.8) e a solucao aproximada (o1, pn) € [PY)? x P,

€

para o problema (4.11).

Teorema 4.3.4. Seja (¢,p) € [HYQ)]? x HL(Q) a solugio para o problema de

€

Stokes oscilatorio (1.8) e (p1,p1) € [PY)? x Py a solugio para o problema aprozi-

mado (4.11). Entao a sequinte estimativa ocorre

e\ 1/

— 2
12 = il + P = pilloe < Ch+OIIE =rotrlba +C (+) " lgollioo

+ C(e+ h?)||pol|20;

onde (©o,po) € [([HQ(Q)]2 N Wl’OO(Q)) X H&(Q)] ¢ a solugao do problema homo-
geneizado (C.12).

Demonstracao. A demonstracao segue diretamente do Lema 4.3.7 de melhor apro-

ximagao, do Teorema 4.3.1 e do Lema 4.3.8. O]

Teorema 4.3.5. Seja (p,w) € [HYQ)]? x HE(Q) a solugio para as equagdes

de Reissner-Mindlin (4.1) e (¢ ,w1) € [P x Py a solugio aprozimada para as

€

equagoes de Reissner-Mindlin. Entao a sequinte estimativa ocorre

e\1/

— 2
le = @ he + v = wrlle < O+ IE =rgirloa+C (1) ol

+ C(e+ h)||pol|2,0;

onde (o, po) € [([HQ(Q)]z N Wl"’o(Q)> X H&(Q)] ¢ a solugao do problema homo-
geneizado (C.12).
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Demonstragdo. Lembremos que ¢ = (—@2,1). Definimos ¢1 = (—(¢1)2, (¢1)1)-

Entao
Ig —¢illie= /Q 12—l + |V [Q - 351} *dx.
Mas ‘S@ - 5@1|2 = |§g — @1|2. Portanto
le =@ lhe=I2-¢lie
Logo

€

_ 1/2
le = ,lha < Clh+ IE —rotrllon +C (7) " Iigollioea
+C(e+ h?)llpoll2-
A partir da equagao (4.8) temos que
<2 <12 i €\1/2
lwo—willa < =2, 0 < lle=¢, 20 < Clht+e [E-rotrloa+C () ligolhoa

+ C(e+ 1)||pol|2,0;

donde concluimos que

o e\ 1/2
le = @l + v = wilhe < CO+ IE =1girloa+C (1) ol

+ C(e + B?)||poll2,0-

4.4 Conclusoes

O Capitulo 4 teve por objetivo propor e analisar um método numérico para
o problema de Stokes oscilatério (1.8), gerado a partir da formulagao mista para
as equagoes de Reissner-Mindlin (1.7) proposta por Arnold [Arnold (1991)].

Como dito anteriormente, nao ha registros na literatura de métodos numéricos
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para o problema de Stokes com a presenca de um coeficiente oscilatério. Baseados
no trabalho de Araya [Araya et al. (2006)] e nos métodos tipo bolha tradicionais,
como o RFB e o MsFEM, propomos uma formulacao bolha a fim de capturar a
influéncia do coeficiente oscilatorio na solugao do problema. Posteriormente apre-
sentamos a analise de erro para o problema quando consideramos o parametro h
da malha de elementos finitos maior que o parametro €, tamanho caracteristico das
inclusoes longitudinais, e obtivemos a seguinte estimativa para a solugao aproxi-
mada (g1, w;) € [P1]? x P! em relacao 4 solucdo exata (g, w) € [HL(Q)) x HL(Q)
para as equagoes de Reissner-Mindlin (4.1)

e\l

_ /2
le = & lhe + v =wilhe < CO+ IF =rgtrloa+C (1) lgollios

+ C(e+ 1) ||Ipoll2,0-
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Capitulo 5

Conclusao

O presente trabalho teve por objetivo apresentar a modelagem para o proble-
ma de placas tridimensionais, no dominio P°. Como ponto de partida na analise
das dificuldades relacionadas ao dominio P?, escolhemos a equacao de Poisson (1.1)
neste dominio. A seguir analisamos as dificuldades deste dominio no problema de
elasticidade linear tridimensional (1.5). Como denotado durante todo o trabalho, a
espessura do dominio foi considerada 26 e as inclusoes caracteristicas presentes na
direcao longitudinal foram indicadas por €. A relagao entre esses dois parametros
torna o problema proposto dificil, sobretudo no que diz respeito as aproximacoes
numéricas que poderiam ser utilizadas neste tipo de problema tridimensional.

A fim de minimizar as dificuldades existentes no dominio P°, virias metodologias
foram propostas para os modelos de placas, com o intuito de derivar problemas bidi-
mensionais no plano intermediario, denotado por €2, que aproximassem de forma
satisfatéria o problema trdimensional original. Esses processos recebem o nome
genérico de reducao de dimensao. Nessa linha destacamos neste trabalho dois pro-
cessos distintos que derivam os problemas bidimensionais no plano intermediario £2:
os métodos assintdticos, utilizados por Caillerie [Caillerie (1981),Caillerie (1984)]
tanto na derivacdo de modelos bidimensionais para a equacao de Poisson (1.1)
quanto para o problema de elasticidade linear tridimensional (1.5) e os modelos
hierdrquicos, propostos nos trabalhos de Destuynder [Destuynder (1980)], Miara
[Miara (1989)] e Madureira [Madureira (1999)]. Os modelos bidimensionais gerados
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via métodos assintéticos apresentam algumas desvantagens, as quais destacamos: a
dependéncia da relacao entre os parametros o e € na obtengao do modelo bidimen-
sional adequado e a dependéncia da periodicidade para as inclusoes caracteristicas
longitudinais €. Conforme descrito anteriormente, geramos um problema bidimen-
sional quando a espessura do dominio 2§ é muito menor que as inclusoes carac-
teristicas € e outro modelo bidimensional quando a relacao entre estes parametros
pequenos ¢ inversa, isto €, as inclusoes caracteristicas longitudinais € sao muito
menores que a espessura do dominio, 20.

Apoés a verificagao destas dificuldades, propomos os modelos hierdrquicos, os quais
tanto para a equagao de Poisson (1.1) quanto para o problema de elasticidade
linear tridimensional (1.5) geraram um tnico modelo bidimensional no plano in-
termediario €2, em cada caso, sem a dependéncia da periodicidade para as in-
clusoes longitudinais €. Do ponto de vista computacional, no entanto, gerar um
unico modelo bidimensional representa um avango na implementacao do problema
tridimensional e na obtencao da solucao aproximada para o problema tridimen-
sional original, em ambos os casos, porém ainda ha a necessidade de se propor
métodos numéricos que aproximem as solugoes para os problemas bidimensionais
obtidos. Sendo assim, verificamos que, tanto o problema bidimensional gerado
a partir da equacao de Poisson (1.1) quanto o problema de elasticidade linear
tridimensional (1.5) necessitavam de aproximagoes numéricas para a obtencao das
solugoes bidimensionais. No caso do problema de elasticidade linear tridimensional
(1.5), os problemas bidimensionais obtidos foram a equac¢do de membrana (1.6) e
as equagoes de Reissner-Mindlin (1.7), ambos com a presenca de coeficientes os-
cilatorios. A equacao de membrana é um problema difusivo com um coeficiente
oscilatério, o qual pode ser aproximado utilizando-se métodos de elementos finitos
multiescala como RFB ou o MsFEM. Problemas deste tipo aparecem nos trabalhos
Hou [Hou et al. (1999)], Hou e Efendiev [Efendiev (2009)] e Carius [Carius (2006)].
Ao aplicar o método de Galerkin padrao para aproximar as equacoes de Reissner-

Mindlin, ocorre o fenomeno conhecido como locking, como foi descrito neste tra-
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balho. Em virtude desta dificuldade, optamos por uma formulacao variacional
mista, seguindo o trabalho de Arnold [Arnold (1991)], a qual derivamos um sis-
tema de quatro equacgoes: duas delas sao equacoes de Poisson sem a presenca de
coeficientes oscilatorios e as outras duas formam um sistema de Stokes com a pre-
senca de um coeficiente oscilatorio. Para as duas equacgoes de Poisson, o método de
Galerkin se comporta muito bem e deve ser utilizado na aproximacao da solugao
deste problema. Para as outras duas equagoes que formam o sistema de Stokes
oscilatério, o qual nao havia, até o presente momento, um método numérico que
aproximasse de forma satisfatéria este tipo de problema.

Neste contexto este trabalho objetivou, também, propor uma aproximagcao numérica
para o sistema de Stokes oscilatério, formulando um método numérico tipo bolha,
a exemplo dos métodos ja citados, RFB e MsFEM, e também baseados no tra-
balho de Araya [Araya et al. (2006)]. Obtivemos uma estimativa de erro para esta
aproximacao da ordem de h e e.

Como trabalhos futuros, sugerimos a escolha ou adaptagao de um método numérico
que resolva de forma satisfatéria o sistema bidimensional gerado pela modelagem
hierdrquica para a equagao de Poisson, dado pelas equagoes (1.3) e (1.4), bem como
a analise de erro do possivel método proposto. Além disso, sugerimos também a
implementagao do método numérico proposto para a equacao de membrana (1.6)
e para as equagoes de Reissner-Mindlin (1.7), a qual nao serd simples. Lembremos
que, para obter a solugao aproximada no dominio €2 que representa o plano in-
termediario da placa P%, precisamos implementar o sistema de Stokes oscilatério,
as outras duas equacoes de Poisson sem a presenca dos coeficientes oscilatorios
e a equacao de membrana, a fim de obter as fungoes 7, ¢ e w que compoem a
solugao aproximada (u$5,(1), c:f‘sf(l)) para o problema bidimensional que aproxima

o problema de elasticidade linear tridimensional.
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Apeéendice A

Problemas limite via métodos

assintoticos para a equacao de Poisson

Al A expansao assintdotica em torno de ¢ para o problema bidi-

mensional

Consideremos o problema bidimensional (2.15) e a expansao assintética para

0

a funcao u® em torno de e.

u ~udp, Foeudy, +Eudy . (A.1)

Como A€ é constituida por elementos da matriz a¢, que é peridédica de periodo e,
S =

entao A também é periddica de periodo € na célula retangular Y. Definimos a
(a3

varidvel §§ = e 'Z e portanto, A(y) = é(eili) = A°(2).

~

Aplicando a regra da cadeia ao operador divergente do problema (2.15) e substi-

tuindo pela expansao (A.1), obtemos

— < divg [é(g)VgugD] . <div£ [é(g)vgugD] + div, [é(g)v%ugDD
—div; [é(g)vgugl}] —e ! divy [é(g)vg@])} —div; [é(g)vgu;])} —divy [é(g)vgu%D}

1
— ediv; {é(g)véu;D} ~ div, {é(g)vgugD} — gty = / S
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Agrupando os termos com a poténcia €2, temos
divy |AVyulp| =0 em @ x Y.

0

Desta forma concluimos que a funcao uyp, ¢ independente de §, ou seja,

para alguma funcao usp.

Agrupando os termos com a poténcia ¢

2 2 g A 0T
divy [AVgus0] = =3 2 T T
a=1 g=1

Agrupando os termos com a poténcia €

— div, [éviaw] —div, [év@u;D] —div, [gv%u;D} —div, [év@ug[)} _ /1 Fdis.
~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ -1

Utilizando argumentos de periodicidade, concluimos que
/ div, [AV@@D + Av@ugD] dijydi = 0.
Y ~ a3 ~ a3 ~

Entao integrando a relagao (A.3) em Y

_divi/ [AV uzp + AV u2D d% // Jdzsdy.
~Jy

Introduzimos os problemas de célula

divy [éVQXﬁ} = — Z 8AAO¢5 em Y,
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com condig¢oes de contorno periddicas para 3 =1, 2.

Consideramos
2
. . Otzp
wyp () =D xa(l) 7 (A.6)
p=1 b
E facil ver que (A.6) satisfaz (A.2).
Entao o problema homogeneizado é
1
—2div, [vaw] — / fdis  em Q,
~ R~ ~ _1
HQD =0 cem 69,
onde
2 N
Bi; = / Aij + ZAw@—Ajdﬁlsz, i, =12
Y B=1 Ya
A.2 A expansao assintética em torno de ¢ para o problema tridi-

mensional

Consideremos a equagao de Poisson (1.1). Com o objetivo de encontrar o
limite assintético quando € tende a zero, utilizamos a expansao assintética para a

5 Oe€
funcao u3,

uzp(@) ~ usp (2, €'2,0) + eugp(w, €7z, 0) + ugp (2,612, 0) + ... (AT)
1

. € _ _ . 2 3x3 7 <7 1- . N
Consideramos a(x) = a(e”"x), onde a : R® — Rg}y; é periddica com respeito a

célula Y e definimos o operador £¢ da seguinte forma

L= —div [g(eflg)w.)} . (A.8)
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Fazendo a mudanga de varidveis y = (¢ 'z,0) e aplicando a regra da cadeia ao

operador (A.8), obtemos

div, v(z, '2,0) = div, v(z, € 'z,0).

Substituindo a expansao (A.7), obtemos

Eeu:fD( )= —€ 2 div, [gvyug%] —e! (div,f [gvyug?}} + div, [gv%ug%b
— div, [gv%ug%] —e! divy [gvyug}j} — div, [gvgu%] — divy [gv%uglp}

— ediv, [gv@ug})} — divy [gvyu%} — oy ms)-
Agrupando os termos com a poténcia €2, obtemos
div, [gvyug%] =0 em P°xY. (A.9)

Observemos que, baseados em (A.9), verificamos que u3% independe de y, isto é,

existe uma funcio u3p, : P° — R tal que

Ug(f))@ y) —“gD( )-

Agrupando os termos multiplicados por €1

—div, [gvyﬂgD] — div, [gvgﬂg[)} — divy [gvyugb] =0 em P’ xY.

Como Eg p ¢ independente de y, entao podemos reescrever a equagao anterior como

div, [gvyug},} = Z Z %C;aj a;;’D. (A.10)
a J

a=1 j=1
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Agrupando os termos multiplicados por €°

—divif [QVQEEgD] — divgE [gvgugb} — divg [gvajugb] — divg [gvyug%} = f‘s.

Integrando a equacao anterior em relacao a Y

— /Y div, [gvgﬂgD + gvyugb] dy — /Ydivy [gvgug}) + gvyug%} dy = /Yfédy.

Utilizando integragao por partes e argumentos de periodicidade em Y, verificamos

que

/ div, [gvxug}j + c:LVyugZD dy = 0.
y Y z Y

Entao obtemos

v, [ oV + aVyudhdy = 1

Consideremos

onde as fungoes ; sao solugoes dos problemas de célula

2
0ay;

divg [gvgyj] . Z ac; J em Y,
a=1 @

com condigoes de contorno periddicas para 7 = 1,2, 3.

(A.11)

(A.12)

(A.13)

E ficil ver que (A.12) satisfaz (A.10). Substituindo (A.12) em (A.11), obtemos o

problema homogeneizado

—div, EvzﬂgD] =f  em P’
Wy =0 em 0P,

<EV§E3D) n=0 em OP?,

onde

_ OX
A= / a;; + aig——2dy,dys, para i,j =1,2,3.
J . J Z 58%

8=1
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A.3 O método assintético para 6 para o problema tridimensional

homogeneizado

A seguir detalhamos o processo de reducao de dimensao via métodos assin-
téticos para o problema tridimensional homogeneizado (2.16). Para tanto, reescre-
vemos o problema (2.16) no dominio P =  x (—1,1), utilizando a mudanca de
varidveis (2.3).

— divg [EVQEgD} — 6 tdiv (Aaa_ng) — 518%%3 @ ' V%ﬁ%D)

Tomemos a expansdo assintética da funcio u3;, em torno de §
Wy ~ T+ 0t + 8T+ ... (A.15)
Substituindo (A.15) em (A.14), obtemos

— divs [gvaﬂ} — §div, [gvgul] — 8% div, [Zvﬂ

—5! {div (Agi) 8?3 (4-vu )} — div (Ag—z?)) - 883 (4 vaa') -

— o 0 (= out 0 [— Ou?
<A338x3)_6 D4 (A3Sax3>_aas3 <A33ax3)_'”_f em b

=>

52

com condicoes de contorno

oa° out ou?
A A
07 + 336A + 0 Az — 05 =0

em Q x {—1,1}. (A.17)

A Vi _0+6A Vi _1+52A Vi _2—|—6 YAz —
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Agrupando os termos com a poténcia 2

9 (- od°
8[)’;3 <A33 8553) =0 em P, (A]_S)
e contorno com a poténcia !
— o’
AggaA =0 em ) x {—1, 1} (A]_g)

Observemos que Ass, por hipétese, é ndao nula e independente de #3. Logo (A.18)

pode ser escrita como
o0*u®

356% =0 em P.

Portanto u° ¢ linear com relacao a varidvel 23, ou seja, é linear nas fibras. Mas,

0

por (A.19), temos que u’ é independente de 3.

Agrupando os termos com a poténcia 5!, temos

J (- ou
— | Axzs— | = P A.20
YR < 33(%3) em I ( )
e contorno com a poténcia ¢°
—T — ou
é V +A338A =0 em ) X {—1,1} (A21)

A exemplo de (A.18), podemos concluir de (A.20) que @' ¢ linear em relacio a Z3.

Ainda temos que

gz; - A133 <A Vi ) (A.22)

Agrupando os termos com a poténcia ¢°

_ o (- ou' o (- out o (- out
T =0
divg [évw“ ] s (Al?’ agng) T o (AQ?’ agz3> T 0% (A3laa:~1)

9 /— 0w\ 0 (- OF
* o5, (A?’?ang) * oz, (A?’?’a;@g) =—f (A23)
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Integrando (A.23) em relacao a Z3 e utilizando a relacao (A.22), obtemos

~

_ _ 1 !
~2div; |AV,| + 2divy [é o 4Tvm0] _ / fdiz  em Q,
33 -1

donde podemos escrever

1

—2div, [Eviﬂo] — | fdis emQ,
~ a3 ~ 71
7’ =0 em OS2,
onde
7
By = Ay — =23 parai,j=1,2.
Ass
A4 Homogeneizagao para o problema bidimensional via Mode-

lagem Hierarquica

Para tanto, consideremos a expansao assintética em torno de € para a funcao

wh ~ wy + ewy + Ewg + .. .. (A.24)

Considerando § = e !

definindo A° = A(§), obtemos

a3

— 2¢ 2 divy [éV@wg] — 2¢ ! divy [év@wg} — 2¢ ' div, [év@wg}

—2div; [évgwg] - / s
—1
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Substituindo a expansao assintética (A.24) na expressao anterior, obtemos

~2¢ 2 div, [évgwg} ~2¢ div, [élvgwg] ~2¢ Vdiv, [gvgwg] ~2div, [év%wg]

— 267N divy |AVuh] - 2divy [AVzug] - 2div, [AVyul| - 2edivy [AV;0]

1
— 2divy [éngg] . :/ fds.
-1

Agrupando os termos com a poténcia €2, temos
divy [AVyuf] =0 em Qx Y.
Por argumentos de periodicidade, podemos concluir que

w0(%7 Q) = wO(i)v

~

ou seja, wy ¢ independente de ¥

Agrupando os termos com a poténcia e~ !, temos

, 2. 9A,5 0w
divy [évgw(ﬂ = — ﬁzl agaﬁa%fj;.

Agrupando os termos com a poténcia €’

(A.25)

1
—/ fdis.
—1

Integrando a expressao acima em relacao a Y e, por periodicidade, é facil ver que

/ 2 div, [Aviwé + Av@wg} djy = 0.
Y ~ RS ~ RS ~

Logo, obtemos

1
—2div; / AV + AV jwidf = / / fd@sdj.
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Consideremos os problemas de célula

2
, 0A,
leQ [éVQXﬂ} = — E 8@ p (A26)
a=1 o
e as funcoes
2
o ow,
w(d,9) = Xﬁ%;- (A.27)
B=1

E fécil verificar que (A.27) satisfaz (A.25).

Logo o problema homogeneizado é
1
—2div, [vao] - / fdis  em €,
~ RS ~ 1
wy =0 em 0f),

onde
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Apéendice B

Justificativas matematicas para os

problemas limite da equacao de Poisson

O objetivo deste capitulo é fazer as demonstracoes, de forma rigorosa, das
convergencias da sequéncia de fungoes {ugi)}, solucoes para a equacao de Poisson
(1.1) tanto para a fungao Usp quanto para u’ tanto para a modelagem via méto-
dos assintéticos quanto para a modelagem via modelos hierarquicos. Mostramos
também a equivaléncia entre os dois tipos de modelagem utilizados, isto €, entre
os métodos assintéticos e a modelagem hierarquica.

Pretendemos entdo, a partir da definicio para o operador H, é demonstrar a equi-

valéncia

(lsli% fim Usp = }slf(l) P—I»%H(usw (B.1)

lim lim w35, = lim hm H(u3D)

e—05—0

Isto significa que, se tomarmos os limites quando € tende a zero e a seguir quando ¢
tende a zero utilizando o método assintético como técnica de reducao de dimensao
é equivalente a tomarmos os dois limites utilizando modelagem hierarquica como
técnica de reducao de dimensao. O mesmo ocorre quando tomamos o limite quando

0 tende a zero e a seguir quando € tende a zero.
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B.1 Justificativa para o limite quando ¢ tende a zero e a seguir J

tende a zero no problema original

Esta secao tem por objetivo demonstrar, de maneira rigorosa, a convergéncia
da sequéncia de solugoes u35, em e primeiramente, realizada de maneira formal no
apéndice A, com o emprego de técnicas de homogeneizacio para a fungao u3p,
solugdo do problema (2.16). A partir do problema homogeneizado, mostramos a
convergéncia da sequéncia de solugdes {u3,} para a fungao @°, solucio do problema
(2.2), através do emprego dos métodos assintéticos para d, bem como a equivalén-

cia entre os problemas limite quando € tende a zero e a seguir § tende a zero via

métodos assintéticos e via modelagem hierarquica.

B.1.1 O limite lim ul5,

A seguir, apresentamos o método de convergéncia em duas escalas, utilizado
para demonstrar a convergéncia da sequéncia de fungdes {u35, }eo, que sdo solucoes
para a equacdo de Poisson (1.1), para a funcio u3,, solu¢do do problema homo-
geneizado (2.16). A prova abaixo segue Cioranescu [Cioranescu e Donato (1999)].

Primeiramente, definimos Y como o fecho de Y.

Para a Definicao B.1.1 utilizamos os seguintes espacos

o (2.(Y) é o subespago de C°°(R?) das fungoes Y-periddicas.

per

e Consideremos a aplicacao

P’ — C2(Y)

per

z = u(z,).

O espago D(P%;C2 (Y)) é o espago das fungoes mensurdveis em P? x R?

per
tais que
+ para cada z € P°, tem-se u(z,-) € C2(Y);
« para cada y € Y, tem-se u(-,y) infinitamente diferencidvel e com

suporte compacto.
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Definicao B.1.1. Seja {v°} uma sequéncia de funcées em L?(P°). Dizemos que
{v°} converge em duas escalas para vy € L*(P° x Y) se para qualquer funcdo

1 € D(P°; 0= (Y)), temos

per

lim (/Pa vf(x)w(mlw)dx) - /Pé/jo(x,y)w(x,y)dydx- (B.2)

e—0

Definicao B.1.2. Definimos a forma bilinear a(\, ) por

a(AA) = / a‘\- Mz, para todo \ € R®.
P

=
Definicao B.1.3. Sejam o, 3 € R tais que 0 < a < 3. Denotamos por M (a, 3, P°)
o conjunto das fungdes a® € [L*(P°)]3*3 tais que

(1) a(X,A) > afA]%,

(2) la“Al < BIA],
para qualquer X € R3.

Observemos que o item 1 da Definicao B.1.3 é equivalente a

3 3
Existe o > 0 tal que Y / ag;(x)\idjdz > > A7, para todo A = (Ar, Ay, Ag).
ij—17P° i—1
Apresentamos a seguir alguns resultados que serao utilizados na demonstracao do
resultado principal de convergéncia da sequéncia {u3%, }e~o para a funcio u3p,.
Denotamos por H],.(Y') como o fecho de C3%,.(Y'), munido com a norma H' usual.

Definimos o espaco quociente Wyer(Y) = H..(Y)/R como o espago das classes de

equivaléncia com respeito a relacao

u ™~ v < u—véuma constante q. s. (quase sempre).
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Denotamos por 4 a classe de equivaléncia representada por u. Portanto a seguinte

quantidade
[/l Wper vy = IVUll 2y, Para todo u € i € Woe(Y),

define uma norma em W, (Y).

Lema B.1.1. Seja ud5, a solugio para o problema (1.1). Entdo ud5, € limitada em

V(P?).

Demonstragao. Primeiramente, escrevemos o problema (1.1) em sua formulagao

variacional, ou seja,

Encontrar ujs, € V(P?) tal que

a(ulp, v) = (f°,v)r2psy para todo v € V(P?),

onde

i) = [ @Vl Vuds e (.0 = [ foud.

ps
Através do lema de Lax-Milgram, verificamos a existéncia e a unicidade de solucao
para o problema (B.3).

Como (B.3) ¢ vélida para toda fungao v € V(P?), podemos escolher em particular

v = ul%. Logo
lusip 17 < af ) = (/*,uzp) <Clrl a3l
Af|Uzpligrpsy = @ UBD’USD U3D L2(P%) L2(P9) [|U3p || H1(P?),
[ US55l 1 oy < EHféHB(Pé),

onde C' é uma constante que depende apenas da geometria do dominio, ou seja, C'
depende de ¢, a espessura do dominio mas nao de €, as heterogeneidades longitu-

dinais. O

As demonstragoes do Teorema B.1.1 e do Lema B.1.2 se encontram em Cio-

ranescu [Cioranescu e Donato (1999)].
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Definicao B.1.4. Seja X um espaco de Banach, P° C R e p tal que 1 < p < o0.

Denotamos LP(P°; X) como o conjunto das funcées mensurdveis u em P° x R?
e para cada v € P°, tem-se u(z,-) € X;

e para cada u(z,-) € X, tem-se que |u(z,-)|| € LP(P?), onde

1/p
lolloriy = ([ Tote M)

Teorema B.1.1. Seja {v}cso uma sequéncia de fungoes em HY(P%), tal que
v =), em HY(P°).

Entao:
(1) {v}eso converge em duas escalas para u3),;

(2) Eziste uma subsequéncia ul, de {v}o € uma fungdo
ug}j( ,Y) € LQ(P(S;WPET(Y))
tal que Vuls, converge em duas escalas para Vs udl + Vy udh,

Observagao B.1.1. O espago L*(P°;W,(Y)) foi definido em B.1.4.

Lema B.1.2. e Seja o € LP(P%Cpe(Y)) com 1 < p < oo, definido em
B.1.4. Entio ¢(-,-/€) € LP(P°) com

lle(-, E)HLp(pé) < |’SD('7‘)||LP(P6;CW(Y))

- —\/ “y)dy  fraco em LP(P?).
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Em particular, se p € L*(P°;Cp..(Y)), entdo

lim (/Pé E (%%)]le‘) = /PS/Y[@(%)}Qdydx-

e Suponha que p(z,y) = p1(x)pa(y), onde @1 € L (P?), ¢y € L”

per

(Y) com

¥
1<rs<ootal que : + 1= %. Entdo ¢(-,-/€) € LP(P?) e

(1) = i) /Y oaly)dy fraco em IP(P?).

O resultado que se segue ¢ o principal, no qual demonstramos a convergéncia
da sequéncia {ud%}eso para a fungio u},, que é a solugao do problema homo-

geneizado (2.16).

Teorema B.1.2. Sejam f° € L*(P%) e ul5 a solugdo para o problema (1.1).

Assumimos que a® € M(a, 3, P?%) e que a € periédica. Entdo
(1) uls, — a3y, fraco em V(P°),
(2) a*Vulj, = AV, fraco em [L2(P?)]’,

onde Wy, € a tnica solugio em V(P°) de (2.16) e A também estd definida em

(2.16).

Demonstragio. Como a sequéncia {u35 }eso é limitada em V(P°) pelo Lema B.1.1
e este espago é reflexivo, segue que existe uma subsequéncia denotada ainda por

{u3%}es0 e um elemento u3), € V(P?) tal que
ugjj — ug% fraco em V(P‘S). (B.5)

Introduzimos

o’ = geyugeD )
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que satisfaz

/ o™ - Vudr = (f°,v)2(psy,  para todo v € V(P?). (B.6)
po

Novamente escolhendo v = ugs,, temos

C

66||[L2(P5)]3 S EHf&“LQ(P‘S)) (B7)

lo
onde C' novamente denota uma constante que depende apenas da geometria do
dominio P°.
~ N Se T 2 5113 .
Entao, como a sequéncia {0°}..o ¢ limitada em [L*(P°)]", segue que existe uma

subsequeéncia ainda denotada por {g55}6>0 e um elemento g‘m € [LQ(P‘;)}3 tal que
0% — % fraco em [LZ(P‘S)}?). (B.8)

Logo podemos passar o limite em (B.6) escrito para a subseqiiéncia {g%}.q, ob-
tendo

/ 0* - Vodz = (f°,0)12(ps),  para todo v € V(P?). (B:9)
pé

Concluimos entdo que u3}, satisfaz um problema de valor de contorno se pudermos
escrever 0 em termos de u3),.

Como {ul5 }eso é uma sequéncia de fungoes em H'(P%) e a convergéncia (B.5) vale,
as hipéteses do Teorema B.1.1 sao satisfeitas. Portanto, a partir deste resultado,

concluimos que:

(1) {ul%}eso converge em duas escalas para u3));

(2) existe u3h, € L2(P%; Woer(Y)) € uma subsequéncia {ul5, }eso tal que

de 50 51
Vusp, converge em duas escalas para Vugp + Vyusp.

Nosso objetivo é mostrar que o limite u3}, satisfaz o problema (2.16), concluindo

que ud), = Uzp e que toda a sequéncia converge para a solugdo do problema
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homogeneizado (2.16).
Consideremos a funcao

Uo(')+601(',é), (B.10)

onde vy € C°(P°) e vy € D(P%; Co.(Y)).
A partir das defini¢oes de vy e v1, podemos concluir que a funcao (B.10) pertence a
V(P°). Entao esta fungao pode ser usada como uma funcao teste em (B.3), donde

obtemos

/ Yuwa [vao + Vyvl] d:p—l—e/ a* Vs, Vvide = (f‘s,vo—l—evl)Lz(Pa), (B.11)
ps - - P -

onde desejamos tomar o limite quando € tende a zero.

Consideramos, entao, o primeiro termo de (B.11).

Definimos o espaco L?_(Y;C (F(S)) como o espaco das fungoes mensuraveis

per (

u:y €Y — u(y) € C(P )talque”u() s, € L2 (Y).

||C(P per

Como a € C™(Y), Vvg + V,u; pertence a L2 (Y C(?(s)) e C*(Y) é denso

per

em L>(Y'), temos que a® | V,vg + Vyvl] pode ser usada como uma func¢ao teste na
convergéncia em duas escalas de Vu35,. Logo, o primeiro termo de (B.11) satisfaz

as hipdteses da Definicao B.1.1, donde obtemos

lim ( VugDa [V;Uo + VyU1:| d:lj’) =

e—0

/Pé/ Vu Vyu 3D} a(y) [Vzgvo + Vyur| dzdy.

A fim de obter o limite quando € tende a zero para o segundo termo de (B.11),

consideramos
e o Lema B.1.2, escrito para ¢(z,y) = V,v1(z,y);
e a desigualdade de Cauchy-Schwartz;
e O fato de a*Vug;, ser limitado em [L2(P5)}3.
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Desta forma, obtemos

lim | €
e—0

Logo

/ a“Vusp Vo (2, y)de k) < lim <€||g56||L2(P5)||vrv1||L2(P5)> < lim (eC) = 0.
ps = - e— - €e—

lim <e/ aEVugijxvl(x,E)da:) = 0.
P - T e

e—0 5=

Por fim, tomamos o limite no dltimo termo de (B.11).

Observemos que, pela definicao de vy e vy temos
vy + €vy <~, E) — o fraco em V(P?%).
Logo, passando o limite em (B.11), temos
/P 5 /Y [Yug% v Vyugb] * [V%vo n vyul] dydz = (f°,00) g2 (psy sy (B.12)
Mostraremos que (B.12) é uma formulagao variacional no espago
H =V (P°) x L*(P°; Wper(Y)).

As hipéteses do lema de Lax-Milgram sao satisfeitas para a formulagao (B.12) no

espaco ‘H. De fato, munimos o espaco H com a norma

IVIZ = llvoll} psy + ||'U1||%2(P5;Wper(Y))’
e a forma bilinear definida por
a(U, V) := /Pé /Ya(Vug% + Vyung)(ngo + ngl)dgdzg
para qualquer U = (u3},u3h) € He V = (vo,v1) € H.

e Continuidade
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a(U,V) = / / a(Ved, + V) (Vo + V00 )dydz <
psJy =

5 [ [ (V¥ ) (Vo -+ V)i
P JYy - - -

utilizando a hipétese de que a € M(a, 5, P?). Aplicando a propriedade
distributiva e utilizando a desigualdade de Cauchy-Schwartz, obtemos

a(U,V) < B(|Vusp s+ [ Vyusp

“[L%P[‘ )] H[LQ(P“:Wper(Y))]g).

(IVavolljpapsye + 1Vyall

L2(P9)] [L2(P5:Wper (Y ))]3)‘

donde concluimos que

a(U, V) < BIIU V[l

e Coercividade

a(V,V) = /P5 /Ya(vao + V1) (Vv + Vyur)dydz

> 04/ /(vao—i—vyvl)(vxvo+Vyv1)dyda::aHVIUOjLVyvl]@z(P(Sxy).
psty - - - - - -

Por outro lado,

IVavo + Vyurlf? = [Vzuollf

)’

/ / \V4 UOV vldydx+ 1V, UlH[LQ PO Wper(Y ))]3.

[LZ(P<s )]

Como

/ /Vzvovyvldydx:/ </ V, <V93U0U1) dy) dx
psJy -~ - ps Yy N
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e aplicando integracao por partes, temos

/ </ vagvln(y)d5y> dz = 0.
ps \Joy - -

Aplicando a desigualdade de Poincaré, concluimos que

a(V,V) > a||V|2,.

e Simetria
T

:/ / Vyu 3}7)] (Voo + Vyur)dydz

s Jy - -
T

:/ / (Vavo +V vl)] (Vud, + Vyu o )dydr = a(V,U).

pJy
Logo

a(U, V) =a(V,U).

Conseqiientemente a aplicagao

F:-H—R

(v0, v1) = (f°, v0) L2(po),v ()

¢ linear e continua em H.
Entao podemos aplicar o lema de Lax-Milgram para obter a existéncia e a unici-
dade da solugao (u$%, u3h) para a formulagao variacional (B.12) no espaco H para

qualquer (vg,v1) € H.

Escolhendo vy = 0 em (B.12), temos

) Oay; Oudl
div, [gvyuglp} = ley [aVu3))] = ijl (9ij a;’JD em P° xY. (B.13)

a=1
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Escolhendo v; = 0 em (B.12), temos
/P5 /Y [gyug% + Qvgug})} Vgﬂvod(ydg = <f5, UO)LQ(P‘S),V(P‘S);

que é equivalente a

—div, {/ a [Yug% + Vyugb} dy} = f° em P°,
)y = y

uddy =0 em 0P, (B.14)

ulh é Y — periddica.

Observemos que (B.13) é exatamente o problema (A.10), cuja solugdo ¢ da forma

onde as fungoes X; sao solugoes dos problemas de célula

diVg [gvng] = Z aac;aj em Y,

com condigoes de contorno periddicas para j = 1,2, 3. Substituindo u3}, em (B.14),

temos
—div [A(y )Vug%] = f° em P,
Wh=0  omoP, (B.15)
(AVul)n—=0  omoPL
onde

/ a;j + Z azg dyldyg, parai,j =1,2,3.

Observemos que u3% é solu¢io para o problema (B.15), que é o problema (2.16),
cuja solugdo é w3y, encontrada de maneira formal pelo método das expansoes

assintdticas. Isto implica que ud} é a tnica solucio de (2.16). Consequentemente,
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toda a sequéncia em (B.5) converge para u3;,. Temos ainda que a€Vu3 $ converge

fraco para 0°, definido por

o AVU3 D-
Sendo assim, podemos escrever ¢°° em fungio de w3y, uma vez que 3, satisfaz
um problema de valor de contorno, concluindo a prova do Teorema B.1.2. O
B.1.1.1 O limite lim lim u35,
6—0e—0

Na segao anterior, utilizando como referéncia Cioranescu [Cioranescu e Do-
nato (1999)], justificamos a convergéncia em e de uma sequéncia de funcoes {u35, }eso
para a fungio u3,, solugao do problema homogeneizado (B.15). Nesta se¢ao justi-
ficaremos a convergéncia em § de uma sequéncia de fungoes {u% }s-0 para a fungao
u°, solugao do problema limite (2.2). A demonstracao a seguir se baseia em Cai-
llerie [Caillerie (1981)].

Para tanto, consideremos a formulagao variacional do problema (B.15)

Encontrar u}, € V(P°) tal que
(B.16)

/ AVul) Vodr = fPvdz  para todo v € V(P°).
pd

i ps

Como ul}, € V(P?), em particular, podemos escolher v = u3?, e reescrever (B.16)

como

[ AV e = [ fruih

Precisamos verificar se A é positiva definida. Consideremos o elemento A;; de A

- X, X1
A = < < == Ldy,d
11 /Yan +ap oy, +a 128 Y1ays.

Seja £ um vetor de R3. Entao

A € X €
A& = /Yanf% 115%8 11 125 dyldyg /Yanffd%dyz-
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Aplicando o mesmo processo para todos os elementos da matriz A, podemos es-

crever

A+ ALE + A 66 + Ags® > a2 + a6l + a8 + 0583 > alé’. (B.17)

~

Logo g é positiva definida.
Com o objetivo de eliminar a dependéncia do parametro § para o dominio P?,

aplicamos novamente a mudanca de variaveis (2.3). No dominio P, definimos

5p (&) = u5p (&, 625) = ugp(2).

Como a relagao (B.17) é vélida para todo vetor £ € R?, escolhemos, em particular,

um vetor & = (&1, &, 671&3). Substituindo £ em (B.17), obtemos
AL+ 07 ALE + 0 ALE + 0 gyl > (€l + &+ 072€).

Como ¢ é um parametro pequeno, temos que 6 2£2 > £2. Desta forma,

AL+ 5 AGE + 67 AL+ 0 A 2 0 (@4 G+ E) =aléf.  (BIS)

2

Reescrevendo (B.16) no novo domfnio P, escolhendo v = 4% e considerando

(B.18), temos

60
Otz

/\Vu |dx</AVu3DVu dz + 26~ /A Vs di+

ou3Y, 0udd,
77 [ A5 < 501 i i
T3

Utilizando a desigualdade de Poincaré, concluimos

Hag%HHl < C| fll2py, (B.19)
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onde a constante C' depende apenas da geometria do dominio. Ao reescrever o
problema (B.16) no dominio P, podemos limitar a norma da fungdo f por uma

constante independente de §. Logo

HagODHHl(P) < C. (B.20)

Teorema B.1.3. Seja {u3)}s0 uma seqiiéncia limitada em V(P). Entdo existe

uma subseqiiéncia que converge fraco em V(P) para algum w.

Como a sequéncia {43} }s-o ¢ limitada, entdo existe uma subsequéncia que
converge fraco para algum w € V(P).

A partir do Teorema B.1.3, verificamos que o resultado (B.20) ocorre para
uma subsequéncia de {70} m1(p) que converge para algum w € V/(P). Tomando o

limite quando 0 tende a zero em (B.20), temos

Como
~50 12 50 12 ~50 112
/ |Vﬂg%|2d§c _ HaugOD Haug(z)) 452 Gug%
P - - 8&1 LQ(P) 8:%2 LQ(P) afg LQ(P)
a partir de (B.18) temos
2 2 2
H% ' au?’% +672 % <C. (B.21)
081 fliaey 11 0% Iz 0% Iy
Multiplicando a relacdo anterior por 42,
2 2 2
01 Iy 0> Mlizpy 1 O lliap)

Tomando o limite quando ¢ tende a zero em ambos os membros, concluimos que

ow
8_32:3_0.
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Logo w é uma funcao independente de Z3.

Lema B.1.3. Consideremos a sequéncia {g?ﬁg%} A partir das condigoes de
existéncia para a matriz g, da Defini¢ao B.1.3 e de (B.21), concluimos que a
sequéncia € limitada em L*(P). Desta forma, existe uma subseqiiéncia, denotada

ainda por {AVE)} e um elemento o € [L*(P)]? tal que

EYU?)D — o fraco em [L*(P)]*.

Lema B.1.4. O limite o3 ¢ nulo.

Demonstracao. Consideremos ¢ uma fun¢ao em D(P). Entao

T3
v:/ o(Z1, T, s)ds.
0

Lembremos da formulagao variacional para o problema (B.16) no dominio P

790
/Zviﬂg%vﬁvdi—i—%_l/flv ~§%V vdT + 6~ /Agga 8}) dx—(S/ fudz.
pN ~ ~ = 81'3 oz

Multiplicando a relacdo anterior por 62, temos

5 / AV 055V zvdi 4 28 / AV, @5V s vdi + / 2338“ i=0° / fodi.
p~ ~ ~ = p"~ ~ T 8:(:3 8563 a

Tomando o limite quando J tende a zero na relacao anterior

/ oapdi = 0,
| oapdi

e como ¢ € D(P), concluimos que o3 =0 m

A partir do Lema B.1.4, concluimos que a sequéncia AV u3 [ converge para
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(g,0). A partir da formulagao variacional (B.16), podemos escrever

oudd dv oudd, Ov oudY v
AE Y¥3D AE YYD AE 3D " dr ) d
/pa Z T 8:}05 ; 3 Oxs O 3 Oxg Oxg — paf veL,

para todo v € V(P?).

Aplicando a mudancga de varidveis (2.3) na formulagao variacional anterior, temos

2 - 2 _ B
— Ougp dv — a3y, v — oy 8@
> Anp 22 0 A0 52 Ay, 3D / di
/Paﬁ—1 ’ 0%a OTp i Z ’ O3 0iq * » 03 8x3 B fodt,

para todo v € V(P). (B.22)

Definimos
~ 50
0us),

024

~ 50
013y,

0%

- — — - ugy
0'3:(50'3:51431 +(5A32 ‘|—A33 8A s
T3

donde podemos escrever

~ 50
ousy, _

1

80 50
Gy — 67y 20D 57,9%D |
8:151 8332

Substituindo a relagao anterior na formulacao variacional (B.22), temos

[ (a

a,B=1

Q3A35 8&5% ov Zag ~ /
— dz,

para todo v € V(P).
Tomando o limite quando ¢ tende a zero, temos
/ngzwvgvdﬁ = /vad:%, para todo v € V(P), (B.23)
onde os elementos da matriz E sao dados por
. AA,

B'LJ = AZ] — 233 s para Z,j = ]_, 2.
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A defini¢ao anterior coincide com (2.38).

A partir da formulagao variacional (B.23), concluimos que w é solugao para

1
—2div [gyw] _ / fdis  em Q,
1 (B.24)
w=20 em Of).

Observemos que o problema (B.24) é idéntico ao problema (2.2) encontrado de
maneira formal, utilizando-se o método assintético. Portanto podemos concluir
que

uls, — @ fraco em H}(Q). (B.25)

Observemos que a sequéncia de fungoes {u35} converge para a fungao u, solugio
do problema (B.24) quando consideremos primeiramente o parametro € tendendo
a zero e, a seguir, o parametro 0 tendendo a zero. Mostramos que a sequéncia
{ud5,} converge para a soluciao de um problema bidimensional idéntico ao problema

bidimensional (2.2), encontrado formalmente no Capitulo 2.

B.1.2 Justificativa para o limite quando ¢ tende a zero e a seguir ¢

tende a zero no problema original

Nesta se¢ao demonstramos de forma rigorosa os resultados obtidos de maneira
formal nas secoes 2.2.1 e 2.2.2 para o limite quando § tende a zero e, a seguir, o
limite quando € tende a zero.

B.1.2.1 O limite lim uls,
Primeiramente faremos a demonstracao para o limite quando J tende a zero.

Os passos desta demonstragao seguem Caillerie [Caillerie (1981)].
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Lembremos do problema inicial
—div [gEYug‘})} =f  em P’

(chung) n=0 em OP?, ( )
T B B.26

A formulagao variacional do problema (B.26) é dada por

Encontrar u35, € V/(P?) tal que

/ a*Vuss, Vodr = fPvdz  para todo v € V(P°).
pPs pé

Como ul5, € V(P?), em particular, podemos reescrever a relagiao anterior como

[ avipVunds = [ fuipaa

Usando o fato de a“ € M(«, 3, P?), temos

auée 2 au(se 2 auée 2

de |2 3D 3D 3D

dxr = dxr =
“ PélYU3D| : a/136<9$1) +<3$2) +(3$3) .

2

§/ a*Vuls, Vuss da::/ foulsda
L2(P?) pe

< C( ; ‘f5| d:L’) (/ |u 5 dx) — CHf5HL2(P5)HugepHgl(pa),
P

e utilizando a desigualdade de Poincaré, podemos concluir

de
ousy,

||Ug§)||H1(P6) < O’|f§||L2(P5)7 (B.27)

onde a constante C' depende apenas da geometria do dominio, nao dependendo,

portanto, de 0 e €. Desta forma, consideramos ¢ fixo, obtendo uma sequéncia em
J.

Com o objetivo de eliminar a dependéncia de 6 do dominio, aplicamos a mudanca
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de varidveis (2.3). Definimos no dominio P

usp() = usp (i, 03) = ugp ().

Reescrevemos o problema (1.1) no dominio P, conforme (2.5). A exemplo do que
foi feito na segao B.1.1.1, a partir da formulagao variacional para o problema (2.5),
concluimos

luspllarpy < C, (B.28)

onde novamente a constante C' independe de §.

Utilizando a limitacao (B.28) e o Teorema B.1.3 aplicado a sequéncia {u§, }, pode-
mos extrair uma subsequéncia que converge fraco em V(P) para a fungao limite
we. B possivel demonstrar que todas as subsequéncias convergem para 0 mesmo
limite w¢, e, consequentemente, a sequéncia inteira converge para w®. Tomando o

limite quando § tende a zero em (B.28), temos
||’w€||H1(p) S C.

Os passos a seguir sao os mesmos da secao B.1.1.1.

Como

2 2

/|V s i = H@uw ’ auAgD = 8u§D ,
2 L2(P) O L2(P) I3 L2(P)

a partir de (B.28) podemos concluir que

N2 ¢ 12 ¢ 12

Hau_w ' Ouisp 52 || %% <C. (B.29)

Multiplicando a relacao anterior por 42, temos

€ 2 € 2 € 2

52 8USD 452 auf,D ' auASD < C82.
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Tomando o limite quando ¢ tende a zero em ambos os membros, concluimos que

ows
05

=0.

Logo w® é uma funcao independente de 3. Da mesma forma, temos os resultados

andlogos aos Lemas B.1.3 e B.1.4 para a sequéncia {a*Vzusp }.

Lema B.1.5. Consideremos a sequéncia {a“Vzu$p}t. A partir das condigoes de
existéncia para a matriz a° e (B.29), concluimos que a sequéncia € limitada em
L?*(P). Desta forma, existe uma subsequéncia denotada ainda por {a*Vzusp} e um

elemento a° € [L*(P)]? tal que a subsequéncia converge fraco para a° em [L*(P)]3.

Lema B.1.6. O limite 55 € nulo.

Podemos reescrever a formulagao variacional do problema (B.26) como

. ouds, v 2 . Ouds, Ov ous, v 5
/;sjzj 8 oz, axﬁ'%gégax‘axg N T el AL

pé

para todo v € V(P?).

Aplicando a mudanga de varidveis (2.3) na formulagao variacional anterior, temos

ous, Ov 1 2 . Ougp Ov
/le B 9 (%r;g 0 Zazg 013 01,

+ 6 %a 338555 88;3 T = 5/ fvdz  para todo v € V(P). (B.30)

Denotamos por ¢§ = 605 e obtemos

ous ous
—%5326?D+-338?D

%:W:@WA (B.31)
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donde podemos escrever

€ €
dusp I . Ousp
03  a$y 0

— bas 8“31’] . (B.32)

32 85%2

Substituindo (B.32) em (B.30), obtemos a seguinte formulagao

€ € € € € € € € € € € € € €
ais pra afsas; Ousp _ Qq3039 dusp +a23 T agsas, Ousp _ Qg3039 dusp di — / fodi
— 93 - - T 03 - - ar = L.
P (33 agy Oy as3 Oy agy agy O agy Oy P

Tomando o limite quando ¢ tende a zero, temos

/ AV wVvdr = / fvdz, (B.33)
P R~ ~ ~ - P -
cuja formulacao forte é dada por

1
—2div [gw] _ /_ fdis  em

w =0 em 0f), (B.34)
onde
e _ o Wiag, .
A@] - a/ij - Ta para ,j] = ]-727

33

€0

que é o problema (2.15). Como w* e u® sao solu¢oes do mesmo problema, podemos

concluir que w® = u®, que ¢ a tinica solugao do problema (B.34). Temos ainda que

a sequéncia toda {u§p} converge fraco para a fungao u®.

de €0
usp — u.

B.1.2.2 O limite lim (hm ugg)
6—0

A fim de mostrar a convergéncia do problema (B.34) para a solu¢do homo-

geneizada apds a utilizagao das técnicas de homogeneizacao, aplicamos novamente
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o método de convergéncia em duas escalas. Os resultados a seguir estao em Cio-

ranescu [Cioranescu e Donato (1999)] e na segao B.1.1.

Definigao B.1.5. Seja {v°} uma sequéncia de fungoes em L*(2). Dizemos que
{v°} converge em duas escalas para vy = vo(Z, ) com vy € L*(Q2 x Y') se para

qualquer fungio ¢ = ¢(Z,7) € D(Q, C2.(Y)), temos

per

lim ( / UE(@)gb(:f;,e—lﬁ;)dj;) = / / vo(Z, §)o(&, §)djda. (B.35)
~0\Jo ~— 7 77 oJy 7 - -

O resultado a seguir ¢ andlogo ao Teorema B.1.2 porém no dominio bidimen-

sional.

Teorema B.1.4. Sejam f € L*(Q) e u® a solugdo para o problema (B.34). As-

SUMIMos que 1;16 € M(a,3,9) e que A € periddica. Entao
(1) u® — Uyp fraco em HJ (L),
(2) éEYuGO — BVusp fraco em [L2(Q))°,

onde Usp € a unica solu¢io em Hy () do problema homogeneizado

1

—2div [gyaw] — | fdis  emQ,
—1

(B.36)
uzp =0 em Of),
onde
2 Ox;
Bij = /YAij + ZAwa—yjdyldyg, i,j=1,2. (B.37)
p=1 “

Omitimos a demonstragao do Teorema B.1.4 pelo fato de ser andloga a de-
monstrac¢ao do Teorema B.1.2.
Através do Teorema B.1.4 mostramos que o resultado (2.1) obtido de maneira for-

mal na se¢ao 2.2 ¢ idéntico ao problema limite (B.36) obtido de forma rigorosa.
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B.1.2.3 O limite lim # (u3)
Apos a aplicacao da modelagem hierarquica de ordem um ao problema ori-

ginal (1.1), obtemos o seguinte sistema de equagoes

1
—2div [aEng + aﬁwi} = / fdzs em ),
~ ~ -1
252 1
—3 div [QGYUJ;] + 2a" Vw§ + 2a5;wi = 6/ frsdzs  em €,
-1
wy =w; =0 em Of).
A partir das equagoes (1.3) e (1.4) podemos encontrar uma forma bilinear mista,

como feito na secao 2.4.4.1. Logo

52
a((wg, wy), (vo, v1)) :/gYwSYwid@jt/gwaYUod@+§/g€Yinvld@+
Q Q Q
1 ! § !
/a“Vvaldi—i—/ag?)wivldﬁ:: —// fl)odjfi;dfi'—’——// frsvidisdz.
a~ ~ ~ Q ~ 2ol M2 o) ~
(B.38)

Assim como a forma bilinear mista a((wy, ), (v, v1)) presente na segao 2.4.4.1 é
coerciva, utilizando os mesmos argumentos, conseguimos mostrar que a forma bi-
linear mista a((w§, wy), (vo, v1)) também é coerciva com respeito a norma ||(-, -)||1,0-

A partir deste resultado, temos
a((wh, wi), (wg, wi)) = O (wg, wh) 17 . (B.39)
E possivel mostrar, utilizando os mesmos argumentos da se¢ao 2.4.4.1, que
a((wp, wy), (vo, 1)) < Cll fllzapy (lwplle + 0llwillan)
e, apos algumas manipulacoes algébricas, obtemos

[wpll e < ClIfllz2py:
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Portanto a sequéncia de fungoes {w§}, dependentes de §, ¢ limitada em H'(Q).
Pelo Teorema B.1.3, existe uma subsequéncia de {w§} que converge fraco para um
limite wy em H'(Q). E possivel mostrar que a sequéncia inteira {w§} converge
para wg", ou seja,

lim w§ = w*.
d—0 0 0

De forma andloga a segado 2.4.4.1, podemos limitar a sequéncia de fungoes {wf},
dependentes de ¢, tal que

|wil| 1) < C,

donde podemos extrair uma subsequéncia que converge em H'()) para um limite,

que denotaremos por w{*, o qual pode ser dado por
w{ — ——a"Vwf' (B.40)
Desta forma, tomando o limite na forma bilinear mista (B.38), obtemos

/gEYwBYUOd% +a [——aEti } Vuds = // fuodizdz. (B.41)
Q

ass

A formulagao forte para o problema (B.41) é

1 1
—2div [(ge > Vwg ] = / fdzs  em €,
ass” = (B.42)
wg =0 em OS2,

donde podemos reescreve-lo da seguinte forma

—2div AEVw / fdrs  em €,
(B.43)

wy =0 em OS2,

onde

AC — g — ;303
i = % T e
(33

para i, = 1,2.
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Observemos que o problema (B.42) é idéntico ao problema (2.26), ou seja, wy e
wg* sdo solugbes para o mesmo problema. Portanto w§ = w§* e a sequéncia inteira

{w§} converge para w§*.

B.1.2.4 O limite lim <hmH (uSD))

e—0

Nesta se¢ao provaremos a convergéncia do problema (B.43). Observemos que
os problemas (B.43) e (B.34) sao idénticos, ou seja, podemos utilizar os mesmos
resultados da se¢ao B.1.2.2 para mostrar a convergéncia desejada. Sendo assim,

através do Teorema B.1.4, concluimos que
(1) w§* — wy fraco em Hy(Q),
(2) AVw§ — BYVwy fraco em [HL(Q)),

onde wy ¢ a solucao para o problema homogeneizado

1
—2div [EYQHQ} :/ fdzs  em €,

-1 (B.44)
wo =0 em 0f),

onde
2 x;
/ Ajj +ZA’58 iq

Observemos que o problema (B.44) é idéntico ao problema (2.1). Portanto as
fungoes wy e wy sao solugoes do mesmo problema e, sendo assim, sao as mes-

mas.
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Apéndice C

Expansoes assintéticas para o problema

de Stokes

Seja © um aberto limitado em R?, F' — rotr € [L2(Q)])* e consideramos o
problema de Stokes (1.8). Suponhamos, ainda, que A é periddica.
Considerando a varidvel y = e‘lg, podemos aplicar a regra da cadeia a equacao

(1.8) e supondo que ¢ e p dependem de x e y, obtemos

L, EETPN | 1o
— 3¢ 2dlvg [A g(g)}—geldlvx[

— e div, ¢+ e 2div, (52>\‘1Vgp> +e tdiv, (52)\—1Vgp> +

! div, (52)\_1V£p> + div, (52)\_1V2p> —div, p=0. (C.2)

Consideremos as expansoes assintéticas, em torno de €, para a fungao ¢ e para a

funcao p

g:go—i—egl%—e%ggjt...

p=potep +€Epat....
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Supomos que @; e p; dependem de x e y e sao periddicas em relagao a y.

Substituindo as expansoes assintéticas em (C.1) e (C.2), temos

S 2divg {é gg(go)} — §€ 1d1vx {é—lgg(go)} — —¢ 1d1vy {g Eg(% )}
— 1 -
— div, [é 121(560)] ——¢ 1dlvg {é 1eg(§€1)]——dlv£ {A gg(sel)]——dlvg [é 1e£(gg1)}
1 J—
—3 div, {é lgy(g )] + e_lvgpo + Vaepo + Vypr + - = F —rotr. (C.3)

—e ! diVg ©o —divg ©o —diVg 01 +€2 diVg (52)\*1V£p0) +et divf ((52)\71Vgp0>
+ e tdiv, (52x1v2p0) + div, (52x1v£po) + ¢ div, (52x1vgp1)

+ div, (52)\_1Vgp1) + div, ((52)\_1V£p1> + div, ((52)\_1V£p2) =0, (C4)
Agrupando os termos com a poténcia €2, temos

div, {Alz (3@0)} =0 em(,
SR (C.5)

div, (52)\_1Vyp0> =0 em .

Mostraremos que as fungoes g e py sao independentes de y. De fato, multiplicando

a segunda equagao de (C.5) por py e integrando em Y, temos

)
/Y podiv, (52)\_1V£p0> dy = /a ) p052x1£d% . /Y AV ol dy = 0.

Observamos que V, py = 0, isto é, py ¢ constante em relagao a . De modo analogo,
multiplicando a primeira equacao de (C.5) por ¢g e integrando em Y, temos que

Yo = (0}, p2) é uma funcao constante em relagao a y. Entao

wo(z,y) = wo(x)

po(z,y) = po(2).
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Agrupando os termos com a poténcia e !, temos
)

onde A\ =V, A\ le él_l é dada por

[ ] Z AOCBWTBV € Aaﬁlv Za A;@ﬂv'
o=

vB=1

Agrupando os termos com a poténcia €”

_% div, { (geo)} = div, { @eﬁ} -3 divy { (W} 5 Wy {%E%(@)}

+Vmpo+vyp1 F—rotr (C.7)

_divE S@O_di"g ©1 +diVg (52)\—1V£p0> —i—div£ (52)\—1Vgp1> —i—divg <(52)\—1V£p1>

+ div, <52)\_1Vgp2> —0. (CR)

Integrando as equagoes (C.7) e (C.8) em relagao a Y e utilizando argumentos de

periodicidade, obtemos

_1/ div, [Al (E (o) + € (%1))1 + Vapody = / — rotrdy
3 v NN Nz A

1
—div,, @ + div, (_ / 5221 (pro + Vypl) d;g> ~0
z Y| Jy z Y

Definimos o tensor de terceira ordem Y da seguinte forma
N

(C.9)

Fixados m,n € {1,2}, temos Xo = Xamn, Para a € {1,2}, onde a funcao X satisfaz

o seguinte problema de célula

1div A% ()| =-43' . compBe{l,2} emY (C.10)
y X ; Bmn

3 N o~y
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e condicoes de contorno periddicas, e onde analogamente, temos o problema de

célula
1

div, ()\_IVyX> = —Z\_ em Y,

com condigoes de contorno periddicas.

Consideramos

iz, ) = x€ (%)
& (C.11)

pi(z,y) =X Vabo.

E f4cil ver que as fungoes p; e p; satisfazem aos problemas (C.6).

Substituindo (C.11) em (C.9), temos

- ! 2 _ 1 [
lex |:|Y| / Al (é"‘gg(é)) d%gg(%o)} +V£p0 = m/yg—rgtrdg_
Definimos
¢= |Y|/ <I+€ §)>d%

F::—/F—rotrd.
STAS T

Entao

1. _ .
e g, )] +vam =

Substituindo p; em (C.9), temos

1
—div, o +div, (—/ 5N\t (I + Vyy> prodg) =0
- ~\|Y| Jy ~ =S

Definimos

dav]

Entao

— div g + 0% div, (DY) = 0.
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Portanto as fungdes (o, po) sao solugoes do seguinte sistema

L. _ §
_gdng |:gg£<£o)1 + pro = E em Q,
~divy go + 0% div, (PVypo) =0 em @, (C.12)

0o =0 em Of).
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