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Resumo da Dissertacdo apresentada & MCT/LNCC como parte dos requisitos necessarios para

a obtengao do grau de Mestre em Ciéncias (M.Sc.)

MODELAGEM HIERARQUICA PARA A EQUACAO DO CALOR EM UMA PLACA

HETEROGENEA

Ana Carolina Carius

Fevereiro /2006

Orientador: Alexandre Loureiro Madureira

Modelagem Computacional

Neste trabalho, estudamos a equacdo do calor estaciondria em uma placa heterogénea tridi-
mensional. Para a modelagem deste problema, utilizamos uma técnica de reducao de dimensao
conhecida por Modelagem Hierarquica. Desta forma, geramos um modelo para o problema
original em um dominio bidimensional. Com o objetivo de estimar o erro de modelagem, de-
senvolvemos a expansao assintética da solu¢ao do problema original e da solugao aproximada.
Comparando as solu¢ées com suas respectivas expansoes assintoticas, obtemos uma estimativa
para o erro de modelagem. Realizamos alguns experimentos computacionais, desenvolvendo o
método Residual Free Bubbles (RFB) e o método de Elementos Finitos Multiescala (MEFM)
para o problema de difusao e para o problema de difusao-reagdo em um dominio bidimensional,
com parametros pequenos. Com base nestes experimentos, encontramos algumas solucoes

numeéricas para o problema da placa tridimensional.
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Abstract of Thesis presented to MCT/LNCC as a partial fulfillment of the

requirements for the degree of Master of Science (M.Sc.)

HIERARCHICAL MODELLING FOR THE HEAT EQUATION IN A HETEROGENEOUS

PLATE

Ana Carolina Carius

Margo/2006

Advisor: Alexandre Loureiro Madureira

Computational Modelling

In this dissertation, we study the stationary heat equation in a heterogeneous tridimensional
plate, using a “dimension reduction” technique called hierarchical modelling and we generate
model the original problem in a two-dimensional domain. To estimate the error modelling,
we develop an asymptotic expansion for the original problem solution and for the aproximate
solution. Comparing both solutions with their own asymptotic expansions, we obtain an
estimative of the error modelling. We perform some computational experiments, using the
Residual Free Bubbles (RFB) Method and the Multiscale Finite Element Method for the
diffusion problem and for the diffusion-reaction problem in a two-dimensional domain, with
small parameters. Finally, we extend the numeric solutions found the original tridimensional

problem.
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Capitulo 1

Introducao

O nosso trabalho tem como objetivo estudar a equagao do calor em uma placa heterogénea
tridimensional. Lidar com problemas deste tipo ndao é uma tarefa facil. A primeira dificuldade
que devemos levar em consideracao é a espessura da placa, que torna o dominio dificil de ser
discretizado. Além disto, como a placa é heterogénea na dire¢ao horizontal, procuramos carac-
terizar as propriedades do material que a compoe recorrendo a escala local. Porém, estamos
interessados em resolver o problema na escala global, considerando as influéncias da escala
local. Portanto, para a resolucao deste problema, consideramos dois parametros pequenos: a
espessura da placa e as propriedades do material na escala local.

Motivados pelo trabalho de Alessandrini et al. [1], utilizamos uma técnica denominada “re-
ducdo de dimensao”, que consiste em gerar modelos para o problema original em um dominio
bidimensional e depois estender a solucao obtida no dominio bidimensional para o problema
tridimensional.

A fim de obtermos os modelos no dominio bidimensional, utilizamos uma técnica conhecida
por modelagem hierdrquica.

7

Desta forma, consideramos uma placa tridimensional P? = Q x (—=6,§), onde Q C IR? é



um dominio limitado. Seja OP! = 90 x (—6,8) a lateral da placa e OP2 = Q x {—4,6}
correspondendo as partes inferior e superior da placa. Denotamos um ponto de P’ por
r = (z,23), com © = (x1,22) € . De acordo com a notagdo anterior, podemos escrever
V = (V,05) = (01,0,,05), onde o operador 0; indica a derivada parcial na i-ésima direcao.
Logo, 0;; = 0;0;.

Seja u® € H'(P?) a solucdo fraca para

—div [ﬁlYuﬂ =f° em P

u’ =0 em 0P}, (1.1)
o 4
8l =¢° em 6Pi,

n

onde f: P° - Re ¢’ : 9P — R. A matriz A : P° — IR} é dada por

a:Q— RZ; e ass : © — IR. Neste trabalho, assumiremos as seguintes hipoteses

a€C®(Q), apeC®Q), feC®P’)eg’ eC®dP).

Note que A independe de z3. Assumimos ainda que existem constantes positivas a e § tais

que

o’ <€-A@) & e £-Al) n < BlEllnl, (1.3)

para todo &, n € IR? e todo z € P°. Aqui denotamos por || - || a norma euclidiana em IR’.

O problema dado por (1.1) e (1.2) modela uma placa heterogénea em equilibrio térmico, tendo



fonte f no interior da placa e fluxo g nas suas partes inferior e superior. Sem perda de gene-
ralidade, assumimos que a temperatura se anula nos bordos laterais.

A heterogeneidade da-se somente nas diregoes horizontais. Fisicamente isto poderia repre-
sentar uma placa reforcada por fibras verticais (desde que a “transi¢do” fosse suave, pois
admitiremos alguma regularidade para A(-)).

Nos testes numéricos realizados, consideramos a e ass funcgoes periddicas de periodo €. Con-
sideremos

V(P’) ={ve H'(P’) : v|pps = 0}. (1.4)

Os modelos hierdrquicos sao obtidos minimizando-se o funcional da energia em subespagos
de V(P%) compostos por funcdes que variam polinomialmente na direcio transversa. Nos
restringiremos a modelos que sdo lineares em 3. Logo, uma aproximacao para u’ através

deste método pode ser escrita como
@ (2, 73) = wo(z) + wi(z)zs, (1.5)

onde wy e w; sdo solugdes de problemas bidimensionais em 2 (Secdo 2.1). Temos que
wy € Hi(Q2) é a solugao fraca para

5
—24div[a(z)Vwo| = / f(z,23) das+ ¢°(z,0) + ¢°(z,—6) em Q,
~ = (1.6)

wy =0 em 0f),



e w; € H} () é a solucdo fraca para

253 d
—?div[g(g)le} + 26as3(z)w, = / F(z,23)z3 dzs + 6[g°(z,0) — ¢°(z,—5)] em Q,
-5
w; =0 em Of).
(1.7)

0

Gostarfamos, entdo, de estimar a diferenca entre @’ e u’ com respeito a §, para verificar se

¢ ¢ uma aproximacio satisfatéria. Porém obter esta estimativa ndo é uma tarefa ficil, uma

U
vez que ¢ influencia as duas solugoes. Para contornar este problema, ao invés de comparar

diretamente a solucao exata com a aproximada, estimamos a diferenca entre as solucoes e

suas respectivas expansodes assintéticas e, posteriormente, estimamos a diferenca entre @ e u°.
Mostramos que, redefinidos no dominio escalonado
P=Qx(-1,1) (1.8)

através de uma simples mudanga de coordenadas (& = (z,0 'z3)), o erro de modelagem ¢é
limitado por 6%/2, isto é, existe constante ¢ independente de §, mas que pode depender de «,
£ e ) tal que

[u(6) — @(8)llm(py < 8,

onde definimos u(6)(z) = u®(&, 623) e @(6)(z) = @°(Z, 023).

Vemos entao que o modelo hierdrquico aproxima bem a solucao exata para placas finas.

Os problemas (1.6) e (1.7) ainda podem ser de dificil resolu¢do numérica. De fato, para
materiais muito heterogeéneos, os coeficientes a(-) e as3(-) sdo altamente oscilatérios, tornando
os métodos tradicionais de elementos finitos ou diferencas finitas ineficientes. Em (1.7) um

problema extra surge, pois o problema é singularmente perturbado com respeito a §. Para



superarmos estas dificuldades, utilizaremos métodos numéricos nao tradicionais.
Primeiramente, trabalhamos com o problema que possui apenas o termo de difusao. Para

tanto, consideremos o modelo

Lu=f em (),
(1.9)
u=0 em 01,
onde o operador diferencial £ estd definido da seguinte forma
£() = —div[a(@) ¥ ()], (1.10)

u é a solucdo definida em um dominio Q@ C IR* e f € L?(f2) é o termo de fonte.

Apés obtermos a formulagao variacional para o problema (1.9), introduzimos dois métodos
numéricos multiescala utilizados na resolu¢do deste problema: Residual Free Bubbles (RFB)
e Método de Elementos Finitos Multiescala (MEFM).

O RFB é descrito por Brezzi e Russo [3] e por Franca et al.[4] e consiste em considerar o
subespaco de Hj(€) no qual procuramos as solugdes aproximadas como a soma direta do es-
pago das fungoes bilineares por partes, Vp C Hy(Q2) e Vs, o qual chamamos de espago das
fungoes bolhas. Este espago é composto por fungdes em H; () que se anulam no bordo de
cada elemento da particao. Portanto procuramos uma aproximacao em Vp @ Vp.

Ja o Método de Elementos Finitos Multiescala aparece em Hou e Wu [7]. Neste método, as
fungoes de base sao construidas a partir da resolu¢ao do problema eliptico homogéneo uti-
lizando o operador (1.10) em cada elemento, e condigdes de fronteira lineares no bordo de
cada elemento.

Apés a descrigao dos dois métodos, descrevemos a implementagao destes e alguns testes numéri-



cos com os métodos. Para a implementacao, precisamos fazer algumas adaptacoes com as
integrais que desejamos calcular, uma vez que nao dispunhamos de todos os dados necessarios.
Através de integracao por partes, conseguimos contornar o problema e calcular o valor das
integrais.

A fim de resolver o problema em cada elemento, foi necessiaria também uma adaptacao do
codigo utilizado, uma vez que este resolvia o problema apenas no dominio original {2, e nao
nos elementos.

A seguir, apresentamos uma breve descricao dos capitulos desta dissertacao.

No Capitulo 2 geramos um modelo bidimensional para o problema original através de mode-
lagem hierarquica. Detalhamos os calculos no Apéndice A. Em seguida, obtemos uma expansao

0

assintética para i e u? no dominio escalonado P definido em (1.8) e, posteriormente, descreve-

J em P.

mos a andlise para se obter uma estimativa da diferenca entre @° e u
No Capitulo 3, obtemos uma formulagao para o problema (1.9) por RFB e MEFM. Descreve-
mos todo o processo feito para a realizacao da implementacao dos dois métodos e apresentamos
alguns resultados numéricos obtidos no caso do problema de difusao e no caso do problema de
difusao-reacao.

No Capitulo 4, construimos a solu¢do para o problema (1.1) por (1.5), uma vez que encon-

tramos no Capitulo 3 solu¢oes numéricas para os problemas (1.6) e (1.7).

Finalmente, apresentamos as nossas conclusoes no Capitulo 5.



Capitulo 2

A Equacao do Calor em uma placa

heterogénea

Neste capitulo, estudamos a equacao do calor em uma placa heterogénea tridimensional, uti-
lizando uma técnica de “reducao de dimensao”, conhecida por modelos hierarquicos, para gerar
modelos bidimensionais a partir do problema original tridimensional.

Na Secao 2.1, geramos um modelo simples com comportamento linear na dire¢ao transversa.
Em seguida, na Secao 2.2, derivamos expansoes assintdticas da solugao original e do modelo,
com o objetivo de estimar o erro de modelagem. Finalmente, na Secao 2.3, fazemos a estima-
tiva entre as solugoes exata e aproximada, com o auxilio das expansoes assintéticas obtidas na

Secao 2.2.



2.1 Modelos Hierarquicos

Nesta se¢do, geramos um modelo para aproximar a solugdo do problema (1.1). Podemos

caracterizar a solucao desse problema minimizando o funcional da energia associado, isto é,

1
u’ = argminZ(v), onde Z(v) = = [ Vv -AVw dx — | fov dz+ / ¢’v dz,
veEV (P?) 2)ps = =7 7 Pé - aPs -

e V(P?) é dado por (1.4).
Os modelos hierdrquicos sdo obtidos minimizando-se o funcional da energia em subespacos de
V (P°) compostos por funcdes que variam polinomialmente na direcdo transversa.

Reescrevendo o problema (1.1) na sua formulacao fraca, temos que u® € H'(P?) é tal que

/ AVY Vo dz = [ fov dzx +/ ¢’v dx para todo v € V(P?). (2.1)
ps ps Py

Seja Vi(P?) = {v € V(P°) : v(z,x3) = vo(z) + vi(z)z3} e seja @’ € V1(P?) tal que

/ AV’ - Vi dx = f°0 dx +/ ¢°% dz para todo ¥ € Vi (P?). (2.2)
pé ps Py

% como em (1.5), com wy, w; € H} ().

Como @’ € V;(P?), entdo podemos escrever i
No Apéndice A mostramos que para se encontrar a aproximacao 4’ € V;(P?), solucio aproxi-

mada de (1.1), basta resolver os problemas bidimensionais (1.6) e (1.7), sendo que @° é dada

por (1.5).



2.2 Expansao assintética

Na secdo anterior, obtivemos uma aproximacio %’ para o problema (1.1) através de reducio

de dimensao. Gostariamos de estimar a diferenca entre @’ e u’ com respeito a &, para verificar

9 ¢ uma aproximacao satisfatéria. Porém, fazer esta estimativa ndo é uma tarefa facil, uma

se U
vez que ¢ influencia as duas solucgoes, e o proprio dominio depende de §. Para contornar este
problema, ao invés de comparar a solucao exata com a aproximada, estimamos a diferenca
entre as solugbes e suas respectivas expansoes assintoticas. Para desenvolver as expansoes
assintdticas e concluir estimativas com funcoes que nao dependam de 9§, reescrevemos o prob-
lema (1.1) no dominio P = Q x (—1,1). Entéo, podemos considerar 0P, = 92 x (—1,1) e

Py = Q x {—1,1}. Denotamos um ponto de P por & = (Z,43) onde & = z e &3 = 6 '3,

como mostra a Figura 2.1. Neste novo dominio, definimos:

u(0)(2) = u’(z), f(@)=f"(z)eg(@)=06"¢"(2).

Assumimos ainda que f: P - R e g: 0Py — IR sao funcoes independentes de 9.

Podemos reescrever (1.1) da seguinte forma

div [g(%)yué} + 83 [(1,33(£)83u5] = —f‘s em P(s,
u® =0 em OP?, (2.3)

as3(2)05u’ = 6 x3g° em OP!.



v
) i‘g = 5_1.133
S — =0
v
P° P

FicurA 2.1: Os dominios P? e P.

A partir de (2.3), utilizando o novo dominio, temos

div [a(2)Vu(®)] + 5205 [ax(3)5u(6)] = —f em P,
u(6) =0 em 0P, (2.4)

6_1(1,33(§)83U,(5) = 5.%3_9 em 8Pi

Consideremos a expansao assintética

u(8) ~ ug + 0%ug + dtuy + - - - . (2.5)

Substituindo-a formalmente em (2.4) e agrupando os termos com a mesma poténcia de §,

temos

6720y [1133(@33710] + div [g(@)YuO} + 03 [%3(@&%“2] +-.--=—f em P,

5_1a33(§)83u0 + 5&33(%)831@ +---= 5.’2’39 em 8Pi

Portanto as equacoes abaixo devem ser satisfeitas

83 [agg(é)aglto] = O, (26)

83 [agg(é)ag’l,m] = —f —div [g(@?uo], (27)

10



03 [a33(@63u2k] = —div [g(@)Yugk,g} para todo k > 2, (2.8)

em P. Sobre as condicoes de fronteira em 0P, , temos

CL:J,?,@)(%Uo =0,
a33(§)83u2 = 39, (2:9)

a33(%)0sugp =0 para todo k > 2.

As equagoes (2.6)—(2.9) definem uma seqiiéncia de problemas de Neumann para #3 no intervalo
(=1,1) parametrizados por & € Q. A fim de facilitar a defini¢do dos termos da expansdo

assintdtica, decompomos

Ugk (%) = Ugk(T) + (2x(Z) para todo k € IN, (2.10)

onde

1

1

A partir da condigdo de Dirichlet em (2.4), gostariamos de ter uy = 0 em 0P, o que é

equivalente a impormos que

=0 em 02, (2.12)

Gg=0  em OPy. (2.13)

Entretanto, em geral, somente (2.12) pode ser imposta e (2.13) ndo ocorre. Mais tarde in-
troduziremos corretores para lidar com este problema. Mostraremos que as funcoes (i, Uy €

portanto uy sdo unicamente determinadas a partir (2.6)—(2.13). De fato, usando (2.6) e (2.9)

11



podemos concluir que 4y = 0. Desde que (2.7) e (2.9) sejam compativeis, obtemos

1 1
/ v [2@T6(@)] dia=— [ (@ a0 dia—[o(@1)+ (3~

e usando (2.12) temos

—2div[a(Z)Véo(2)] = - (2, 23) dis —[9(2,1) + 9(Z,—1)] em Q,
1 (2.14)

Como 19 = 0, temos que ug = (p.

Em geral, utilizando (2.8) e (2.9) para k > 2, temos

—div [a(#)¢k-2(z)] =0 em Q, (2.15)

CZk—Z =0 em 89,

donde podemos concluir que (o;—o = 0 para todo £ > 2. Utilizando (2.8) e (2.9), concluimos

que
Ug = CO?
Uo2 = U2 ?é O,
Uy = Uy, etc.
Entao

u‘s ~ C() + 52&2 + 54’&4 4+ (216)

Observagao 2.2.1 O primeiro termo da expansio assintética (2.16) coincide com a fungdo
wo, que resolve o problema (1.6), ou seja, neste caso (o = wy.

12



Em geral, 19, nao se anula na fronteira lateral 0 P;. Introduzimos, formalmente, o corretor de

fronteira

U~ 82Uy + 66Uy + -+ (2.17)

para corrigir os valores de 1y, 4, - -- em 0P;. Impomos entdo que Uy, € H'(P) seja solugio

do problema

—52 div [g(%)YUQk] - 0,33(%)833ng =0 em P,

W _ em 9P, (2.18)
on
ng = ’&Qk em 8PL

Concluimos finalmente que a expansao assintética para u(d) em P é dada por

w(6) ~ Co + 6%y — 62Uy + 6%y — 8 U + -+ - .

Apresentamos a seguir alguns resultados que serao utilizados para estimar a diferenca entre
a solucao exata e sua expansao assintOtica e, posteriormente, estimamos a diferenca entre as

solucoes exata e aproximada.

2.3 Estimativas

O resultado abaixo segue de estimativas classicas. As constantes abaixo e, no restante deste
trabalho, sao independentes de § e podem depender de «, 3 e €). Assumiremos além disto que
as constantes podem depender de normas de Sobolev de f e g.

Hipdétese de suavidade Seja (o definido por (2.14) e uqr definida por (2.7), (2.8) e (2.9),
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k € IN. Entao existe constante c tal que

||C0||H1(Q) S C e ||ﬁ'2k||H1(P) S C. (219)

4

Com o objetivo de estimar a diferenca entre as solu¢des @° e u° no dominio escalonado (1.8),

apresentamos alguns resultados que nos serao tteis.
A partir do resultado a seguir, obtemos uma estimativa para a solugao do problema (2.20) na

norma || . ||H1(p).

Lema 2.1 Seja F € L*(P) e seja © € H'(P) solugdo fraca para

—6% div [a(2)VO)] — as3(2)0530 = F em P,

99 =0 em 0Py, (2.20)
on
©=0 em OPr,.

Entao existe constante c tal que

101l 1(py < 62| F || 12p)-

Prova: Seja

V(P) :={v e H'(P) : v|sp, = 0}.

Reescrevendo o problema (2.20) em sua formulagao variacional, temos que © € V(P) é tal que

52/ [g(@)Y@] Vo d@—i—/ a33(2)03003v di = / Fv di para todo v € V(P).
P P P
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Como O € V(P), entdo
52/ a(2)| VO dﬁ:-i—/ as3(2)]0:0 7 d:%z/F@ di.
p~ T - Jr 7 - P -
Logo, usando (1.3), e a desigualdade de Cauchy-Schwartz, temos
O*IIVOIL2(p) + 1058 L2(py < ellF 2 1Ol2cr).
Como O|gp, = 0, entdo vale a desigualdade de Poincaré e
VO Lap) + 1050172p) < cllFllae)(1XON 52 (p) + 1050112(p)) >

Portanto

||Y®”L2(P) S 05_2||F||L2(P)' (221)

Usando novamente a desigualdade de Poincaré, obtemos o resultado
1O1la1(py < S|Pl 2(p)-

Consideremos o problema de determinar ¥ € H*(P) solugao fraca para

—62 div [g(%)yq’] — agg(é)aggq] =0 em P,

ov

— =0 em OP., (2:22)
on

U=w em 0P,
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que é da mesma forma que (2.18).
Os dois resultados seguintes foram obtidos tomando-se como base o problema (2.22).

1

Lema 2.2 Seja U a solu¢io do problema (2.22). Assuma que / w(Z,23) diz =0 em OPg.
-1

Entao

W] 22(py < c||03¥]|L2(p) < €| V]| L2(p).

Prova: Note que

1
/ 833\11 d.’lA?g =0 em Q,
-1

onde usamos as condi¢oes de Neumann em OP.. Logo, integrando a primeira equacio de

(2.22) com respeito a I3, obtemos

1
—6? / div [a(2)V¥] d23 =0 em Q

1 M~

e portanto,

onde

1

Segue-se que ¥ = 0 em 2. Vale entdo a desigualdade de Poincaré para cada r € () e temos

W] 22py < cl|0s¥]| L2y < cl| VY ||L2(py.- (2.23)
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Lema 2.3 Seja ¥ solugdo do problema (2.22), onde w € WH(P). Entdo

IV ]| z2py < €02 |w]lwrce.

Prova: Esta demonstragao segue Hou [6]. Seja x € C*(2) tal que:

x(&) =1 sedist (2,00) <4,

(2.24)
x(Z) =0 se dist (z,08) > 24,
e tal que
Ix[|72(p) < b, (2.25)
c
IVxlZ2p) < 5 (2.26)
Considere

V(P) :={v e H'(P) : v|gp, = w}.

Reescrevendo o problema (2.20) em sua formulagio variacional, temos que ¥ € V,,(P) ¢é tal
que

~

(52/ g(@)V\I’Yu dz —|—/ a33(2)0sW0sv di =0 para todo v € V(P). (2.27)
P P

Observe que ¥ — xyw € V(P). Logo

52/ a(®)VIV(¥ - xw) di + / as3(2)03 V03 (¥ — xw) di = 0.
P P

17



Logo

SNV CIz2p) + 105 €N Lo(py < 8 0V P2V X 220y

+ IV V|| z2p)lIx|lz2(p) + 1059050 || 22(p) || x| 22P)-

Utilizando (2.25) e (2.26), temos

SNV ey + 1058172y < 6™ |wllwrcom) |V Ullz2(p) + €62 (105l o) |05 |2,

entao

PNV O[72(p) + 105 [|72(p) < 051/2(62”Y‘1I”%2(P) + ”63\1]”%2(P))1/2”w”Wl"x’(P)-

Logo,

(BIV N L2y + 10521 T2p)) " < 0] wllroc(p),

donde podemos concluir

V| z2p) < 62| |w]|wi.co (2.28)

Como aplicagao direta do Lema 2.2 e do Teorema 2.3 obtemos uma estimativa para as solugoes

do problema (2.18).

Coroldrio 2.1 Sejam Uy, k € IN, solugoes do problema (2.18). Entio

||U2k||H1(P) S 0(5_1/2.
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Estimamos a seguir o resfduo r = u® — ({y + §21,). Por substitui¢ao direta, temos que

—52diV [g(%)YT] — a33(@3337" = 64CL33(§)833724 em P,
0
Al em 0Py, (2.29)
on
r= —62&2 em BPL
Teorema 2.1 Sejar a fungdo que € solugao do problema (2.29). Entao existe constante ¢ tal

que

17| py < €672 (2.30)

Prova: Observemos que, dos Lemas 2.1, 2.2 e 2.3, temos
7|1y < (67 216% |l wrce(py + 6 2(|6%a(2) Oa3tia| p2p)) < €6°/2.

]
O seguinte resultado apresenta uma estimativa para a diferenca entre a solucdo u’ no dominio

escalonado (1.8) e o primeiro termo de sua expansao assintética.
Corolario 2.2 Seja u’ a solu¢io para o problema (1.5) e (y a solugdo do problema (2.14).

FEntao

||U6 — CO”HI(P) S 0(53/2.
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Prova: Somando e subtraindo o termo 6242 e usando as estimativas (2.19) e (2.30), concluimos
que

|6’ = Coll ey < Ju = (Co + 8%ta) | ey + 6|2l py < 832 4 62 < 8%/

A fim de estimarmos o erro de modelagem, necessitaremos do seguinte resultado [1].

Lema 2.4 Seja w; € Hy(Q) solugdo do problema (1.7). Entdo

||’LU1||H1(Q) S 061/2.

Observacgao 2.3.1 E também possivel mostrar o resultado acima modificando as demonstra-

coes dos Teoremas 2.1 e 2.5.

Do Lema 2.4, obtemos que [|0Z3w: || g1 (py < cd3/2.
Seja

(6)(2) = @’ (z) = Co(2) + Zawi (Z)-

Logo,

12(6) — w(®)lmcpy < 11@(8) = Gollm(py + 1u(8) = Collm(py < 6% + e < 62,

Obtemos assim o resultado a seguir.

Teorema 2.2 Seja u(0) a solu¢io do problema (2.4) e @(d) a solugao aproximada para o

20



problema (2.4) utilizando modelos hierdrquicos. Entdo

18(8) — u(8)|| i (py < 8/
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Capitulo 3

Métodos Numeéeéricos

Neste capitulo, estudamos problemas elipticos de segunda ordem com coeficientes oscilatorios e
dois métodos numéricos multiescala utilizados na resolucao destes problemas numericamente.
A seguir, descrevemos os procedimentos para a implementagao destes métodos e apresentamos
alguns resultados utilizando os dois métodos.

Para tanto, considere
Tu = {K} := partigao regular de € em elementos finitos quadrildteros,

e K cada elemento de Ty.

Utilizaremos esta particao na implementagao dos dois métodos numéricos.

3.1 O problema de difusao com coeficientes oscilatérios

Nesta se¢ao, obtemos a formulac¢ao variacional para o problema (1.9) e posteriormente, apre-
sentamos dois métodos numéricos multiescala para a resolu¢do do problema (1.9).
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3.1.1 A formulacao variacional

Consideremos a forma bilinear a : Hg(Q) x H;(2) — IR, dada por

afu,0) = [ Yule)'- @) Vola) dg.

~

onde ¢ satisfaz (1.3). Provaremos que a é simétrica, continua e coerciva.
N
(i) Simetria

Como a matriz a(z) = {a;;} é simétrica, temos

a(u,v) = /Q Vu(z) - a(z)Vv(z) dz = /Q Vo(z) - a(z)Vu(z) dz = a(v, u).

Logo a(u,v) = a(v,u) e a forma bilinear a é simétrica.
(i) Continuidade

Como a(z) é uniformemente limitada, temos
e\

afu,0) = [ Yule)'- @) Vola) dz < ¢ [ Tu)'Tolg) dg

1/2 1/2
<o([1gur az) ([ 1w ac)
Q Q
1/2 1/2
<o [1gup il dr) ([ gl eiora)
Q Q

donde

a(u,v) < c||lull g l|v] a1 @)-

Portanto, a é continua.
(iii) Coercividade

23



Note que

Pela desigualdade de Poincaré,

a(w,0) > ¢ [ Yol@)Vo(e) de+c [ o(@vl) dz=c [ 0P + ol dz = clolfie.
Q Q Q
Logo
a(v,0) 2 el o

Entao a forma bilinear a satisfaz as hipdteses do Lema de Lax-Milgran, donde a formulacao

variacional para o problema (1.9)

Encontrar v € H} () tal que
(3.1)

a(u,v) = (f,v), paratodo v € H}(Q)

tem solu¢ao unica.

3.2 Uma aproximacao utilizando o método Residual Free

Bubbles (RFB)

Nesta se¢ao, descrevemos uma aproximacao para o problema (3.1) através de um método
numérico conhecido por Residual Free Bubbles (RFB). O método consiste em considerar que
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o espago V, C H}(Q) no qual procuramos as solugdes aproximadas uy, pode ser definido como

Vi=Vp®Vp,

onde

Vp := espaco das funcoes bilineares por partes, Vp C HOI(Q)

Vg :={v € Hy(R) : v|sx = 0, para todo K € T}

Portanto, procuramos uma aproximacao u, € V}; tal que

a(up,vp) = (f,vn), para todo v, € Vp @ V3. (3.2)

Como V}, = Vp @ V3, entao v, = vp € Vp +vp € Vp. Logo

a(up, vy) = aup, vp +vg) = alup, vp) + a(up, vp).

Entao

a(up,vp) = (f,vp),  para todo vp € Vp, (3.3)

a(up,vg) = (f,vB), para todo vg € Vp. (3.4)

Desta forma, fixando K € Ty, escolhemos vg tal que vg =0 em 2 — K. Logo

a(un,vg) = (f,vB)
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que é equivalente a

/ Y“%(@Y”B dz :/ fuvp dz,  para todo vp € Hy(K).
K K

Utilizando integracao por partes, obtemos

S

/ —div [a(%)yuh]vB dz :/ fup dz, para todo vp € Hy(K).
K K

Entao

Lup,=f em K. (3.5)

Mas também u;, € V), = Vp @& Vp. Logo
up = up + up, onde up € Vp e ug € Vp.
Substituindo em (3.5), temos
L(up+up)=f emK,

e usando a linearidade de £, concluimos que

Lug = f— Lup em K,

ug =0 em 0K.
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Consideremos entdao ug = L' f — L' Lup, onde

L' L*(Q) — Vg tal que

se v=L,"g, onde g € L*(2), entdo v resolve

Lv=g em K,

(3.6)
v=0 em 0K,
para todo K. Substituindo em (3.3), temos
a(up + ug,vp) = (f,vp), para todo vp € Vp.
Entao
a(up + L' f — L Lup,vp) = (f,vp),

que é equivalente a

a(up — L7 Lup,vp) + a(L7 f,vp) = (f,vp), para todo vp € Vp.
Portanto, procuramos uma aproximacgao up € Vp tal que

a(up — L7 Lup,vp) = (f,vp) — a(L;' f,vp),  para todo vp € Vp. (3.7)

N

j f:l, um b, ON ; sao funco ilineares “usuais”. Entao up = u; Y5
Seja {v;}N, a base de Vp, onde v; sao fungoes bilineares “usuais”. Entao Wi
i=1

Logo

N
L7 Lup = wil; Loy
i=1
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Definimos, entao

¢i = L, Lap;

donde
N
L' Lup = Z Ui ;-
i=1

Pela definigao (3.6), podemos escrever

Loi= Ly em K,

Portanto, procuramos um vetor (uq, ug, . . ., uN)t e R" tal que

N
> al = b, vy)us = (f5) = alLTF.0), 5 =1,

Definimos

o' =L,

entdo, novamente pela defini¢do (3.6), temos

L =Ff emK,

¢/ =0 em OK.

Logo,
N
D alts — b v)ui = (f,4) — a(df,4), G=1,...
i=1

Definindo

Ai = — ¢y,
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temos

LN=0 emK,
(3.13)

Portanto, em termos de );, o sistema torna-se

a(/\ww])uz = (fa %) - a’(¢f:wj)a .7 - 1a e '7N'

=1

3.3 Uma aproximacao utilizando o Método de Elemen-

tos Finitos Multiescala (MEFM)

Nesta se¢ao, descrevemos o Método de Elementos Finitos Multiescala (MEFM) utilizado para
aproximar o problema (3.1). Para tanto, consideremos as fungoes {);}~ ,, definidas por (3.12)
que satisfazem (3.13). Como na sec¢do anterior, {¢;}}¥, sdo as fun¢des bilineares por partes e
{¢:}Y, sdo as fungoes solugoes dos problemas locais (3.9). Para obter um método de elementos
finitos, iremos restringir o espaco da formulagao variacional (3.1) em um subespago de dimensao
finita. Portanto, consideremos Aj, um subespago de dimenséo finita de H; (). Entdao podemos
reescrever o problema (3.1) da seguinte forma

Encontrar u, € Ay, tal que
(3.14)

a(up,vp) = (f,vp)  para todo v, € Ap,.
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O MEFM ¢ definido tomando-se A, = span {);}¥ . Entao podemos escrever

N
up = Y uik;
=1
Substituindo em (3.14), obtemos
N
> a( Aui=(f,%),  j=1,...,N.
i=1

Como A\; = 1); — ¢;, entao

a(Ai, A7) = a(Xi, ¥5) — a(i, ¢5)-

Pela definicao da forma bilinear a, temos
a(Mir b5) / VA 2)a(2)Vé;(z) d
Utilizando integracao por partes
a(i; ¢5) / V(2)a(z)Ve;(z) dz = —/KdiV[g(g)YAi]qﬁj(g) dz =0,

pois \; satisfaz (3.13). Logo

a(/\i, )\]) = a(/\i, wj)

Novamente, como A\; = ¥; — ¢;, entao

a()\i, ’Lbj) = 01(¢z - ¢Za¢])
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Portanto, procuramos um vetor (ui, ug, . .., uN)t € R" tal que

N
D_als = i viui = (f05) = (fids)  j=1,...,N. (3.15)

Observemos que o sistema (3.15) é semelhante ao sistema (3.11) do método RFB. Os termos
da direita variam de um para o outro método, enquanto que os termos da esquerda coincidem.

Tal semelhanca ird facilitar a implementacao dos dois métodos.

3.4 Implementacao e Testes Numéricos

Nesta secao, descrevemos o processo utilizado na implementacao dos dois métodos descritos
acima e apresentamos alguns testes numéricos. Assumiremos que a e as3 sao fungoes periédicas
(a5

de periodo €.

3.4.1 Implementacao

Para realizar a implementagao dos dois métodos descritos anteriormente, o RFB e o MEFM,
utilizamos a mesma metodologia. Consideremos 2 = (0,1) x (0,1) e Ty uma particio em
elementos quadrados de lado H, como mostra a Figura 3.1. Por simplicidade, tomamos H
miltiplo de e. Nos dois métodos utilizamos as funcoes bilineares usuais como fungoes de base
para resolver o problema (3.13). A fim de evitar uma nova discretizacido em cada elemento,
fazemos uma mudanca de varidveis e trabalhamos apenas em 2. De fato, para implementarmos
o método, precisamos calcular os termos extras a(¢;,1;), vide (3.11) e (3.15).
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(0,1) (1,1)

(0,0) (1,0)

FI1GURA 3.1: Dominio € e um elemento K fixo.

T1T2

Sem perda de generalidade, seja K = (0, H) x (0,H), ¢; =9 = 73

e ¢; = ¢, onde

LOép=LY em K,

(3.16)
=0 em 0K.
Para resolver o problema (3.16), introduzimos a seguinte mudanga de varidveis
=2 ¢  x,=2 (X1, X2) € (0,1) x (0,1) (3.17)
1 — H 2 — H 1, A2 ) ) .

Portanto, precisamos encontrar o problema correspondente a (3.9) na nova varidvel

)’g - (Xl,XQ).
Definimos
O(X1,Xo) == ¢(z1H, 2, H),
P(X1, Xo) := ¢(z1 H, 22 H),
e

é,(Xl, XQ) = a,(le, .T,'QH)
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Entao

LO(X1, Xy) = H L (xH, z,H) = H>Lop(21H, 2o H).

Logo, o problema (3.9) na nova varidvel X = (X1, X) serd

Lo=H*’LYy em Q,

¢=0 em 0f2.

Mudando também de coordenadas na integral temos

/w 2)Vi(z dx—/qu L G(X)VH(X) dX.

(3.18)

(3.19)

Portanto, para calcular a integral em (3.19), precisamos antes resolver (3.18) e depois aplicar

uma, aproximacao via Quadratura Gaussiana.

Note que na integral acima precisamos do valor de V¢. Porém, através da resolucao do

problema (3.18) encontramos o valor de é e ndo o valor de Y(;VS Utilizamos integracao por

partes para eliminar a dependéncia destes valores da integral. Entao
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Desta forma, conseguimos calcular o valor da integral que precisamos. Com um procedimento

andlogo ao anterior, calculamos

[ 9@ 0¥ (3.21)

O processo descrito acima pode ser aplicado quando fixamos um elemento K e consideramos v
uma fung¢ao que vale um em (0,0), (0, H) ou (H,0) e zero nos demais nés. Para cada situagao,
encontramos uma aproximagao para ¢ diferente, a qual aplicamos a mesma metodologia des-
crita anteriormente. Além disto, como g(-) é periédico com periodo € em ambas as variaveis

e H é miiltiplo de ¢, a integral em (3.19) independe do elemento K.

3.4.2 Testes Numéricos

Nesta secao, realizamos alguns testes numéricos utilizando o RFB e MEFM. Em cada teste,
resolvemos o problema (1.9) escolhendo para g(xl, T9) uma funcdo periédica em z; e x2, com

periodicidade €. Sejam

9 2 2 11
a(z1,22) = 5 sen ( 7r:r1) cos < 7”2) + oL (3.22)

€ €

flz)=1 e ulaq = 0, (3.23)

~

a exemplo de Sangalli [9].

Primeiramente, calculamos as fun¢es de base, resolvendo o problema (3.9) e utilizando a
defini¢ao (3.12). A Figura 3.2 mostra uma funcao ¢y, obtida através da resolu¢ao do problema
(3.9) em um elemento K fixo, com uma malha de 128 x 128 elementos quadrados.

A Figura 3.3 mostra uma fungéo base, obtida através da definigdo (3.12) em um elemento K
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F1GUurA 3.2: Fungao ¢, obtida fixando-se um elemento K e resolvendo o problema (3.9) em
uma malha de 128 x 128 elementos quadrados.

fixo. A Figura 3.4 mostra as curvas de nivel da fungao de base da Figura 3.3.

Na Figura 3.5, através de cortes na direcao diagonal, temos a solugao aproximada por trés
diferentes métodos, comparada com a solucao exata. Esta foi obtida através do Método de
Galerkin tradicional, porém utilizando uma malha de 512 x 512 elementos quadrados.

Nas estimativas de erro utilizamos a norma

N 1/2
[unllizi) = (Z Uh(gi)2H2> ; (3.24)
i=1

como em Hou e Wu [7]. E possivel mostrar que a norma || - |li2() é equivalente & norma
|| - [[22()- Encontramos este resultado em [2].

Desta forma, calculamos ||u — ul|;2(0) para RFB, MEFM e Galerkin para diferentes valores
de € e H. Estes resultados sao apresentados nas Tabelas 3.1, 3.2 e 3.3. Observemos que os
valores do erro para RFB e MEFM na maioria dos casos sao melhores que os valores obtidos

para Galerkin para € e H correspondentes.
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icao (3.12).

da defin

és
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Funcao de base A, obtida atrav

FIicuraA 3.3
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Curvas de nivel da funcao de base da F

FIiGura 3.4
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Solucdes para ¢ = 1 /32

0.015 T

— Sol. exata

-©- RFB

— - Galerkin o~

—+— mefm-| - N

7 N
4 N
/ \
/ \
/ \
/ \
0.01 / N
/ \
/ \
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/ \
/ \
/ \
/ \
/ \
0.005 7 \ 7
/ \
4
4 \
4
0 Il Il Il Il Il Il Il Il Il
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

FicuraA 3.5: Cortes na direcdo diagonal da solugao aproximada por RFB, MEFM e Galerkin,

comparadas com a solucao exata.

Hou, Wu e Cai [8] provaram as seguintes estimativas de erro na norma || - ||12(q)

HU—%Wﬂm<C< )nﬂm

€\ 1/2
= unllzzey < cHAN ey +¢ ()

e sugeriram por argumentos formais que a estimativa

e = wnllza@y < cHP| llaqey + ce + o

¢é vélida.

(3.25)

(3.26)

(3.27)

Em virtude de limitagoes computacionais, nao realizamos testes nos quais € < H, o eviden-

ciaria a validade de (3.27).

Na Figura 3.6, temos o gréfico construido mostrando o erro na norma [? para RFB, MEFM e

Galerkin, com base nos dados obtidos nas Tabelas 3.1, 3.2 e 3.3 para ¢ = 1/64.
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TABELA 3.1: Célculo de ||u — up||;>() para RFB

el H—  1/8 1/16 1/32 1/64
1/16  3.31e-004 1.83e-004

1/32  3.55e-004 2.25¢-004 1.28¢-004

1/64  4.23e-004 3.22¢-004 2.50e-004 1.62e-004

TABELA 3.2: Célculo de ||u — up||;2() para MEFM

elH—  1/8 1/16 1/32 1/64
1/16  3.30e-004 1.83¢-004

1/32  3.55e-004 2.25e-004 1.28e-004

1/64  4.23e-004 3.21e-004 2.50e-004 1.62e-004

A seguir realizamos alguns testes numéricos considerando

2 2
2+ psen (W—xl> 24 sen( ch)
€ €

g(ﬂn, Ta) = 27Ty + 2w\’
2+ pcos 2+ psen
€

flz)=-1 e ulon =0, (3.29)

(3.28)

onde p = 1.8, a exemplo de Hou [7]. Os resultados que obtivemos em compara¢ao com os

resultados de Hou [7] estdo nas Tabelas 3.4 e 3.5.

TABELA 3.3: Célculo de ||u — u|2(q) para Galerkin

el H—  1/8 1/16 1/32 1/64
1/16  3.52e-004 4.27e-004 2.08¢-004 8.24e-005
1/32  3.64e-004 4.40e-004 4.58e-004 2.20e-004
1/64  3.14e-004 3.89e-004 4.08¢-004 4.13e-004
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TABELA 3.4: Célculo de ||u — up||;2(q) para MEFM

1/H €  MEFM
1/16 1/32 1.15e-004
1/32 1/64 2.31e-004

TABELA 3.5: Célculo de ||u — uy/2(n) para MEFM em [7]

1/H ¢ MEFM
1/16 0.04 3.54e-004
1/32  0.02 3.90e-004

3.5 O problema de difusao-reacao com coeficientes os-

cilatorios

Nesta secao, estudamos o problema eliptico de segunda ordem com coeficientes oscilatérios

dado por (1.9) com uma modificagdo. O operador L serd dado por
L(-) = —div[a(z)V ()] + ass(z) ().

De maneira semelhante a secao 3.1.1, obtemos a formulacao variacional para o problema,

considerando a forma bilinear @ : H; (2) x H;(2) — IR dada por

~ ~

a(u,v) = /Qyu(g)t -a(z)Vv(z) + ass(2)u(z)v(z) dz,

onde a(z) e agsz(x) satisfazem (1.3). Analogamente, é possivel mostrar que a é simétrica,
L ~
continua e coerciva, satisfazendo as hipoteses do Lema de Lax-Milgran. Portanto, a formulagao
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-7.4 T
-©- RFB
—— MEFM
— Galerkin
76 b
c
tl
=-7.8f 4
S
I
3 Ll i
20
Q
—_
-82F i
-8.41 -
-8.61 B
8.8 L L L L L L
0 10 20 30 1/H40 50 60 70

FIGURA 3.6: Gréfico do log||u — up||;2(q) para e = 1/64.

variacional para o problema (1.9)

Encontrar u € H}(Q) tal que
(3.30)

a(u,v) = (f,v), paratodo v € H}(Q)

tem soluc¢ao unica.

3.5.1 Testes Numéricos

Nesta secao, fazemos alguns testes numéricos com o Método de Elementos Finitos Multiescala
(MEFM), utilizado para aproximar o problema (3.30). Em virtude de dificuldades numéricas,
nao foi possivel a utilizacdo do Método RFB para implementacao deste tipo de problema.

Os procedimentos para a implementacao do MEFM foram os mesmos. Em cada teste, apro-

ximamos o problema (3.30) escolhendo para a(z1,%2) € as3(z1,22) uma fungdo periddica para
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F1curaA 3.7: Fungao ¢ para e = 1/32.

novamente facilitar a implementagao. Logo

9 2 2 11
a(x1,z2) = ass(x1,22) = = sen ( mh) cos ( ch) + -, (3.31)
~ 2 € € 2
flz)=1 e u]on = 0. (3.32)

A Figura 3.5.1 mostra uma funcao ¢, obtida através da resolugao do problema (3.9) em um
elemento K fixo, com uma malha de 128 x 128 elementos quadrados.

A Figura 3.5.1 mostra uma fungao de base A, obtida através da defini¢cao (3.12) em um
elemento K fixo. A Figura 3.9 mostra as curvas de nivel da funcao de base da Figura 3.5.1.
Na Figura 3.10 temos o corte na dire¢do diagonal da solu¢ao aproximada por dois diferentes
métodos, comparada com a solucao exata, que novamente foi obtida através do Método de
Galerkin tradicional utilizando uma malha de 512 x 512 elementos quadrados.

Nas estimativas de erro, novamente utilizamos a norma (3.24) para MEFM e Galerkin para
diferentes valores de € e H. Estes resultados sao apresentados nas Tabelas 3.6 e 3.7.

Na Figura 3.11 apresentamos o grafico construido a partir do erro na norma [? para MEFM

41



1.2

0.8

0.6

0.4

0.2

-0.2
0.08

===

==

do de base A para e =1/32

Fung

Ficura 3.8

0.06 |-

0.05-

0.04 -

0.03

0.02-

0.01

0.06

0.05

0.04

0.03

0.02

0.01

3.5.1.

igura

| para a funcao de base da Fi

Curvas de nive

FicuraA 3.9

42



Solugdes para ¢ = 1 /32

0.014

0.012

0.011

0.008 -

0.006 -

0.004 -

0.002 -

0¢

0

FicuraA 3.10: Cortes na direcdo diagonal da solucdo aproximada por
comparadas com a solucao exata.

TABELA 3.6: Célculo de ||u — up||i2() para MEFM

— Sol. exata
-©- MEFM
# - Galerkin
*/
/
7/
/
bl
/
/
/
i
/
/
/
/
/
Q
4
Il Il Il
0.1 0.2 0.3 0.4

0.5

0.8

1

MEFM e Galerkin,

el H—

1/8

1/16

1/16
1/32
1/64

3.09e-004 1.67e-004
3.31e-004 2.03e-004 1.14e-004
3.97e-004  2.95e-004 2.28e-004 1.48e-004

e Galerkin, com base nos dados obtidos nas Tabelas 3.6 e 3.7 para ¢ = 1/64.
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TABELA 3.7: Célculo de ||u — up||;2(o) para Galerkin

elH—  1/8 1/16 1/32 1/64
1/16  3.14e-004 3.89e-004

1/32  3.24e-004 3.99¢-004 4.18e-004

1/64  2.73e-004 3.49e-004 3.67e-004 3.72e-004

-~ MEFM
—— Galerkin
S
Y —*
= -8r -
S
I
=
o0
=]
—_—
-85 4
-9 I I I I I I
0 10 20 30 1/H40 50 60 70

F1GURA 3.11: Gréfico do log ||u — up||;2(0) para e = 1/64
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Capitulo 4

Testes Numeéricos para o problema da

placa heterogénea

Neste capitulo realizamos alguns testes numéricos para placas heterogéneas, fazendo variar
a espessura § e o parametro €, com o objetivo de encontrar a solugao de (1.1), através da

resolugdo dos problemas (1.6) e (1.7).

4.1 Implementacao e Testes Numéricos

Para aproximar a solu¢do do problema da placa heterogénea tridimensional, precisamos re-
solver os problemas (1.6) e (1.7). No Capitulo 3, utilizamos dois métodos numéricos multiescala
para resolver o problema (1.6), o RFB e o MEFM, além do método de Galerkin. Na resolugao
do problema (1.7), utilizamos apenas o MEFM e o método de Galerkin.

Nesta se¢ao, utilizamos o MEFM e o método de Galerkin para obter a solucao para o problema
da placa heterogénea tridimensional. Novamente consideramos €2 = (0, 1) x (0, 1) e escolhemos
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Solugdes para e = 1/32e § = 107!
0.015 T T T T T T

- MEFM i~
—— Galerkin 4 N

0.005 / . i

0 I I I I I I I I I
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

FicuraA 4.1: Cortes na direcdo diagonal das solugdes aproximadas por MEFM e Galerkin
para e = 1/32 e § = 10! para o problema (1.6).

g(ml, Z9) uma fungdo periédica em x; e xo, com periodicidade € dada por

para o problema de difusdo e para o problema de difusdo-reacdo, escolhemos g(xl,xg) e

ass (1, x2) fungdes periddicas de periodo e dadas por

) 2 2 11
a(@1,22) = ass(z1,22) =  sen ( 7ra:1) Cos ( mg2> + 5

Fi@)=0 ¢ gz, ~0) g (z.0)=2

No primeiro teste realizado, escolhemos § = 107" e € = 1/32 para o célculo das solugdes dos
problemas (1.6) e (1.7). A Figura 4.1 mostra as solu¢bes obtidas para o problema (1.6) pelo
método de Galerkin e pelo MEFM. A Figura 4.2 mostra as solugoes obtidas para o problema
(1.7) pelo método de Galerkin e pelo MEFM.
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Solugdes para e =1/32 e = 107"

1 e ke

\
\
N\

"= ™MEFM
—¥— Galerkin
I Il Il Il Il Il Il Il

0 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

FicuraA 4.2: Cortes na direcdo diagonal das solugdes aproximadas por MEFM e Galerkin
para e = 1/32 e § = 10~! para o problema (1.7).

A Figura 4.3 mostra a solugao aproximada pelo MEFM para o problema da placa heterogénea
dada por (1.5) para z3 = 0. A Figura 4.4 mostra as curvas de nivel da solu¢do da Figura 4.3.
O segundo teste foi realizado utilizando § = 1072 e € = 1/32. A Figura 4.5 mostra a solugao
(1.5) para o problema da placa heterogénea por Galerkin para z3 = 6. A Figura 4.6 mostra
as curvas de nivel da Figura 4.5. Na Figura 4.7, temos o corte na dire¢ao diagonal da solugao
para o problema de difusao-reacao. A Figura 4.8 mostra os cortes nas direcao diagonal das
solugdes para o problema (1.5) por MEFM e Galerkin. Note que apesar do termo de reagio
implicar em oscilagoes espurias, estas sao menores com o MEFM. Além disto, estas oscilagoes
somem quando a aproximacao (1.5) é calculada, pois w; é multiplicado por x3 = O(9).
O terceiro teste foi realizado utilizando § = 1075 e € = 1/32. A Figura 4.9 mostra a solugao
pelo Método de Galerkin para o problema da placa heterogénea, dada por (1.5). A Figura 4.10
mostra as curvas de nivel da solu¢do da Figura 4.9. A Figura 4.11 mostra o corte na direcio

diagonal para as solugoes aproximadas por Galerkin e MEFM.
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Solugao para e=1/32 e d=0.1 por MEFM
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SIS, 0““

III[[
/,,,,, l::;"':," S5

I;"”’ll "’ll"ll'l

00 “ “ ‘ N
- t\\\“\\\\\t\ N

/ ‘ \\\
Illllll / III //IIII "7:“5’:3‘\\\‘ ‘“\\\\\ \\\\
o II//,,,”,,/IIM//,,'I L \\\\\\\\\\\\\\\\\\\ \
U
. ”"Iﬂll//%' \\\\QQQ\\\\\\\\\\\\\\\\\\\

0.4

F1cUurA 4.3: Solucao aproximada por MEFM para o problema da placa heterogénea, con-
siderando z3 = ¢, para e = 1/32 ¢ 6 = 1/10.
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FIGURA 4.4: Curvas de nivel da solugao obtida para ¢ = 1/32 ¢ § = 10! da Figura 4.3.
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FIGURA 4.5: Solugdo para o problema da placa por MEFM para e = 1/32 ¢ § = 1072, com
I3 = d.
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F1GURA 4.6: Curvas de nivel para a solugao da Figura 4.5.
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Solugdes para € =1/32 e § = 1073

04l |

0.2

- MEFM
— Galerkin
1 1 1 1 1 1 1

0 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

FicuraA 4.7: Cortes na direcao diagonal para as solugoes aproximadas para o problema de
difusdo-reagio por MEFM e Galerkin, considerando € = 1/32 ¢ § = 1073.

Solugdes para e = 1/32 e § = 1073
0.016 T T T T T T T

- MEFM P
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0.014 7 \ B

0.012 / \ 4

0.008 - / 7

0.006 - / \ B

0.004 - b

0.0021- // N\

0 I I I I I I I I I
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

FicuraA 4.8: Cortes na direcdo diagonal para as solugdes aproximadas para o problema da
placa heterogénea por MEFM e Galerkin, considerando x3 = 6, parae = 1/32 e
§=1073.
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FIGURA 4.9: Solucao aproximada pelo método de Galerkin para o problema da placa het-
erogénea para € = 1/32 e § = 10°°.
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FicurA 4.10: Curvas de nivel da solugdo da Figura 4.9.
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Solugoes para e =1/32e 6 =10°°
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—— Galerkin 7 N
e N
7/ N
/ \
/ \
/ \
/ \
/ \
0.01 / \ 4
/ \
/ \
/ \
/ \
/ \
/ \
/ \
/ \
0.005 / \ bl
/ \
/) \
/ \
/ \
/ \
O 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

FicuraA 4.11: Cortes na diregao diagonal para as solugoes aproximadas por Galerkin e MEFM
para o problema na placa heterogénea para e = 1/32 e 6 = 107°.
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Capitulo 5

Conclusao

Nesta dissertagao, estudamos a equagao do calor estacionaria em uma placa heterogénea tridi-
mensional. Problemas como este nao sao faceis de lidar. A primeira dificuldade que encon-
tramos foi a espessura da placa, que torna o dominio dificil de ser discretizado. Aplicamos
a Modelagem Hierdrquica como técnica de “reducao de dimensao”, a fim de obter modelos
bidimensionais para o problema original. Geramos um modelo simples com comportamento
linear na direcao transversa. A utilizacao deste tipo de aproximacgao nos permite incorporar
a influéncia de as3(x) no modelo bidimensional, que seria desprezado caso utilizdssemos téc-
nicas assintoticas com 6 — 0 ou mesmo aproximagoes constantes em z3. Além disso, como a
placa é heterogénea, com o objetivo de caracterizar as propriedades que compoe o material,
recorremos a escala local, considerando estas contribuicées na escala global. Portanto, para a
resolucao deste problema, lidamos com dois parametros pequenos: a espessura da placa e as
propriedades do material na escala local.

Apés a construcao do modelo, desenvolvemos as expansoes assintéticas da solucao do proble-
ma tridimensional original e da solucao aproximada, com o objetivo de obter uma estimativa
para a diferenca entre estas solu¢oes. Como ambas as solucées dependem do parametro 9,
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reescrevemos os problemas no dominio escalonado (1.8) e obtemos uma estimativa para a
diferenca entre as duas solugoes neste novo dominio.

Baseados no modelo proposto, realizamos alguns experimentos numéricos utilizando a aproxi-
magcao por elementos finitos tradicional, representada pelo método de Galerkin e dois métodos
numéricos multiescala, o Residual Free Bubbles (RFB) e o Método de Elementos Finitos
Multiescala (MEFM). Utilizamos o método de Galerkin, o RFB e o MEFM na resolugao de
problemas de difusao e o método de Galerkin e 0o MEFM na resolucdo de problemas de difusao-
reacao.

Comparando os resultados obtidos, os métodos multiescala apresentaram um melhor desem-
penho em relagao ao método de Galerkin. Porém, na pratica, os métodos multiescala deman-
dam altos custos computacionais, fazendo com que estes nao sejam os métodos mais vantajosos.
Para trabalhos futuros, sugerimos algumas técnicas para melhorar o desempenho dos métodos
numeéricos multiescala. No caso do método MEFM, podemos citar uma técnica conhecida por
oversampling, descrita por Hou e Wu [7]. Esta técnica visa minimizar os efeitos das oscilagoes
na fronteira de cada elemento K.

Utilizando funcoes bolhas com condigoes de fronteira nao-nulas no método RFB, obteve-se
melhores resultados em relacao ao método RFB clédssico para o problema de difusao-reacao
singularmente perturbado [5]. Esperamos com esta técnica obter resultados melhores para os

problemas que tratamos.
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Apéndice A

Reducao de dimensao através dos

Modelos Hierarquicos

Este apéndice destina-se a detalhar o processo de reducao de dimensao através dos modelos
hierarquicos utilizados no Capitulo 2.

Seja V(P?) como em (1.4). Reescrevendo o problema (1.1) em sua formulagio variacional,
temos que u® € H(P?) é tal que

pé

Az)Vu'Vv dz = | fov dz +/ ¢’v dr,  paratodo v € V(P?). (1.1)
ps oP}

Seja V1(P%) = {v € V(P’) : v(z,z3) = vo(z) + v1(z)z3}. Como V;(P°) C V(P?), definimos

@’ € Vi(P°) tal que

= ‘r~v

/ A(z) ViV dr :/ fo0 dx +/ ¢°v dz,  paratodo v € Vi(P?). (1.2)
Pps - P B P B

o6



Em particular, como %’ € V;(P°), entdo
@’ (z, x3) = wo(z) + wi (z)xs,
com wy, w; € H} (). Analogamente para @ € Vi (P?),
v(x, x3) = vo(z) + v1(T)T3.
Substituindo em (1.2), temos que

/Péf_l(@Y[UJO(%) + w1 (z)z3) - Voo(z) da = /P(5 Fvo(z) d9_6+/ uolz) da

- )
oPs

[, A@Vlunle) + wilg)ea] - Vin@oa] da = [ Fun(g)oa da

= ‘v’ —

para todo vy € Hy (1)

(1.3)

+/ ¢’vi(z)zs dz  para todo vy € H)(Q). (1.4)
P}

Como
Vwo z3Vwy Vwo + z3Vw;
Viwo(z) + wi(z)ws] = + =
0 w1 w1
e
a(x) 0
Alz)=| © "~ :
0 agg(g)
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entao

Vuwo(z) + z3Vwi(z) a(z)[Vwo + z3Vw]
A(z) =~ (1.5)
wq (g) a33(g)w1
Temos também que
Vg z3V 01
YU() = e Y(Ul.Tg) = . (16)
0 (1

Substituindo (1.5) e (1.6) em (1.3), temos

a(z)(Vwo + x3Vw:) Vo
/ ~ : dr = [ fovo(x) da:—i—/ ¢°vo() du,
ps ps -7 opPs -7
agg(g)wl O +

que é equivalente a

/ a(x)(Vwy + 23Vwy) - Voo dx :/ fovo(2) dx—i—/ g*vo(z) dz.
ps~ T ~ v 7 Jps ~T M7

Py

Obtemos, portanto

[a(z)Vwy] - Vg dx +/ z3la(z)Vwy] - Vg dz = fPuo(z) dz +/ g°vo(z) da.
o~ ~ — ps AN ~ - ps ~ - P ~ =

ps Py

Como P’ = Q) x (=6, ), podemos reescrever as integrais acima da seguinte forma,

s s s
// g(g)YwOYvo dzzdz +// mgg(g)Yquvo drsdr = // f%o(g) dzzdz
QJ-s QJ-s aJ-s

+ / 6°(2,8) + 6°(z, —8)uo(z) d.
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Integrando na varidvel x3 o membro da esquerda, temos

5
2 [ al@)TuoToo dz = [ [ Fula) dosds+ [ 16°2,6) + o 0. ~0)(o) de
0 0J-s Q
Portanto, wy(z) € Hy(£2) é a solugdo fraca de

5
—24 div[a(z) Vwo] = / fo(z,23) dzsdz + [¢°(z,0) + ¢°(z,—0)]  em Q,
-5

(1.7)
wy =0 em Of).
Faremos um processo analogo a fim de obter o problema que w; resolve.
Substituindo (1.5) e (1.6) em (1.4), temos
a(z)(Vwo + z3Vwy) 23V,
/ ~ : de = [ foui(z)zs d:v—!—/ ¢%vi (x)zs da.
ps - ps - - Jorg - -

a33(§)w1 U1

que é equivalente a
/ a(z)(Vwo + 23Vwy)zs - Vo, + ags(z)wivy de = | foui(x)zs dz + / ¢%vi (z)zs da.
ps™ T ~ ~ ~ - Jps ~ -~ Jopg ~ -

Obtemos, portanto

/ la(z)z3Vwo] - Vo d:g—i—/ [x%g(g)ywl] - Vo da_c—f—/ as3(z)wivr dz
P pé

pé

= f‘svl(g)xg d@-l—/ g‘svl(g)m dz.
Pé oP{
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Decompondo o dominio P’ = Q x (-6, ) e reescrevendo as integrais acima, temos

// x3Vw0Vw1 d:vgdx—l-// x3Vw1Vv1 dx;:,d:v—k// ass(z wlvl drsdz

/Q [ Puitg)as dusdy + / °(z,8) — ¢’ (z, ~6))owi () da.

Q

Integrando na varidvel x3 o membro da esquerda

263
— | a(z)Vwi Vv dz + 20

3 Ja~ Q

6
ags(z)wivr d§=// Fo(z, x3)m301(z) dazdz
QJ—6

+/[g‘5(g,5) — ¢°(z, —06)]0vi(z) dz.
Q
Portanto wy(z) € Hy(S2) é a solugdo fraca de

243 0
_% dlv[g(%)le] + 26&33(%)11}1 = / f(s(%’ ,’E3).’L‘3 d$3 —+ [gd(g, 6) — g‘s(%’ —6)]5 em Q,
-4

w; =0 em Of).

(1.8)
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