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Resumo da Dissertagao apresentada ao LNCC/MCTI como parte dos requisitos

necessarios para a obtengao do grau de Mestre em Ciéncias (M.Sc.)

ANALISE NUMERICO-COMPUTACIONAL DE MODELOS PARA
ATIVIDADE ESTOCASTICA DOS NEURONIOS
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Orientador: Alexandre Loureiro Madureira, Ph.D.

Co-orientador: Hugo Alexander de la Cruz Cansino, D.Sc

Um problema importante em Neurociéncia ¢ o estudo de modelos para des-
crever qualitativamente o disparo neuronal. Varios dos modelos existentes nesta
area é de carater deterministico, deixando de levar em conta aspectos relevantes
para uma descrigao mais realista do processo. Para a modelagem deste fendémeno
utiliza-se 0 modelo de Hodgkin e Huxley. Existe um modelo alternativo mais sim-
ples chamado Integrate and Fire. Neste trabalho, foram acrescentados aos modelos
deterministicos perturbacoes estocasticas a fim de obtermos resultados mais condi-
zentes com a realidade. Diferentes métodos numéricos para equacoes estocasticas
foram adaptados para o estudo dos modelos supracitados. Com isso, verificou-
se que os modelos estocasticos de fato reproduzem de forma mais real o disparo
neuronal.

Palavras-chaves: Neurociéncia. Métodos Numéricos. Modelo de Hodgkin
e Huxley. Modelo Leaky Integrate and Fire. Equagoes Diferenciais Aleatorias.

Equacoes Diferenciais Estocasticas.
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Abstract of Dissertation presented to LNCC/MCTTI as a partial fulfillment of the

requirements for the degree of Master of Sciences (M.Sc.)

NUMERICAL AND COMPUTATIONAL ANALYSIS MODELS FOR
STOCHASTIC ACTIVITY OF THE NEURONS

Ana Claudia dos Reis Valentim

February, 2016

Advisor: Alexandre Loureiro Madureira, Ph.D.

Co-advisor: Hugo Alexander de la Cruz Cansino, D.Sc

An important problem in Neuroscience is to study models in order to describe
qualitatively and quantitatively the neuronal firing. Several the existing models
in this area have a deterministic character, failing to take into account some rele-
vant aspects for a more realistic description of the process. In order to model this
phenomenon it often is used the Hodgkin and Huxley model. There is a simpler
alternative model, despising the coupling and the nonlinearities, called Integrate
and Fire. In this work, it was added to the deteministic models some stochastic
perturbations in order to obtain more consistent results according to the experi-
ments. Different numerical methods for stochastic equations were adapted to the
study of the models above. Thereby, it was verified that the stochastic models
reproduce more realistically the neuronal firing.

Keywords: Neuroscience. Numerical Methods. Hodgkin and Huxley mo-
del. Leaky Integrate and Fire model. Random Differential Equations. Stochastic

Differential Equations.
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Capitulo 1

Introducao

Neste capitulo serao apresentados de forma sucinta a justificativa para o
desenvolvimento do trabalho, seus objetivos e a estruturacao utilizada para a rea-

lizacao do mesmo.

1.1 Contextualizacao do tema

E sabido que o século XX foi impar no desenvolvimento da Ciéncia e Tec-
nologia: nunca na histéria da humanidade foram feitos tamanhos avangos e desco-
bertas. Tais avangos permitiram o crescimento exponencial de publicagoes sobre o
Sistema Nervoso (SN), através de novas técnicas de pesquisa e equipamentos mais
precisos, como os que fornecem imagens por ressonancia magnética e tomografica
computadorizada. Uma das areas que emergiu neste contexto foi a Neurociéncia,
ou seja, o estudo cientifico do SN.

Esta area do conhecimento surgiu da necessidade de se fazer um estudo inter-
disciplinar sobre o funcionamento do SN, a fim de aumentar a abrangéncia de
conhecimento cientifico sobre este assunto. Hoje em dia, a Neurociéncia é uma
area que atua, dependendo do foco e da necessidade, em conjunto com diversos
campos do conhecimento, tais quais Matematica, Ciéncia da Computacao, Fisica,
Quimica, Engenharia, Linguistica, Psicologia, entre outros.

Dentro da Neurociéncia h& uma area chamada Neurociéncia Computacional, que

tem por objetivo desenvolver, aplicar diferentes técnicas e testar hipoteses sobre



mecanismos cerebrais através de avaliacao de modelos. O surgimento de técnicas
computacionais aplicadas & Neurociéncia foi um avancgo significativo, pois a partir
delas podemos lidar com problemas de grande complexidade, que seriam intrataveis
analiticamente.

Desde a Pré - Historia, o ser humano desenvolve técnicas para agir sobre a
consciéncia. Segundo MORAIS e FRAZAO (2011), ha indicios de que no Periodo
Mesolitico (10.000 A.C - 5.000 A.C) ja eram feitos procedimentos invasivos como
a Trepanacao, que consiste na abertura de um ou mais buracos no cranio, a fim
de, por exemplo, drenar um hematoma cerebral. Ha sinais dessa pratica em quase
todas as civilizagoes antigas. H& indicios também de uso de plantas psicoativas
(6pio) e anestesia. Mais tarde, em torno de 500 A.C, na Grécia da Antiguidade
Classica, Alcmaen de Crotona (510 A.C - séc. V A.C), realizou a descoberta da
fungao cerebral, que foi corroborada no século I1I A.C. por Heréfilo (335 A.C - 250
A.C.), um dos fundadores da escola de Medicina de Alexandria, no Egito. Este por
sua vez descreveu as meninges e as conexoes dos nervos e medula com o cérebro.
Suas descobertas foram sistematizadas e demonstradas empiricamente por Galeno
(130 - 211 A.C).

Se nao levarmos em conta a historia anterior a Idade Moderna, podemos dizer que
o marco inicial da Neurociéncia foi a publicagdo de De morbis nervorum (Doengas
do Sistema Nervoso), em 1735, pelo médico, botanico e humanista holandés Her-
man Boerhaave (1668 - 1738). Um dos maiores desafios da Neurociéncia do século
XXI é compreender e/ou buscar tratamentos e/ou a cura de doengas ou fenémenos
neurologicos que continuam em aberto e intrigando a comunidade cientifica. Os
fendbmenos mais conhecidos, que afetam a vida de milhares de pessoas e geram mais
interesse em geral sao: Doenga de Alzheimer, o espectro do autismo, depressao,

doenga de Parkinson e esclerose multipla.

Em meados da década de 30 do século passado, Alan Lloyd Hodgkin (1914-

1998) e Andrew Huxley (1917-2012), fisiologistas e biofisicos ingleses, iniciaram



uma série de experimentos a fim de estudar a natureza do processo que da origem
ao disparo neuronal, denominado o potencial de acdo. Ambos foram inspirados
pela teoria de Bernstein, desenvolvida em BERNSTEIN (1902), que dizia que os
potenciais de agao ocorrem devido ao fato de a membrana subitamente se tornar
permeavel a todos os fons; isto fazia com que a diferenca de potencial ao longo da
membrana aumentasse em relagdo ao seu valor de repouso (que era um nimero
negativo) para zero, o que foi comprovado posteriormente por COLE e CURTIS
(1939).

De acordo com HUXLEY (2002), em 1939 Cole e Curtis descobriram que o po-
tencial de acao apresenta um overshoot, ou seja, que o interior da fibra nervosa
se torna eletricamente positivo durante este processo; em 1948 foram feitos os
primeiros experimentos utlizando a técnica Grampeamento de voltagem (método
experimental utilizado para medir o potencial das correntes idnicas que entram e
saem da membrana de células excitaveis, como os neurdnios, mantendo o potencial
da membrana em um valor definido) a fim de investigar as relagoes entre corrente e
voltagem na membrana da célula nervosa. Posteriormente, descobriram que a cor-
rente formada por fons de Potéssio que sai da célula era suficiente para restaurar o
potencial de agao, ou seja, fazer com o que o potencial da membrana retornasse ao
valor inicial; também sugeriram em HODGKIN e HUXLEY (1947) que o aumento
do potencial da membrana durante o potencial de agao poderia ser ocasionado pela
entrada de fons de S6dio na célula. Este fato foi comprovado por Hodgkin e Katz
em 1947, através de experimentos realizados em uma célula nervosa de uma lula,
em HODGKIN e KATZ (1948).

Em 1952, no artigo intitulado A quantitative description of Membrane Current
and its application to conduction and excitation in nerve (HODGKIN e HUXLEY
(1952)) Hodgkin e Huzley apresentaram o modelo que recebeu o sobrenome de am-
bos, formado por quatro equacoes diferenciais ordinarias nao-lineares acopladas ou
uma equacao diferencial parcial e trés equagoes diferenciais ordinarias nao-lineares

acopladas, desenvolvido através da combinacao entre a técnica chamada wvoltage-



clamp, manipulagoes dos canais i6nicos e modelagem quantitativa, hipotetizando
que a geracao do impulso nervoso é um fendmeno nao-linear, que surge da depen-
déncia das condutancias da membrana em relacao a voltagem. Este modelo simula
o disparo neuronal de maneira deterministica, ou seja, com intervalo de tempo en-
tre os diparos e limiar de agao constantes. O modelo Hodgkin e Huzley também é
conhecido como Modelo de Condutancia. O modelo Hodgkin e Huzley ainda serve
como referéncia para entendermos a fisiologia da membrana celular e tem grande
impacto na biofSica moderna (PICCOLINO (2002)). Por este trabalho, Hodgkin
e Huzley foram laureados com o Prémio Nobel de Medicina em 1963 ' , “pelas
suas descobertas sobre os mecanismos idnicos envolvidos na excitacao e inibigao
nas porgoes centrais e periféricas da membrana da célula nervosa”.

Posteriormente, um modelo mais simples foi desenvolvido a fim de modelar o dis-
paro neuronal desprezando algumas nao-linearidades e acoplamentos inerentes ao
modelo Hodgkin e Huzley. De acordo com MEUNIER e SEVEG (2002), o primeiro
modelo chamado Leaky Integrate and Fire foi introduzido em 1965 por Richard
Stein. Este modelo possui solu¢ao analitica, ao contrario do modelo Hodgkin e
Huzxley, e tem a caracteristica de aproximar o processo de despolarizacao da me-
brana por uma EDO linear. Este modelo tem sido utilizado amplamente pela

comunidade cientifica, de acordo com o objetivo e o contexto.

1.2 Objetivos

Os objetivos estabelecidos na presente dissertacao sao os seguintes :

(1) Resolugdo numérica e implementagao do modelo de Hodgkin e Huzxley com
evolucao temporal através dos métodos de Euler Explicito e Runge Kutta

de ordem 4 para o caso deterministico.

(2) Resolugdo numérica e implementagao do modelo de Hodgkin e Huzxley com

evolugao temporal e espacial através do método de diferencas finitas.

L http://www.nobelprize.org/nobel _prizes/medicine/laureates/1963/
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(3) Resolugdo numérica e implementagao do modelo LIF através do método

de Euler Explicito.

(4) Acréscimo de incertezas aos modelos supracitados e a suas resolugoes nu-
méricas, execuc cao de varias realizacoes aleatorias a fim de obter resulta-
dos mais proximos a realidade biologica em relagao ao modelo determinis-

tico.

(5) Comparagao entre os modelos de Hodgkin e Huxley com evolugao temporal
e Leaky Integrate and Fire em relacao o tempo de execugao e ao intervalo

de tempo total que comporta todos os disparos.

(6) Através da resolugao numérica do modelo Hodgkin e Huzley com evolugao
temporal e espacial, mostrar a evolucao da travelling wave para um disparo

neuronal.

1.3 Estrutura do Trabalho

A presente dissertacao é dividida em sete capitulos, incluindo esta Introdu-
¢ao. Segue um resumo sobre o conteudo de cada capitulo:
No Capitulo 2, intitulado “Modelagem do Sistema Nervoso”, serao apresentados os
conceitos basicos de Modelagem em Neurociéncia, com foco na célula nervosa e no
potencial de acao.
No Capitulo 3, intitulado “O modelo de Hodgkin e Huxley”, serda apresentada a
modelagem das equagoes do sistema Hodgkin e Huzley com evolugao temporal e
do sistema Hodgkin e Huzley com evolucao temporal e espacial, assim como o
acréscimo de incertezas a ambos os modelos.
No Capitulo 4, intitulado “O modelo Leaky Integrate and Fire”, sera apresentada
a modelagem da equacao do modelo Leaky Integrate and Fire, assim como o acrés-
cimo de incertezas ao modelo.
No Capitulo 5, intitulado “Discretizagao dos modelos”, serd mostrada a discreti-

zagao numeérica das equacoes constituintes de cada um dos modelos supracitados



através de métodos de diferencas finitas deterministicos e estocasticos.

No Capitulo 6, intitulado “Resolucao Numeérica”’, serao apresentados os resultados
obtidos com a resolugao numérica dos modelos supracitados.

No Capitulo 7, intitulado “Conclusao”, serd avaliado se os objetivos definidos na
Introducao foram alcancados ao longo do trabalho.

No apéndice, serao apresentado trechos dos cédigos implementados em Matlab®.



Capitulo 2

Modelagem do Sistema Nervoso

Neste capitulo serao introduzidos conceitos béasicos sobre a Modelagem do
Sistema Nervoso, incluindo a sua fisiologia, a descricao do processo de ocorréncia
de um disparo neuronal através do potencial de acao e como este fenémeno ocorre

probabilisticamente.
2.1 Fisiologia

2.1.1 O sistema nervoso

Segundo LOPES (2006), o SN tem como fungao a coordenagao e a regulagao
das fungoes nos seres vivos. Sua unidade morfolégica e funcional é a célula nervosa,
ou neurénio. O SN no ser humano tem inicio em uma estrutura chamada noto-
corda, que pode ser definida como um bastonete flexivel que se situa no dorso do
embriao. Os animais que possuem esta estrutura sao chamados animais cordados.
Nos animais vertebrados, a notocorda é substituida pela coluna vertebral.

De acordo com LOPES (2006), na fase do desenvolvimento embrionéario chamada
Gastrulacao, os folhetos germinativos (ectoderma, mesoderma e endoderma) que
dao origem a todos os 6rgaos e tecidos, diferenciam-se entre si. Entao, na fase
posterior chamada Organogénese, ocorre a diferenciacao dos folhetos embrionérios
formados na fase de Gastrulacao, onde temos que do ectoderma diferencia-se o
tubo neural, que é a estrutura embrionéria que dara origem ao cérebro e a medula

espinhal. Logo, dizemos que o tecido nervoso tem origem ectodérmica.



O SN é formado por trés partes principais : Sistema Nervoso Central (SNC), Sis-
tema Nervoso Periférico (SNP) e Sistema Nervoso Auténomo (SNA).

Os principais componentes do tecido nervoso sao :

e neuronios ou células nervosas: sao capazes de receber e transmitir impulsos

nervosos.

e células da glia ou neuréglia: tipos celulares que sao responséveis pela sus-

tentagao e nutricao dos neurénios.

O neurdnio é a célula responsavel pela transmissao do impulso nervoso. De
acordo com AZEVEDO et al. (2009), estima-se que ha aproximadamente 95 bi-
lhoes de neurdnios no corpo humano. A atividade neuronal é tao importante, que
por si 86 consome cerca de 20% do custo energético de todo o corpo (AZEVEDO e
HERCULANO-HOUZEL (2012)). Os neurénios possuem trés partes constituintes:
corpo celular (ou soma), dendritos e axonio. Segundo LOPES (2006), o corpo ce-
lular é a porcao do neurénio onde encontram-se as organelas celulares e o material
genético; os dendritos sao ramificacoes do corpo celular, e sao especializados em
receber estimulos externos; o axénio é uma expansao celular que possui ramifica-
¢Oes em sua porcao final e é especializado na transmissao de impulso nervoso para
outros neurdnios. O axdénio pode ou nao conter uma estrutura chamada bainha de
mielina, que tem como funcao isola-lo eletricamente. O conjunto formado por ax6-
nio e envoltério é chamado neurofibra ou fibra nervosa. Um neurdnio que possui
axonio mielinizado, vai efetuar a transmissao do impulso nervoso de maneira mais
rapida.

Segue abaixo uma descricao esquematica onde temos varias células nervosas

e as estruturas descritas acima !

! Fonte : https://pt.wikipedia.org/wiki/Neur%C3%B3nio
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Figura 2.1: Representacao esquemética de um neurénio.

A comunicagao, ou melhor, a transmissao de impulso nervoso entre neurdnios
geralmente nao ocorre através de contato fisico, mas sim através de substancias
chamadas neurotransmissores, que sao sintetizadas na terminacao do axdénio do
neuronio transmissor, ou pré-sinaptico. Os dendritos do neurdnio, ao receberem o
impulso nervoso, ou poés-sinadptico, sao estimulados por estes neurotransmissores,
que por sua vez conectam-se com os receptores da célula nervosa. A regidao de
ligacao entre dois neurénios se chama fenda sinaptica. Segue abaixo um esquema

que mostra o processo supracitado ? :

2 Fonte : https://pt.wikipedia.org/wiki/Sinapse
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Figura 2.2: Representacao esquematica da sinapse nervosa. A - Terminal pré-
sinaptico. B - Terminal poés-sinaptico. 1 - Mitocondria. 2 - Vesiculas sinépticas. 3
- Receptores ionotropicos pré-sinapticos. 4 - Fenda sinéptica. 5 - Receptores iono-
tropicos pos-sinapticos. 6 - Canal de célcio dependente de voltagem. 7 - Vesicula
sinaptica fundida & membrana plasméatica. 8 - Transportador de membrana.

Dessa forma, os neuronios conectam-se através de impulsos nervosos, que sao
mediados pela fenda sindptica. Esse impulso geralmente ocorre devido a presenca
de pequenas correntes elétricas que geralmente sao transmitidas de uma célula para
outra.

A célula nervosa, como toda célula, além de conter organelas que ficam imersas no
citozol e desempenham diversas funcoes, possui também envoltorios celulares, que
sao estruturas através das quais ela mantém seu contetudo interior isolado e efetua
trocas de substancias com o meio. O envoltorio celular presente em todos os tipos
celulares é a membrana plasmaética, cujo modelo estrutural, segundo NICOLSON
(2013), aceito até os dias de hoje é o Modelo do Mosaico Fluido.

A membrana plasmatica é formada por duas camadas de fosfolipideos e, entre
outras substancias, moléculas de proteinas, a fim de que a célula possa realizar troca
de substancias com o meio exterior. Na seguinte figura temos uma representacao

esquematica do Modelo do Mosaico Fluido: 2 :

3 Fonte : https://pt.wikipedia.org/wiki/Membrana plasm%C3%A 1tica
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Figura 2.3: Modelo do Mosaico Fluido proposto em 1972.

Proteinas sao macromoléculas formadas pela uniao de varias moléculas me-
nores chamadas aminoacidos, ou monopeptideos. Cada proteina é formada pelo
mesmo grupo de aminoécidos, dispostos sempre na mesma sequéncia. Este ema-
ranhado, por onde ha entrada e saida de substancias, forma um canal ou poro
proteico, e as proteinas constituintes vao apresentar dobramentos e enrolamentos
devido as atragoes quimicas entre os seus aminoacidos. Logo, a disposi¢ao mais

realistica de um poro proteico seria a seguinte 4

Figura 2.4: Representacao esquemética do topo de um canal de fon Potéassio.

A difusao é um processo no qual as particulas se movem da regiao hipertonica
em dire¢ao a regiao hipotonica, a fim de igualar a concentragao de soluto no meio.

Através da membrana plasmética ocorre a difusao de pequenas moléculas, com as

4 Fonte : https://pt.wikipedia.org/wiki/Canal i%C3%B3nico
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de Oxigénio e Carbono, e alguns fons. A fim de realizar o transporte de substancias
entre o meio interno e o meio externo, existe o processo passivo chamado Difusao
facilitada, no qual algumas proteinas atuam transportando moléculas para o meio
intra e extracelular. Em alguns casos, nao ¢ interessante para o bom funcionamento
da célula que as concentracoes de algumas substancias se igualem. E o caso dos
fons de Sodio e de Potassio, sendo importante que haja mais fons de Potassio no
meio intracelular do que fons de Sodio, pois aquele é necessario na sintese proteica
e em algumas etapas do metabolismo celular. Para contornar este problema, existe
um processo ativo, chamado Bomba de Sédio e Potéssio. Através de uma molécula
chamada ATP, ou Adenosina Trifosfato, os fons Sédio que entram na célula por
Difusao Facilitada sao “bombeados” para o meio extracelular, enquanto que os ions
Potéssio, que saem da célula por Difusao Facilitada e em excesso fazem mal (pois a
célula pode tornar-se hipertonica), sao “bombeados” para o meio intracelular. En-
tender o comportamento da membrana de uma célula nervosa ¢ importante para a
compreensao dos mecanismos que causam o impulso nervoso. Este conhecimento
serd imprescindivel para compreendermos o que é um potencial de agao, conceito

importante para a a modelagem do problema que seré proposto adiante.

2.1.2 O potencial de acao

Segundo ERMENTROUT e TERMAN (2013), todas as células possuem uma
Diferenga de Potencial (DDP) entre os meios intra e extracelulares. Essa DDP ¢
chamada de Potencial da Membrana. O Potencial de repouso, é aquele no qual
nao ha troca de substancias entre a membrana e o meio. O potencial para o qual
a concentracao de um determinado ion esta em equilibrio com a membrana é cha-
mado de Potencial de Nernst deste fon. O potencial a partir do qual havera um
impulso nervoso é chamado de Limiar da Membrana.

Os fons se movimentam através de poros ou canais proteicos, que possuem per-

meabilidade seletiva, uma propriedade que permite ao canal ser permeéavel ou nao
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a determinado fon. Vamos assumir, de modo geral, que determinado canal pode
estar aberto ou fechado, e que ha também os canais de escape, canais que estao
sempre abertos. Quando o neurénio recebe um impulso nervoso e os canais de
Sodio s@o abertos, ha uma corrente (fluxo de ions) que entra na célula, fazendo
com que o Potencial da Membana aumente. Neste caso, dizemos que a célula esté
despolarizada. A medida que o potencial da membrana aumenta, a diferenca de
concentragao entre fons de Sédio nos meios intra e extracelulares diminui, e os
canais de Sodio comecam a se fechar. Como a concentracao de Potassio neste
momento é maior dentro da célula, os canais de Potassio sao abertos, e h4 uma
corrente que sai da célula, fazendo com que o Potencial da Membrana diminua.
Neste caso, dizemos que a célula esta hiperpolarizada. Quando a diferenca de con-
centracao entre fons Potéassio nos meios intra e extracelulares diminui, os canais de
Potéassio comegam a se fechar. O periodo refratario é aquele no qual a diferenga
de concentracao inicial entre S6dio e Potéssio é reestabelecida através de Bombas
de Sodio e Potéssio. Através deste processo, o valor do potencial retorna para o
do potencial de repouso. Caso o potencial nao atinga o limiar, nao havera impulso
Nervoso.

O processo descrito acima, que gera o impulso nervoso, ¢ chamado de potencial de

acao. Segue um grafico que ilustra o processo descrito acima °

® Fonte : https://pt.wikipedia.org/wiki/Potencial de a%C3%A7%C3%A30
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Figura 2.5: A. Representacao esquemaética do potencial de acao. B. Representagao
realistica de registros reais de potenciais de agao, que sao comumente distorcidos em

comparagao as visoes esquematicas devido a variagoes nas técnicas eletrofisiologicas
de registro.

2.1.3 Descrigao do Impulso Nervoso através da Teoria da Probabi-

lidade

Fenomenos aleatorios ou incertos sao aqueles cujos resultados de interesse
nao podem ser aferidos com 100% de certeza. O disparo de um neurdnio ¢ um
fendmeno aleatorio, pois nao ha como afirmar precisamente se ocorrerda um disparo
em um determinado instante de tempo, dado que esta ocorréncia esta sujeita a

perturbacoes que serao melhor definidas adiante.
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De acordo com a Teoria de Probabilidade, uma varidvel aleatéria é toda funcgao
definida num espago de probabilidade (€2, F, P) a valores em R, Borel-mensurével

em relacao a o-algebra F ou seja,
X:(Q,F P)— (R, B(R)).

Segundo TUCKWELL (1998b), um Processo Aleatério ¢ uma familia de variaveis
aleatorias. Neste processo, cada evento independente é um experimento de Ber-
noulli, ou seja, cada experimento possui apenas duas possibilidades de resultado,
sucesso ou insucesso. De acordo com TUCKWELL (1998b), o disparo neuronal é
um Processo de Poisson, pois tem como caracteristica ser um processo sem memdo-
ria, ou seja, a ocorréncia de um disparo num determinado instante nao apresenta
dependéncia em relacao a possiveis diparos ocorridos em instantes anteriores.
Temos que uma familia de variaveis aleatorias N(t),t < 0 é um Processo de

Poisson simples com intensidade A se :

e N(0) = 0, ou seja, o valor da variavel aleatoria no instante inicial ¢ igual a

7€r0;

e Dados quaisquer 0 =ty < t; < --- < t,_1 < t,, as variaveis aleatorias

N(ty) — N(tg—1),k =1,2,--- ,n sdo mutuamente independentes;

e Para qualquer 0 < ¢; < ty, N(t2) — N(t1), é uma variavel do Processo de

Poisson.

Concluindo a parte de Modelagem do Sistema Nervoso, temos que o potencial
de agao é o fendbmeno biolégico através do qual ocorre o disparo neuronal. De acordo
com TRAPPENBERG (2010) ha varios modelos computacionais que descrevem
quantitativamente este fendmeno de maneira deterministica, entre eles o modelo

de Hodgkin e Huzley, e o modelo Leaky Integrate and Fire.
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Capitulo 3

O modelo de Hodgkin e Huxley

Neste capitulo sera apresentado o modelo de Hodgkin e Huxley, que tem por
objetivo modelar de maneira deterministica o disparo neuronal. Sera feita uma
descricao da modelagem das equacgoes do sistema Hodgkin e Huzley. Serao apre-
sentados dois modelos: um com evolucao temporal; e um com evolugao temporal
e espacial. Serda mostrado também de que forma sao acrescentadas incertezas no

modelo.

O modelo de Hodgkin e Huxley, considerando evolugao deterministica apenas
no tempo ou no tempo e no espago, procura descrever de maneira qualitativa e
quantitativa como um potencial de acao ocorre, levando em conta a existéncia dos
canais de Sodio e Potéssio, e dos canais de escape. A abertura e fechamento de
canais de Soédio e Potéssio ocorre de maneira estocéstica, ou seja, nao podemos
estimar de maneira deterministica se os canais estarao abertos ou fechados em
um determinado instante de tempo, e sim fazer uma estimativa probabilistica.
Os canais de escape estao sempre abertos. Este modelo apresenta equagoes que
traduzem de forma clara os conceitos biologicos envolvidos no processo.
Segundo ERMENTROUT e TERMAN (2013), o modelo HH consiste em uma
analogia entre alguns componentes de um circuito elétrico e alguns componentes
envolvidos no processo de troca de substancias da célula com o meio.

A fim de facilitar o entendimento e diferenciar os dois modelos, vamos assumir que
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HH temporal refere-se ao modelo com evolucao temporal e HH espacial refere-se
ao modelo com evolucao temporal e espacial.

Sera feita agora uma descricao qualitativa do modelo supracitado.

3.1 A analogia com um circuito elétrico

Um circuito elétrico é uma descricao de como alguns componentes elétricos
atuam em conjunto para formar um caminho tal que uma corrente elétrica passe
por este. Os componentes basicos para a existéncia de um circuito elétrico sao
Resistores, Baterias e Capacitores. Fazendo uma analogia entre o processo de
entrada e saida de fons da Membrana Plasmatica e um Circuito Elétrico, temos
que: o fluxo de fons é representado pela corrente elétrica; os canais proteicos
sao representados pelos Resistores; a membrana é representada pelo Capacitor; e
os potenciais de Nernst de cada fon sao representados pela Bateria. Na figura
seguinte, que exemplifica este esquema, temos que V representa o potencial da
membrana, C; representa a Capacitancia especifica da membrana; Ry,, Rx e
Rpcqr Tepresentam a resisténcia relativa aos ions de Sodio, de Potéssio e canais de
escape, respectivamente; Iy, [ € Ifcqr representam a corrente (ou fluxo de fons)

relativa aos fons de Sodio, de Potéssio e canais de escape, respectivamente:

Meio externo

[a Ik | Leak
vV
Cm :: RLeak

| Es Ena Ex TELeak

Meio interno

Figura 3.1: Analogia entre um Circuito Elétrico e o processo de entrada e saida de
fons da Membrana Plasmatica.

Um dos componentes de um circuito elétrico, um Capacitor de placas pa-
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ralelas é formado por duas pegas condutoras chamadas armaduras e um material
isolante com propriedades especificas chamado dielétrico.

A analogia com a membrana plasmatica se deve ao fato de a mesma se
comportar como um dielétrico, e os meios interno e externo se comportarem como
placas condutoras, ja que o fluxo de fons se origina desses meios. Segue abaixo

uma comparagao direta entre os componentes de um capacitor e a membrana

plasmaética:
Placas
condutoras Membrana
plasmatica
Meio
intracelular
Dielétrico Meio extracelular

Figura 3.2: Analogia entre um capacitor de placas paralelas e a membrana plas-
matica.

O capacitor possui uma capacidade maxima de suporte, acima da qual a
carga elétrica sera descarregada. Da mesma forma, a membrana possui um Po-
tencial de Repouso, o qual a partir deste, havera um disparo. A Bateria é um
dispositivo que fornece energia de modo continuo em um circuito elétrico. A ana-
logia com o potencial de Nernst se deve ao fato O fluxo de fons se da no sentido
oposto ao do gradiente de concentracao.

Com as informagoes expostas acima, podemos fazer a modelagem das equacoes do

problema.

3.2 Modelagem do processo de entrada e saida de ions da Membrana

Plasmatica

Para modelarmos as equagoes do modelo de Hodgkin e Huxley sao necessarios,

além do conhecimento sobre a analogia de um circuito elétrico com o processo de
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entrada e saida de fons da membrana plasmatica e nog¢oes de mecanismos biol6gicos
envolvidos no processo do potencial de acao.

No caso do potencial de acao, para que tenhamos o Fluxo de Difusao ou a Corrente,
fazendo um analogia com a Lei de Fick, os fatores considerados para cada fon sao:
a Condutancia por fon e a diferenca entre a Voltagem e o potencial de Nernst de
determinado fon (essa subtrac¢do sera no nosso gradiente de concentragao). Logo,
para os fons de S6dio e de Potéssio, e para as varidveis dos canais, temos as

seguintes correntes:

[Na = _gNa<V - ENa); (31)
Ix = —gx(V — Ek); (3:2)
ILeak - _gLeak(V - ELeak)a (33)

onde gy, € gx representam as conduténcias por fon, enquanto greq. representa a
condutancia para os canais de escape.

De acordo com a Lei de Kirchhoff, a variagao temporal da Voltagem é proporcional
a Corrente. No nosso caso, considerando a analogia entre o processo de entrada e
saida de fons da membrana plasmatica e o circuito elétrico, e assumindo que a célula
¢é isopotencial, a variacao do Potencial sera proporcional a soma das correntes.

Logo, temos a seguinte EDO :

av

m—:]aI Iea 3.4
Cdt Na T Ik + Lreak (3.4)

- _gNa(V - ENa) - gK(V - EK) - gLeak(V - ELeak)

onde a constante ¢, representa a capacitancia especifica da membrana. Na mem-
brana plasméatica hid uma determinada quantidade de canais abertos e fechados,
que varia com o tempo. Se m também pode ser entendido como a grandeza adi-

mensional correspondente a fragao de canais abertos, temos que (1 —m) pode ser
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entendido como o valor correspondente & fracao de canais fechados.

As duas variaveis dos canais a e § dependentes da Voltagem, expressam valores
constantes a cada passo de tempo, que sao definidos como taxas dependentes da
voltagem, ou seja, medem a dependéncia em relacao a voltagem de determinado
canal. A fungdo (V') representa a probabilidade de um determinado canal abrir
em relagdo a Voltagem, e a funcdo B(V) representa a probabilidade de um deter-
minado canal fechar em relagao a Voltagem.

A Lei da Acao das Massas descreve a dindmica das concentragoes dos componentes
de um sistema até que seja alcancado o equilibrio dindmico. Além disso, ainda des-
creve como os reagentes sao consumidos e em que taxa sao formados os produtos.
No caso da equacao abaixo, que ¢ anéloga se considerarmos os casos com n e h,
temos que as fungoes « e  sao constantes de reacao, e tem relagao com a natureza
do meio e com os componentes que estao presentes na reacao. Fazendo uso da Lei

da Acao das Massas concluimos que :

dm

i aVY(1—m)—B(V)m (3.5)

No modelo de Hodgkin e Huzley, as fun¢oes o e § sao definidas por ajuste de
dados. Para o modelo HH temporal, estas fungoes se originam de uma formulagao
baseada em Termodinamica, onde supomos que a probabilidade de abertura ou
fechamento de uma variavel do canal depende exponencialmente da Voltagem.
Para descrever as condutéancias dos fons de Sodio, de Potéssio e dos canais de
escape, dadas respectivamente por gna, gk € Greqk, t€mos que as constantes gy,
Jr € Jreqe Tepresentam as condutancias maximas dos canais de cada fon e nos
canais de escape. As condutancias dos ions de Sodio e de Potassio sao dadas
em funcao dos valores constantes de suas condutancias méximas, e das variaveis
dos canais m, n e h, que sao variaveis probabilisticas adimensionais que assumem
sempre valores entre zero e um; enquanto que a condutancia dos canais de escape é

igual ¢ sua condutancia méxima, sendo esta independente das varidveis dos canais.
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Assim, temos que :

dNa = yNamgh; (36)
9x = §Kn4§ (3.7)
9Leak = yLeak? (38)

onde m? representa a probabilidade de que os portoes de ativacao do fon de Sodio
sejam abertos; h representa a probabilidade de que portoes de inativagao do ion
de Sodio sejam abertos; n* representa a probabilidade de que os canais de ativacio
do fon de Potassio sejam abertos.

O modelo HH também é chamado de Canal dependente da voltagem, pois assume

que a condutancia da membrana para determinado fon depende da Voltagem.
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3.2.1 O sistema Hodgkin e Huzley temporal

De acordo com os conhecimentos expostos na subsecao anterior, apresenta-
mos o seguinte sistema acoplado de Equagoes Diferenciais Ordinéarias Nao-Lineares
referente ao modelo Hodgkin e Huxley temporal, de acordo com ERMENTROUT
e TERMAN (2013):

Cmil_‘t/ = Lot — Gnam*h(V — Exa) — Gxen*(V = Ex) — Groas(V — Erear) (3.9)
O GlanV)(1 1)~ BV (310)
Ciz_? = Plam(V)([1 —m) — B (V)m] (3.11)
% = Plan(V)(1 = h) — Bu(V)h] (3.12)

onde Gngs 95 € Ireaks ENas Ex € Ereqr sa0 constantes definidas experimentalmente.
A constante ¢ mede a razao entre as taxas de abertura e fechamento para um
aumento de temperatura de 10°C.

Neste caso, o sistema considera apenas as correntes idnicas, ou seja, aquelas geradas
pelo processo de entrada e saida de ions através da membrana da célula. Podemos
ter também a insercao de uma corrente externa, dada por I..;, e adicionada na
equacao 3.9. Devido ao fato de o processo de abertura e fechamento dos canais
proteicos ser estocéstico, este é muito suscetivel a mudancas de temperatura. Para
o axbnio da lula, temos a equacao abaixo, onde Q19 = 3, Thase = 6,3°C e T =

10°C(ERMENTROUT e TERMAN (2013)):

T—Tpase

o= Qu) 10 (3.13)

As fungoes dos canais sao fungoes dependentes da Voltagem que nos mos-
tram como a probabilidade de abertura ou fechamento dos portoes de ativagao ou
inativacao dos ifons de Sodio e de Potassio varia. As equagbes para as fungoes dos

canais, para o problema temporal de acordo com ERMENTROUT e TERMAN
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(2013) sao as seguintes para m,n e h:

3.2.2

an(V)

Pu(V)

am(V)

Bm(V)

Ozh(V)

Bn(V)

0.01(V + 55)
1 — Q(W)

—(V+65) )

— 0.125¢(

0.1(V 4 40)

1— e(_(‘giarw))
7(V+65))

= 46( 18

—(V165)

= 0.07e" =
1

—(V+35) )

1+e( 10

O sistema Hodgkin e Huzley espacial

(3.14)

(3.15)

(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)

O sistema HH em sua forma geral ou espacial dado por MASCAGNT (1990)

consiste em uma EDP Parabdlica acoplada com um conjunto de trés EDO dado

por :

oV

“or

dm
dt

@

dt

d_n

dt

(I —=m)a, (V) —mBn(V)
(1 = h)ap(V) = hBu(V)

(I =n)an(V) —npBp(V)

- gNamgh(V - ENa) - §K7’L4(V - EK) - gLeak(V - ELeakX3'2O)

(3.21)
(3.22)

(3.23)

onde z € ) C R representa a coordenada espacial, ou seja, do axdnio; ¢ denota

tempo e V representa o potencial transmembrana.

As constantes Gy, 95, 9reaks Enas Fry Ereak, C, ¢ possuem significados similares

ao caso temporal. As variaveis dos canais m, n e h também sao variaveis probabi-

listicas adimensionais que variam com o tempo, e também possuem interpretagao

similar ao caso temporal.
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E importante entender como a geometria assumida para a célula nervosa afeta a
propagacao do sinal elétrico. Na modelagem da Equagao do Cabo, que é uma
EDP que descreve como a variacao do potencial da membrana depende do fluxo
de fons na célula, descrita em ERMENTROUT e TERMAN (2013), consideramos
que a célula nervosa possui formato cilindrico e que a corrente ou fluxo de fons
flui ao longo da dimensao espacial x. De acordo com este modelo, o potencial
da membrana é dependente também da variavel espacial. O cilindro ou cabo é

representado da seguinte forma :

L

AX

Figura 3.3: Forma cilindrica de raio a e comprimento Az utilizada como represen-
tacao do neuronio na modelagem da Equagao do Cabo.

A constante p é o Coeficiente de Difusao, ou seja, ela tem como papel regular

como V avanca em relacao a x. O mesmo é dado por :

p=— (3.24)

onde a representa o raio do cilindro, e R é uma constante de proporcionalidade
que representa a resistividade especifica intracelular, ou seja, a resisténcia elétrica
que uma unidade de volume de material oferece ao fluxo de corrente. As variaveis

dos canais, para o caso geral sao, de acordo com MASCAGNTI (1990), as seguintes:

an(V) % (3.25)
Ba(V) = 0.125¢(50) (3.26)
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0.1(25 — V)

am(V) = “m (3.27)

Bu(V) = delis) (3.28)

an(V) = 0.07el=) (3.29)

(V) = % (3.30)
6<T)+1

Como temos em nosso sistema trés EDOs, sao necesséarias condicoes iniciais

para a modelagem do nosso problema. Estas sdo dadas por MASCAGNI (1990) :

lim V(1) = Vo) (3.31)
lim m(z,t) = mo(2) (3.32)
lim h(z,t) = ho() (3.33)
lim n(z,1) = no(x) (3.34)

Como temos em nosso sistema uma EDP, sao necesséarias condicoes de con-
torno para a modelagem do problema. Estas sao do tipo Neumann, e V¢ € N sao

dadas por :

ov(0,t)  —RI(t)

ox - ma? (3:35)
OV (L,t)
—= =0 (3.36)

onde I(t),Vt € (0,00) correspondente a corrente injetada (em microampeéres) no
ponto x = 0 do axoénio, o que corresponde fisicamente & corrente injetada no cabo

quando x = 0.
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3.2.3 Acréscimo de incertezas no modelo de Hodgkin e Huxley

Quando consideramos o que ocorre de fato na natureza, observamos que os
neurdnios nao disparam regularmente no cérebro; o disparo é afetado por diversos
fatores que o tornam um processo irregular. Segundo TUCKWELL (1998a), o

ruido neuronal pode acontecer das seguintes formas:

e Atividade espontanea: uma colecao de potenciais de acao é emitida sem
que uma corrente seja colocada de forma induzida na célula nervosa, ou

que um input seja emitido a partir de outra célula (ruido pré-sinéptico).

e Ruido na membrana: pequenas flutuagoes no potencial elétrico ao longo
da membrana devido ao Movimento Browniano (movimentacao de ions e
elétrons em fungao da agitagdo térmica), variagoes da corrente ao longo
da membrana devido & sua natureza discreta e mudancas de condutancia

induzidas pela abertura e fechamento dos canais proteicos.

Vamos descrever agora como se considera matematicamente incertezas neste mo-
delo. Para os casos em que o sistema HH temporal ou espacial recebe um ruido,
temos trés casos a considerar: no primeiro, o ruido é adicionado na corrente ex-
terna; no segundo, é adicionado a cada uma das variaveis dos canais e h do sistema;
no terceiro, o ruido é adicionado na corrente externa e a cada uma das variaveis

dos canais e h do sistema. Para tais perturbacoes, temos o seguinte tipo de ruido :

e Ruido do tipo Movimento Browniano ou incremento Browniano ou Pro-
cesso de Weiner: ov At N(0,1), de acordo com HIGHAM (2001). Este
tipo de ruido nos fornece uma equacao diferencial estocdstica, na qual é

necessario que sejam definidas integrais estocésticas.

Nas defini¢oes acima N(0,1) representa uma variavel aleatéria com com Distribui-
¢ao Normal Padrao, o é uma constante que representa a intensidade o ruido e At

¢ o tamanho do passo de discretizacao.
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Com as informacoes dadas acima, podemos introduzir alguns conceitos fun-
damentais. Uma certa quantidade de disparos em um certo intervalo de tempo
pode ocorrer em intervalos de tempo regulares de acordo com modelos determinis-
ticos, como o modelo HH. De acordo com TUCKWELL (1998b), temos a seguinte
definicao:

“Seja O,k =0,1,2, ... uma sequéncia de instantes de tempo nos quais uma célula
nervosa atinge o potencial de acao, com Qg = 0e Oy < O; < Oy < ---. O k-

ésimo intervalo entre os disparos ou interspike interval (ISI) é dado por :

Tk - C"‘)k - @kfh k - 1, 2, e .// (337)

Quando acrescentamos incertezas ao modelo HH, os ISI podem apresentar, como
dito anteriormente, intervalos de tempo diferentes entre si tomando disparos dois a
dois. Com o acréscimo de incertezas normalmente distribuidas ao modelo HH, o es-
perado para uma determinada quantidade de disparos, segundo TRAPPENBERG
(2010), é que o histograma relacionando os ISI e a quantidade de disparos apre-
sente uma distribuicao de probabilidade lognormal, um resultado mais proximo
da realidade biolégica. Um dos tipos de perturbagao que pode ser introduzida ao
modelo HH, como dito anteriormente, é o ruido do tipo Movimento Browniano. De
acordo com HIGHAM (2001), o Processo de Weiner ou Movimento Browniano Es-
calar no dominio [0, 7], é uma variavel aleatoria W (t), dependente continuamente

de t € [0,T], e satisfaz as seguintes condigdes:

e W (0) = 0,0u seja, o valor da variavel aleatoria no instante inicial é igual a

Zero;

e Para 0 < s < t < T, a variavel aleatoria dada por W (t) — W (s), onde
t > s, tem distribuicao normal, com média igual a zero e desvio padrao

dado por o = (t — s) > 0, equivale a

W(t) — W(s) ~ VI —sN(0,1) ~ /aN(0,1);
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e Para 0 < s <t <wu<T, as variaveis aleatorias

W(t) — W(s),t>s;
Wi(v) —W(u),v > u.

sao independentes.
Vamos considerar neste trabalho o Movimento Browniano Discreto, onde
W (t) é analisado para N valores discretos. Logo, temos que

T

e definimos W (t;) de tal forma que t; = jé;. Logo, a variavel aleatoria W (t;) é

dada por

onde dW (T}) ¢ uma variavel aleatéria independente, da forma /5;N(0,1).

O vetor formado pelos valores dos incrementos Brownianos v/0; N (0, 1) a cada passo
de tempo é chamado de Caminho Browniano Discreto.

Eis agora as perturbagoes que foram adicionadas ao Modelo Hodgkin e Huxley. Nas
equagoes abaixo, os expoentes foram acrescentados para representar o fato de que
as aleatoriedades inseridas em cada equagao sao diferentes entre si; as constantes
01,09 € Yo representam a constante de intensidade do ruido, para perturbacao na
corrente externa e nas variaveis dos canais; os valores N(0,1) representam valores

randomicos que possuem distribuicao normal padrao.

(1) Perturbacao estocastica

(a) HH temporal com ruido do tipo estocastico na corrente externa:
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CmdV

dn
dt
dm
dt
dh
dt

Iea:t - yNamgh(V - ENa - gKn4(V - EK) (340)

gLeak(‘/ - ELeak))dt + UldU)(t)l

Plan(V)(1 = n) = Bu(V)n] (3.41)
Plam(V)(1 —m) = Bn(V)m] (3.42)
Plan(V)(1 = h) = 5r(V)h] (3.43)

(b) HH temporal com ruido do tipo estocastico nas variaveis dos canais

m, n e h:

av
N

dn
dm

dh

= It — Gnam*W(V — Ena) — gn(V — Ex)  (3.44)

- gLeak(V - ELeak)

(Blan(V)(1 —n) — Bu(V)n])dt + oodw(t)*  (3.45)
(Blam (V) (1 —m) — Bn(V)m])dt + oadw(t)? (3.46)

(@lon(V)(1 = h) = Bu(V)h])dt + oadw(t)"  (3.47)

(¢c) HH temporal com ruido do tipo estocastico na corrente externa nas

variaveis dos canais m, n e h:

i
" dt

dn
dm

dh

= Iea:t - yNamgh(V - EN(I) - EKTL4(V - EK) (348)

Greak(V — Erear) + Uldw(t)5
(Blan(V)(1 —n) — Bu(V)n))dt + oodw(t)®  (3.49)
(Blam (V) (1 —m) — Bn(V)m])dt + oadw(t)” (3.50)

(6lon(V)(1 = h) = Br(V)h])dt + o2dw(t)®  (3.51)
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(d) HH espacial com ruido do tipo estocastico nas variaveis dos canais

m, n e h:

1%
o

dm

dh

dn

Lewt + pg 5 = Gvam WV = Ena)
— gxn'(V = Ex) = grear(V = Epcar)
(1 =m)am (V) = mBu(V))dt + yadw(t)’
(1= h)an(V) = hBu(V))dt + vadw(t)™

(1 = n)an(V) = nBu(V))dt + yadw(t)"

(3.52)

(3.53)
(3.54)

(3.55)

Concluindo, temos que o modelo HH deterministico, formado por quatro

EDOs ou uma EDP e trés EDOs, descreve qualitativamente e quantitativamente

o disparo neuronal, que se trata de um Processo de Poisson. Vimos que podem

ser acrescentadas incertezas a este modelo de forma a obtermos resultados mais

proximos da realidade.



Capitulo 4

O modelo Leaky Integrate and Fire

No capitulo anterior foi apresentado o modelo HH, que tem por objetivo mo-
delar de forma deterministica o disparo neuronal. Neste capitulo sera apresentado
o modelo Leaky Integrate and Fire, que se apresenta como uma alternativa ao mo-
delo de Hodgkin e Huxley por dispensar acoplamento e nao-linearidades. Também
serd mostrado de quais maneiras podemos inserir incertezas neste modelo a fim de

obter resultados mais proximos da realidade biologica.

De acordo com TRAPPENBERG (2010) o objetivo do modelo Leaky Inte-
gate and Fire é apresentar uma dinamica mais simples e que nao leve em conta
fatores biologicos sofisticados relativos ao potencial de agao, como os processos de
difusao de ions, permeabilidade seletiva, periodo refratario, etc. Além disso, para
uma grande quantidade de disparos, este modelo apresenta um custo computacio-
nal consideravelmente menor em relagao ao modelo HH temporal.

O modelo LIF consiste em uma Equacao Diferencial Ordinaria e apresenta um di-
namica diferenciada em relagao ao modelo HH temporal: quando o neurdnio atinge
um limiar de agao pré-fixado, o potencial da membrana automaticamente retorna
ao valor inicial e o processo recomega. Seu objetivo é fornecer a taxa de disparos de
um neuronio em um determinado intervalo de tempo apenas com a informacao de

que o neurénio atingiu o Limiar de Acao, desprezando nao-linearidades do modelo

HH.

31



Os parametros constantes do modelo sao :

e 7,,: constante de tempo, determinada principalmente pela capacitancia do
modelo de um compartimento, e pelas condutancias médias dos canais de

Sodio e canais de escape;
e F;: Potencial de repouso;
e ¢: Limiar de agao.

O modelo LIF é descrito pela seguinte EDO:

do(t)
T

—(v(t) — Er) + RI(t), VteN. (4.1)

. Temos que o instante de tempo em que o limiar é atingido ¢ dado por ¢/. Logo,

no instante em que o Limiar de Ac¢ao é alcancado temos que :

v(th) =9 (4.2)

De acordo com o modelo LIF, no instante logo apés o disparo o potencial
da membrana retorna ao seu valor inicial, dado por v,.s. Logo, temos que para o

instante de tempo ¢/ + J, temos

lim vt + ) = vyes, (4.3)
6—0
4.0.4 Acréscimo de incertezas no modelo Leaky Integrate and Fire

Neste trabalho, vamos considerar um ruido aditivo que possui distribuicao
normal com média zero e desvio padrao um. Este ruido pode ser do tipo aleatorio

para os casos em que o acréscimo de ruido do tipo Movimento Browniano nao nos
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fornece uma Equacao Diferencial Estocéstica, ou do tipo estocastico, similiar ao

caso de acréscimo de incertezas no modelo de Hodgkin e Huzxley.

(1) Perturbacao aleatoria:
Os modelos de ruidos usualmente utilizados para neuronios LIF, consi-
derando que 7; € R,V2 € N é uma constante de proporcionalidade que
representa a intensidade do ruido,que os expoentes foram acrescentados
nas equacoes abaixo para representar o fato de que as aleatoriedades in-
seridas em cada equacdo sao diferentes entre si, e que os valores N(0,1)
representam valores randdémicos que possuem distribuicao normal padrao,

Sao :

(a) Limiar Estocéstico: o ruido é introduzido no Limiar da membrana,

ou seja :

9 — 9+ mN(0,1)! (4.4)

(b) Reset Aleatorio: o ruido do tipo aleatorio ocorre no potencial da
membrana, no instante de tempo imediatamente apo6s o disparo, ou

seja :

Ures = Ures + T]QN(O, ]-)2 (45)

(2) Perturbagao estocastica:

(a) Integracao com Ruido: Este é o tinico caso de modelo LIF que admite
ruido do tipo Movimento Browniano, pois somente neste caso a sua

inser¢ao nos fornece uma Equacao Diferencial Estocéstica, ou seja:

Tmdv = (—v(t) + Ep + Rley(t))dt + nadw(t) (4.6)
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onde dw(t) = VALN(0,1)*

Inputs com Distribuicao Normal sao uma boa aproximagao quando consi-
deramos os impulsos nervosos como um Processo de Poisson, ou seja, eles sao
independentes entre si em relacao ao tempo. O resultado esperado que desejamos
obter com a insercao de incertezas normalmente distribuidas no modelo LIF' com
Integracao com Ruido, para uma determinada quantidade de disparos, de acordo
com TRAPPENBERG (2010) ¢ que o histograma relacionando ISI e & quantidade
de disparos apresente uma distribuicao de probabilidade lognormal, um resultado
mais proximo da realidade biologica. Porém, de acordo com TRAPPENBERG
(2010) o acréscimo de ruido normalmente distruibuido aos diferentes tipos de per-
turbagoes possiveis do modelo LIF pode produzir histogramas com diferentes dis-
truibuicoes de probabilidade. Queremos verificar também quais distribuicoes de
probabilidade sao obtidas ao realizar o acréscimo deste tipo de incerteza nos casos
LIF com Reset Aleatério e Limiar Estocastico para uma determinada quantidade

de disparos.
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Capitulo 5

Discretizacao dos modelos

Nos capitulos anteriores, foram apresentados os modelos de Hodgkin e Huxley
e Leaky Integrate and Fire. Neste capitulo serao apresentadas as discretizagoes
numéricas das equacoes constituintes de cada um dos modelos apresentados até o

presente momento neste trabalho.

5.1 O modelo HH temporal

O sistema de EDOs acopladas e nao-lineares dado por ERMENTROUT e
TERMAN (2013), chamado HH temporal, foi discretizado utilizando dois métodos:
Euler Explicito e Runge-Kutta de ordem 4. A escolha desses dois métodos se deve
ao fato de que no primeiro caso, apesar de termos pouca estabilidade, apresenta-se
simplicidade da solucao numeérica, ou seja, o esquema apresenta maior facilidade
de implementacao para este modelo; no segundo caso, a escolha se deve ao fato de
ser um método de quarta ordem e apresentar uma melhor estabilidade. Seguem as

discretizagoes do modelo HH realizadas com os métodos numéricos supracitados:

5.1.1 Discretizacao através do Método de Euler Explicito

No caso em que a discretizacao é realizada através do Método de Euler Ex-
plicito, a derivada primeira foi discretizada através de diferencas progressivas no
tempo para a derivada temporal. Seguem as discretizagoes das quatro equagoes

diferenciais que compoem o modelo HH temporal:
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vyt = yn (5.1)
Loag | det gna(m®)" (h)" (V" — Ena) —CﬂgdK(n“)”(V” —Ex) =g (V" - Ep)
"t = " At [ (V) (1 = n™) — B (V)N (5.2)
m" = m" 4 At [, (V) (1= m") = B (V" )m"] (5.3)
R = BT At [an (V) (L — A7) — By(V™)RY] (5.4)
Logo, temos a seguinte equacao vetorial :
(vt ] [vn ] [ T o) 00" (07 = Bve) — gac(n!)" (V" = i) = gu (V" = By)
e N A ¢ lan (V") (L =n") = Bp(V")n"]
m" m" ¢ loam (V)1 = m™) = B (V" )m"]
e | e || O lan(V)(L = ") = By (V")h"]

De acordo com SAUER (2012), a convergéncia é garantida devido ao fato de

o sistema HH ser Lipschitz continuo.

5.1.2 Discretizacao através do Método de Runge-Kutta

No Método de Runge-Kutta de ordem 4 dado por SAUER (2012), a derivada
primeira foi discretizada através de diferengas progressivas. Para este caso, fazemos

uso da seguinte notagao para designar os vetores que constituem o método:

o Valoryu,: € o vetor que possui os valores das variaveis V, n, m e h no
instante atual (estes podem ser os valores iniciais se estivermos no instante

inicial ou os valores calculados na iteragao anterior a atual);

o Valor,,,.: ¢ o vetor que possui os valores de V, n, m e h calculados no

final do instante atual.

o K.oma: € 0 vetor que guarda o valor da soma de Ky, Ky, K3 e K4, sendo

que K; e K, tem peso um e Ky e K3 tem peso dois.
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Seguem as discretizagoes das quatro equagoes diferenciais ordinérias que

compoem o modelo HH temporal:

[ et = Gua(m*)" (W) (V" = Ena) = g (n")" (V" = Ex) =g (V" = Br) ]
M

¢ lon (V")(1 = n") = Bn(V")n"]

Ky = (5.6)
¢ lam(V")(L —m™) — B (V")m"]
_ 6 lan(V™)(1L = hm) — B (V™)) _
Kl = Valoratual (57)
At
Ky = Valoryya + 7K1 (5.8)
At
Ks = Valorgya + 7[(2 (5.9)
Ky = Valorgya + AtKs (5.10)

Com os valores de K1, K5, K5 e K, podemos calcular o vetor Kg,,,, tal que:

KSoma =K+ 2Ky + 2K3 + Ky (511)
O vetor que possui os valores do instante atual é calculado da forma:
At

Valor,ewe = Valoraua + FK soma (5.12)

Na equagao abaixo, o vetor que possui os valores atuais das variaveis V, n,

m e h recebe o vetor que possui os valores calculados no instante atual :

Valorgwa = Valor g (5.13)
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5.1.3 Discretizacao dos HH (temporal) estocasticos

Nas equagoes continuas abaixo, os expoentes foram acrescentados para re-
presentar o fato de que as aleatoriedades inseridas em cada equacao sao diferentes
entre si. Nas equacgoes discretizadas abaixo, os subindices foram acrescentados para
representar o fato de que as aleatoriedades inseridas em cada equacao a cada passo
de tempo sao diferentes entre si. As constantes o; e oy representam a constante
de intensidade do ruido, para perturbacao na corrente externa e nas variaveis dos

canais, respectivamente.
(1) Método de Euler Maruyama

(a) HH temporal com ruido estocéstico na corrente externa:
O sistema formado por uma Equacao Diferencial Estocéstica e trés

trés Equacoes Diferenciais Ordinérias é dado por:

cmdV = Tt — Gnam>W(V — Eng — Gen*(V — Ex) = Greax(V — ELear))dl

+ odw(t)!
dn
T = Han(V)(1 )~ 5,(V)n)
dm
= Slan(V)(1—h) = BV

A discretizagao deste sistema é dada por :

Vn+1 — Vn

+ At

(5.14)

Lot — gnam®h(V" — Eng) — gxen* (V" — Eg) — g0 (V" — Ep)

CMm
+ o1V AtNl(O, 1)n

W= g Atgan(V)(L—n) — fu(V)n)
m" = m" + Atg[an, (V)(1 —m) — B (V)m]

R = B+ Atglan(V)(1 — k) — Bu(V)A]
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onde o vetor formado por todas as perturbagoes estocésticas a cada

passo de tempo representa o Caminho Browniano Discreto.

HH temporal com ruido estocéstico nas variaveis dos canais m, n e
h:
O sistema formado por uma Equagao Diferencial Ordinaria e trés

Equacoes Diferenciais Estocésticas é dado por:

av

tm—r = Jewt — Gyam’h(V = Ena) = Gxn*(V — Ex) = Grear(V — Ercar)

dt
dn = ($lan(V)(1 = n) = Bu(VIn])dt + oadu(t)?

dm = (¢[am(V)(1 —m) — Bn(V)m])dt + oodw(t)?

dh = (¢lan(V)(L = h) — By(V)h])dt + oaduw(t)*

A discretizagao deste sistema é dada por :

Vn+1 — Vn

+ At

(5.18)

Lot — gnam®h(V" = Ena) — gen* (V" = Eg) — g0 (V" — Ep)

= 0 4 Atglan(V)(1 —n) — Bu(V)n] + 0aV/AEN,(0,1)"

m™ = m" 4 At (V)(1 —m) — B (V)m] + 0oV AtN5(0,1)"

Y = B Atdlan(V)(1 = h) — Bu(V)h] + 0oV AEN,(0,1)"

onde o vetor formado por todas as perturbacgoes estocéasticas a cada

passo de tempo representa o Caminho Browniano Discreto.

HH temporal com ruido estocéstico na corrente externa e nas varia-
veis dos canais m, n e h:
O sistema formado por quatro Equagoes Diferenciais Estocasticas é

dado por:
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. v
" dt

dn
dm

dh

Lot = G’ (V= Ena) = G (V = Ex) = Grear(V — Erear)
oadw(t)?t

(Blon (V) (1 = n) = Bu(V)n])dt + oadw(t)®

(0lam(V)(1 = m) = B (V)m])dt + oadw(t)°

(plan(V)(1 = h) = Bp(V)h])dt + oodw(t)”

A discretizagao deste sistema é dada por :

Vn+1

nn—i—l

anrl

hn+1

v (5.22)
Lewt — gnam’ (V" — Ena) — ggn* (V" = Ex) — g.(V" — Ep)

CM

At

01\/&]\[8(0, l)n
n" + Atd[an(V)(1 = n) — B,(V)n] + 09V ALN;(0,1)" (5.23)
m" + Atd[anm(V)(1 —m) — B (V)m] + 02V AENG(0, 1) (5.24)

W'+ Atlog(V)(1 = h) — Bu(V)R] + 0oV AEN(0,1)" (5.25)

onde o vetor formado por todas as perturbacgoes estocésticas a cada

passo de tempo representa o Caminho Browniano Discreto.

(2) Método de Runge- Kutta Estocéastico:

A discretizagao do sistema HH através do Método de Runge-Kutta Esto-

castico de ordem 4, de acordo com GARD (1988), ¢ dada por:
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K, = Valorgya

At 1
KQ = ValOTatual + 7[(1 + iGAW

At 1
Ky = Valorgya + 7K2 + éGAW

K4 = ValOTatual + AtKg + AW

onde K corresponde ao sistema 5.6 e temos que:

K0 0 0
0 k2 0 0
G =
0 0 w2 0
00 0 A

(5.26)

(5.27)

(5.28)

(5.29)

(5.30)

onde K1,Kk9,k3 € K4 representam valores reais aleatoérios com distribuicao

normal padrao, e

Ng(0,1)"

No(0,1)"
aw — vag | MO

N10(07 1)n

| Nu(0,1)"

(5.31)

Com os valores de K7, Ky, K3 e K4, podemos calcular o vetor Kgy, tal

que:

KSoma = Kl + 2K2 + 2K3 + K4
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O vetor que possui os valores do instante atual é calculado da forma:

At
Valor,owe = Valorga + EKSOma + GAW (5.33)

Na equacao abaixo, o vetor que possui os valores atuais das variaveis V, n,

m e h recebe o vetor que possui os valores calculados no instante atual :
Valor e = Valor g (5.34)

Esta discretizacao ¢ aplicada aos seguintes casos:

(a) HH temporal com ruido estocastico na corrente externa:
O sistema formado por uma Equacao Diferencial Estocéstica e trés

Equacoes Diferenciais Ordinarias é dado por:

Cmdv - Iea:t - gNamgh(V - EN(I - §K7’L4(V - EK) - gLeak(V - ELeak))dt

+ odw(t)®
dn
= GlanV)(1 =)~ (V)
dm
T = Gl (V)1 b~ 5 (V)]

Para este caso, a discretizacao ¢é feita considerando-se:

K20 00
0 0 0 O
G = (5.35)
0 0 0 O
0 0 0 O
ol - 4x4

onde ki representa um valor real aleatério com distribui¢ao normal
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padrao.

(b) HH temporal com ruido estocastico nas variaveis dos canais m, n e
h:
O sistema formado por uma Equagao Diferencial Ordinaria e trés

Equacoes Diferenciais Estocésticas é dado por:

av
N
dn = (¢lan(V)(1 —n) — B.(V)n])dt + oodw(t)?

- Iea:t - gNamgh(V - EN(I) - §K7’L4(V - EK) - gLeak(V - EL@GIC)

dm = (¢[am(V)(1 —m) — Bn(V)m])dt + oodw(t)™

dh = (¢lan(V)(1 = h) = Bu(V)h))dt + ozdw(t)"

Para este caso a discretizacao é feita considerando-se:

00 0 0
0 k5 0 0
G= (5.36)
0 0 w§ O
100 0 &Y | s

onde ko,Kk3 € k4 Tepresentam valores reais aleatérios com distribuicao

normal padrao.

(c) HH temporal com ruido estocéstico na corrente externa e nas varia-
veis dos canais m, n e h:
O sistema formado por quatro Equacoes Diferenciais Estocasticas é

dado por:
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. v
" dt

dn
dm

dh

Lot = G’ (V= Ena) = G (V = Ex) = Grear(V — Erear)
ordw(t)”

(dlan(V)(1 —n) — Bu(V)n])dt + oadw(t)"™

(0lam(V)(1 —=m) = Bn(V)n])dt + ooduw(t)™

(¢lan(V)(1 = h) = Bu(V)n])dt + oadw ()"

Para este caso, a discretizacao é feita considerando-se o G original

dado por 5.30.

5.2 O modelo HH espacial

5.2.1 Discretizagao através do Método de Euler Implicito

O sistema acoplado e nao-linear formado por uma EDP Parabdlica e trés

EDOs, foi discretizado através do Método de Euler Implicito dado por MASCAGNI

(1990), com a precisao de O(At) + O((Ax)?). Este método apresenta a vantagem

de que o erro pode ser calculado analiticamente a priori através da norma do ma-

ximo (L), o que garante a convergéncia deste método. Além disso, ou autor nao

tem conhecimentos sobre a garantia de resultados convergentes utilizando-se os

métodos de Euler Explicito ou Crank-Nicolson.

A malha computacional é formada por (N + 1) x (N + 1) pontos, cujo tamanho

do passo de discretizagao é dado por At = tﬁf e Ax = %, onde ¢y e L representam,

respectivamente os valores finais de tempo e espaco. Eis o sistema continuo:
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ov 0*V

CE - Moz T Ina’ MV — Eng) = G (V = Ex) = grear(V — Erear)
dm
—r = (L= man(V) = mBu(V)
% = (1—R)an(V) = hBy(V)
dn
- = (L= man(V) = np,(V)

Eis as discretizacoes das quatro equagoes diferenciais que compoem o modelo HH
espacial , com discretizacao com diferenca central no espaco e com diferenga pro-

gressiva no tempo para a derivada temporal:

| AL, VL a V,T{l _ oyt 4 VnJ{l
) T o\~ Z = 5.37
N ( At ) 2R ( (Az)? ) (5.37)
- ?Na(m?H)B(h?H)(Vi"HENa) —
)V — BE) — g,V — BL)
n+l n
(Tn’TtTnl) — (1 _ m?+1)&m<‘/in+1) . m?+16m<%n+1) (538)
hn—i—l _
(f) = (L= o (V) = b g (V) (5.39)
’rﬂH—l —nn
(T) = (L =0/ (V") = nf B, (V ) (5.40)

As Condigoes de Contorno do seguinte sistema de equagoes sao do tipo Neu-
mann, ou seja, ocorrem nas derivadas parciais de primeira ordem da EDP no tempo
e no espago. De acordo com a discretizacao acima, as Condi¢oes de Contorno do
tipo Neumann vao ser tratadas de forma a se obter um método numérico baseado
na resolucao de sistemas lineares tridiagonais e diagonalmente dominantes para
cada ponto da malha computacional. Nosso objetivo é determinar os valores de
VI mP ) p e hPT ) tais que i = 0,..., N, onde i representa o espago e n
representa o tempo.

A fim de tratar as Condicoes de contorno, de forma que elas possam ser utili-
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zadas na malha computacional, vamos utilizar dos pontos artificiais V" e V..
Considerando a aproximacao por diferencas finitas centradas para as derivadas de

primeira ordem sobre as Condi¢oes de Contorno, temos :

av(0,t) 9 vit-=vT
OV (L,t) oy Vo — Ve

De acordo com os valores das Condigoes de Contorno temos :

Vi'r=V4 RI@)

2N wa’ '

vVt e N (5.43)

onde I(t) é uma fungao continua por partes que representa uma corrente (em

microampéres) injetada em = = 0; e

n n
Vi — Vi o

A 0 (5.44)

ou seja, partindo de e 5.43 e 5.44, respectivamente, temos :

2RAxI(t
veo = e g 2BATI g (5.45)
ma

Se reescrevermos o sistema discretizado de forma que os valores desconheci-
dos fiquem no primeiro membro de cada equagcao e os valores conhecidos no segundo

membro, o sistema assume a forma :
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LV + D,V v =

Tnn+1::
nn+1
hn+1

onde:

L;

LO —

Ly =
al\t At
D=1+ ———
+RC(A ) + C(gNa(
U =
Uo
Uy =
€
A
5201( )At
TaCAzx’

B, i=0,....N
ml + o, (VT AL

14 (o (V) + B (V) At
gy 4 o (V) At

1+ (n (V) + Bu(V ) At
R+ oy (VT At

T (@ (V) + BV )AL

alAt

" 2RC(Ax)?

alAt

- RC(Ax)®

mI PRI+ G (T 4+ 79,)

S @Bl PRI 4 G () 47, )

A7

(5.47)

(5.48)
(5.49)

(5.50)

(5.51)
(5.52)

(5.53)

(5.54)

(5.55)
(5.56)

(5.57)

(5.58)



onde d;o ¢ o Delta de Kronecker.
Substuindo os valores de 7 = 0,..., N, temos que os valores de V", e V., podem
ser substituidos, respectivamente, nas linhas da matriz tridiagonal referentes a x
= (0 ex = 1. Dessa forma, temos que a primeira equagao do sistema ¢é escrita como

o sistema linear AV = B, onde :

A=
_DO Lo+Uy 0 0 0 0 0 0 0 |
L, Dy U 0 0 0 0 0 0
0 Ly Dy, Uy 0 0 0 0 0
0 0 Ly Dy Us 0 0 0 0
0 0 0 0 0 ... Uyy O 0 0
0 0 0 0 0 ... Dy_3 Uy_3 0 0
0 0 0 0 0 ... Lo Dn_o Ux_s 0
0 0 0 0 0 0 Ly.1 Dy Uy
|0 0 0 0 0 0 0 Ly+Uy Dy |
_V;"“ _
v
Vit
V= v
Vit
Vitt

L 4 (v-1)x1
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Biya
Biyo
B=1 Bis

By

B
= N (N—-1)x1

Uma condigao suficiente para a convergéncia é que a norma (L) da subtra-
¢ao do valor da iteracao atual e do valor da iteracao anterior seja uma contracao.
Podemos garantir que isto ocorre quando o Jacobiano na norma L* assume valor

menor que um, ou seja

8Vl+1

ST < K(N +1)(At)? (5.59)

o

onde 7 representa a voltagem no ponto ¢ da malha computacional na (I + 1)-ésima
iteragao, K > 0 é uma constante independente de Ax e At.

Isto é suficiente para garantir a convergéncia, desde que se escolha At suficiente-

mente pequeno.

5.2.2 Discretizacao dos modelos HH (espacial) estocastico

Nas equagoes continuas abaixo, os expoentes, come¢ando novamente do ni-
mero um, foram acrescentados para representar o fato de que as aleatoriedades
inseridas em cada equacao sao diferentes entre si. Nas equagoes discretizadas
abaixo, os subindices foram acrescentados para representar o fato de que as alea-
toriedades inseridas em cada equacao a cada passo de tempo sao diferentes entre
si. As constantes 7; e 5 representam a constante de intensidade do ruido, para

perturbagao na corrente externa e nas variaveis dos canais, respectivamente.

(1) HH espacial com perturbagao estocéstica nas variaveis dos canais:
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1% 0%V
Cor T Fom

(1 m)an(V) - min (V) + @)
% = (1= hap(V) = hBu(V) + yedw(t)?
CCZZ_,:I - (1 — n)Oén<V) - nﬁn(v> + 72dw<t)3

A discretizagao do sistema acima é dada por :

LV 4+ DV v Uit = B, i=0,..., N

el _ M + (VT AL + 49/ AN (0,1)"
L T (m(VTY + BV At
w1 4 an (VAL + 49V AtN13(0,1)"

n

' L+ (e (V") + Ba(VMH)) At
h? + ah(\/;n'i_l)At + Y2V AtN14(0, ].)n

n+1 __
hptt =

L+ (an (V) + BV At

onde:

I — ___aAt
‘ 2RO (Ax)?

Lo = 0

LN — CLAt

RC(Ax)*’

alt At

Di=1+ ===+ = Gna(mi ™) h " + 7 (i) + 7).

RC(Az)2 ' C

20

- yNamgh(V - ENa) - §K7’L4(V - EK) - gLeak(V - ELeak)

(5.60)

(5.61)
(5.62)

(5.63)



U. = alt

~ 2RC(Ax)?
_ ___aAt _
Y= ~Re@any
UN — 07
(§]
At ) L § - Siol () At
B, =V + E(QNGENa(mi PR+ G B (0T + G, Br) + %’

onde d;9 ¢ o Delta de Kronecker.

5.3 O modelo LIF

A EDO do modelo LIF foi discretizada utilizando o método de Euler Ex-
plicito, onde a derivada primeira foi discretizada através de diferencas finitas pro-

gressivas. Temos o modelo continuo dado por :

do(t)
T = —(v(t) — Er)+ RI(t), VteN

. Eis as discretizagoes para os seguintes casos :
(1) LIF Deterministico

At
Vil =y - (V" — Ep) — Rl.y) (5.64)

Tm

(2) Caso Aleatério

Nas equacgoes discretizadas abaixo, os subindices, comecando pelo ntimero
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um, foram acrescentados para representar o fato de que as aleatoriedades

inseridas em cada equacao a cada passo de tempo sao diferentes entre si.

(a) LIF com Limiar Estocastico ou Stochastic Threshold

Vit = vr = AV~ Br) — Rl (5.65)
g = Y+ MmNy (O, 1)n (566)

(b) LIF com Reset Randoémico ou Random Reset

Vit = V= AUV~ Br) — Rl (5.67)
B, = Ep + 1N5(0,1)" (5.68)

(3) Caso Estocastico

(a) LIF com Perturbacao corrente externa ou Noisy Integration

At
Vit =V~ — (V" — EL) — Rl.y) + oVAENL(0,1)"  (5.69)

Tm
A partir da discretizacao dos modelos deterministicos e estocésticos apresen-
tados na presente dissertacao, é possivel obter as solu¢ oes numéricas dos mesmos.

Com isto, podemos obter resultados e verificarmos se os mesmos se assemelham ao

esperado de acordo com a realidade biologica.
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Capitulo 6

Resolucao Numérica

Os resultados consistem em experimentos realizados de acordo com os casos
supracitados (Hodgkin e Huxley temporal, Hodgkin e Huxley espacial e Integrate
and Fire), ambos para os casos deterministico e estocastico. Os algoritmos para
os modelos HH temporal e espacial e LIF foram implementados e executados no
programa Matlab®.

Os resultados serao expostos através de histogramas dos tempos entre disparos.

6.1 Resultados para Hodgkin e Huzxley temporal

Nesta secao serao mostrados os experimentos realizados de acordo com o mo-
delo Hodgkin e Huxley temporal. Para este problema foram utilizados os métodos
de Euler Explicito e Runge-Kutta de ordem 4.

Para que os resultados estocésticos apresentem uma maior precisao, foi utilizado o
Método de Monte Carlo (MMC). Este método consiste em uma metodologia esta-
tistica, na qual a partir de uma determinada quantidade de amostragens aleatorias,
é feita a analise dos resultados a fim de que se obtenha resultados mais proximos
da realidade. Para os casos onde foram adicionadas perturbacoes estocasticas, fo-
ram executadas em cada caso 500 realizacoes com 500 disparos cada, totalizando
250000 disparos.

Serao analisados os casos : HH Deterministico, HH com ruido estocastico na cor-

rente externa, HH com ruido estocéstico nas variaveis dos canais e HH com ruido
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estocastico na corrente externa e nas variaveis dos canais.

Tais experimentos foram executados com os seguinte parametros, sendo ¢y, Eng,
Ex, Er, gna, i € g1, extraidos de BORGES et al. (2015) e, I, extraido de TRAP-
PENBERG (2010), m,n e h (grandezas adimensionais) extraidos de HANSLIEN
et al. (2005):

uF
cm?”

Capacitancia especifica da membrana: c); = 1

e Potencial de Nernst do ion Soédio: En, = 50 mV;

e Potencial de Nernst do fon Potassio:Ex = -77 mV;

e Potencial de Nernst do canal de escape:Ep = -54.4 mV;

msS .

cm2 Y

e Condutancia méxima do fon Sédio: gy, = 120

mS .

ch Y

e Condutancia méxima do fon Potéssio: gx = 36

mS .
py

e Condutancia méxima do canal de escape: g = 0.3

BA .
cm2 9

e Corrente externa: [.,; = 12
e Probabilidade de ativacao dos canais n e h: 0.4
e Probabilidade de ativacao do canal m: 0.1

Para os casos onde foram acrescentadas estocasticidades, as constantes que

medem a intensidade do ruido assumem os seguintes valores:
e 0, = 24, para os ruidos aditivos na corrente externa;,

e 0, = 0.1, para os ruidos aditivos nas variaveis dos canais m, n e h.

6.1.1 HH Deterministico

Para HH temporal, foi realizado um estudo de convergéncia com o objetivo
de aferir, através da diminui¢ao progressiva do tamanho do passo de discretizacao

At, a partir de qual valor de At o valor médio e o desvio padrao do intervalo
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entre disparos torna-se invariante. Foram utilizados os métodos de Euler Explicito
e Runge Kutta de ordem 4 para discretizar o sistema HH. Pode-se observar nas
seguintes tabelas que a medida que o tamanho do passo de discretizagao diminui,
o desvio padrao converge para um valor fixo, neste caso o = 0.000792. Para ambos

os métodos numéricos o valor do desvio padrao ¢ invariante para At < 1074,

Euler Explicito ‘ Média ‘ Desvio Padrao

At = 1072 9.698357 0.003868
At =103 9.701525 0.000930
At =101 9.701835 0.000792
At =107° 9.701866 0.000792

Tabela 6.1: Tabela comparativa relativa a média e ao desvio padrao a medida que
diminuimos o tamanho de At.

Runge Kutta ‘ Média ‘ Desvio Padrao

At =107 9.702625 0.004450
At =103 9.701876 0.000851
At =107 9.701869 0.000792
At =107° 9.701869 0.000792

Tabela 6.2: Tabela comparativa relativa & média e ao desvio padrao a medida que
diminuimos o tamanho de At.

Foram utilizados 500 disparos devido ao fato de este ser um valor significativo
para At = 107, no qual a média apresenta um valor razoavel para quatro casas
decimais.

Segue o grafico que descreve como o potencial de agao é modelado de maneira

deterministica pelo modelo HH:
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Figura 6.1: Potencial de Agao através da aplicagao do Método de Euler Explicito
no modelo HH Deterministico, no intervalo de tempo de 100 ms

6.1.2 Euler-Maruyama

(1) Hodgkin e Huzley com ruido do tipo estocastico na corrente ex-

terna
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Figura 6.2: Potencial de Agao através da aplicagdo do Método de Euler Explicito no
modelo HH com ruido do tipo estocéastico na corrente externa durante o intervalo
de tempo de 100 ms.

Numero de disparos

15 20 25
ISI [ms]

Figura 6.3: Histograma relativo ao intervalo de tempo entre os disparos através do

Método de Euler Explicito no modelo HH com ruido do tipo estocéastico na corrente
externa, considerando-se 500 realizagoes aleatorias com 500 disparos cada.
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At ‘ Média ‘Desvio Padrao
1071 | 7.744058 | 2.228499

Tabela 6.3: Média e desvio padrao para HH com ruido do tipo estocéstico na
corrente externa

(2) HH com ruido do tipo estocastico nas variaveis dos canais

40
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Figura 6.4: Potencial de Agao através da aplicagao do Método de Euler Explicito
no modelo HH com ruido do tipo estocastico nas varidveis dos canais durante o
intervalo de tempo de 100 ms.
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Figura 6.5: Histograma relativo ao intervalo de tempo entre os disparos através
do Método de Euler Explicito no modelo HH com ruido do tipo estocastico nas
variaveis dos canais, considerando-se 500 realizacoes aleatorias com 500 disparos
cada.

At ‘ Média ‘ Desvio Padrao
1071 [ 10.668257 | 5.150443

Tabela 6.4: Média e desvio padrao para HH com ruido do tipo estocastico nas
variaveis dos canais.

(3) HH com ruido do tipo estocastico na corrente externa e nas

variaveis dos canais
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Figura 6.6: Potencial de Agao através da aplicagao do Método de Euler Explicito
no modelo HH com ruido do tipo estocastico na corrente externa e nas variaveis
dos canais durante o intervalo de tempo de 100 ms.
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Figura 6.7: Histograma relativo ao intervalo de tempo entre os disparos através do
Método de Euler Explicito no modelo HH com ruido do tipo estocéastico na corrente
externa e nas variaveis dos canais, considerando-se 500 realizagoes aleatorias com
500 disparos cada.
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At ‘ Média ‘Desvio Padrao
1071 7.988332 |  4.413699

Tabela 6.5: Média e desvio padrao para HH com ruido do tipo estocéstico na
corrente externa e nas varidveis dos canais.

Podemos ver nesta se¢ao que os histogramas apresentados para os casos onde

hé acrescimo de incertezas apresentam distribuicao de probabilidade lognormal.

6.2 Resultados para Leaky Integrate and Fire

Nesta secao serao mostrados os experimentos realizados de acordo com o
modelo Integrate and Fire. Para este problema foi utilizado o método de Euler
Explicito.

Para que os resultados estocésticos apresentem uma maior precisao, foi utilizado o
Método de Monte Carlo (MMC). Este método consiste em uma metodologia esta-
tistica, na qual a partir de uma determinada quantidade de amostragens aleatorias,
é feita a analise dos resultados a fim de que se obtenha resultados mais proximos da
realidade. Para os casos onde foram adicionadas perturbacoes estocésticas, foram
executadas em cada caso 500 realizacoes com 500 disparos cada.

Tais experimentos foram executados com os seguintes parametros, extraidos de

TRAPPENBERG (2010) :

Constante de tempo : 7,,, = 10 ms;

Potencial de repouso : £ = —65 mV;

Limiar da membrana : # = —55 mV,

pA .
ch bl

Corrente externa : I.,; = 12

Para este modelo, também sera utilizado o tamando do passo de discretizagao
At = 107* ms. Assim como no caso HH, os resultados serao expostos através de
histogramas que mostram a distribuicao de probabilidade dos interspike intervals.

Para os experimentos realizados, tanto no caso aleatério quando no estocéastico,
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foi utilizada a seguinte constante que mede a intensidade do ruido: o = 2, devido
a sensibilidade dos parametros corrente externa, potencial de repouso e limiar da
membrana, para que o histograma obtido possa ser aproximado por uma curva
com distribuicao lognormal.

Eis os resultados para os seguintes casos: LIF Deterministico, LIF com ruido
estocastico na corrente externa, LIF com Limiar Estocéastico e LIF' com Reset

Randomico.

(1) LIF Deterministico

-54

| |
a1 Al
[e) e2)
T T

Voltagem [mV]
|
(2]
o

_62 -

64

| | |
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Tempo [ms]

Figura 6.8: Dinamica sub-limiar obtida através da aplicacao do Método de Euler
Explicito ao modelo LIF' Deterministico no intervalo de tempo de 100 ms.

(2) LIF com Limiar Estocastico
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Figura 6.9: Dinamica sub-limiar obtida através da aplicacao do Método de Euler
Explicito no modelo LIF com Limiar Estocastico no intervalo de tempo de 100

ms.
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Figura 6.10: Histograma relativo ao intervalo de tempo entre os disparos através
do Método de Euler Explicito no modelo LIF com ruido do tipo estocastico no
limiar da membrana, considerando-se 500 realizagoes aleatérias com 500 disparos

cada.
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At ‘ Média ‘Desvio Padrao
1071 [ 2.514910 | 0.594694

Tabela 6.6: Média e desvio padrao para HH com ruido aleatério no limiar da

membrana.

(3) LIF com Reset Randdmico

Voltagem [mV]
|
()]
N

|
(o2}
D

|
(2}
(o))

| | |
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Tempo [ms]

Figura 6.11: Dinamica sub-limiar obtida através da aplicacao do Método de Euler
Explicito no modelo LIF com Random Reset no intervalo de tempo de 100 ms.
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Figura 6.12: Histograma relativo ao intervalo de tempo entre os disparos através do
Método de Euler Explicito no modelo LIF' com ruido do tipo aleatério do potencial
de reset da membrana, considerando-se 500 realizagoes aleatorias com 500 disparos
cada.

At ‘ Média ‘ Desvio Padrao
1071 | 17.902566 |  1.714444

Tabela 6.7: Média e desvio padrao para HH com ruido aleatério no potencial de
reset da membrana.

(4) LIF com ruido estocastico na corrente externa
Dentre os casos apresentados acima, que recebem ruido aleatério, o tinico
que pode receber um ruido estocastico é o caso LIF com perturbacao na
corrente externa, pois o acréscimo do mesmo faz com que tenhamos uma

Equagao Diferencial Estocastica. Eis os resultados:
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Figura 6.13: Dinamica sub-limiar obtida através da aplicacao do Método de Euler
Explicito no modelo LIF com ruido estocastico na corrente externa, no intervalo
de tempo de 100 ms.
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Figura 6.14: Histograma relativo ao intervalo de tempo entre os disparos através

do Método de Euler Explicito no modelo LIF com ruido do tipo estocastico na
corrente externa, considerando-se 500 realizacoes aleatorias com 500 disparos cada.
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At ‘ Média ‘ Desvio Padrao
1071 [ 11.886269 |  7.659655

Tabela 6.8: Média e desvio padrao para HH com ruido do tipo estocéstico na
corrente externa.

Podemos ver nesta se¢ao que os histogramas apresentados para os casos onde

hé acrescimo de incertezas apresentam distribuicao de probabilidade lognormal.

6.3 Comparacao de Tempo de Execugao e Amplitude entre os

modelos Hodgkin e Huzley temporal e Leaky Integrate and Fire

Nesta secao sera feita a comparacgao entre os modelos HH e o modelo LIF
em relacao a tempo de execucao e amplitude do intervalo para uma realizacao
que comporta os 500 disparos utilizados nos experimentos. Entre os trés casos
existentes no modelo LIF, o tinico que pode ser comparado com o modelo HH é
o LIF com perturbagao na corrente externa, pois neste caso o acréscimo de uma
perturbacao estocastica na corrente externa nos fornece uma Equacao Diferencial

Estocastica. Logo, os modelos a serem comparados nesta se¢ao sao:

e HH e LIF Noisy Integration com ruido do tipo estocastico na corrente

externa

Os experimentos foram executados na mesma maquina, que possui o processador
de modelo Intel(R) Core(TM i7 - 4790 CPU @ 3.60 Hz) e quantidade de me-
moria total 16384340 kB. O programa utilizado para a implementacao e resolucao
numeérica dos experimentos foi o Matlab® versao R2012b.

O tempo de execucao do modelo HH discretizado através do Método de Euler-
Maruyama e do Método de Runge Kutta Estocastico foi calculado utilizando-se o
comando cputime do Matlab®. O tempo de execucao do modelo LIF discretizado
através do Método de Euler Explicito foi calculado através os comandos tic e toc
do Matlab®).

Em cada uma das tabelas abaixo, temos a comparacao os casos HH discretizado
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por Euler-Maruyama, HH discretizado por Runge Kutta Estocastico e LIF dis-
cretizado por Euler-Maryama, ambos para o tamanho de passo de discretizagao
At = 10~*. Estao sendo mostrados o tempo de execucao em segundos, a compara-
¢ao percentual de quanto o tempo de execucao dos métodos de Euler-Maruyama e
Runge Kutta Estocastico para o modelo HH é maior que o caso LIF, e a amplitude

do intervalo de tempo que comporta os 500 disparos em milisegundos.

(1) Modelos HH e LIF com perturbagao Estocéstica na corrente externa

Método Numérico | Tempo de execugao [s] | Comparagao %
HH - Euler-Maruyama 354 11346
HH - Runge Kutta Estocastico 1497 47982
LIF - Euler-Maruyama 3.119895 -

Tabela 6.9: Comparagao entre Tempo de execugao e Tempo total entre o modelo
HH e o modelo LIF para At = 1074,

Temos que o caso LIF possui tempo de execugao menor que os casos HH discre-

tizados com os métodos Euler-Maruyama e Runge-Kutta Estocastico.

6.4 Resultados para Hodgkin e Huxley em sua forma geral

Nesta secao serao mostrados os experimentos realizados de acordo com o
modelo Hodgkin e Huxley com evolucao no tempo e no espaco. Tais experimen-
tos foram executados com os seguinte parametros, sendo Ey., Fx, Er, 9na, 9K,
gr,it,m,n e h (onde os trés tultimos sdo grandezas adimensionais) extraidos de

HANSLIEN et al. (2005):

Potencial de Nernst do ion Sodio: Ey, = 115 mV;

Potencial de Nernst do ion Potassio: Ex = -12 mV;

Potencial de Nernst do canal de escape: Ey = 10.6 mV;

Condutancia maxima do fon Sédio: gy, = 120 m_S;;
cm

68



Condutancia méxima do fon Potassio: gx = 36 —5;;
m

S,
29

Condutancia méaxima do canal de escape: g = 0.3 meo.
cm

Raio da forma cilindrica correspondente a célula nervosa de acordo com o

modelo da Equagao do cabo: a = 0.5 cm;

Resisitividade total da membrana celular: R = 198  ¢m?

Coeficiente de Difusao: p = ﬁ =1.26 x107* =

Capacitancia especifica da membrana: C' = chnf;

Este sistema possui as seguintes condigoes iniciais:

30 , t€[0;0.2] ms
hmt_>0+ V(.T, t) =
-8 , t€(0.2;1] ms

limm(z,t) = 0.1 (6.1)
t—0

li = 04 2
Jim h(z,t)= 0 (6.2)
li t)= 04 6.3
Jim n(z,8) = 0 (6.3)

As condigoes de contorno sao do tipo Neumann, e Vt € N sao dadas por :

8V(0,t) . —Rl(t)
or wa? (6-4)
ovV(L,t)
e T (6.5)

onde I(t),Vt € N é uma fungao continua por partes correspondente a corrente inje-

tada (em microampeéres) no ponto z = 0 do axdnio. Nestes experimentos, estamos

considerando como valores finais do espaco e do tempo na malha computacional,
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1 cm e 1 ms, respectivamente.

Eis os experimentos realizados para At = 1072 ms e Az = 1072 cm:

(1) Caso Deterministico:

Neste caso temos que a corrente externa assume o valor: I(t) = 2000 mA,Vt €

N.

60 b
0.05ms
0.1ms

501 0.3ms B
0.5ms
0.7ms

40 0.9ms
1ms

WA

_ ! ! ! ! ! ! ! ! !
100 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

X

V(x,t)

Figura 6.15: Evolugao da travelling wave no tempo e no espago

Agora a evolucao temporal e espacial serd mostrada separadamente para
os instantes de tempo considerados na figura 6.15, a partir da condigao

inicial:
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0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
X

(d) t =0.3 ms
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0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
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(f) t = 0.7 ms
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X

(h) ¢ =1 ms

Figura 6.16: Variacao do Potencial da Membrana em fungao do espago e do tempo

(2) Caso Estocastico

A perturbacao estocastica é adicionada nas equagoes relativas as variaveis

dos canais. Neste contexto, temos:

(a) HH espacial com ruido do tipo estocastico nas variaveis dos
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canais.
Neste caso temos que a corrente externa assume o valor: [(t) =
2000 mA,Vt € N.; e as equagoes relativas as variaveis dos canais

recebem um ruido aditivo y5v/AtN(0,1), onde 5 = 0.5:

60 -
0.05ms|

Figura 6.17: Evolucao da travelling wave no tempo e no espago

Agora a evolugao temporal e espacial serd mostrada separadamente
para os instantes de tempo consideramos na figura 6.17, a partir da

condic¢ao inicial:
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(c) t =0.2 ms (d) t =0.3 ms

(g) t =0.9 ms (h) t =1 ms

Figura 6.18: Variacao do Potencial da Membrana em fungao do espago e do tempo

73



Capitulo 7

Conclusao

Dado o exposto nos capitulos anteriores, concluimos que os seguintes objeti-

vos foram alcangados:

(1)

O modelo de Hodgkin e Huxley com evolugao temporal foi discretizado e
implementado em linguagem Matlab®) através do método de Euler Expli-

cito e Runge Kutta de ordem 4.

O modelo de Hodgkin e Huxley com evolucao temporal e espacial foi dis-
cretizado e implementado em linguagem Matlab® através do método de

Euler Implicito.

O modelo LIF foi discretizado e implementado em linguagem Matlab®

através do método de Euler Explicito.

Foram acrescentadas incertezas aos modelos supracitados e executadas 500
realizacoes com aleatoriedades diferentes, a fim de obtermos resultados
mais condizentes com a realidade biolégica. Ao modelo de Hodgkin e Hux-
ley com evolugao temporal, foram acrescentadas incertezas estocasticas,
e para a sua resolugao numérica foram utilizados os métodos de Euler-
Maruyama e Runge Kutta Estocéstico, que sao modificacoes dos métodos
deteministicos com objetivo de comportar a aleatoriedade inserida.

Para o modelo de Hodgkin e Huxley com evolugao temporal e espacial,

foram acrescentadas incertezas estocésticas, e para a resolucao numeérica
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foi utilizado o método de Euler-Maruyama.

Ao modelo Integrate and Fire, foram acrescentadas incertezas estocésticas,
e para a resolucao numérica foi utilizado o método de Euler-Maruyama.
Para o modelo Hodgkin e Huxley, o acréscimo de incertezas ocorreu: na
corrente externa, nas variaveis dos canais, e na corrente externa e nas varia-
veis dos canais ao mesmo tempo. Este acréscimo fez com que o histograma
relacionando os ISI e a quantidade de disparos apresentasse uma distribui-
¢ao de probabilidade que pode ser aproximada por uma curva lognormal.
Para o modelo Integrate and Fire, o acréscimo de incertezas fez com que o
histograma relativo ao caso Integrate and Fire com perturbagao estocastica
na corrente externa apresentasse distribuicao lognormal, conforme o espe-
rado. Para o caso [F' com limiar estocastico e [F' com reset randoémico, o
histograma também apresentou uma distribui¢ao que pode ser aproximada

por uma curva lognormal.

Foi realizada a comparagao entre os modelos de HH e LIF. Os casos que
puderam ser analisados diretamente neste contexto foram: HH com ruido
do tipo estocastico na corrente externa versus LIF' com ruido do tipo esto-
castico na corrente externa. Em todos os casos, o modelo LIF' apresentou
menor tempo de execugao e menor intervalo de tempo total comportando

todos os disparos.

Foi mostrada a evolucao da travelling wave correspondente a um disparo

neuronal no tempo e no espaco, com e sem aleatoriedades.
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Apéndice A

Algoritmos

Os algoritmos para os modelos HH temporal e espacial e LIF foram imple-
mentados e executados no programa Matlab®.
Em todos eles, a variavel o é representada pelo valor auzx, e a variavel aleatoria
que representa o ruido com Distribuicao Normal Padrao é representado pelo valor

gerado aleatoriamente pelo comando randn.

Al O modelo Hodgkin e Huxley

Al1 HH temporal

Para o algoritmo relativo a este modelo, a variavel y0 representa o vetor que
contém os valores iniciais para V, m, n e h; a varidvel y representa o vetor que
contém os valores das variaveis V, m, n e h na iteracao atual, a variavel N repre-
senta o numero de passos de discretizagao, e a variavel Y representa o novo valor
calculado para o vetor que contém os valores das varidaveis V, m, n e h através do
Método de Euler Explicito ou Runge-Kutta de ordem 4. As variaveis Ninf, Ntau,
Minf, Mtau, Hinf, Htau representam as variaveis dos canais, m, n e h.

Como o modelo de Hodgkin e Huxley nao possui um Limiar de agao pré-fixado,
estabelecemos que quando o valor do potencial V' for maior do que 18 mV, consi-
deramos a ocorréncia de um disparo. Para que nao seja feita a contagem de todos
os pontos onde o valor do potencial V' é maior do que 18 mV apoés o disparo,

utilizamos um esquema de chaves através da variavel disparo: assim que o valor do
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potencial V' assume um valor maior do que zero, a variavel disparo recebe o valor
um, correspondente a um disparo e que vai ser contabilizado através da variavel
contadora disparo_count; assim que o valor do potencial V' assume um valor me-
nor do que zero, a varidvel disparo recebe o valor zero, que s6 voltara a receber
o valor um quando o valor do potencial V assumir um valor maior do que zero
novamente.

Em ambos os algoritmos com os dois diferentes tipos de ruido, este foi acrescentado
tanto na corrente externa quanto nas variaveis dos canais, afim de explicitar todas

as possiveis formas de perturbacao no algoritmo.

80



(1) Método de Euler Explicito

Algorithm 1: HH Deterministico

y0 = [Vinim:hl;

Y = yO0;

k=1;

valores = zeros(1,500);

for i=1:N do

if disparo__count< 500 then
if i>=1 then
y=Y + deltat*F;
Text=12;
V=y(1,1);
n=abs(y(2,1));
m=abs(y(3,1));
h=abs(y(4,1));
= |V;n;m;hl;

Ninf = f1(V)./(fL(V) + £2(V));
Ntau = 1./(f1(V) + £2(V));
Minf = £3(V)./(f3(V) + f4(V));
Mtau = 1./(f3(V) + f4(V));
Hinf = £5(V)./(f5(V)+£6(V));
Htau = 1./(f5(V)-+6(V));

Eql = (Iext — (gNax (m®)« h) * (V — ENa) — (gK * (n*)) » (V —
EK) ~ (gL % (V - BL)))./(cm);

Eq2 = Phi*((Ninf - n)./(Ntau));

Eq3 = Phi*((Minf - m)./(Mtau));

Eq4 = Phi*((Hinf - h)./(Htau));

F=[Eql ; Eq2 ; Eq3 ; Eq4];

end

end

x= x + deltat;
k=k+1;

Vet(1,i) = Y(1,1);

if Y(1,1)>=18 then

if disparo == 0 then
disparo = 1;
vet _disparo(1,k)=disparo;
disparo__count = disparo_count + 1;
valores(disparo_count)=x;

end

end

if Y(1,1)<0 then
| disparo = 0;
end

end
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Algorithm 1: HH com ruido do tipo estocéstico na corrente externa e nas
varidveis dos canais

y0 = [Vin;m;h[;
Y = yO0;
k=1;

vet = zeros(1,N);
valores = zeros(1,500);
sigmal = 24;

sigmall = 0.1;

for i=1:N do

if disparo_count< 500 then

if i>=1 then

y=7Y + deltat*F + [sigmal*sqrt(deltat)*randn;
sigmall*sqrt(deltat)*randn;sigmall*sqrt(deltat)*randn;
sigmall*sqrt(deltat)*randn|;

lext=12;
V:y(l,l),
n=abs(y(2,1));
m=abs(y(3,1));
h=abs(y(4,1));
Y = [Vinymsh|;

Eql = (Text — (gNa* (m3) x h) x (V — ENa) — (gK * (n*)) x (V —
EK) - (gL+ (V - BL))./(cm);

Eq2 = Phi*((Ninf - n)./(Ntau));

Eq3 = Phi*((Minf - m)./(Mtau));

Eq4 = Phi*((Hinf - h)./(Htau));

F=[Eql ; Eq2 ; Eq3 ; Eq4];

end

end

x= X + deltat;
k=k+1;

Vet(1,i) = Y(1,1);

if Y(1,1)>=18 then

if disparo == 0 then
disparo = 1;
vet _disparo(1,k)=disparo;
disparo_count = disparo_count + 1;
valores(disparo_count)=x;

end

end

if Y(1,1)<0 then
| disparo = 0;
end

end
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(2) Método de Runge-Kutta de ordem 4

Algorithm 1: HH Determistico

for i=1:N do

if disparo_count<500 then
lext=12;

K1 = [Eql; Eq2; Eq3; Eq4];

auxl =Y+(deltat/2)*K1;

V = aux1(1,1);

n = auxl1(2,1);

m = aux1(3,1);

h = aux1(4,1);

Eql = (Text — (gNa* (m3) x h) x (V — ENa) — (gK * (n*)) x (V —
EK) ~ (gL (V - EL)))./(cm),

Eq2 = Phi*((Ninf - n)./(Ntau)) ;

Eq3 = Phi*((Minf - m)./(Mtau)) ;

Eq4 = Phi*((Hinf - h)./(Htau)) ;

soma = K1 + (2*K2)+ (2*K3) + K4;
val = ((deltat./6)*(soma));
res = Y —+ Val;

xnovo = xnovo + deltat;
Vet(1,k) = Y(1,1);
if Y(1,1)>=18 then
if disparo== 0 then
disparo = 1;
vet disparo(1,k) = disparo;
disparo__count = disparo_count + 1;
if disparo count==1 then
| valores(1) = xnovo; xant = xnovo;
else
valores(disparo_count) = xnovo—xant;
xant = xnovo;

end
end
end
if Y(1,1)<0 then
| disparo = 0;
end
end

end

83



Algorithm 1: HH com ruido do tipo estocéstico na corrente externa e nas
varidveis dos canais

G =[randn,0,0,0;0,randn,0,0;0,0,randn,0;0,0,0,randn];
Ruido = sqrt(deltat)*randn(4,1);

for i=1:N do

if disparo count<500 then

lext=12; K1 = [Eql; Eq2; Eq3; Eq4];

auxl =Y+(deltat/2)*K1 +G/2*Ruido ;

Eql = (Iext — (gNa* (m3) x h) x (V — ENa) — (gK * (n*)) * (V —
EK)— (gL« (V — EL)) 4 sigmal * randn)./(cm);

Eq2 = Phi*((Ninf - n)./(Ntau));

Eq3 = Phi*((Minf - m)./(Mtau));

Eq4 = Phi*((Hinf - h)./(Htau));

K2 = [Eql; Eq2; Eq3; Eq4] ;

K3 = [Eql; Eq2; Eq3; Eq4] ;

K4 = [Eql; Eq2; Eq3; Eq4] ;

soma = K1 + (2*K2)+ (2*K3) + K4;
val = (deltat/6)*soma +G*ruido;

res = Y + val;

xnovo = xnovo + deltat;
Vet(1,k) = Y(1,1);
if Y(1,1)>=18 then
if disparo== 0 then
disparo = 1;
vet _disparo(1,k) = disparo;
disparo_count = disparo_count + 1;
if disparo count==1 then
| valores(1) = xnovo; xant = xnovo;
else
valores(disparo_count) = xnovo—xant;
xant = xnovo;

end
end
end
if Y(1,1)<0 then
| disparo = 0;
end

G =[randn,0,0,0;0,randn,0,0;0,0,randn,0;0,0,0,randn];
Ruido = sqrt(deltat)*randn(4,1);
end

end
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A.1.2 HH espacial

Algorithm 1: HH Espacial Deterministico

Parte interna da malha:

m=0;

for i=Nt:-1:1 do

for (aux=2:Nt) do

Um(i,aux) = (Um(i + 1, auz) + f3(UV (i + 1, aux)) = deltat) /(1 +
(f3(UV(i+1,aux)) + fA(UV (i + 1, aux))) * deltat);

end
aux=2;
for j=1:(Nx+1) do

I =2000;

if (j==i-99+4m) then

if (i<101) then

B(5,1) =
UV (i+1, j)+(deltat/C)x(gNax ENax(Um(i, j))*Uh(i, j)+
gK*xELx(Un(i,j)*)+gL*EL)+ (I xdeltat)/(pixaxCxdeltaz);

end
else
if (i<101) then
B(j,1) =UV(i+1,j) + (deltat/C) * (9Na * ENa *
‘ (Um(i,7)3) * Uh(i, j) + gK * EL % (Un(i, j)*) + gL x EL);

end
end

if (j>1) then

if (j<101) then
Matriz(j,j — 1) = L(1,2);
Matriz(j,j) = D(1,2);
Matriz(j,j +1) =U(1,2);
end

end

end
V = inv(Matriz) * B;
uvii,:) =V,
m=m-+2;

end
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Algorithm 1: HH Espacial com ruido estocéstico nas variaveis dos canais

Parte interna da malha:
m=0;
for i=Nt:-1:1 do
for (aux=2:Nt) do
Um(i,aux)
= (Um(i + 1,aux) + f3(UV (i + 1, aux)) = deltat) /(1 + (f3(UV (i +
1,auz)) + fA(UV (i + 1,aux))) * deltat) + randn = sqrt(deltat) * 0.04;

end
aux=2;
for j=1:(Nx+1) do

I = 1500;

if (j==i-994+m) then

if (i<101) then

B(j.1) =
UV (i+1, j)+(deltat/C)x(gNax ENax(Um(i, j)*)*Uh(i, j)+
gK*xELx(Un(i,§)*)+gL*EL)+(Ixdeltat)/(pixaxCxdeltaz);

end
else
if (i<101) then
B(j,1) =UV(i+1,j) + (deltat/C) * (9Na * ENa *
‘ (Um(i, j)?) * Uh(i, j) + gK * EL* (Un(i, j)*) + gL * EL);
end

end

if (j>1) then

if (j<101) then
Matriz(j,5 — 1) = L(1, 2);
Matriz(j,7) = D(1,2);
Matriz(j,j +1) =U(1,2);
end

end

end

V =inv(Matriz) = B;
uvii,:) =V,
m=m-+2;

end

A.2 Modelo Leaky Integrate and Fire

Para o algoritmo relativo a este modelo, a variavel s tem como fungao

atuar como uma chave: se o valor da voltagem v for maior que o limiar
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de acao pré-estabelecido, esta assume valor 1 e ocorre um disparo, caso
contrario esta assume valor zero. Isto ocorre porque no coédigo assumimos
que hd uma combinagao convexa entre Ey, e (v — dt/tau ((v — E_L) —
RI..;)). Esses valores sdo armazenados no vetor s rec. Os valores de v sdo
armazenados no vetor v_ rec e os valores de dt (evolugao do passo de tempo
dt) sdo armazenados no vetor ¢ rec. O vetor h armazena os valores em
modulo dos intervalos de tempo entre os disparos, e a variavel temp guarda
a soma desses valores, para termos o tempo total em microsegundos.

O algoritmo relativo a forma de perturbagao no reset randémico apresenta
ruido no potencial de repouso, ou seja, a varidvel perturbada FEj passa a
ter valor £y, + (aux X randn) .

No algoritmo relativo a forma de perturbacao com ruido estocéastico na
corrente externa, a variavel perturbada RI..; passa a ter valor Rl..; +
(auz X randn).

Eis os trechos principais de cada algoritmo :
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Algorithm 1: LIF Deterministico

cont = 0;
t_step = 0;
t=0;

dt = 0.0001;

while cont < 500 do
t_step =t _step + 1;

t=t+dt;
s = v > theta
v=s*xE, +(1—s)x(v—dt/taux((v—FE L) — Rl.));

(1—s
v_rec(t_step) = v;
t_rec(t_ step) = t;
s_rec(t_step) =s;
if s rec(t step) == 1 then

val = t_ step*dt;

cont = cont +1;

vet(cont) = val;
end

end

h = zeros(1,cont-1);

for i = 1:cont-1 do
h(i) = abs(vet(i+1)-vet(i));
temp = temp-+h(i);

end
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Algorithm 1: LIF com ruido no reset randémico

cont = 0;

t_step = 0;
t=0;
dt = 0.0001;

while cont < 500 do
t_step =t _step + 1;

t=t+dt;
s = v > theta
v=s*xE, +(1—s)x(v—dt/taux((v—FE L) — Rl.));

(1—s
v_rec(t_step) = v;
t_rec(t_ step) = t;
s_rec(t_step) =s;
if s rec(t step) == 1 then

val = t_ step*dt;

cont = cont +1;

v = E_L+aux*randn; vet(cont) = val;
end

end

h = zeros(1,cont-1);

for i = 1:cont-1 do
h(i) = abs(vet(i+1)-vet(i));
temp = temp-+h(i);

end
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Algorithm 1: LIF com ruido no limiar estocéstico

cont = 0;

t_step = 0;
t=0;
dt = 0.0001;

while cont < 500 do
t_step =t _step + 1;
t=t-+dt;
s = v > theta 4+ aux*randn
v=s*xFEp+ (1 —3s)*x(v—dt/taux ((v—FE L)— Rley));
v_rec(t_step) = v;
t rec(t step) =t
s_rec(t_step) =s;
if s rec(t step) == 1 then
val = t_ step*dt;
cont = cont +1;
vet(cont) = val;
end

end

h = zeros(1,cont-1);

for i = 1:cont-1 do
h(i) = abs(vet(i+1)-vet(i));
temp = temp-+h(i);

end
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Algorithm 1: LIF com ruido estocastico na corrente externa

cont = 0;

t_step = 0;
t=0;

dt = 0.0001;
aux=2;

while cont<500 do
t_step =t step + 1;

t = tdt;
s = v > theta;
v =

skEp+(1—s)x(v—dt/taux((v—Ep)—(RI.xt)))+sigmalxsqrt(dt)«randn;
v_rec(t_step) = v;
t_rec(t_step) = t;
s_rec(t_step) =s;
if s rec(t step) == 1 then
val = t_ step*dt;
cont = cont +1;
vet(cont) = val;
end
end

91



