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Prefacio

Este texto foi preparado objetivando dar suporte ao Minicurso ”Modelagem Mul-
tiescala em Materiais e Estruturas”, apresentado pelos autores durante o XXVII
Congresso Nacional de Matemética Aplicada e Computacional (CNMAC) em Porto
Alegre - RS em 2004.

O Minicurso faz parte de um esforco em que os autores estdo envolvidos com
o intuito de consolidar a area de modelagem multiescala, com particular énfase
na area de materiais avangados, no Brasil. Tal esforco tem se alicercado na or-
ganizacao de eventos que congreguem especialistas e interessados. Este foi o caso
de uma sessdo tematica no ERMAC de 2004 no Rio de Janeiro e de trés even-
tos (http://www.ce.uiuc.edu/paulino/workshop2004) conjuntos com pesquisadores
americanos nos ultimos trés anos com grande apoio da National Science Foudation
(NSF).

O texto nao tem a pretensao de esgotar o assunto mas tem como objetivo central
despertar o interesse na area. Desta forma os autores colocam-se a disposi¢ao
para serem contatados, seja para ouvir criticas que visem o aperfeicoamento deste
trabalho como para expor com mais profundidade suas experiéncias e visdes sobre
o tema.
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Capitulo 1

Introducao

Nas ultimas décadas as industrias mecanica, aeronautica, aeroespacial, naval, nuclear
e até mesmo a construgao civil, além de exporem os materiais convencionais a
condicoes de trabalho cada vez mais rigorosas, iniciaram a fabricagao de compo-
nentes empregando novos materiais, onde incluem-se polimeros, cerdmicas, e com-
postos em geral. KEstas questoes levam a necessidade do estabelecimento de mo-
delos matematicos para os materiais capazes de representar o seu comportamento
quando submetidos a todo tipo de solicitagoes, tais como: cargas permanentes, car-
gas dinamicas, cargas ciclicas, solicitagdes térmicas, e suficientemente gerais para
incluir efeitos de fluéncia, envelhecimento, endurecimento/amolecimento por de-
formagao e/ou tempo, e deterioragdo do comportamento devido a fenémenos de
dano provocados por micro-fissuracao e outros. Por outro lado, o desenvolvimento
de novos materiais e de novas tecnologias em componentes mecanicos e em estru-
turas tém sido responsdveis por intimeros avancos e melhoria de desempenho em
varios sistemas de engenharia. Um exemplo significativo disto sdo os assim cha-
mados MEMS ( Micro-Electro-Mechanical Systems ) que tém permitido através da
conjugacao de técnicas de fabricagao de micro-circuitos integrados em eletronica e
de micro-usinagem com funcionalidades estruturais atingir objetivos como moni-
toragdo e manipulagdo de objetos de escala muito reduzida. Outros exemplos sao
facilmente encontrados em estruturas inteligentes, protecao térmica utilizando ma-
teriais funcionais e robdtica. Em todas essas situagoes, um aspecto marcante é a
combinagao de caracteristicas especificas dos materiais que constituem os compo-
nentes mecanicos e a funcionalidade desejada. Esse tipo de integracao que envolve
o conhecimento e desenvolvimento de materiais, muito freqiientemente no nivel da
micro-estrutura, com técnicas de andlise e projeto, quase sempre praticadas na
macro-escala, requer um grande esfor¢co em termos de pesquisa cientifica e desen-
volvimento tecnolégico. E fato que muito ja se tem feito nesse terreno, o que gerou
novos segmentos do conhecimento como a Nanomecénica.

Quando se pensa em materiais avancados e nas condigoes rigorosas de servico
a que estdao submetidos, a elaboracao dos modelos computacionais é fundamental
para que seja possivel projetar e fabricar qualquer tipo de componente dentro de
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padroées de qualidade, seguranga, durabilidade e confiabilidade existentes . Aqui, é
importante ressaltar que o simples conhecimento fisico-quimico-metalurgico das ca-
racteristicas termomecéanicas de cada constituinte néo é suficiente para a predigao do
comportamento global do componente ou de uma estrutura. O rapido crescimento
de novos materiais bem como a necessidade de um entendimento mais profundo do
comportamento dos materiais béasicos tém posto em evidéncia a importancia dos
mecanismos micro-estruturais do material. Nos ultimos 25 ou 30 anos a mecanica
computacional tem se tornado um componente que desempenha um papel funda-
mental na drea da ciéncia dos materiais ([16] e [4]). Estudos baseados em modelos
computacionais envolvendo inelasticidade em materiais policristalinos, instabilidade
material e mecanica da fratura tornaram-se exemplos da importancia da articulagao
entre as duas areas.

Apesar do sucesso obtido até o presente momento, restam, ainda, grandes desa-
fios a serem vencidos. Uma das questoes centrais reside na presenca de diferentes
escalas nos modelos. Estas estao associadas, por exemplo, aos efeitos no nivel das
estruturas atomicas bem como a fraturas detectaveis por inspecao a olho nu. Tal
diversidade engendra obstaculos que vao desde o mau condicionamento dos proble-
mas matematicos resultantes até a necessidade de articulagao de grupos envolvendo
especialistas de diferentes disciplinas. Adota-se usualmente o agrupamento de tais
escalas em trés segmentos: micro-escala, meso-escala e macro-escala. A perspectiva
associada a descri¢ao da danificagao de um material é adotada com o intuito de se
buscar uma melhor compreensao desta divisao. Genericamente falando, um pro-
cesso de danificacao refere-se a degradacao ou ruptura de materiais. Ele pode ter
varias origens como oxidagao, corrosao e acidentes entre outros. Nesse contexto, a
micro-escala esta associada a vazios atémicos ou discordancias correspondendo a di-
mensoes tipicamente expressas em nanometros, enquanto fraturas de facil detecgao
sao consideradas efeitos de macro-escala.

Em grande parte dos aqui chamados materiais avangados, o nivel micro é carac-
terizado por uma grande heterogeneidade. A meso-escala constitui um elo de ligagao
entre as outras duas, através do qual torna-se possivel a utilizacao da mecanica do
continuo ([7]) sendo que os efeitos localizados sao levados em conta através de al-
guma forma de média, como o que acontece em processos de homogeneizagao [15]
a partir de uma 6tica micro-estrutural. Por vezes, uma filosofia diferente é adotada
na qual um modelo fenomenolégico permite a inclusao dos eventos microscépicos.
Ele utiliza para esse proposito as assim denominadas varidveis internas. Este tipo
de abordagem é usualmente chamado de mecanica do dano continuo, no qual o
material é tratado como homogéneo e o papel das heterogeneidades é contemplado
através dessas novas varidveis. A conexdo com o mundo da micro-escala é dada a
partir de um elemento de volume representativo, no qual através de efeitos médios as
realizacoes discretas do dano sao incorporadas. Em algumas situacoes sao adotadas
formulagoes que estabelecem equagoes acopladas com variaveis nas duas escalas, ou
mesmo nas trés [24]. Normalmente estas utilizam o método dos elementos finitos e
requerem a utilizagao de estratégias numéricas da computagao de alto desempenho.

Ao longo de sua vida util, as estruturas, ou componentes mecanicos, podem
falhar por diferentes processos de dano. Nas estruturas constituidas de laminados
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compostos, os principais mecanismos de falhas sao oriundos de trincas na matriz,
descolamento entre a fibra e a matriz, fratura das fibras e delaminagao. Todos estes
defeitos causam perda de integridade do laminado, resultando em perda de rigidez
e resisténcia. Assim, para determinar a capacidade de carga e a vida util de uma
estrutura composta é fundamental que se estude o inicio e a evolugao desses pro-
cessos de dano. Na ultima década, consideraveis progressos tém sido alcancados
no entendimento da iniciacao e evolucao de varios modos de dano. Mas este en-
tendimento tem sido limitado a condi¢oes geométricas e de carregamento bastantes
simples. Além disso, a maioria das pesquisas buscam apenas o entendimento de um
mdulo de falha isolado, tais como, o efeito das trincas da matriz ou da delaminagao
na rigidez, na resisténcia ou vida de um laminado. Muitas questoes permanecem
em aberto quanto a interagao entre os diversos mecanismos de falha e a integridade
estrutural, principalmente em situagoes complexas de carga e geometria, em mate-
riais nao homogéneos e anisotrépicos como costumam ser os laminados compostos.
A principal dificuldade em um modelo matemaético do dano é a diferenca de escala
que estd envolvida no processo de iniciacao e progressao do dano. No nivel mi-
croscopico o foco estd na fibra e na matriz e na interface fibra-matriz, mas no nivel
macroscopico, o interesse reside na resposta global da estrutura. A primeira falha
sempre se inicia em um nivel micro, mas os mecanismos de dano envolvem defeitos
macroscopicos.

O efeito da delaminagao na rigidez e na resisténcia nao é tao bem compreendida
como o efeito do das microtrincas que ocorrem na matriz. A maioria do esforgo
na area da delaminacao é direcionado na predigao da iniciacao e no crescimento do
processo de delaminacao, mas pouco se estudou sobre a relagao entre a delaminagao
e os outros modos de falha, como as trincas da matriz ou o rompimento das fibras.
A maior parte dos estudos desenvolvidos é baseada em modelos de bidimensionais
de tensao ou deformagao. Entretanto, o dano em laminados compostos é governado
por um estado tridimensional de tensao e por uma interagao complexa entre os
varios mecanismos de dano. As técnicas atuais de andlise ainda ndo conseguem
lidar eficientemente com os efeitos combinados dos varios modos de dano agindo
simultaneamente uma estrutura composta, com configuragdo complexa, sujeita a
condicoes combinadas de carregamento. Esta tarefa torna-se bem mais complicada
quando se consideram as tensoes residuais induzidas pelo processo de fabricacao,
por cargas térmicas e por fenémenos higroscopicos. Todos esses efeitos, muitas
vezes irrelevantes em materiais convencionais como os metais, sdo fundamentais
na determinacao na integridade dos compostos. Estes fatores tornam o estudo
da integridade estrutural de compostos um tema dificil, mas desafiador e crucial
para o desenvolvimento tecnolégico, tendo vista a crescente utilizagao dos materiais
compostos em todas as dreas de aplicacao.

A utilizacdo intensiva de modelos matematicos e computacionais em aplicacoes
envolvendo materiais avangados e estruturas requer a validagao através de experi-
mentos apropriados ([23],[2],][22], [25] e [1]). Estes deverao ser capazes de verificar,
em cada uma das escalas envolvidas, a acurédcia das previsoes obtidas a partir de
tais modelos. Essa validagao sé é possivel dado o atual estdgio de areas como image-
amento e microscopia eletronica. Tais aspectos fogem ao escopo deste texto mas,
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de forma alguma, podem ser esquecidos por aqueles que desejam trabalhar na area
de materiais avangados.

Em uma nova concepgao de projeto, advinda a partir da utilizagao crescente de
novos materiais, o conceito de especificacao de material estd cada dia mais distante.
Incorpora-se a idéia de projeto do material como parte integrante do projeto do
equipamento ou da estrutura. Os materiais sao projetados com as propriedades
e caracteristicas fisicas exigidas pelas especificagoes de funcionamento dos equipa-
mentos [28]. Tal pritica de projeto deve alicergar-se fortemente na modelagem
multiescala. A figura 1.1 apresenta, de forma esquemaética, uma possivel aborda-
gem para essa nova concepgao de projeto. Nesta figura destacam-se claramente as
diferentes escalas, seja no espago seja no tempo.

Tempo
ms
Us
Policristais
ns ﬁ))lnaica de
iscordancias
Estrutura Atdmica

nm pm mm

Espaco

Figura 1.1: Ilustragdo de Abordagem Multiescala para Aplicagdes

Torna-se, neste ponto , importante destacar que o presente texto nao tem a
pretensao de esgotar um tema complexo e desafiante como a modelagem multies-
cala. Esta apresentagao tem como objetivo despertar o interesse no leitor pela area
e, principalmente, destacar o papel central da modelagem multiescala no mundo
dos materiais avancados e suas aplicagoes. O restante do texto se divide da se-
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guinte maneira: capitulo 2 é dedicado a uma apresentagao sucinta da Mecanica
dos Corpos Deformaveis; os capitulos 3 e 4 apresentam uma introducao a técnicas
de modelagem multi-escala, seja do ponto de vista da formulagdo de modelos seja
pela perspectiva da utilizacao de métodos numéricos para solucao dos problemas
matematicos resultantes. Por fim, no capitulo 5, apresenta-se algumas observagoes
finais.



Capitulo 2

Introducao a Mecanica dos
Corpos Deformaveis

Neste capitulo apresenta-se uma breve introducao a Mecanica dos Corpos De-
formaveis, na qual nao se pretende fazer uma exposicao detalhada ou esgotar todos
0s aspectos basicos. Para tanto os leitores sao convidados a utilizar as referéncias
que sao citadas ao longo do texto. O objetivo deste capitulo é estabelecer idéias e
conceitos basicos a partir de uma apresentacgao, mais intuitiva do que rigorosa, sos
principios bésicos da Mecéanica do Continuo [7].

Qualquer corpo, independemente do material que é constituido, deforma-se ao
ser solicitado por forgas ou outros estimulos (calor por exemplo) externos. Por de-
formacao entende-se uma mudanca da forma geométrica ocupada pelo corpo espon-
taneamente.

Tal deformacao depende do material do qual o corpo é feito e, desta forma,
esta diretamente relacionada as propriedades mecanicas deste material. Estas pro-
priedades sao o objeto da Mecénica dos Materiais que terd grande destaque nessas
notas.

Existem, essencialmente, trés regimes de deformagao , sendo estes correspon-
dentes as propriedades dos materiais que de forma sucinta sao apresentadas abaixo:

e Propriedades Eldsticas dos Materiais: estas governam as chamadas deformagoes
elasticas que se caracterizam por , uma vez retiradas as forcas que as causa-
ram, o corpo retornar a sua forma geométrica original.

e Plasticidade: trata das deformagoes plasticas nas quais o corpo nao retorna
a forma original depois da remogao das causas da deformagao. Existem de-
formagoes permanentes.

e Resisténcia a Fratura: trata da possibilidade da separacao do material em duas
ou mais partes, perdendo o contato entre elas. Consiste em um aspecto central
em qualquer projeto em engenharia, uma vez que pode estar diretamente
relacionada a perda de funcionaliade, ou mesmo falha grave.
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Neste ponto é importante ressaltar que as propriedades mencionadas acima fo-
ram descritas a partir de uma visao macroscépica e sao, freqiientemente, caracte-
rizadas através de ensaios experimentais que levam a uma descri¢ao fenomenoldgica.
No entanto, essas mesmas propriedades sao diretamente governadas pela micro-
estrutura dos materiais e, portanto, podem ser entendidas a partir desse nivel de
observacao, gerando, assim, uma abordagem multi-escala o que é o objeto central
deste curso e sera explorada nos préximos capitulos.

2.1 Tensoes e Equilibrio

Como dito anteriormente, as idéias sao introduzidos de forma intuitiva , explorando
,essencialmente, conceitos basicos de Fisica e Matematica. Formalicagoes rigorosas
podem ser encontrada em vasta literatura (ver [7] e referéncias desse livro).

O primeiro conceito a ser introduzido é o de tensao e, para tanto, usa-se uma
situagao simples esquematizada na figura 1. Nesta figura, apresenta-se um trecho
de uma barra longa (o termo barra é utilizado aqui para designar um sélido que
possui uma dimensdo muito maior do que as outras duas) que estd submetida a um
par de forcas de magnitude F' em ambas as suas extremidades , este alinhado com
a diregao dessa barra. Este corpo estd em equilibrio (o somatério das forgas é 0) e ,
portanto, qualquer porgao deste também estard, conforme o representado na figura
1.

Figura 2.1: Uma barra solicitada por um par de forcas em sua direcao principal

A tensao (uniaxial neste caso), expressao do estado interno do corpo, é definida,
entao, como :

o=~ (2.1)

onde A é a drea da secdo transversal. Considerando que as deformagdes sofridas
pelo corpo possam ser consideradas ”pequenas”, confunde-se A com seu valor nao
deformado. Portanto, dada uma forca conhecida pode-se, para a situagao apresen-
tada, computar facilmente o estado de tensdo ao qual o corpo estd submetido. Esta
tarefa é significativamente mais complicada em uma situagao mais geral envolvendo
um corpo e carregamento sem particularidades geométricas como a apresentada na
figura 2.

Para computar o estado de tensoes em um ponto O, corta-se o corpo em duas
partes (aqui se emprega linguagem figurada para se referir a uma agao conceitual
abstrata) segundo um plano de normal n,o que é apresentado esquematicamente na
figura 3. Nessa figura destaca-se a presenca de forcas internas , resultado da agao
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Figura 2.2: Introduzindo o conceito de forgas internas em um corpo 3-D

da outra porcao sobre aquela mostrada na figura. Estas forcas sao necessarias para
garantir que o corpo permaneca em equilibrio e sdo uma consequéncia da tendéncia
dos materias de se manterem integros.

Figura 2.3: Introduzindo o conceito de tensao em uma situagao 3-D

De forma similar a linha de raciocineo seguida para o caso 1-D, introduz-se o
vetor tracao ty,

o} AF
T AdBo AA

O vetor introduzido acima pode ser expresso através de seus componentes em
uma base cartesiana fixa ey, ey, €y, Ou seja

tn (2.2)

th = theex + tnyey +tp.€q

O estado de tensdo fica entdo determinado caso seja possivel conhecer o vetor
tracao para qualquer direcao de corte n. Em verdade basta apenas conhecer o
que acontece em relagao a trés diregoes mutuamente ortogonais e introduzindo-se o
tensor das tensoes o expresso na forma de uma matriz abaixo:

Ozx Tay Taz
Tye  Oyy  Tyz (2.3)

Tzx Tzy Ozz

Q
Il
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onde os oj; introduzidos na matriz acima sao os componentes dos vetores tracao
definidos a partir de normais coincidentes com as dire¢oes x,y, z nessas mesmas
direcoes. O significado de tais componentes é melhor compreendido na figura 2.4,
na qual o ponto O em que estd se computando o estado de tensdes tem sua vi-
zinhanca representada por um cubo infinitesimal, cujas arestas sao paralelas as
direcoes coordenadas.

Figura 2.4: Componentes do tensor das tensoes nas dire¢oes coordenadas

Os componentes sao considerados positivos quando estdao no mesmo sentido da
normal que define o plano de corte. Os escalares 04,04y € 0., sdo chamados
componentes de tensao normal. Os demais sao os componentes de tensao cisalhante.

Ao examinar todos as possibilidades no que diz respeito & escolha de coordenadas
( 0 que na prética traduz-se em girar o cubo infinitesimal em torno de O), chega-se
a conclusao que ha uma triade de direcoes que corresponde as maximas tensoes
normais (pode-se provar sem grande dificuldade que essas diregoes correspondem
aos autovetores da matriz o, sendo os autovalores as maximas tensoes normais [7]).
Normalmente essas diregoes sao denotadas pelos nimeros 1, 2 e 3.

Como ja dito anteriormente, as forcas internas, expressas através do tensor das
tensoes, sao diretamente ligadas ao equilibrio no corpo. Isso pode ser melhor enten-
dido a partir da obtencao das equacoes de equilibrio que serao desenvolvidas abaixo
em um contexto bi-dimensional unicamente para facilitar a compreensao. O ponto
de partida € a figura 2.5 na qual se considera um quadrilatero infinitesimal de lados
dz e dy (a versdo bi-dimensional do cubo).Admite-se que os componentes de tensao
variam de forma suave no interior desse quadrilatero de forma que os valores assu-
midos nas faces podem ser aproximados a partir de uma série de Taylor, conforme
ilustrado na figura 2.5.

Utilizando mais uma vez o conceito béasico de equilibrio e lembrando que cada
componente de tensao expressa a distribuicao de forcas internas sobre uma area,
tem-se que o somatorio de forcas na direcao x é dado por
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do, dy
st T
Brye_dy
Tty 7
%
P
. 5
x
e
_Bnmdy
T Ty 2
_Boy gy
& Ty 2
dx

Figura 2.5: Equilibrio em um elemento infitesimal

B 004y dx OTyz dy 00, dx

D Fe= (vt ) (e kGG (o = ) (24)
OTyz dy B

—(Tya — dy ?) + fedxdy =0 (2.5)

onde f, denota a componente das forgas distribuidas externas na diregao x. Rear-
rumando os termos em 2.5, obtem-se a seguinte equagao diferencial de equilibrio:

0020 OTyg
or oy

De forma andloga ao explorar-se o equilibrio de forcas na direcao y obtem-se

+fa=0 (2.6)

Tov 4 f,=0 (2.7)

Tendo em vista que em um corpo em equilibrio o balango de momentos é nulo em
relacao a qualquer ponto, conclui-se que, ao tomar esse ponto como o centro do ele-
mento quadrilatero, a matriz o é simétrica. Isto significa dizer que os componentes
cisalhantes o;; sao iguais aos o0;.

As equacoOes acima foram desenvolvidas para um ponto qualquer do corpo e
portanto sao validas em qualquer ponto deste. Podem ser expressas em uma forma
mais compacta dada por :

divo +f=0 o=o" (2.8)

onde div denota o operador divergente .
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2.2 Deformacoes

Mais uma vez , langa-se mao de uma situagao particular (corpo unidimensional)
com o intuito de introduzir um novo conceito. Na figura 2.6 apresenta-se uma barra
(aqui o termo barra tem o mesmo sentido daquele empregado anteriormente) cujo
comprimento incial (antes da deformagéo) é ly. Em ambas as situagdes mostradas
na figura , a barra tem sua geometria inicial modificada, portanto sofrendo uma
deformacao causada por solicitagoes externas. Tendo em vista as caracteristicas
particulares da barra, esta deformagao uniaxial pode ser expressa de forma simples
através da alteragao de ly. Assim , define-se como deformacéo e = lA—ol, onde Al =
I =1y (I o comprimento final da barra seja em tragdo ou em compressao, situagoes
mostradas na figura 2.6 a esquerda e a direita, respectivamente)

(a}

1
|

Figura 2.6: Deformacao uniaxial de uma barra: tracao (esquerda) e compressao
(direita)

A situagao tratada inicialmente leva a uma deformacao dita normal, ja que trata
da alteragdo de uma caracteristica geométrica (o comprimento de um segmento) em
sua proépria diregao . O outro modo basico de deformacao é o que diz respeito a
mudancas entre diregoes coordenadas, ou seja alteragoes angulares como a mostrada
na figura 2.7. Para pequenas deformagoes, a deformagao angular (ou cisalhante pela
sua ligagdo direta com a tensdo cisalhante sugerida na figura) pode ser expressa

através de v = 7.

-
B

Figura 2.7: Deformagao angular

Ambos os modos bésicos de deformagao, normal (extensdo) e angular (cisal-
hante ), s6 podem ser expressos da maneira que foram anteriormente quando as
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deformacoes sao consideradas pequenas de modo que as configuracoes assumidas
pelo corpo inicial (indeformada) e final (deformada) possam ser ”confundidas”.
Dito de outra maneira as relagoes geométricas sao simples e geram relacoes linea-
res (ex.: angulos e suas tangentes sdo préximos). Esse tipo de hip6tese conduz a
simplificagbes bastante signficativas na solugao de problemas. Felizmente em uma
grande parcela dos problemas em engenharia essas hipdsteses sao verificaveis.

A posicao espacial ocupada pela configuragdo deformada é, normalmente, ma-
peada através do vetor deslocamento u. Este é definido pela difenca entre a posigao
final e a inicial de cada ponto do corpo. Obviamente, o vetor deslocamento define
a geometria da configuragdo deformada e, portanto, é relacionado as medidas de
deformacoes sugeridas anteriormente. Esta relagao passa a ser explorada em uma
situagao bi-dimensional apresentada na figura 2.8. Nesta aparecem as configuragoes
inicial ( quadrildtero infinitesimal OCDE linha cheia ) e final (linha pontilhada).

Figura 2.8: Deformagao Plana

Aplicando as definigbes introduzidas anteriormente temos os seguintes compo-
nentes de deformacao

oc-oc _ Az + %4Az— Az du
—_— Y = m

Cow = oltlrrgo ocC = Arso Ax ~ oz (2.9)
'E — OF Ay+ Ay — Ay
eyy = lim OF —OF = lim Oy = ov (2.10)
OC—0 OF Ay—0 Ay 8y

onde u e v sao, respectivamente os componentes horizontal e vertical do vetor des-
locamento. Seguindo uma linha semelhante para as deformagoes angulares tem-se
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2 Ax Ay

. ™ ™ g—vAI g—ZAy
Yoy = Vyz = lim = L
: Az, Ay—0 \ 2

ov  Ou
= — 4+ — 2.11
) ox * dy ( )

A partir das equacoes obtidas acima, introduz-se o tensor de deformagoes para
um corpo tridimensional como

9 1,0 9 1,0 o)
1 88_1; ) E(B_;a+8_z> ?(g_z+é?_z)
e=| 3(5 +3,) 3y 2(52 + 5) (212)
fé) fé) 9 9 1o}
35+ 50 (45 7z

O tensor de deformacao pode ser expresso em uma forma mais compacta que
aquela de (2.12) através de

€= %(Vu +VTu) (2.13)

onde V é o operador gradiente.

2.3 Comportamento Material

Até agora, tensdo e deformagado foram tratados de forma independente, sem que
fosse estabelecido qualquer vinculo entre eles. Ambos fazem parte da resposta de
um corpo deformével quando solicitado por acbes externas. Na verdade , tensao e
deformacao sao diretamnete relacionados por uma relagao constitutiva que repre-
senta o comportamento do material nos termos descritos no comego deste capitulo.
Esta relacdo é escrita sob a abordagem macroscépica . A obtengao dessa relagao
segue potencialmente dois caminhos . O primeiro consiste na realizacao de ensaios e
a proposicao de formas da relagdo. Os parametros sdo, entdao, determinados a partir
das medigoes realizadas durante esses ensaios. Esta é essencialmente uma aborda-
gem macroscopica. O segundo caminho consiste na observacao da microestrutura,
0 que requer o uso intensivo de microscopia, e no estabelecimento de relagoes entre
esta e o comportamento macroscépico. Este iltimo ftem é um dos focos do presente
curso.

2.3.1 Comportamento Elastico dos Materiais

Essencialmente, o comportamento elastico é aquele onde o corpo retorna a sua con-
figuragao original tao logo as a¢Oes que promoveram uma determinada deformagao
cessem.

Quando o corpo ¢é submetido a pequenas deformagoes, o comportamento obser-
vado é geralmente eldstico e a relagdo constitutiva a ele associado (tensdo como
funcdo da deformacao) é linear, ou seja

o =De (2.14)
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onde D é um tensor de quarta ordem cujos componentes sao os parametros que
governam a resposta elastica do material. Considerando que o material é isotrépico,
ou seja, sua resposta é a mesma qualquer que seja a direcao da solicitacao, D é
definido por apenas dois parametros materiais: o mdédulo de Elasticidade E e o
coeficiente de poisson v. Nesse caso a equagao constitutiva (2.14) resume-se a

1

€zz = E[sz - V(Jyy + UZZ)]
1

Cyy = E[Uyy — V(042 +022)]
1

€zz = E[Uzz - V(Uyy + UM)]
-
Ta:z

Yoz = q
h

onde G = —£—~ é 0 médulo de cisalhamento .

(142v)



Capitulo 3

Modelagem Multiescala :
Homogeneizacao e Médias

O termo multiescala vem sendo empregado com diferentes significados em diferentes
contextos. Em termos gerais, o que certamente abrange muitas dessas conotagoes,
multiescala, no contexto de modelagem, é uma designagao genérica para a con-
strucao de modelos , bem como a solucao dos problemas mateméticos dali origi-
nados, que sejam capazes de conter importantes caracteristicas e fenémenos fisicos
ou quimicos que ocorrem em escalas (sejam elas espaciais ou temporais) menores
do que aquelas em que o problema é usualmente tratado. Diversas sao as situagoes
onde esse tipo de abordagem se faz necessaria , indo desde a anélise de escoamentos
em meios porosos [24] até a concepgao de novos materiais [18], projetados especifi-
camente para atender requisitos de funcionamento.

Nos tltimos anos, materiais compdésitos [19], em que o corpo é constituido de
pelo menos dois componentes (freqiientemente dispostos na forma de matriz e fibras
que refor¢am a resisténcia do corpo em uma dire¢ao previamente escolhida) tem sido
cada vez mais empregados em aplicagoes em engenharia onde se deseja obter um
aumento do desempenho de sistemas estruturais. Isto se deve a pelo menos duas
razoes. A primeira reside na relacao resisténcia mecanica - peso, muito maior que
a de materiais mais tradicionais. O segundo elemento tem haver com o fato que
esses materiais podem ser projetados para atender demandas especificas através da
escolha dos componentes e da orientagdo geométrica relativa das ldminas (conjunto
formado por matriz e fibras), o que é apresentado de forma esquemadtica na figura
3.2. Situagdo semelhante desperta interesse na utilizacao de varios outros materiais
levando a uma nova concep¢ao conhecida como ”projeto de materiais”[28] e [5], que
utiliza de forma sistemédtica conceitos e técnicas multi-escala.

Nesta apresentagao introdutéria os exemplos acima sao utilizados tao somente
como motivacao e ilustracao . O propésito do presente texto é apresentar aspectos
centrais da modelagem multi-escala com énfase em materiais avangados. Este é o
objeto deste e do préximo capitulo, sendo que neste apresenta-se uma abordagem
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para obtencao de modelos baseados na micro-estrutura . No capitulo seguinte sao
apresentadas formulagoes e técnicas computacionais .

3.1 Micromecanica e Homogeneizacao

A Micromecanica, tema da presente se¢io, serd apresentada buscando-se explorar,
mais uma vez, os aspectos mais conceituais de uma forma nao extremamente rigo-
rosa. A idéia bésica é que um material microscopicamente heterogéneo (repare que
todos os materiais sdo heterogéneos dependendo da escala em que sdo observados)
possa ser representado em termos macroscopicos como homogéneo mas que isso nao
seja feito através da obtencao dos pardmetros constitutivos (veja capitulo anterior)
através de experimentos (ou pelo menos nao s6 através destes). O material pos-
suird parametros efetivos que serao obtidos através de técnicas de homogeneizagao
[15]. Como primeiro passo nesse sentido introduz-se o conceito de volume elemen-
tar representativo (VER) [9] e [8]. Um VER associado a um ponto do corpo é um
volume material que é estatisticamente representativo da vizinhanca desse ponto.
Este ponto material é denominado, usualmente, macro-elemento, enquanto os mi-
croconstituintes do VER sao chamados de micro-elementos. De maneira a atingir
a equivaléncia estatistica citada anteriormente , o VER deve conter um nimero
muito grande de micro-elementos , portanto suas dimensoes sao muito maiores do
que as heterogeneidades e, ao mesmo tempo, deve ser muito menor que o corpo
que estd sendo analisado. A figura 3.1 ilustra, de forma esquematica, o conceito
do VER. Nesta figura, a vizinhanca de um ponto material tipico, designado por P,
que poderd servir de VER é apresentada de forma ampliada, dando-se realce a sua

miCrOeStr"h'““ prnranlava ~Ara fanthden sramiac cevnRac Fvineao A :nn]!1nnseS.

MACROSCALE MICROSCALE
CONTINUUM

inclusions

Figura 3.1: Um VRE construido em torno do ponto material P

A escolha do VER desempenha um papel fundamental na fidelidade com que a
modelagem multiescala venha a reproduzir o comportamento real de um determi-
nado material, uma vez prové as condigoes objetivas para a ligacao entre os mundos
microscépico e macroscopico. Em muitos casos a utilizagao de um determinado VER
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nao atende os requisitos estatisticos brevemente citados anteriormente conduzindo
a uma aproximagao que necessita ter sua validade avaliada através de metodologias
sofisticadas, combinando modelagem adaptativa [26] e experimentos [20].

No entanto, no caso de materiais periédicos , como os compésitos citados ante-
riormente, uma célula unitaria que possa gerar a configuracao exata da microsestru-
tura através de sua translacgao , constitui um VER de simples concepgao ao mesmo
tempo que atende os requisitos estatisticos para o processo de homogeneizagdo. A
figura 3.2 descreve esquematimente esta idéia.

N rows of fiber

fiber =

matrix

Figura 3.2: Material Periédico: (a) Compdsito refor¢ado por fibras longitudinais.
(b) Célula unitéria (VER)

No caso de meios periddicos a técnica de homogeneizacao através de expansao
assintdtica [13] tem se mostrado de grande efetividade na obtencao das propriedades
efetivas, mesmo quando sao tratadas configuragoes complexas. Para melhor com-
preender o funcionamento e as potencialidades desta técnica, passa-se a apresentar
, em um contexto simples, um exemplo. Trata-se do problema de elasticidade in-
troduzido no capitulo anterior em que um corpo esbelto (uma das suas dimensoes é
significativamente superior as outras duas) estd submetido a um carregamento cuja
diregao coincide com a direcao geométrica principal do corpo. Neste caso o pro-
blema assume um carater unidimensional descrito pela combinacoes das equagoes
de balango de momento linear 2.8 e de compatibilidade geométrica 2.13. Além disso
admite-se que o material comporta-se de forma linear e elastica

_% <“<§)Cfi_1§> = f(z) z€(0,1) (3.1)

u®(0) =u®(1) =0

onde £ é um parametro que define a razado entre as diferentes escalas presentes no
problema. Isto é melhor compreendido a partir da figura 3.3 que apresenta uma
fungao genérica onde intuitivamente percebe-se duas escalas: uma mais "lenta’e
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outra mais "rapida”. Freqiientemente, na literatura especializada, diz-se que esta
funcao possui um componente de ”baixa”freqiiéncia e um de ”alta”. Tal referéncia
val ao encontro da decomposicao sugerida na figura 3.3, na qual a fungao apresen-
tada pode ser vista como a soma de duas outras fungoes, sendo a segunda altamente
oscilatéria e parcialmente apresentada no ”zoom”. Nesse caso, € << 1, o que signi-
fica que a razao entre as dimensoes associadas as escalas "rapida’e ”lenta” é bastante
significativa.

Figura 3.3: Decomposi¢cao em multiplas escalas

Em 3.1, a(x) desempenha o papel do médulo de elasticidade enquanto o campo
desejado u(x) é o deslocamento longitudinal.

A partir da visao apresentada na figura 3.3 introduz-se uma nova coordenada de
forma que as fungés passam a ser pensadas de forma diferente ,f¢(z) = f(z,y(x)),
onde :

e coordenada macroscopica : x

e coordenada microscopica 1y = £

desta forma utilizando-se a regra da cadeia

d _of ofoy Of 1 0f
dmf(m’y) - Oz + Oy 0xr Oz c Oy
Admite-se, também, que as fungdes envolvidas na equagao 3.1 sdo periédicas, o
que significa dizer que

f(z,y) = f(z,y+Y) ondeY representa operiodo

onde Y representa o periodo
Nessas condigoes, é possivel encontrar a solugao analitica que sera apresentada no
proximo capitulo. O material que constitui o corpo que ora é analisado é periédico.
Introduz-se, entao, a seguinte expansao assintética para a solugao do problema

u(z,y) = ul(z,y) + eut(z,y) + 2u (2, y) + ... (3.2)

Tendo em vista a aplicacao da regra cadeia introduzida anteriormente , a equagao
bésica do problema 3.1 é reescrita como
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) B P B
(£ +s—1a—y) {a (8—Z +a—18—2)] +f=0 (3.3)

levando a

0 | Ou 0 | ou 0 | ou 0 Ou
I 1 = g — la=— B =0 3.4
c Oy {“ay] e (3:17 {“ay] +6y [“axD +8x (aax) +f (34)
Substituindo a expansao assintética 3.2 (truncada nos termos de segunda ordem)

em 3.4 e reunindo os termos de mesma ordem, obtém-se
Termos de ordem 72 :
o[ oul
=0

=g
9y | 9y

Multiplicando a equagao acima por u° e integrando no VER (neste caso ditado

por uma célula elementar dada por um segmento do tamanho do perfodo Y), tem-se

Y 0 0 Y 0 0
0 ou ou ou® Ou
0= —— \dy = = 0= 1Y 7/ —a—dy = .
/ou5x<a0y)y 0 gyl o oy oy (3.5)
———
=0(periodiciade)

Admitindo que o coeficiente a é positivo

ou®

— =0 = u’)

Ay
ou seja u® depende apenas da coordenada macroscépica x o que significa dizer que
o termo de mais alta ordem na expansao assintética é constante ao longo do VER.

Termos de ordem ! :
0 out  oud
ol 22 = 3.
e (G )] =0 (36)

Uma vez conhecido o valor de u’ na equacio acima no ponto z associado ao
VER, a equagdo acima passa a ter como incégnita o termo u!(y). Pode-se entdo
resolver esta equagao utilizando-se métodos numéricos (estes néo sao detalhados no
presente capitulo) , lembrando que a equacao resultante difere significativamente
da orignal na medida em que serd definida apenas no VER e o termo nao conhecido
deve atender condigoes de contorno periddicas.

Prosseguindo nas linhas delineadas nos paragrafos anteriores é possivel con-
struir um esquema de solugao para a equacao 3.1 que possui uma solugao que,
potencialmente, possui componentes de escalas bastantes diferentes o que, como co-
mentado anteriormente, traz substanticiais dificuldades para as metodologias mais
tradicionais de solugao. Embora consistente e légica, a metodologia que daisurgeria
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(tipicamente um ”método multi-escala”) ainda levaria a uma demanda de recur-
Sos computacionais pouco razoavel no contexto de aplicagoes. E precisamente
neste ponto do desenvolvimento que se muda de direcao e se estabelece a base
para a homogeneizagdo (ou seja busca-se uma nova equagdo que visa capturar
com certa precisdo o comportamento das ”escalas mais rdpidas”ao mesmo tempo
que requer custos computacionais mais aceitdveis para o universo das aplicagoes).
Para tranto introduz-se uma fungao auxiliar H(y), periédica no VER e que satis-
faz ul(z,y) = H%—f. Substituindo a relagdo que acaba de ser introduzida em 3.6,
obtem-se uma equagao diferencial de segunda ordem homogéna cuja incégnita é H
e esta pode ser resolvida por métodos tradicionais.
Termos de ordem &° :

0 ou?  ou' 0%u® [(OH

Integrando a equacao acima no VER e explorando a periodicidade , chega-se a

o2’ Y dH (y) Yoo
W/o a(y) (—3y +1)dy+/0 fdy =0

Reinterpretando a equag@o acima chega-se a forma homogeneizada de 3.1 dada
por

%P
a
ox?
onde @ (o termo mais importante neste desenvolvimento !) representa a homoge-
neizagao do parametro oscilatério do problema dado por

%/Oya(y) (%—I;H) dy

além disso f = & fOY fdy (o valor médio do termo fonte sobre o VER).

Neste ponto é importante ressaltar que o procedimento acima leva a uma apro-
ximagao da solucao de 3.1 que leva em conta as ”escalas mais rapidas”inerentes ao
problema e que pode ser obtida através de métodos numéricos tradicionais. Isso em
termos de aplicagbes conduz a ganhos significativos uma vez que agora a equagao
3.1 pode ser resolvida diversas vezes para diferentes condigoes de contorno e fontes
f (pense, por exemplo .na da equagéo do calor, diversos problemas de condugéo re-
presentando diferentes situagoes do sistema podem ser resolvidos utilizando-se 3.8).
Também ¢é importante notar que o procedimento acima nao se reduz a aplicagao
de médias em 3.1, o que leva, freqiientemente, a aproximacoes pouco precisas da
solucdo desejada (as ”escalas mais rapidas”nao sao capturadas de forma adequada).
Maiores detalhes sobre homogeneizacao e suas aplicagoes podem ser encontradas em
[13].

+f=0 (3.8)



Capitulo 4

Homogeneizacao de equacoes
eliticas em uma dimensao

Neste capitulo, investigamos o processo de homogeneizacao em uma dimensao, en-
fatizando aspectos tedricos e numéricos. Apresentamos na Segao 4.1 uma equagao
simples mas que carrega em si vérias das dificuldades presentes em problemas mais
sofisticados. A seguir discutimos trés alternativas de modelagem para a equacao em
discussao: homogeneizacao, elementos finitos cldssicos, e elementos finitos multies-
cala. Procuramos nestas segoes mostrar e vantagens e desvantagens de cada técnica
e apresentamos varios exemplos numéricos. Finalmente concluimos mostrando uma
outra dificuldade presente quando o problema “perde coercividade”.

4.1 Um modelo

Para descrever as propriedades qualitativas e dificuldades relacionadas com proble-
mas que apresentam carater oscilatério, consideramos o seguinte modelo unidimen-
sional:

_4
dx

(ata/0 @) = @) em 0.1),
u®(0) = uf(1) = 0.

(4.1)

onde a(-) é suave e periddica com periodo 1, e 8 > a(x) > a > 0, para a, [ reais.
Estamos interessados somente no caso em que € < 1, portanto assumiremos também
esta desigualdade.

Neste caso unidimensional, é ficil obter uma solucdo analitica para (4.1):

0=~ [ (zem [0 drien) ds, o= I e [ G [0 i) de
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Fig. 4.1: Gréficos de a(-/€) e da solugdo exata para e = 1/4.

Nos nossos exemplos, consideraremos

1 )

5 B=3. (42

flz)=1, a(z) = %(ﬁ —a)(1 +sin(27z)) + o, o= 5

Seja a seguinte sequéncia de problemas, onde € = 1/4, e = 1/8, e ¢ = 1/16, e veja
as figuras 4.1, 4.2 e 4.3. E f4cil notar neste exemplo que crescem as oscilagoes de
a(-/€) quando € — 0.

Em dimensoes maiores, é extremamente dificil obter solugoes analiticas. Motiva-
dos por esta dificuldade, investigaremos agora como encontrar solucoes aproximadas
para (4.1).

Uma possibilidade explorada na Sec¢ao 4.2 é o uso de técnicas de homogeneizagao.
Como vimos, a idéia basica apoia-se no fato de que, quando € — 0, a solugao exata
converge uma funcao chamada de solu¢ao homogeneizada. Espera-se entao que
para valores de € pequenos, a aproximagao pela solugao homogeneizada seja boa o
suficiente.

Outra possibilidade é o discretizar o problema usando elementos finitos. Esta
escolha de método numérico deve-se tanto a aplicabilidade do método em diversos
problemas de interesse, como também a facilidade em desenvolver uma anélise de
erro que ressalte eventuais dificuldades numéricas. Estas questoes sao analisadas
na Segao 4.3.

Uma outra opgao baseada em pesquisa recente [10, 11] é o uso de elementos fini-
tos multiescala. Nesta técnica, descrita na Segao 4.4, fungoes de base que resolvem
o problema localmente sao utilizadas para gerar um espago de elementos finitos, e
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Fig. 4.2: Gréficos de a(-/€) e da solucdo exata para e = 1/8.
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Fig. 4.3: Graficos de a(-/€) e da solugdo exata para e = 1/16.
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automaticamente levam informagoes da pequena escala para a grande escala, num
processo de homogeneizacao numérica.

4.2 Solucao homogeneizada

Seja u€ solugao de (4.1). E possivel entdo mostrar que u® converge para u?, onde

1 &
_7/\/1(1/(1) @uo = f(xz) em (0,1), (4.3)
u’(0) = u’(1) =0,
e -
M(1/a) = /O ot

Em uma dimensdo, é facil calcular u° analiticamente:

u’(z) = M(1/a) [—/Ox /ng(t)dtdg—&—m/ol /:f(t)dtdg].

A convergéncia ocorre usando norma do espaco L%(0, 1). Este espaco é composto
por fungdes v : (0,1) — R “quadrado integraveis”, i.e.,

L*(0,1) = {v : v é fungdo real definida em (0,1) e v* é integravel}.

Neste espaco definimos a norma

vl z2(0,1) = (/Ol[v(x)F dx)l/z.

Observacao 1 Acima, e no restante deste texto, o adjetivo “integravel” quer dizer
na verdade integravel no sentido de Lebesgue, uma idéia um pouco mais abrangente
que a de integracao no sentido de Riemann. Entretanto, € suficiente neste texto ter
a intuicdo de funcoes integrdveis como sendo Riemann integrdveis.

O seguinte resultado de convergéncia justifica o uso da solugao homogeneizada [14].

Teorema 4.2.1 Seja f € L*(0,1), e seja u€ solu¢do de (4.1). Entdo existe uma
constante c independente de €, f,a, B tal que

€
|lu® — u0||L2(0,1) < CE”fHLz(O,l)'

Comparamos agora como a solugdo homogeneizada se comporta, assumindo (4.2).
Considere a seguinte sequéncia of exemplos, onde ¢ = 1/4, ¢ = 1/8, e € = 1/16,
e veja as Figuras 4.4, 4.5 e 4.6. Pode-se notar que quando ¢ — 0, a solugao
homogeneizada u® torna-se uma boa aproximacio para a solucao exata u°.

Apesar de serem extremamente tteis em véarias aplicacoes, as técnicas de ho-
mogeneizacgao apresentam algumas limitagoes. Por exemplo, sua aplicabilidade esta
limitada a valores de € pequenos, como fica aparente na figura 4.4. Outras dificulda-
des surgem em casos mais gerais, por exemplo quando a(-) é nao periddico.
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Fig. 4.4: Comparagao entre as solugoes exatas e homogeneizada para € = 1/4.
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Fig. 4.5: Comparagao entre as solugoes exatas e homogeneizada para € = 1/8.
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Fig. 4.6: Comparacao entre as solugoes exatas e homogeneizada para € = 1/16.
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4.3 Aproximacgao por Elementos Finitos

O primeiro passo para apresentar o método é reescrever (4.1) na sua forma fraca.
Se multiplicarmos a equagao por uma funcao v suficientemente suave e que se anule
em =0 e x =1 e integrarmos por partes, temos que

/o1 (a(x/e) Cfif (x)j—i(m) dz = /01 f@)v(z) da. (4.4)

Note que se uf é solugao de (4.1), entao a identidade acima vale para todo v sufi-
cientemente suave.

E possivel também inverter a ordem desse raciocinio, i.e., gostariamos de buscar
uma fungdo u® que satisfizesse (4.4) para toda v suficientemente suave, e depois
poderfamos mostrar que também resolve (4.1). Para tal, buscaremos a solugdo num
espago de fungdes que sejam continuas, que tenham derivadas (no sentido fraco), e
que se anulem em x = 0 e x = 1. Além disso, exigiremos que essas fungoes e suas
derivadas sejam quadrado integraveis, i.e., podemos integrar tanto v? como (v')2.
Chamaremos esse espago de

H;(0,1) = {v e C[0,1] : v(0) =v(1) =0; v e (v')? sdo integraveis},

e introduzimos a norma

ol = ( | l{wx)F ¥ [j—(@]} dx>1/2.

Como exemplo de fungoes que estao em H (0, 1), temos a importante classe de
funcoes suaves por partes, como por exemplo a funcao mostrada na figura 4.7. Note
que a funcio v" 14 representada é continua, se anula em z = 0 e z = 1, e além disso
s6 deixa de ser suave num numero finito de pontos.

O importante no momento é que é possivel provar que existe uma funcao u€ €
H}(0,1) satisfazendo (4.4) para todo v € Hg(0,1). Além disso, no caso de f ser
suave, esta solucdo também resolve (4.1). Ou seja, essas duas formulagdes sao
equivalentes.

4.3.1 Discretizagao por Elementos Finitos

A idéia do método de elementos finitos é escolher um subespago de Hg (0, 1) e buscar
fungoes que satisfagam (4.4) dentro desse subespago. N6s primeiro discretizamos o
dominio (0,1) em elementos finitos definindo os nés 0 = g < 1 < -+ < xy41 = 1,
onde z; = jh, e h = 1/(N + 1) é o parametro de malha. A seguir, definimos o
espaco de dimensdo finita VJ* € H}(0,1), onde

Vi = {vh € H}(0,1) : v" é linear em (xj_1,xj) for j=1,...,N+ 1}.

Chamamos V{* de espaco de funcdes lineares por partes. Uma fungao de V! tipica
é representada na figura 4.7. A aproximacio por elementos finitos de u¢ é u" € Voh
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0.6 0.7 0.8 0.9 1
Fig. 4.7: Exemplo de funcao linear por partes

tal que

/01 (a(x/e)i—f(m)%(w)) dzx = /01 f(x)v"(z)dz para todo " € V. (4.5)

Observacao 2 Note que u" também depende de €, apesar desta dependéncia nao
estar explicitada na notacao.

Observe que uma fungao em V' pode ser caracterizada de forma tnica pelos
valores que assume nos nés x1, Tz, etc. Em vista disto, podemos introduzir uma
base no espaco Voh. Seja ¢; € Voh tal que

)1 sei=j,
@(xj)_{() se i # j,

para j = 1,...,N. Uma funcao de base tipica estd representada na figura 4.8.
Temos entdo V' = span {¢1, ..., N}
Finalmente, se u”(z) = Zfil u; i (), entao reescrevemos (4.5) como

iu [ (a0 @ @) o= [ @,erae porai=1,...w

Note que u; = u"(x;) é o valor de u" no né z;.
O método de elementos finitos para (4.1) consiste entdo em achar u = (uy,...,uy)? €
RY tal que
Mu =f,
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I I 1 T I I I
Ti—1 Xy Ti41

Fig. 4.8: Uma funcao da base do espaco de elementos finitos

onde a matriz M = (M; ;) € RV*N e o vetor f = (f1,..., fv)T € RY sio dados
por

M= | 1 (a(z/a e (x%(x)) i g ' f()s @) dr.

As aproximagOes numéricas para (4.1), onde a é dada por (4.2) apresentam
resultados variados. Para ¢ = 1/4 e h = 1/32, o método de elementos finitos
aproxima razoavelmente bem a solucao exata, como mostra a figura 4.9. Entretanto,
a aproximagao se deteriora quando € se torna menor. Veja os graficos para h = 1/32,
mas € = 1/8 na figura 4.10, ¢ ¢ = 1/16 na figura 4.11.

A aproximacao melhora se refinarmos a malha. Por exemplo, tomando o caso
e = 1/8, mas com h = 1/64, temos uma melhoria na aproximagio, como mostra a
figura 4.12.

O ponto que queremos ressaltar é que o método de elementos finitos converge,
mas a taza de convergéncia depende de €. Isto pode ser um problema em dimensoes
maiores, quando o uso de malhas refinadas torna-se caro computacionalmente.

4.3.2 O que da errado?

A fim de entender melhor porque o método de elementos finitos cldssico nao funciona
bem, desenvolvemos uma analise de erro para esse problema. Aqui e no restante
deste capitulo, ¢ denota uma constante universal, independente de €, h, f, a e 3.
Quando queremos indicar uma constante que pode depender de « ou (3, mas nao
de €, h ou f, utilizamos a letra maiuscula C.

Para facilitar a notagao, definimos as formas bilineares

o) = [ 1 (ater0 @@ )an (1o = [ ' fla)(e) d.
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Fig. 4.9: Gréficos de u€ e de sua aproximacao por elementos finitos, com e = 1/4 e
h=1/32.
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Fig. 4.10: Graficos de u¢ e de sua aproximagao por elementos finitos, com € = 1/8

eh=1/32.
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Fig. 4.11: Gréficos de u¢ e de sua aproximacgao por elementos finitos, com ¢ = 1/16

eh=1/32.
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Fig. 4.12: Graficos de u¢ e de sua aproximagao por elementos finitos, com € = 1/8

e h=1/64.
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Temos entdo que a solugdo exata u¢ € H}(0,1) e sua aproximagio por elementos
finitos u" € V{J' satisfazem

b(uf,v) = (f,v) para todo v € Hy(0,1), b(ul,v") = (f,v") para todo v" € V.

Logo
b(u® —u" v") =0 para todo v" € V.

Na nossa anélise, usamos o fato que 8 > a(x) > « > 0. Comegamos a investigar
a continuidade da forma bilinear b(-,-). Segue-se de sua defini¢do que

b(u,v) < Bllull gro1) vl ar0,) para todo u,v € H&(O7 1). (4.7)

A seguir, estimamos a coercividade:
L dv\?
b(v,v) > a/ <d—> dx > ca||v||§p(0 1) Pparatodo v € H(0,1), (4.8)

0 z '
onde usamos a desigualdade de Poincaré

1 2 1 2

d d
[ () e oo (o)

no ultimo passo.

Podemos agora obter estimativas de erro. Usando (4.8), e depois (4.7), conlcuimos
que

= 2oy < Sb(ut — uhyut — k) = Sb(ut — uh,ut — ")
o o
< CEHu6 — UhHHl(OJ)”UE — vh||H1(071) para todo v" € Voh. (4.9)
o

Mostramos assim o Lema de Cea.

Lema 4.3.1 (Lema de Cea) Sejam u¢ e u”" solugdes de (4.1) e (4.5). Entdo
existe uma constante universal ¢ tal que

p
[u€ — u"|| 10,1y < ca||u€ — 0" 10,1y para todo v" € V.

A seguir, usando estimativas cldssicas de interpolagao, temos que
[u = I"uf|| 10,1y < chlu|m2(0,1), (4.10)

onde I"u¢ = Z;V=1 u®(x;)¢; é o interpolador de u¢ em V', e

T 420 2 1/2
|U|H2(o,1)—(/0 {w(m)] dx) )
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Fazendo v" = I"uf em (4.9), concluimos que

p
||U6 — uh||H1(071) S Cah|u€‘H2(O,1)'

Obtemos finalmente o teorema a seguir usando a estimativa de regularidade

e cp
[uliz01) < —5- I lle20,0), (4.11)

onde assumimos |a’(z)| < .

Teorema 4.3.2 Seja f € L%(0,1), e seja u€ solu¢do de (4.1). Entdo existe uma
constante c independente de €, f,a, B tal que

e B h
luf = w101y < c5 Ifllez- (4.12)

Paramos por um momento agora para interpretar a estimativa obtida. Antes de
mais nada, o método converge quando h — 0. De fato, para € fixo, o erro vai a zero
que o tamanho da malha vai a zero. O problema é que a convergéncia em h nao é
uniforme em e.

Logo, para e pequeno, a menos que a malha seja muito refinada (h < ¢€), a
estimativa (4.12) indica que o erro na norma H'(0,1) é grande. Isto faz com que
o método de elementos finitos tradicional sejam quase intteis para este tipo de
problema, e explica os maus resultados das figuras 4.10 e 4.11.

4.4 Elementos Finitos Multiescala

Mais recentemente, Tom Hou e seus colaboradores [10, 11] propuseram uma nova
forma de aproximacado numérica para EDPs em duas dimensées com coeficientes
oscilatérios. A idéia bésica é mudar as funcgdes de base do espago de elementos
finitos. Ao invés de usar fungoes lineares por partes, a técnica de elementos finitos
multiescala usa fungoes que resolvem localmente (em cada elemento) a equagdo em
questao.

Apresentamos aqui as idéias no caso unidimensional. Em quase todos os aspec-
tos, incluindo a andlise de erro, a extensao para duas dimensoes é natural. Comen-
tamos ao fim desta secao alguns pontos onde esta generalizagao nao é trivial.

Nos comegamos a definir o método construindo as fungoes de base. Seja ; tal
que

d di; N 1 sei=j,

Cdx (a(x/e) dxz (x)) =0 om Uj:tl (21, 3). Viles) = {0 se i # j,
(4.13)
para ¢ =1,..., N. Definimos entao o espacgo de elementos finitos multiescala como

sendo
Voh’6 = span {t¢1,..., N}
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Fig. 4.13: Graficos de ¢ com e =1/4 e h =1/32.

Uma funcao de base tipica é apresentada na figura 4.13 parae =1/4e h = 1/32.
Note que a funcao se parece muito com a funcao de base do método de elementos
finitos usual. Isto se explica pois neste caso o parametro de malha h é bem menor
do que €, e a funcao de base tradicional ainda funciona bem, vide figura 4.9. No
caso oposto, quando € é bem menor que h, temos que a funcao de base tem carater
oscilatério, como é mostrado na figura 4.14, para e = 1/128 e h = 1/32.

Usando o espago acima definido, o método de elementos finitos multiescala busca
ue € VI tal que

! due dvhe !
/ (a(m/e) (x) (x)) dx = / F(x)o"(z)dz  para todo v € VJ*.
0 dz dz 0
(4.14)
Matricialmente, temos que se u"¢(z) = Zf\il uSp; (), entdou = (ug,...,u§)T €
RY ¢ tal que
MEuE — fﬁ’
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Fig. 4.14: Gréficos de 1 com € = 1/128 e h = 1/32.
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© 6 0 0 0 o0 Solugao por elementos finitos multiescala

Fig. 4.15: Graficos de u® e de sua aproximagao por elementos finitos multiescala,
com e =1/16 ¢ h = 1/10.

onde a matriz M¢ = (M ;) € RN*N ¢ o vetor £¢ = (ff,..., f&)T € RY sido dados

h s, = [ (a0t 1= [ @ an

Testando entao a aproximacgao para € = 1/16 e h = 1/10, vemos na figura 4.15
que a solucao aproximada pelo método de elementos finitos multiescala interpola
a solugao exata nos nds. Isto nao é uma coincidéncia, é apenas uma caracteristica
em uma dimensao de métodos de elementos finitos que utilizam fungoes que sao
solugoes locais da prépria EDP que estao aproximando. Em dimensoes maiores
essa propriedade é (infelizmente) perdida.

4.4.1 Anadlise de erro

A anédlise de erro desenvolvida em [11] baseia-se no Lema de Cea, como feito na
subsecgao 4.3.2.
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Lema 4.4.1 (Lema de Cea) Sejam uf e u¢ solugdes de (4.1) e (4.14). Entdo
existe uma constante universal ¢ tal que

‘Hl(o,l) para tOdO /Uhve c Voh)e.

”ue _ Uh76||H1(0,1) < CgHue o Uh,e

No método de elementos finitos classico, encontramos uma fun¢io em VJ* que
“aproximasse bem” u° e estimamos o erro de aproximagcao. No caso, a fungdo em
Vi era o interpolador de u€. Utilizando o Lema de Cea (Lema 4.3.1) obtivemos a
estimativa final.

Similarmente, o desafio agora é achar uma aproximacgao para u° no espago mul-
tiescala Voh’e. A andlise divide-se em dois casos distintos, dependendo se a malha é
refinada o suficiente ou ndo, em relacéo a €.

Caso I: h < e. Neste caso em que assumimos a malha suficientemente refi-
nada, obtemos a seguinte resultado de convergéncia, que , a menos de constantes,
é 0 mesmo que o do Teorema 4.3.2. Ou seja, para malhas refinadas, o método
multiescala funciona tdo bem quanto o método tradicional.

Teorema 4.4.2 Seja f € L%(0,1), e seja u€ solu¢do de (4.1). Entdo existe uma
constante c independente de €, f,a, B tal que

5
Ju = e “llmon < e eI .

O teorema acima segue facilmente do Lema de Cea (Lema 4.4.1) e do seguinte
resultado de interpolagao [11].

Lema 4.4.3 Seja u® solugio de (4.1), e seja I™u¢ = Z;V=1 u(x;)Y; interpolador
de u¢ em Voh’€. Entao existe uma constante c tal que
B> h
u® = I"“u || 2 0,1) < e =1 Fl1Z2(0.0)-
asd €
A constante C' pode depender de o e 3, mas € independente de € e f.

Seja u; = I"u¢ interpolador de u em V. Entdo a teoria cldssica de interpolacio
nos diz que
[0 = will @y —y.ay) < chlut|a2 (e ) (4.15)

Como a desigualdade triangular nos da

|lu® — I}L’G’LLGHHl(Ij_hm].) < luf — Ul”Hl(OJ) + |lw — Ih’e’LLE||1LJ[1(071)7 (4.16)
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temos entdo “somente” que estimar ||u; — I™uc|| H1(0,1)- Note que

€, € i d €,,€ d €,,€
aluy — I |%Il(m]_l,zj) §/ %(ul — Iy )a(x/e)%(ul — I"euf) da
Tj_1

i—

:_/:1( — M) { (o/e) 5 ( l—Ih’Eue)] da
_ / Ijl(ul - Ih»GUE)d% [a(m/e)%ul} de

-

_ /x(ul _ Ih’fue){% {a(m/e)%(ul _ ue)] - f} dz

J
Tj

— /x e [h,eue)a(x/e)%(uz — ) dz +/ (g — I"u) f dae

j—1 Tj—1

< mul_lh’eug|H1(m.7‘—17fj)|ul_ue|H1(f6_7‘—17m_7‘)"'Hul_ﬁ“u&||L2(f'3.7’—17r_7‘) ”fHL?(Ij—l@j)'

Mas a desigualdade de Poincaré nos da que [|v||12(z;_,.2;) < ch|v|gi(a;_, ;) Para
todo v € H(zj_1,2;), e entdo

a|ul—1h’€ui\%{1(xj,l,xj) < Ch|ul—1h’€ue|H1(xj,1,mj)(ﬂ|ue|H2(xj,1,a;j)+Hf||L2(a;j,1,xj))~
Logo,
|ur — Ih’EuE|H1(fvj—1@j) = cgw'uE‘H%ijl%) + ||f||L2(zj,1,a:j))-
De (4.16) e (4.15) temos
[[uf = Ih’ﬁUEHHl(%—h%) <ch <1 + g) [l 2 (221 2p) + Cg”fnﬂ(wjfl@j)'

Para encontrar uma estimativa global, basta somar a desigualdade acima em todos
os elementos:

lu = a3 .1y < ch?

=2 (1+

onde usamos a estimativa de regularidade (4.11), e ¢ é uma constante universal.
Tirando raizes dos dois lados da equagao obtemos o resultado.

O

2
. 1
{(H ) 6 20y 1) + 25 11y
2

. 1 4 2
|u |H2(o,1) + g”fHL?(o,n <c o2 ||f||L2(0 1)

Q|Q &MZ

Caso II: € < h. Mesmo quando € é pequeno em relacao a malha, e o método de
elementos finitos lineares nao funciona a contento, os elementos finitos multiescala
aproximam bem a solugaoexata. Abaixo apresentamos uma estimativa de erro.
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Teorema 4.4.4 Seja f € L?(0,1), e seja u® solugcdo de (4.1). Entdo existe uma
constante C' independente de € e f tal que

[u€ = u™[|g(0,1) < Cleh™ % + h)[|fllL2(0,1)-

Para estimar o erro de aproximagao do presente método, temos que encontrar
uma fungao em Voh’€ que aproxime u¢ para entao aplicar o Lema de Cea (Lema 4.4.1).
Nosso candidato é uy, interpolador de u® em Voh’e. Note que no Caso I (quando
h < €), tomamos como candidato o interpolador de uf, diferentemente do que
fazemos agora.

Para entender porque este o método multiescala funciona bem quando ¢ < h,
é necessdrio usar uma melhor aproximacdo assintética (inclusive com estimativas
de erro) de uc. Isto é possivel se calcularmos os primeiros termos da expansao
assintética. De fato, seja u® como acima e H solucao de

d dH da
= il 0,1
(G w) =50 0.,
1
H periédica com periodo 1, / H(y)dy =
0

Além disso, seja
u (z) = —H(x/e)cz—f(x). (4.17)
¢ 6 tal que
(s f @) =0 0.0
00) = (0), (1) = u'(1).

Temos entao o seguinte resultado [14].

(4.18)

Teorema 4.4.5 Assuma que f € L?(0,1), e seja u€ solugdo de (4.1). Sejam u®, u'

(
e 0 definidos por (4.3), (4.17) e (4.18) respectivamente. Entio existe uma constante
C independente de f e de € tal que

|u€ —u® — eut + el a0,y < CeHuOHHz(O’l).
Hou et al. [11] notaram que a expansao acima vale tanto para a solucao exata como
para os elementos da base de elementos finitos multiescala. Logo, parai=1,..., N
a funcao v; pode ser aproximada por

w? + ‘51/]11 —€b;

onde
Z Nl 1 sei=j,
_@% =0 em Uj:l ('rj—hxj)a %(%) = 0 sei 7£ j,

e ! = H(x/e)dy) /dz. Finalmente

_% (a(m/@%(m)) =0 em U (zjm1,25), i) = ¥i(ay).
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Observagao 3 Note que no caso unidimensional, 1Y nada mais é que a fungdo de
base linear por partes ¢;.

. : 0 1 0o_sxN o0 0
Como acima, u; pode ser aproximado por uj+eu;—efr, onde uy = > ;" u’(x;);,
eul = H(x/e)du?/dx. Além disso,

g (/O G ®) =0 em U ), i) =)

Temos entao que

0

luf —urll o,y < [Juf —u’ —eu +eb| 10,1y + [’ —ufll g1 (0,1) +ellu’ —upll g0,

+ 6||0||H1(071) =+ 6”6‘]”}11(071) + ||u1 — U(I) — Eu} + EHIHHl(O,l) (4.19)

A desigualdade

o_ Ul + EHHHl(O,l) S C€||UO||H2(O’1) (420)

lu® —u
é apresentada no Teorema 4.4.5. J&

Jur —uf — uj + €07 (0,1) < Cellu|| 20,1 (4.21)

baseia-se no Teorema 4.4.5 e na estimativa. [|u?|| g2z, ;) < Cllu||g2(0, 1 ,2,) (ver
os detalhes em [11]). Para obter

[u® = w3l 10,1y < Chllu’ | 2(0,1)5 (4.22)
basta observar que u? é a interpolacio de u° por fungdes lineares por partes.
A seguir, usamos

d(u® —u)
dxr

dH
dx

-t Huo_u?llHl(l’j—lnyj)
£°(0,1)

e a1 ooy = HH«/e)
Hl(zj_1,75)

+||HHL°C(0,1)Huo_u?”flz(mj_l,zj) < 06_1”uo_u?||H1(Ij_1,$j)+C||u0||H2(Ij—1,Ij)'
Somando o quadrado da desigualdade acima entre j =1 e j = N + 1 temos
[u' = upll o1y < Cle h+ 1)[|u’| 20,1 (4.23)

Finalmente temos

du® du®
011027 < Cu O+ V) < 1m0 (| 50| G 0]) < el
(4.24)
€
2
16117 < Ch M (ubay—0)|+u (e))])? < ChYHI duy ol e,
HIHY (@_1,25) = up(zj—1)l+ur(z;)))” < [ ||L°°(071) dr (zj—1)|+ dr (z5)

< Ch W13

(Tj—1,25)"
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Somando a desigualdade acima entre j =1 e j = N + 1, concluimos que
16:]1 51 0.1) < CR™ ([0 m20.)- (4.25)

(do Teorema 4.4.4) Para obtermos a estimativa, basta juntar o resultado do
Lema 4.4.1 e as desigualdades (4.19)—(4.25), e o resultado de regularidade (4.11).
O

Observagao 4 O resultado do Teorema 4.4.4 é melhor que o demonstrado em [14],
onde a taxa de convergéncia alegada €

[ue = w1 0,1y < Cibl| fllz2(0.1) + Cale/R)?.

A diferenca aparece nas estimativas de 0 e 07, que € diferente em uma ou duas
dimensoes.

4.4.2 Outros Comentarios

Uma importante diferenca entre uma e duas dimensoes na técnica de elementos
multiescala é que no caso bidimensional nao é claro que condigoes de contorno
deve-se impor nas arestas na defini¢ao das fungoes de base v;, ver equagao (4.13).
Em uma dimensao este problema nao existe, ja que nao existe aresta.

Uma primeira idéia no caso de elementos poligonais seria impor 1; linear nas
arestas. Nos artigos [10, 11] surge a interessante proposta de que as fungoes de base
também deveriam satisfazer uma “restricao unidimensional” do operador diferencial
que define a EDP, ao longo das arestas. Esta proposta é ad hoc, assim como a
definicao do que é uma restricdo unidimensional de um operador bidimensional, mas
parece funcionar bem numericamente. A demonstracao de convergéncia em [11] foi
feita assumindo que as fungoes de base sao lineares nas arestas.

Ainda mais recentemente, Giancarlo Sangalli aplicou a idéia de Residual Free
Bubbles em problemas com coeficientes oscilatérios também com excelentes resul-
tados [21]. A idéia bésica de Sangalli é também fazer com que o método numérico
automaticamente leve em conta as oscilagoes presentes no problema, e guarda forte
similaridades com o método presente neste capitulo. Ver [12] onde o método de
Residual Free Bubbles é brevemente descrito.

4.5 Uma dificuldade extra

Um outro problema que pode surgir quando tratamos de modelagem de meio he-
terogéneos, é a perda de coercividade. De fato, se o é muito pequeno em (4.1), o
problema torna-se mais dificil de ser tratado. Consideramos aqui o exemplo dado
por (4.2) mas com o = 0.01, e ¢ = 1/8. Na figura 4.16 mostramos o gréifico de
a(-/€) e uc.

Mesmo para € pequeno a aproximagao pela solugao homogeneizada ji nao é
satisfatoria. Comparando-se as figuras 4.5 e 4.17, percebe-se a deterioragao da
aproximagcao no ltimo caso, como ja era previsto pelo Teorema 4.2.1.



4.5. UMA DIFICULDADE EXTRA 45

2.5 0.8
N
0.6
15
0.4
1
0.2
05
0 02 0.4 0.6 058 1 0 02 0.4 06 058 1

Fig. 4.16: Graficos de a(-/€) e da solugdo exata para e = 1/8.
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Fig. 4.17: Comparagido entre as solugdes exatas e homogeneizadas para e = 1/8.
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Fig. 4.18: Graficos de u€ e de sua aproximagao por elementos finitos, com ¢ = 1/8
eh=1/64.

Esta deterioracao é ainda mais aparente se utilizarmos elementos finitos lineares,
como mostram as figuras 4.12 e 4.18. Note que, desta vez, a origem da dificuldade
nao é a magnitude de €, mas sim a de a. De fato, mesmo para e relativamente
grande, a aproximagao por elementos finitos falha. Na figura 4.19 apresentamos um
exemplo numérico para € = 1/2 e h = 1/64. Mais uma vez esta piora era indicada
por estimativas de erro. No Teorema 4.3.2, a constante é proporcional a o 3.

Finalmente, por manter a caracteristica de interpolar a solugao exata em uma
dimensao, o método de elementos finitos multiescala nao se degrada mesmo com «

pequeno, como pode ser visto na figura 4.20.

4.6 Observacoes Finais

Como dito no capitulo introdutério e aqui reafirmado, o presente texto nao tem a
pretensao de prover uma visao aprofundada nem muito menos que esgote o tema.
As referéncias citadas ao longo do texto ( e aquelas citadas no interior destes) podem
servir de ponto de partida para aqueles que desejarem uma visao mais detalhada
desta desafiante area da modelagem multiescala.

Os autores esperam com o presente texto e sua aplicagao na forma de um mini-
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Fig. 4.19: Graficos de u¢ e de sua aproximagao por elementos finitos, com € = 1/2

e h=1/64.
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Fig. 4.20: Gréficos de u¢ e de sua aproximacg@o por elementos finitos multiescala,
come=1/8¢e h=1/16.
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curso despertar o interesse para a area de modelagem multiescala voltada para
aplicacoes que envolvem novos materiais aplicados a sistemas de engenharia. O que
deve ter ficado claro ao longo desta exposicao é que se estd diante de uma area
onde a multidisciplinaridade se faz importante a cada passo. Em particular, face ao
contexto em que este texto vem sendo explorado, torna-se fundamental destacar a
importancia da participagao da matematica aplicada. O capitulo 4, no qual técnicas
sao detalhadas, deixa isso muito claro.

Desta forma os autores esperam estar dando sua contribuicdo no sentido de
motivar a formagao de nucleos e grupos multidisciplinares para atuar na area que,
sem sombra de duvida, jogarda um papel cada vez mais importante no mundo da
alta tecnologia contemporanea.
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