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Resumo: O objetivo deste trabalho € estudar a equacdo de Poisson em uma placa heterogénea
tridimensional. Problemas deste tipo sdo dificeis de lidar em virtude da presenca de dois
parametros pequenos: a periodicidade das heterogeneidades contidas no dominio, a qual de-
notaremos por € e a espessura da placa, dada por 26. Tratamos o problema de duas formas
distintas: através de métodos assintdticos e modelagem hierdrquica. Ambos os métodos foram
utilizados com o objetivo de se deduzir modelos bidimensionais através de técnicas de redu¢ao
de dimensdo. A partir dos Métodos Assintoticos, tomamos os limites assintoticos quando 6 — 0
e depois € — 0 e, a sequir, tomamos os limites quando ¢ — 0 e depois § — 0. Verificamos
que os problemas encontrados ao final dos dois processos sdo diferentes, ou seja, os limites
assintoticos ndo comutam. A sequir, aplicamos a técnica de reducdo de dimensdo denominada
Modelagem Hierdrquica, encontrando um problema bidimensional e, tomando-se novamente os
limites assintoticos, encontramos os mesmos modelos-limites deduzidos da equacdo tridimen-
stonal. Por fim, justificamos de forma rigorosa a validade dos modelos obtidos através de ambos
0s métodos.
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1 Introducao

Neste trabalho estudamos a equacao de Poisson em um dominio tridimensional heterogéneo
delgado. Este tipo de problema é, em geral, dificil, pois hd a presenca de dois parametros
pequenos diferentes: a periodicidade das heterogeneidades do dominio e a espessura do mesmo. A
fim de lidar com estas dificuldades, consideramos o dominio tridimensional P? = Qx (—4,4), Q C
R?, sendo § um parametro positivo pequeno. Consideramos ainda que as heterogeneidades sio
periédicas de periodo € no sentido longitudinal e constantes na direcao transversa. Denotamos
por P{ = Q x {—4,0} as partes superior e inferior do domifnio e por P}j = 00 x [—4,0] a sua
lateral.

Desta forma, representamos o problema, por

—div [gEYugﬁ)} =f°  emP°,
(c:LEYugED> n=0 em OPY, (1)
udsy =0 em P,

onde f9 é a fonte de calor no interior do dominio. A matriz a® pertence ao espaco das matrizes
3 x 3 simétricas e é dada por



onde ge pertence ao espago das matrizes 2 X 2 simétricas e a° ¢ um vetor em R?. Consideremos
ainda que a“ ¢ periddica em relagao a x, de periodo e.

Primeiramente deduzimos de maneira formal o problema limite quando § — 0 e depois € — 0,
utilizando o método assintético para a reducao de dimensdo. O problema limite encontrado ao
final do processo de reducao de dimensao e a aplicagao de técnicas de homogeneizacao ¢é

1
—2d1v§ [EVQuQD} = /_1 fdzs em {2, @)

wop =0 em Of2.

Os elementos da matriz E sao dados por

2
1 0x;
B;: = A A3 =L di dis, 7 =1,2,

onde Y representa a cela retangular com dimensoes Y7 e Ys, dada por Y := (0,Y7) x (0,Y2) e

3035 .o
Aij = a5 — , parai,j = 1,2,
ass

sao os elementos da matriz é, que ¢é periddica de periodo €. A funcao f representa a fonte de
calor na placa P = Q x (—1,1).
As fungoes x 3, para 3 = 1,2 sao solucoes para os seguintes problemas na cela periddica

2. 0Aqyg
e

divy [éVng} =— em Y, (3)

a=1
com condicoes de contorno periddicas.
A seguir deduzimos, também de maneira formal, o problema limite quando ¢ — 0 e depois
0 — 0, utilizando novamente o Método Assintético para a reducao de dimensao. O problema
limite encontrado ao final da homogeneizacao e reducédo de dimensao via Métodos Assintéticos

3

c

~

1
—2div; |BV;@° :/ fdz em {2,
: [BVart] = | g (4)

7’ =0 em Of).
Os elementos da matriz E sao dados por
. AaAa
Bij:Aij_ E SJ, parai,j:1,2
Ass
¢ 2
— 1 OX;
A‘-:/a--+ a;g—2dy1dyo, arai,j =1,2,3, 5
17 Y1Y2 v iJ ; 0 6yﬁ Yy1ay2 b J ( )

representam os elementos da matriz A.
As fungoes X; para j = 1,2,3 sao solugoes para os seguintes problemas na cela periédica

2 .
div, [ngYj] =— z:l %ayoj em Y, (6)

com condicoes de contorno periddicas.
Observemos que os problemas limite (2) e (4), encontrados ao final dos dois processos s@o difer-
entes, ou seja, os limites ndo comutam.
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Introduzimos a técnica de reducao de dimensao denominada Modelagem Hierarquica, deduzindo-
se, entao, modelos bidimensionais. A seguir, tomamos o limite § — 0 e depois € — 0, encontrando
o mesmo problema limite (2). Também tomamos o limite ¢ — 0 e depois § — 0, obtendo o prob-
lema limite (4).

2 O limite 6 — 0 e depois ¢ — 0

Nesta secao aplicamos primeiramente um método para a reducao de dimensao do dominio tridi-
mensional para um dominio bidimensional, tomando o limite quando § — 0. A seguir, aplicamos
técnicas de homogeneizacao no problema resultante, o que equivale a tomar o limite assintético
quando € — 0.

2.1 Método assintético para o

Para desenvolver as expansoes assintéticas e obter funces independentes de §, reescrevemos o
problema (1) no dominio P = 2 x (—1,1). Desta forma, introduzimos a mudanga de varidveis

r=ux e B3 =06 lws. (7)
Neste novo dominio, definimos
ugp (&) = g (Z,003) = UgD( ),
f@) = f), (8)
9(2) = ¢ (2).

Consideremos a expansao assintética da fungao u§, em funcao de §
ugp ~ uC 4 out 4+ 8% u + ... 9)

Substituindo a expansdo assintética (9) no problema (1), apds a mudanca de varidveis (7),
obtemos

—divg [gevgueo} - 5d1vm Lf } 62 divs [ V; ud]

s [0 o B B OuO N ER
92, \"3 92, | T 02, “23 axg * s %155 o 923 \“32 9z,
B i Oust B 8ud 0 8u61 B i Oust
071 Gl r 075 a B9zs ) 023 \ Lo, %5 %2 B %o
0 OuO 0 out 0 Ouc?
— 2 — 717 _—— e e —
o 83( 38:53) d aA3< 8933) 85&3<338 )+ fooem P

el €2
ETV U€0+5a€Tv U61+52 GTV U/EQ—'—(S a33 %’l{ +a33 861{ +5a33 %@f + c = 0 em QX{—l, 1}

(10)

Agrupando os termos com a poténcia 62 e contorno com a poténcia !, podemos concluir que
u0 é independente de 3. Agrupando os termos com a poténcia 6! e contorno com a poténcia
8%, podemos concluir que u¢' é linear em relacdo a varidvel £3. Ainda temos que

Oouct 1 0
= —— (aTV-uO). 1
013 a3 (Q Bt ) (11)

~
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Agrupamos os termos com §°, os termos com contorno com a poténcia d e usando (11), obtemos

1
o o e . ,,€0 — -
2d1v£ [1;1 Vzu } /_1 fdzs em {2, (12)
u® =0 em 0f),

onde

isto é, .
asaa5 ;
€ _ € 13737 ..
Aij—aij—?, para i,j = 1,2.
33

2.2 Homogeneizacao

A seguir apresentamos a homogeneizagao do problema (12). Para tanto, consideremos a expansao
assintética para a funcio u°

u® ~udp Feudy + Eudy + . (13)
Como A€ é constituida por elementos da matriz a€, que é periédica de periodo €, entao A€
[ = a3

também ¢é periddica de periodo € na cela retangular Y com dimensoes Y; e Y3, dada por
Y :=(0,Y1) x (0,Y2). Definimos a variavel y = e . Portanto, Ac(z) = é(eilg) = A(7)-

Aplicando a regra da cadeia ao operador divergente do problema (12) e substituindo pela ex-
pansao (13), obtemos

— 2 divy AV yudp |~ (divy [A@)Vyudp| +divy [A@)Vaubp]| ) ~divs A Veudp| -
e L div, [é(g)vguéjj} ~ div, [é(g)VguéD] ~ divy [é(g)véuéD] — ediv; [é(g)vguéD} -

N divy [é(g)vgugp} _

Yy=c

—1%.

~

2 0

Agrupando os termos com a poténcia €~ “,concluimos que a fungao uyp, ¢ independente de g, ou

seja,
usp(, §) = U2p(2),
para alguma funcao Usp.

Agrupando os termos com a poténcia e !

2 2

0A.3 O
dng [év}zu%D} = —Zlﬁz agaﬁ a’l;?ﬁD (14)
a=1 (3=1

Agrupando os termos com a poténcia ¢’

1
—divs [AV;E@D} — div; {AV@U%D] — div, {Avju%D} — div, [Av@ugD} - / fdis. (15)
~ 54 ~ ~ [ ~ ~ R~ ~ ~ a3 ~ _1
Integrando a relagao (15) em Ye utilizando argumentos de periodicidade, concluimos que
/ div, [AV@U%D v Av@ugD} dijdijs = 0.
0% ~ S ~ a3 ~

Entao 1
_/ divy [AV@EQD—FAVQU%D} dg_/ fdzs. (16)
y o~y ~os ~1
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Consideramos

usp(E, ) =D xs(@) 5 (17)

onde as fungodes xg para 3 = 1,2 sao solugdes para os problemas de cela (3). E facil ver que (17)
satisfaz (14), donde concluimos que o problema homogeneizado é dado por (2).

3 O limite ¢ — 0 e depois § — 0

Nesta segao apresentamos o estudo do problema (1) tomando-se primeiramente o limite quando
€ — 0 e depois quando & — 0. Utilizamos a técnica de se tomar a expansao assintética em e da
funcao ug% para encontrar o problema limite quando € — 0. A seguir, consideramos o problema
homogeneizado tridimensional para aplicarmos a reducao de dimensao, donde encontramos o
problema bidimensional homogeneizado quando § — 0.

3.1 Homogeneizagao

Com o objetivo de encontrar o limite assintético quando € — 0, utilizamos a expansao assintdtica
para ugED O processo para encontrar o problema limite homogeneizado ¢é idéntico ao realizado
na secao 2. O problema homogeneizado, ainda tridimensional, é

—divy EV@%D} =f°  emP°,
wWp=0  em 9P, (18)
(gV@UgD) n=0 em OPS,

onde os elementos da matriz A sdo dados por (5).

3.2 Reducao de dimensao

Com o objetivo de reduzir a dimensao do problema (18), aplicamos as mesmas técnicas apre-
sentadas na secao 2, utilizando o método assintético em §. O problema limite bidimensional ao
final do processo é dado por (4).

4 Modelagem hierarquica

Nesta secao apresentamos uma técnica de reducao de dimensao alternativa, conhecida como mo-
delagem hierarquica. Esta técnica consiste em se obter modelos considerando-se sempre fungoes
com dependéncia polinomial na varidvel 3. Encontrando o modelo bidimensional através desta
técnica, tomamos os limites assintoticos da seguinte forma: primeiramente, d — 0 e apds € — 0
e a seguir, ¢ — 0 e depois § — 0, obtendo-se os mesmos modelos descritos nas secoes 2 e 3.

4.1 Modelo hierarquico de ordem um

Consideremos o problema modelo tridimensional original (1) e o espaco V (P?) da seguinte forma,
V(P)={ve HY(P%) :v=0em OP}.

Os modelos hierdrquicos sio obtidos considerando-se subespacos de V(P°) com dependéncia,
polinomial na varidvel x3. Desta forma, temos

Vi(P%) = {v e V(P) : v(z, x5) = vo(z) +vi(z)as},
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um subespaco de V(P?) cujas funcoes possuem dependéncia linear na varidvel 3. As funcoes
vg e v1 pertencem ao espago Hg ().
A formulagao variacional do problema (1) pode ser dada por

/ aEVugEDVvdx = foudz, para todo v € V(P‘S).
pPsT T P N
Como V4 (P°) C V(P?), definimos @35, € V1(P?) da forma
/ a*Vid5, Vide = / foodz  para todo © € Vi(P?). (19)
ps= ” - ps -
Desta forma, podemos escrever

@5 () = wh(z) + wi(z)ws,

e, de maneira andloga,
o(z) = vo(z) + vi(z)zs.

A partir destas definigbes, concluimos que a formulagdo variacional (19) pode ser dada da
seguinte forma

/ [gevxwg +a‘Vy, (’U)il‘g)} Vevodx = / févodg (20)
pé L= - = - - ps

/ {gevxwg +a‘V, (wi:ﬂg)] Ve (vizs) de = / félegdif. (21)
ps L= - = - - 1z

Desenvolvendo os problemas (20) e (21), aplicando integragdo por partes e a mudanca de
varidveis (7), conclufmos que precisamos encontrar w§ € Hi(Q) e w§ € HY(Q) tais que

1
—2divg [gEV§w8 + gewﬂ = /1 fdzs em (),
262 ! 22
—? dng [gfvzwi] + QQGTV§U]8 + 2a§3wi = (5/ . fi’gd.@g em Q, ( )
wy=w; =0 em Of2.
A seguir, tomamos o limite quando 6 — 0 em (22) obtendo
1
—2divs [aﬁviwg + aewi] = / fdis em {2,
~ (a3 ~ ~ _1
QCNLETV%UJB + 2a53w; =0 em 2, (23)
wh=w] =0 em Of).
Podemos concluir que
€ 1 eT €
wp =g Vi wg. (24)
33

Substituindo (24) em (23), obtemos o problema (12), encontrado na segdo 2. Tomando o limite
assintotico quando € — 0 encontramos, entdo o problema (2).

Considerando o limite assintético quando € — 0 no problema (22), aplicamos as técnicas de
homogeneizacao ja descritas anteriormente, considerando expansoes assintéticas para as fungoes
w( e para w{

w6~w8+ewé+62w8+...

ws ~ w) + ewt + Ewi + ...,
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encontrando o problema

—2div, [gvmo} — 2div; [gwl} = /1 fdis,
- ~ b -1 (25)

262 T o L
—? le:r [AV wl} + 21:1 Viwp + 2A33w7 = 6 fsds,
~ -1

onde os coeficientes da matriz g sao dados por (5).
Tomando o limite quando 6 — 0 em (25), obtemos

QETV@WO + 2A33w; =0,

donde )

W = —=A V. (26)

Agz™ >
Substituindo (26) em (25), encontramos o problema (4).
Introduzimos o operador
H:V(P°) — Vi (P%)
v — v =wo(z) +wi(r)rs

onde V;(P?) = {v € V(P?)|v é linear na diregio transversa} e as fungoes wo e w; € Hy(Q).
Este operador denota a reducdo de dimensao via modelagem hierdrquica. Através de resultados
rigorosos demonstramos a equivaléncia

lim lim w35, = hm hm H(U3D)

d—0e—0 (27)
lim lim 45, = lim lim H
65)1[13 521/(1) UsD = EI_I% 1—I>I(l) (u3D)

ja demonstrada de maneira formal anteriormente. Isto significa que, se tomarmos os limites
quando € — 0 e depois § — 0 utilizando método assintético como técnica de redugao de dimensao
¢é equivalente a tomarmos os dois limites utilizando modelagem hierdrquica como técnica de
reducao de dimensao. O mesmo ocorre quando tomamos o limite quando § — 0 e depois € — 0.

5 Conclusoes

Nas secoes anteriores, utilizamos métodos assintéticos para encontrar os problemas limite quando
os parametros d e € tendem a zero. Verificamos que os limites assintoticos ndo comutam, ou
seja, se tomarmos o limite ¢ — 0 e depois § — 0 encontramos um problema limite diferente do
problema limite encontrado para o caso § — 0 e depois € — 0.

Em seguida aplicamos a técnica de reducao de dimensao denominada modelagem hierarquica,
que consiste em considerar solugoes em um subespacgo do espaco de solugoes original, constituido
por fungoes com dependéncia polinomial na varidvel x3. Apds a utilizagdo desta técnica encon-
tramos os mesmos problemas limite encontrados via métodos assintoticos.
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