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Aula 1

Descricao: Nesta aula, apds motivar o estudo de problemas com
multiplas escalas, apresentamos a equacao com coeficientes
oscilatorios que consideraremos. Discutiremos algumas
propriedades do problema modelo, e de suas aproximacoes via

homogeneizacao e elementos finitos classicos.




Motivacao

Por que estudar problemas com maultilas escalas:
e Inumeras aplicacoes.

e Grande e interessante desafio do ponto de vista matematico e

numerico.

e Recentemente, com o aumento da capacidade computacional e
com a necessidade de modelagem de novos materias e sistemas
complexo, a area vem recebendo redobrada atencao, i.e.,

recursos.




Material compédsito como exemplo de aplicagao, (Roderic Lakes):




Em a temos cada lamina com fibras dispostas com diferentes

orientacoes, resultando numa determinada anisotropia.

No material b, cada lamina contém um sub-laminado,

representando um material altamente heterogeneo.

A modelagem “exata” de laminados como os acima descritos

nao trivial, pois o comportamento de cada uma das fibras e

sub-laminados teria que ser levado em conta.

Na pratica, toma-se o comportamento “macrocépico” ou
“homogeneizado” do material, usando a microestrutura para

formular uma equacao homogeneizada que pode ser resolvida.




Outra area onde técnicas de homogeneizacao sao utilizadas é em
escoamentos em meios porosos, em particular para simular poluicao
de aquiferos, extracao de petrdleo, contaminacao por dejetos
radiotivos, etc. Ver o artigo [A.L.G.A. Coutinho, C.M. Dias, J.L.D.

Alves, A.F.D. Loula, S.M.C. Malta, L. Landau, R.S. de Castro,

E.L.M. Garcia 2004], e as referéncias nele contidas.




Introducao: um modelo

Considere o problema parametrizado por ¢ < 1:

(e @) = @) em 0,0),

u®(0) =u°(1) = 0.

onde
e a(-) é suave e peridédica com periodo 1.
e existem a, 3 tais que 8 > ||al|y1.0,1) > a >0

e f é suave




Introducao: um modelo

A solucao analitica é dada por

uE () = /0 ’ - (;/15) ( /0 ") dt + co) s,

T a<sl/e> i / (e [ 10) s

0

Consideraremos
1 .
5(5 — a)(1 +sin(27z)) + a,

A seguir tomaremos € = 1/4, e =1/8, e ¢ = 1/16.
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Fig. 1: Graficos de a(-/¢) e da solucao exata para € = 1/4.
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Fig. 2: Graficos de a(-/¢) e da solucao exata para € = 1/8.
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Fig. 3: Graficos de a(-/¢€) e da solucao exata para € = 1/16.




Introducao: um modelo

Algumas observacoes:

e Lk facil notar nestes exemplos que quando € — 0, a funcao

a(-/e), e portanto u®, oscilam com maior frequéncia.

e Quando € — 0, a solucao u® converge para a solucao

homogeneizada.

e Em dimensoes maiores, apenas em casos particulares é possivel
obter solucoes analiticas. Deve-se entao buscar métodos que

permitam o calculo de solucoes aproximadas.




Lembre-se que u® é solucao de
du®
@)
u®(0) =u°(1) = 0.

O onde

E possivel mostrar que u® converge para u

1 d°
~M(1ja) d:cQuO = f(x) em (0,1),

w*(0) = u’(1) =0,

1
1

e M(1/a) :/ dz. Portanto:

0

a(x)

u’(z) = M(1/a) [—/Ox/jf(t)dtdﬁntx/ol /jf(t)dtdf].




Solucao homogeneizada

O seguinte resultado de convergencia justifica o uso da solucao
homogeneizada [Moskow e Vogelius, 1997].
Teorema. Seja f € L?(0,1). Entdo existe uma constante c

independente de € e [ tal que
Ju® — UOHL?(O,l) < CngHLQ(O,l)-

Comparamos agora como a solucao homogeneizada se comporta.

Consideraremos a seguir a sequéncia de exemplos, para € = 1/4,

e=1/8,ec=1/16.




1-D Homogenization

02

——— exact solution _
°© o o o o o homogenized solution

Fig. 4: Comparacao entre as sols. exata e homogen. para ¢ = 1/4.




1-D Homogenization
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Fig. 5: Comparacao entre as sols. exatas e homogen. para ¢ = 1/8.




1-D Homogenization

——— exact solution _
°© o o o o o homogenized solution

Fig. 6: Comparacao entre as sols. exata e homogen. para ¢ = 1/16.




Solucao homogeneizada

Pode-se notar que quando € — 0, a solucao homogeneizada u°

torna-se uma boa aproximacao para a solucao exata u°.

Apesar de serem tuteis em varias aplicacoes, as técnicas de
homogeneizacao apresentam algumas limitacoes. Por exemplo, sua
aplicabilidade esta limitada a valores de € pequenos, como fica
aparente nos exemplos anteriores. Outras dificuldades surgem em
casos mais gerais, por exemplo quando a(-) é nao periddico, e

principalmente para operadores mais complicados.




Discretizacao por Elementos Finitos

Primeiro discretizamos o dominio (0, 1) definindo os néds
O=29<z; <-<xyy1 =1, onde h =maxp<;<n |Tj+1 — x| é0
parametro de malha. A seguir, definimos o espaco das funcoes

lineares por partes VJ* € H3(0,1), onde

Vo' = {’Uh € H}(0,1) : v" é linear em (z;_1,z;) for j =1,.. L, N+1}.

A aproximacao por elementos finitos de u¢ é dada por u” € VJ* onde

! 1
/O a(m/e)%(x)%(x) dx :/O f(z)o"(z)de  para todo v" € VI




Discretizacao por Elementos Finitos

As aproximacoes numéricas apresentam resultados variados. Para
e=1/4e h=1/32, o método de elementos finitos aproxima
razoavelmente bem a solucao exata, como mostra a figura 7.
Entretanto, a aproximacao se deteriora quando € se torna menor.
Veja os gréficos para h = 1/32, mas € = 1/8 na figura 8, e e = 1/16

na figura 9.




solucao exata o
solucao por elementos finitos

Fig. 7: u® e sua aproximacao, com € = 1/4 e h = 1/32.




solucao exata o
solucao por elementos finitos

Fig. 8: u® e sua aproximacao, com € = 1/8 e h = 1/32.




solucao exata o
solucao por elementos finitos

Fig. 9: u® e sua aproximagao, com ¢ = 1/16 e h = 1/32.




Discretizacao por Elementos Finitos

A aproximacao melhora se refinarmos a malha. Por exemplo,
tomando o caso € = 1/8, mas com h = 1/64, temos uma melhoria

na aproximacao, como mostra a figura 10.




solucao exata o
solucao por elementos finitos

Fig. 10: u® e sua aproximacao com ¢ = 1/8 e h = 1/64.




Discretizacao por Elementos Finitos

O ponto que queremos ressaltar é que o método de elementos
finitos converge, mas a tara de convergéncia depende de €. Isto
pode ser um problema em dimensoes maiores, quando o uso de

malhas refinadas torna-se caro computacionalmente.




Usando ontinuidade e coercividade:

1
du , . dv
| ala/e) G @ G @ do < Bllulmion ol o

1
dv 2
| atase)| @) do = clolfon,

para todo u,v € H}(0,1), temos ||uf — uhHHl(OJ) < ch|u®|g2(0,1)-

Obtemos finalmente o teorema a seguir usando a estimativa

C
|U8|H2(0,1) < g”f“m(o,m-

h

Teorema. Seja f € L2(O, 1), e sejam u® e u” solugoes exata e por

elementos finitos. Entao existe uma constante c tal que

. h
Ju® — uhHHl(O,l) < Cg||fHL2(o,1)-
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Aula 11

FElementos Finitos Multiescala

Descricao: Nesta aula, explicamos como elementos finitos
multiescala sao definidos. Ao invés de usar funcoes lineares por
partes, a técnica de elementos finitos multiescala usa funcoes que

resolvem localmente (em cada elemento) o operador em questao.

Analisamos aqui o caso unidimensional. Em quase todos os
aspectos, incluindo a analise de erro, a extensao para duas

dimensoes é natural.




Introducao aos EFMs

No6s comecamos a definir o método construindo as funcoes de base.

Seja 1; tal que

d di;
—%(a(x/e) dﬁ (m)) =0 em U?Eﬁl (Tj—1,25),

1 se1 =7,

viles) = 0 sez# 7,

parat=1,..., V.

Definimos o espaco de elementos finitos multiescala como sendo

VOh,g — Span {¢1> R 7¢N}




Uma funcao de base multiescla para e =1/4 e h = 1/32:

1

Parece-se muito com a funcao de base linear por partes. Neste caso,

h < € e a funcao de base tradicional funciona bem.




No caso oposto, quando € < h, temos que a funcao de base tem

carater oscilatério, como é mostrado a seguir, para ¢ = 1/128 e

h=1/32.
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Curvas de nivel para a funcao bilinear
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Curvas de nivel para a fungao de base multiescala com €/h = 1/64:
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Introducao aos EFMs

Usando o espaco acima definido, o método de elementos finitos

multiescala busca u™¢ € Vj"¢ tal que

[ (0 2 ) i = [ o

h, h,e
para todo v € V.




Introducao aos EFMs

Testando entao a aproximacao para ¢ = 1/16 e h = 1/10, vemos na
figura a seguir que a solucao aproximada pelo método de elementos
finitos multiescala interpola a solucao exata nos nés. Isto nao é
uma coincidéncia, € apenas uma caracteristica em uma dimensao de
métodos de elementos finitos que utilizam funcoes que sao solucoes
locais da propria EDP que estao aproximando. Em dimensoes

maiores essa propriedade é (infelizmente) perdida.




E— Solucao Exata
+ + + + + + Multiscale finite element solution

Fig. 11: u® e sua aproximacao, com € = 1/16 e h = 1/10.




Analise de erro

A analise de erro baseia-se no Lema de Cea, como feito no caso de

elementos finitos classicos.

h,e

Lema (Lema de Cea). Sejam u® e u™* solugdes exata e por

elementos finitos multiescala. Entao existe uma constante c tal que

|u® — Uh’SHHl(O,l) < cl|u® — vh’€||H1(0,1) para todo v € Voh’g.




Analise de erro

No método de elementos finitos classico, encontramos uma funcao
em VJ' que “aproximava bem” u® e estimamos o erro de
aproximacao. No caso, a funcao em VJ* era o interpolador de u®.

Utilizando o Lema de Cea obtivemos a estimativa final.

Similarmente, o desafio agora é achar uma aproximacao para u° no

. h VE K . . . . .
espacgo multiescala V;"°. A andlise divide-se em dois casos distintos,

dependendo se a malha é refinada o suficiente ou nao, em relacao

ao parametro .




Analise de erro

Caso I: h < . Neste caso em que assumimos a malha
suficientemente refinada, obtemos a seguinte resultado de
convergencia, que, a menos de constantes, ¢ o mesmo que o do caso
de elementos finitos classico. Ou seja, para malhas refinadas, o
método multiescala funciona tao bem quanto o método tradicional.

h,e

Teorema. Sejam u® e u'™® solucoes exata e por elementos finitos

multiescala. Entao existe uma constante c independente de € e f

tal que

[u® = u™% || 10,1y < chll fllr2(0,1)-




Analise de erro

O teorema acima segue facilmente do Lema de Cea e do seguinte

resultado de interpolacao.

Lema. Seja u® solucdo exata, e seja I"cuf = Z;V:l u®(x;)1;

interpolador de u® em Voh’s. Entao existe uma constante ¢ tal que
h, 2
[u® = I u® || gr0,1) < bl fllZ200.1)-

A constante ¢ € independente de € e f.




Demonstracao. Note que

a‘us . Ih,eueﬁ—ll(a:j_l,a;j)
< /xj i(u8 Ih’eus)a(aj/e)i(us — ") da
— J. . dzx dx

j—1

' d d
— e __ r1hye, ey 7 e Ih’g €
/xj_l(u 1" u )d:c [a(x/s) . (u u®) | dx

d d

= —/ (ug—lh’eus)@ [a(x/s)%u‘g] dr = / (uf —I"*u®) f dx

i— i

< H’LL€ — Ih’8u€‘|L2(xj_1,wj)HfHLQ(CBj—laZBj)
< Ch‘uf5 — Ih’g’uxg‘Hl(:cj_l,xj)||fHL2(£Bj—1,$j))’

pois a desigualdade de Poincaré nos da que

[0l 22(2; 1,2;) < €h|v|ai(s; ,.2,) Para todo v € Hj(xj_1, ;).




Temos entao

‘us _ Ih,8u6|H1(£Uj—1,£L’j) < Cth||L2(SUj_1,ij)' (1)

Para encontrar uma estimativa global, basta somar a desigualdade

acima em todos os elementos:

Ju® — Ih’sugnirl(o,l) < clu® — Ih’susﬁil(o,l)

N N
hie, €2 2 E 7
=cY |ut—1 U () S D 1AL 2y )
j=1 =1

= ch*|| flIZ2(0,1)»

onde usamos a estimativa de interpolagao (1). Tirando raizes dos

dois lados da equacao acima obtemos o resultado.




Analise de erro

Caso II: ¢ < h. Mesmo quando € é pequeno em relacao a malha, e
o método de elementos finitos lineares nao funciona a contento, os
elementos finitos multiescala aproximam bem a solucao exata.
Abaixo apresentamos uma estimativa de erro.

Teorema. Sejam u® e u™*®

solucoes exata e por elementos finitos
multiescala. Entao existe uma constante c independente de € e f

tal que

Juf — w101y < Ceh™ 2+ )| fll220.1)-




Analise de erro

Para estimar o erro de aproximacao do presente método, temos que
~ h,’g . € ~ .
encontrar uma funcao em V"~ que aproxime u° para entao aplicar

o Lema de Cea. Nosso candidato é uy, interpolador da solucao

homogeneizada u? em Voh’a. Note que no Caso I (quando h < ¢),

tomamos como candidato o interpolador de u®, diferentemente do

que fazemos agora.

Para entender porque o método multiescala funciona bem quando
e < h, é preciso usar uma boa aproximacao assintotica para u®.

Usamos entao os primeiros termos da expansao assintotica de u°®.




Analise de erro

0 a solucao homogeneizada e H solucao de

d dH da
- (a<y>d—y<y>) = L) em (0.0),

De fato, seja u

1
H periédica com periodo 1, / H(y)dy = 0.
0

Além disso, seja

(@) = ~H(2/2) o (a)

e 0 tal que

(a(x/s)%(x)) — 0 em (0,1),

0(0) = u*(0), 6(1)=u'(1).




Analise de erro

Temos entao o seguinte resultado [Moskow e Vogelius, 1997].

Teorema. Assuma que f € L?(0,1), e seja u® solucao exata.

Sejam u®, u' e 0 como definidos anteriormente. Entdo existe uma

constante c independente de f e de ¢ tal que

Hus —UO

— €u1 + €6||H1(0,1) S OEHUOHHz(O’l).

Hou et al. [Hou, Wu, Cai, 1999] notaram que a expansao acima vale

tanto para a solucao exata como para os elementos da base de

elementos finitos multiescala.




Logo, para ¢+ =1,..., N a funcao 9; pode ser aproximada por
wg) T ngl o 89%'7

onde

d2
da?

0 N+1
Y; =0 em Uj:—li (Tj-1,7;),

e ! = H(z/e)dy? /dx. Finalmente

d do;
T dr (a(x/g) o (x)) =0 em U;V:"il (xj—1,2;), 0;(x;) = 1,

Observagao. Note que no caso unidimensional, 1) nada mais é

que a funcao de base linear por partes @;.




Analise de erro

. . ~ . h
Seja uy interpolador da solugao homogeneizada u® em Vj"“.

Como acima, u; pode ser aproximado por u$ + eut — e, onde

N
u? = 27;:

(3?)) =0 em U (zj-1,25), Or(z;) = up(z)).

Temos entao que

0

||U,8 — uIHHl(O,l) < Hu€ —UuU — €U1 + €HHH1(O,1) + H’U,O — u?HHl(O,l)

+ellu' —uzllmro) +ell0ll a1y + elbrll a0

+ ||UI — u? — 5u} + 5HIHH1(O,1)




Analise de erro

A desigualdade

0

Juf —u® —u' + €0l 0,1) < cellu’llm2c0,1)

é apresentada no Teorema 1. J&

0

Jur —uy — U} + 591“}11(0,1) < 05HU0HH2(0,1)

baseia-se no Teorema 1 e em |[uf||g2(z; ,.2,) < cllu’l|m2(w; 1.0,

Usando que u$ é a interpolagao de u" por fungoes lineares por

partes, obtemos

|u® — |l 0.1y < ch||u’] 20,1




A seguir, usamos

lut = urllar e =

|H1($jla$j)

1 |dH
=€ 1 dx L>(0 1)HUO_U9HH1(%M%)

+ HHHLO"(OJ)‘ u’ — U(IJHHQ(%—M%)

< Cg_lH/U’O o u?Hﬂl(xj—l,ﬂ?j) + CHuOHHQ(xj—l’xj)'

Somando o quadrado da desigualdade acima entre j =1 e

j = N + 1 temos

Jut — ’UJ}HHl(O,l) <cleth+ 1)HUO||H2(O,1)°




Finalmente temos

1001211 0,1) < e(ju (0)] + [u* (1)])

du® du®

< el (|5 O+ | 0] ) < el

C
10111201 ey < 5 (e (i) 4 g (5)1)°

c dul 0 °
< P (| G| +| T )

Somando a desigualdade acima entre j =1e 7 =N + 1, temos

101 1 (0,1) < Ch_1/2|\uo|\H2(o,1)-




Usando as desigualdades acima, obtemos o seguinte resultado.

Teorema. Sejam u® e u™® solucdes exata e por elementos finitos

multiescala. Entao existe uma constante c independente de € e f

tal que

lu® — || g0,y < Ceh™ 2 + )| fllr2(0.1)-




Outros Comentarios

e Uma importante diferenca entre uma e duas dimensoes na
técnica de elementos multiescala é que no caso bidimensional
nao € claro que condicoes de contorno deve-se impor nas
arestas na definicao das funcoes de base ;. Em uma dimensao

este problema nao existe, ja que nao existe aresta.

Uma primeira idéia seria impor ; linear nas arestas. Nos
artigos de Hou e colaboradores surge a proposta que as funcoes
de base deveriam satistazer uma “restricao unidimensional” do

operador diferencial que define a EDP, ao longo das arestas.




e Eista proposta é ad hoc, assim como a definicao do que é uma
restricao unidimensional de um operador bidimensional, mas

parece funcionar bem numericamente. A demonstracao de

convergéncia em [Hou, Wu, Cai, 1999] foi feita assumindo que

as funcoes de base sao lineares nas arestas.

As diferencas em uma e duas dimensoes nao sao muitas. Em
2D, aparece o fenomeno de ressonancia, quando h ~ . Isto é
minimizado pelo Tom Hou et al. com “oversampling” , o que

torna o método nao conforme (analise em [Efendiev, Hou, Wu,

2000]).




Introducao: um modelo

Solucao homogeneizada

Aproximacao por Elementos Finitos Classicos

Elementos Finitos Multiescala

Outros Métodos

Conclusoes




Residual Free Bubbles (RFB)

Recentemente, Sangalli (2003) aplicou a idéia de Residual Free
Bubbles em EDPs com coeficientes oscilatorios com excelentes

resultados. O método guarda forte similaridades com o MsFEM.

As “bolhas” sao funcoes com suporte local que resolvem, exata ou
aproximadamente, a equacao diferencial em cada elemento. O lado
direito destes problemas vem do residuo devido a parte polinomial
da solucao numérica. Outro fator é que as bolhas se anulam no

bordo de cada elemento.

A seguir apresentamos de forma breve a idéia central do RFB.




Residual Free Bubbles (RFB)

Em geral, para problemas com multiplas escalas, é possivel

decompor a solucao como

Usolugao — Umacro + Umicro

No método RFB, a decomposicao é

URFB — Ulinear + Up

onde Ujneqr € & parte linear por partes, e a “bolha” wu, captura

informacoes sobre a microescala.




Residual Free Bubbles (RFB)

Seja {2 um poligono, € > 0 representa a pequena escala,

L= f em Q,
u=0 em 0f,

e sua formulagao fraca: achar v € Hj () tal que
a(u,v) = (f,v) para todo v € H; ().

e (f,v) = J, fvdx. Tomamos como exemplo

L5u=—div(K*(z) Vu), a(u,v):/Q(Ke(x)Vu)-Vvdx.




Residual Free Bubbles (RFB)

Considere a particao de {2 em elementos finitos, e o espaco

enriquecido associado

Vh = Vl @B,
onde

e Vi1 C H}(Q) é o espago das fungoes lineares ou bilineares por

partes

e B C H}(Q) é o espaco das “bolhas”, fungoes que se anulam no

bordo dos elementos




O método consiste em achar uy, € V3, = V73 @& B onde
a(up,vn) = (f,vn) para todo vy € Vj,.
Escrevendo up = uy + up temos

a(uy + up,v1) = (f,v1) para todo vy € V7,

a(uy + up,vp) = (f,vs) para todo v, € B.

Logo, a segunda equacao é valida em cada elemento:

a(uy +up, )|k = (f,v)|x para todo v, € Hy(K),

para todo elemento K.




A parte da bolha é solucao forte do problema local

Ly =—Lu1+ f em K,
up, =0 em OK.

Escrevendo up, = T(— L u1 + f) e usando condensacao estatica,

temos

a(uy + up,v1) = (f,v1) = a(ur + T (=L v + f),v1) = (f,v1)

— a(ug — T L uyp,v1) = (f,v1) —a(Tf,v1)

— a((I—Tﬁa)ul,’Ul) = (f,v1) —a(Tf,v1)

para todo v € V1,




Uma primeira forma de se interpretar a formulacao acima é como

um método estabilizado livre de parameétros: achar uq € V3 onde

a(ui,v1) —a(T L5 ur,v1) = (f,v1) —a(T f,v1) paratodo vy € V.

Outra forma é como “upscaling” numeérico: achar u; € V5 onde

a*(uy,v1) =< f*,v1 > para todo v € Vi,

a*(ubvl) — CL((I _ T£€>ulavl)7 < f*a/Ul >= <f7 Ul) — CL(Tf, Ul)'

Na interpretacao multiescala:
£ : (44 29
e 1 ¢ 0 espaco macro, enxerga apenas as propriedades “macro

e B ¢ o espaco micro, capturando o efeito das pequenas escalas




Finalmente, é possivel ver esta formulacao “quase” como um

método de Petrov—Galerkin. Se {1;} é uma base de V1, e

N ~
uy = Y ;4 Ui, entao

zu@ (T =T L iy) = (f05) — a(Tf.405)

= (f,v;) —a(Tf,;), onde \; = (I —T L");.

[,8)\@-:0 emK, )\'szz em@K,

As funcoes de base do espaco das funcoes admissiveis resolvem o

operador localmente, e as funcoes teste continuam as mesmas.




Heterogeneous Multiscale Method (HMM)

Esta proposta ¢é estudada por E, Engquist, Huang, Ming, Li,
Vanden-Eijnden, Zhang, Yue, a partir de 2003. Damos uma breve

descricao do método considerando o problema

—div[e®(z) Vu(2)] = f(x) em Q C R,
u® =0 em 0€,
ode € < 1 “representa” as pequenas escalas, e af : Q — IR?*?. Seja

V1 o espaco das funcoes de elementos finitos continuas e lineares

por partes.




Se existir matriz efetiva A que incorpore os efeitos das

microescalas, a forma bilinear
/ (AVV)-VWdx paraV,IW € V*,
D

seria boa para se tentar aproximar a solucao original.

Para um elemento K, considere a quadratura

L
/Kp(:r;) dr ~ ;wlp(a:l).

/D(AVV)-Vde S w[(AVV) -V W](2).

[=1




Heterogeneous Multiscale Method (HMM)

Aproximamos [(AV V) -V W|(z;) da seguinte forma. Considere
Is(x;) o quadrado de tamanho § centrado em x;, e, dado V € V!

ache v; = R(V') tal que

—div[a® () Vo ()] =0 em Is(x;),

vy =V em O0ls(x;).

Tome entao

[(AVV)-VW](:U[)%%/I( )[ag(x)VUl(x)]-le(x)dx,

onde v; = R(V') e w; = R(W).




Observacao. A escolha de § depende do problema em questao.

Por exemplo, para problemas periodicos, § pode ser o proprio

periodo. As condigcoes de contorno para se definir o operador R(-)

também podem ser mudadas para, por exemplo, V. — R(V') periédico

em Is(xy).




Introducao: um modelo

Solucao homogeneizada

Aproximacao por Elementos Finitos Classicos

Elementos Finitos Multiescala

Uma dificuldade extra

Outros Métodos

Conclusoes




Conclusoes

e Analisamos como aproximar solucoes de equacoes diferenciais

que tém coeficientes oscilatoérios.

e Vimos que além da técnica usual de homogeneizacao, elementos
finitos multiescala sao uma boa opcao numérica. Vimos
também que os elementos finitos classicos nao aproximam bem

a solucao exata, e vimos o motivo.




O problema com os elementos finitos classicos esta na escolha
dos espacos de funcoes. Nos elementos finitos multiescala, as

funcoes incorporam as pequenas escalas.

A analise de erro do método multiescala é sofisticada

(principalmente em 2D). A grande (tinica) diferenca para o caso

de elementos finitos lineares esta na estimativa de interpolacao.

Outros métodos tentam de uma forma ou de outra fazer o

upscaling numericamente, a um custo mais baixo possivel.

Esta é uma ativa e promissora area de pesquisa. Tem varios

aspectos matematica como de aplicacoesa serem investigados.




FIM

Obrigado!
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