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REsuMoO. Estas notas de aula sdo relativas ao curso de Analise I da Escola de Pos-Graduagao
em Economia da Fundagao Getulio Vargas (EPGE-FGV) e do Laboratorio Nacional de Com-
putagao Cientifica (LNCC). Estas notas devem servir de apoio, e certamente nao eliminam
a necessidade de se usar os ja classicos, aprimorados e varios livros didaticos. Mencionamos
alguns deles na biliografia.

Neste curso apresento alguns topicos de analise que, espero, sejam Tuteis. Na verdade, o
que eu espero mesmo € apresentar o rigor matematico aos alunos, e mostrar como este deve
ser utilizado em conjunto com a intuigao matematica. Minha experiéncia diz que os alunos
do EPGE e do LNCC tém a intuicao mais desenvolvida que o rigor.

Planejo discutir os seguintes tépicos:

e Os nimeros reais e topologia em R"
Fungoes; Conjuntos finitos, infinitos, contaveis; Propriedades dos reais;
Espagos Vetoriais; Conjuntos abertos e fechados; Vizinhangas; Teorema de Bolzano-
Weierstrass;
Conjuntos Compactos; Teorema de Heine-Borel,;
e Sequéncias e Convergéncia;
Sequéncias, Subsequéncias;
Teorema de Bolzano-Weierstrass; Sequéncias de Cauchy
Sequéncias Contrateis e pontos fixos de contracoes; Caracterizacao de abertos e
fechados;
Sequéncias monotonas (em R); limsup, liminf;
Fungdes Continuas
Propriedades Locais e Globais
Preservacao de Compacidade e Continuidade Uniforme
Sequéncia de fungoes
Convergéncia pontual e uniforme; Trocas de limites
Equicontinuidade
Diferenciabilidade
Fungoes de uma variavel; Derivadas parciais; Diferenciabilidade
Regra da cadeia; Teorema de Taylor;
Teorema da funcao implicita e da fungao inversa;
Aplicacoes: Minizagao com restricoes de igualdade e desigualdade

A referéncia basica é o livro The elements of Real Analysis, de Robert Bartle [3]. Outras
referéncias importantes sdo os ja classicos [10,[18], bem como o novo |21|. Para topicos
especificos em uma dimensao, pode-se ler [419,|20]. Finalmente, idéias mais abstratas sao
apresentadas em [11,[19].
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CAPITULO 1

Uma introdugao nao tao formal aos fundamentos da matematica

g

A matematica se baseia na argumentacao logica. Outras areas do conhecimento, talvez
todas, podem também reclamar para si tal propriedade, Entretanto a matematica é o proprio
desenvolvimento da argumentagao formal, é a “logica aplicada.”

Este aspecto da matematica tem consequéncias interessantes; seus resultados independem
da época, cultura e regiao em que foram gerados. O Teorema de Pitagoras, demonstrado
por fanaticos matematicos (os pitagoricos), cerca de 500 A.C., sera valido em qualquer lugar
e época (http://mathworld.wolfram.com /PythagoreanTheorem.html).

Outras areas tém teorias “exatas” que sao na verdade aproximagcoes da realidade, com
“validade” somente sob determinadas condigoes (por exemplo, teoria da relatividade versus
fisica quantica). Mesmo certas definigoes podem mudar. Como exemplo, em 1997 a unidade
de tempo segundo foi definida mais uma vez (http://en.wikipedia.org/wiki/Second). Quanto
ao pobre quilograma, bem, este ainda busca uma definicao adequada aos nossos tempos
(http://en.wikipedia.org/wiki/Kilogram).

Parece-me desnecessario comentar sobre a volatilidade de varias teorias econoémicas. . .

Nestes rapidos comentarios que seguem, pretendo passear por alguns aspectos de como
a matematica funciona. Uma 6tima referéncia é o livro do Terence Tao |20].

1.1. Argumentacgao formal

1.1.1. Proposicoes. Como funciona a argumentagao formal na pratica? Objetos fun-
damentais sdo as proposi¢oes (ou expressoes logicas), que sempre sao verdadeiras ou falsas,
mas nunca verdadeiras e falsas simultaneamente. Por exempld]

(1.1.1) 1+1=2,
(1.1.2) 1=2.
Vou me adiantar afirmando que (|1.1.1]) é verdadeira e (1.1.2)) é falsa. Uma conjectura nada

mais é que uma proposi¢ao que é ser verdadeira ou falsa (como toda proposigao) mas que
ainda nao se tem a resposta. Por exemplo, dizer que

todo inteiro maior que 2 pode ser escrito como soma de dois niimeros primos

é uma proposicao, também conhecida como conjectura de Goldbach. Ela é verdadeira ou
falsa, s6 que ninguém ainda sabe a resposta. Sabe-se que é verdadeira para todos os ntimeros
menores que 4 x 10'®, mas nao se sabe se é de fato verdadeira para todos os inteiros.

EXEMPLO 1.1. Os exemplos que nao sao afirmativas:

1Ultima Atualizagao: 23/11/2019
2Suponho, por enquanto, que as propriedades de conjuntos e dos nimeros reais sao conhecidas

1


http://mathworld.wolfram.com/PythagoreanTheorem.html
http://en.wikipedia.org/wiki/Second
http://en.wikipedia.org/wiki/Kilogram
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X|Y|XAY XY | XVY

V|V v V|V \Y X | =X
V| F F VI|F \Y V| F
F |V F F|V \Y F |V
FI|F F F|F F

TABELA 1. Tabelas verdade para operacoes logicas A, V e —.

(1) frases sem sentido como = 1 + 3— nao sao proposigoes.

(2) 1 — 4 ndo é uma proposigao pois nao afirma nada, i.e., ndo ha um verbo na frase
(uma “regra” é que proposigoes tém verbos).

(3) * > 4 também ndo é uma proposigao. De fato ndo ha como determinar se ela é
verdadeira ou falsa, pois nao se sabe o valor de x. Entretanto, z > 4 é uma afirmacao
que chamamos de predicado e denotamos por P(z). Aqui, x é uma varidvel livre, i.e.,
uma variavel que temos quando definida torna P(z) uma proposigao. Uma questao
importante é determinar quais os valores que x pode tomar. Neste exemplo, =
poderia ser um niimero real, mas nao um conjunto.

1.1.2. Conectivos logicos. Proposicoes podem ser negadas ou combinadas com ou e
e, gerando outras. Por exemplo, se a é um nimero real qualquer, entdo a afirmativa (a > 0
ou a < 0) é verdadeira, mas (a > 0 e a < 0) nao o é.

Sejam X e Y duas proposi¢oes (ou predicados). A regra geral é que (Xe Y) é também
uma proposicao denotada por X AY', e que s6 é verdadeira se X e Y forem ambas verdadeiras.

Similarmente, (Xou Y) é uma proposi¢ao denotada por X VY que s6 é falsa se X e
Y forem ambas falsas. Note que se apenas uma das afirmativas for verdadeira, X VY é
verdadeira. Note que esta nocao pode diferir de um possivel uso corriqueiro do ou, como
na frase ou eu, ou ele ficamos. Neste caso quer-se dizer que ou eu fico, ou ele fica, mas nao
ambos — este é o chamado ou exclusivd] Em matemética, dizer que a ou b é zero é verdade
sea=b=0.

Podemos também negar uma proposicao X gerando a proposicao “nao X, denotada por
=X, e onde =X é verdadeira se X for falsa e =X ¢é falsa se X for verdadeira. Negar uma
afirmativa pode ser 1til pois para concluir que uma afirmativa Z é falsa, as vezes é mais facil
provar que —Z é verdadeira. As regras acima sao determinadas pela tabela verdade

Considere também o exemplo a seguir.

EXEMPLO 1.2 (|13]). Considere as seguintes proposigoes

(1) 24 3=5and =(1+1=2)

A proposigao acima ¢é falsa pois 1+1 = 2 ser verdadeiro torna =(1+41 = 2) falsa.
(2) 243=50r~(1+1=2)

A proposic¢ao acima é verdadeira pois 2 + 3 = 5 é verdadeira.

Operagoes logicas podem ser combinadas. Por exemplo, se X, Y e Z sao proposicoes,
entdo, 7(XVY)e ZV-(XAY) também o sdo. O uso de parénteses é importante pois evita
interpretacoes dubias ou erréneas. Por exemplo como deve-se interpretar X AY V Z7 As

30utro termo matematico que pode ter sentido diferente do uso diario ¢ em geral. Na matemética, em
geral quer dizer sempre, enquanto no dia-a-dia quer dizer "quase sempre"
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X[Y] X[ X[(XVY)[-XAY
VIV|[F | F F F
F|V|V |F F F
VIF| F | V F F
F|F| V|V v v

TABELA 2. Tabelas verdade do Exemplo [1.3|

duas possibilidades
XN Y V2, (XAY)VZ

parecem razoaveis e dao resultados diferentes. Entretanto =X V'Y deve ser interpretado
como (—X) VY (e ndo como —(X VY). Similarmente, =X A'Y significa (=X) A Y.

Dizemos que duas proposi¢oes sao logicamente equivalentes (ou simplesmente equivalen-
tes) se tém a mesma tabela verdade, como ilustrado no exemplo abaixo.

EXEMPLO 1.3. As tabelas verdade de =(X VY), =X A—Y sdo dadas pela Tabela2] Note
que ambas proposicoes tém a mesma tabela vedade, e portanto sao equivalentes.

As equivaléncias entre (X VY) e =X A =Y como mostrado acima, e de =(X AY) e
=X V =Y como no Exercicio sao chamadas de Regras de De Morgan.

EXEMPLO 1.4 ([13]). Qual é a negacao do predicado 1 < x < 57 Note que esta afirmativa
nada mais é que (1 < z) A (z < 5), e nega-la é portanto afirmar -(1 < z) V =(x < 5), i.e.,
(1 > )V (z > 5). Vale observar que usamos a propriedade da tricotomia dos nimeros reais.

Seguramente, este papo poderia ir bem mais longe com a algebra de Boole ou booleana
(http://en.wikipedia.org/wiki/Boolean algebra).

1.1.3. Implicagoes. Os passos de uma argumentacao matematica sao dados via impli-
cagoes, representadas pelo operador 16gico = . Se de um fato conhecido, por exemplo uma
afirmativa verdadeira X, eu posso concluir uma afirmativa verdadeira Y, entao eu escrevo

(1.1.3) X =,

e leio Ximplica Y, ou ainda se X entao Y. Dizemos que X é a hipdtese e que Y é a conclusao.
Por exemplo

(1.1.4) a>0 = 2a>0.

Abstraindo um pouco mais, note que (1.1.3) e (1.1.4) também sdo afirmativas. Outros
exemplos de afirmativas:

116 0=1 — 0=0,
(
1.1.8 0=0 = 0=1.
(

As trés primeiras afirmativas acima sao verdadeiras. Somente a tltima é falsa. A primeira da
lista é uma tautologia (redundancia, do grego tauto, o mesmo), e é obviamente correta. Ja a
segunda é correta pois de hipoteses falsas pode-se concluir verdades (multiplique ambos os
lados de ([1.1.6)) por zero). A terceira é verdade pois se a hipotese é verdadeira, a concluséo,


http://en.wikipedia.org/wiki/Boolean_algebra
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X|Y| X =Y XY X <Y
VIV \Y VIV \Y%
V| F F VI|F F
F |V \Y F|V F
FI|F A% F|F \Y

TABELA 3. Tabelas verdade para operacoes logicas A, V e —.

sendo uma mera repeticao da hipdtese, também o é (este tipo de argumento é usado em
demonstragoes por contradigao). Finalmente, é falsa pois nao se pode deduzir uma
afirmativa falsa partindo-se de uma verdadeira.

A argumentagao (e a demonstra¢ao) matematica baseia-se em supor que algumas hipo-
teses sao verdadeiras e em concluir resultados através de implicagoes.

Note que a implicacao nao é “reversivel”, i.e., se X = Y, nao podemos concluir que
Y — X. Realmente, 1 = -1 = 1 =1 é verdadeiro, mas 1 =1 = 1 = —1 é falso.

As vezes, tanto a implicacdo como seu reverso valem. Se por exemplo X =— Y e
Y = X escrevemos simplesmente X <= Y, e lemos X se e somente se Y. Confira as
tabelas [l

Em termos de linguagem, alguns cuidados tém que ser tomados, pois proposi¢oes podem
ser descritas de forma “literaria”. Por exemplo, X = Y pode ser descrito como

e Se X entao Y

e X acontece somente se Y acontece
e X ¢ suficiente para Y

e Y acontece se X acontece

e Y & necessaria para X

De forma anéloga, a proposigao X <= Y pode ser dita como

e X se e somente se Y
e X ¢ equivalente a Y
e X ¢ necessaria e suficiente a Y

EXEMPLO 1.5. Determine se as proposicoes abaixo sao verdadeiras

(1) Sel+1=3entao 1 +1=2
Como a hipotese ¢ falsa, a implicacao é verdadeira.
(2) m ser impar é necessario para n ser primo.
A afirmativa acima pode ser reescrita como
n primo implica em n impar.
Se n = 2, a proposicao é falsa. Ela é entretanto verdadeira para os demais inteiros
positivos (n = 3,4,...).

Finalmente, considere a implicacado X = Y. Dizemos que Y = X ¢é sua reciproca,
e que WY = —X ¢é sua contrapositiva.
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1.1.4. Quantificadores. Frases matematicas x > 3 ou 22 = 1 ndo sao proposicoes mas
sim predicados, como ja foi discutido. Estao associados a variavel livre, x, que quando fixado
pode tornar o predicado uma proposicao, sendo verdadeira ou falsa. Considere o predicato

P(z): x> 3,

onde o conjunto universo (ou simplesmente universo) U que x pode pertencer é, por exemplo,
os numeros inteiros. Entdo P(4) é a proposigao verdadeira 4 > 3, enquanto P(1) ¢ falsa.

Uma forma conveniente de se lidar com predicados e variaveis livres de forma é via
quantificadores.

DEFINIGAO 1.1.1. Considere o predicado P(z) indexado pela varidvel livre x pertencente
ao conjunto universo U. Entao

(1.1.9) para todo v € U, P(x)

€ uma proposi¢ao que € verdadeira se P(x) for verdade para todo x € U. Caso contrdrio, é
falsa.
Da mesma forma,

(1.1.10) existe v € U tal que P(x)

¢ uma proposi¢ao que € verdadeira se existir ao menos um x € U tal que P(z) for verdade.
Caso contrdrio, € falsa.

Na definicao acima, a expressao para todo, também denotada pelo simbolo V, é chamada
quantificador universal, enquanto a expressao ewxiste, também denotada pelo simbolo 3, é
chamada quantificador existencial.

Note que para mostrar que ([1.1.9) é falsa basta achar um x € U tal que P(x) seja falsa.
Dizemos que este x é um contra-exemplo. Por outro lado, para motrar falsa, tem
que mostar que P(z) falsa para todo x € U.

EXEMPLO 1.6. Dado o predicado
P(n): n ser impar é necessario para n ser primo,
considere as proposicoes abaixo:

(1) Existe n € N tal que P(N).
(2) Para todo n € N, P(N).

Bom, antes de analisar as proposicoes, note que o predicado pode ser escrito de forma mais
direta como

P(n): n primo = n impar.

A proposigao acima (1) é verdade pois P(13) é verdade, e isto é suficiente (para mostrar
existéncia, basta achar um exemplo). Por outro lado, (2) ¢ falsa pois P(2) ¢é falsa (2 é primo
sem ser impar). Logo existe um contra-exemplo: n = 2.

Note que o fato de (2) ser falsa depende do conjunto universo. A proposi¢ao

Para todo n € N tal que n > 3, P(N)

¢é verdade.
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1.1.5. Axiomas. E como comecar a construcao da matematica em si, i.e., quais sao as
hipoteses bdsicas que sao necessariamente verdadeiras? Isso é importante pois, como vimos,
partindo-se de hipoteses falsas pode-se chegar a conclusoes falsas, sem comprometer a ldgica.
Aqui entram os aziomas, premissas verdadeiras consideradas “6bvias.” E uma boa idéia que
este conjunto de premissas seja o menor possivel, i.e., um axioma do conjunto nao pode ser
demonstrada a partir dos outros.

A partir dos axiomas controi-se via implicagdes toda uma matematica (mudando-se o
conjunto de axiomas, muda-se a matematica).

Um exemplo de axioma vem a seguir.

AXIOMA 1.1.2 (do conjunto vazio). Existe um conjunto que nao contém nenhum ele-
mento.

Suponha que se possa definir o que é uma pessoa careca, e considere o seguinte axioma.

AXIOMA 1.1.3 (do fio extra). Um careca que ganhar um fio extra de cabelo continua
careca.

Pode-se concluir entéo o seguinte resultado (tente demonstré-lo).
Se o Azioma do fio extra vale, entio todos os seres humanos sao carecas.

O alerta que o resultado acima nos fornece é que devemos ter cuidado com os axiomas
escolhidos. Resultados “patolégicos” podem advir deles. E de fato, resultados “estranhos”
permeiam a matematica. . .

1.1.6. Definicoes, lemas, teoremas. Uma das formas de se construir novos objetos
matematicos é através de definicoes. Por exemplo podemos definir o conjunto dos ntimeros
naturais como N = {1,2,3, ... }ﬁ Outro exemplo: seja

f:Z—R
x — 2.

A expressao acima define uma fungao chamada “f” que associa a cada nimero inteiro o seu
quadrado, levando-o nos reais.

E quanto a proposi¢oes dadas por lemas e teoremasﬂ? Normalmente, lemas e teoremas sao
escritos a parte, sendo compostos por hipoteses, e conclusoes explicitamente mencionadas.
Exemplos de lema e teorema vém a seguir.

LEMA 1.1.4. Supondo que o Axioma do conjunto vazio vale, entao existe somente um
conjunto vazio.

4Alguns autores utilizam o stmbolo := no lugar de = em defini¢des. Esta é provavelmente uma boa idéia
pouco utilizada, e eu nao a seguirei.

5Uma dtvida comum: qual a diferenca entre os trés? Bom, normalmente proposicdo tem um carater mais
geral, sendo uma sentenca logica verdadeira (na matemética “usual”). J& um lema é proposi¢do preliminar,
que contribui na demonstragao de um resultado principal, um teorema. Muitas vezes entretanto, o lema tem
interesse proprio. Em geral, o gosto e o estilo do autor determinam o que é proposigao, lema ou teorema.
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TEOREMA 1.1.5 (de Fermat). ﬂ Sejan € N, com n > 2. Entao nao existem inteiros

positivos x, Yy, 2 tais que x" + y" = 2".

A hipotese do lema ¢ o axioma do conjunto vazio (Axioma , e a conclusao é
de que s6 existe um conjunto vazio, isto é todos os conjuntos vazios sao iguais. Este é um
tipico resultado de unicidade. Ja no Teorema de Fermat [I.1.5] impondo-se hipoteses sobre
a poténcia n (ser inteiro e maior que dois), obtem-se um resultado de nao ezisténcia.

Normalmente lemas e teoremas descrevem resultados de interesse e nao triviais, i.e., as
conclusoes nao se seguem trivialmente das hipéteses. Algumas vezes entretanto casos impor-
tantes particulares sao facilmente obtidos de resultados mais gerais. Estes casos particulares
sao chamados de coroldrios. O Teorema de Fermat por exemplo é um corolario de um outro
resultado mais poderoso (chamado Teorema da Modularidade). E claro que “trivialidade”
nao é um conceito rigoroso e é certamente relativa.

1.1.7. Prova ou demonstracao. Uma prova ou demonstracao sao os passos logicos
para se concluir uma proposi¢ao. Algumas demonstragoes sao simples, outras nem tanto. Por
exemplo, a demonstracao por Andrew Wiles do Teorema de Fermat fechou com chave de ouro
a matematica do século XX. A prova é uma intricada sequéncia de resultados publicada num
artigo de 109 paginas na mais conceituada revista de matemética, os Anais de Matematica
de Princeton [23].

Antes da demonstracao de Wiles, o agora “Teorema de Fermat” era “somente” uma con-
jectura, um resultado que acredita-se verdadeiro mas que ninguém demonstrou. Uma ainda
conjectura famosa é a de Goldbach, que afirma que todo inteiro par maior que dois pode ser
escrito como a soma de dois nimeros primos. Para nimeros menores que 108, o resultado
foi checado computacionalmente, mas o caso geral ainda nao esté provado.

A demonstracao por contradi¢ao segue os seguintes principios logicos: se queremos mos-
trar que uma afirmativa implica noutra, podemos simplesmente negar este fato e tentar
chegar numa contradicao.

Apesar de nao termos ainda definido os conceitos abaixo, considere a afirmativa

(1.1.11) ) C A para qualquer conjunto A.

Talvez uma demonstracao “direta” nao seja tao facil. Mas suponha que (1.1.11]) seja falso.
Entao existe algum conjunto A tal que § ¢ A. Portanto existe algum elemento no conjunto
vazio que nao estd em A. Mas isto € um absurdo, pois o vazio nao contém nenhum elemento.
O que se vemos ¢é que negar ((1.1.11)) (afirmar que (1.1.11]) é falso) nos leva a concluir um
absurdo, e portanto (1.1.11]) s6 pode ser verdade.

Outra forma de se olhar para esta demonstragao [13| é ver que

rel) = x €A

De fato, a afirmativa x € () é sempre falsa, e como falso implicar verdadeiro é verdadeiro,
entao x € A é verdade. Entao, por defini¢ao, todo elemento de () pertence a A.

SEnunciado de Fermat, na margem do livro Arithmetica de Diophantus: Cubum autem in duos cubos, aut
quadratoquadratum in duos quadratoquadratos, et generaliter nullam in infinitum ultra quadratum potestatem
i duos etusdem nominis fas est dividere cuius rei demonstrationem mirabilem sane detexi. Hanc marginis
exiguitas non caperet. (E impossivel separar um cubo em dois cubos, ou a quarta poténcia em quartas
poténcias, ou em geral qualquer poténcia em duas poténcias iguais. Eu descobri uma demonstragao realmente
maravilhosa disto, para a qual esta margem é por demais exigua para caber.)



8 1. UMA INTRODUCAO NAO TAO FORMAL AOS FUNDAMENTOS DA MATEMATICA
1.2. Exercicios

EXERCICIO 1.1. Sejam X e Y duas proposigoes. Mostre que =(X AY) e =X V =Y sédo
equivalentes.

EXERCICIO 1.2. Mostre que
(1) (X = Y) é equivalente a X A (=Y).
(2) X = Y éequivalente a Y = —X.



CAPITULO 2

Conjuntos e Funcgoes

[

Esta parte do texto pretende apenas expor algumas dificuldades bésicas, da parte talvez
mais fundamental da matematica (excluindo-se a logica). Duas referéncias também introdu-
torias, mas muito mais completas, sdo os livros do Terence Tao |20], e do Paul Halmos [12].

A primeira dificuldade encontrada é definir o que é um conjunto. Uma saida (questi-
onéavel) é simplesmente dizer que um conjunto é uma “colegao” ou familia de objetos (ou
elementos ou membros). Se um objeto z faz parte de um conjunto A, dizemos que ele per-
tence a A e escrevemos = € A (o simbolo ¢ indica que quando um elemento nao pertence a
um conjunto).

Espera-se que o uso da palavra "colegao"acima nao traga confusoes. O termo colegao
serd a seguir utilizado para conjuntos cujos elementos sao também conjuntos.

Considere agora dois conjuntos A e B.

e Dizemos que A esta contido em B e escrevemos A C B se todo elemento de A é
elemento de B. Pode-se também escrever B D A (lé-se B contém A) para indicar
AC B.

e Se A nao esta contido em B escrevemos A € B.

e Dizemos que dois conjuntos A e B sao iguais, e escrevemos A = Bse A C B e
B C A.

e Se nao forem iguais, dizemos que sao diferentes e escrevemos A # B.

e Também escrevemos A C B se A C B mas A # B. Dizemos neste caso que A esté
propriamente contido em B.

O seguinte axioma ¢ importante, nos garante que a “forma usual” de definir conjuntos é
“segura,” ou seja, quando definimos um conjunto obtemos um e apenas um conjunto (mesmo
que seja vazio).

AXIOMA 2.0.1 (da especifica¢@o). Seja A um conjunto, e para cada x € A, seja P(x)
uma afirmativa (verdadeira ou falsa). Entao existe um tnico conjunto B composto de todos
os elementos = de A tais que P(x) é verdade.

O conjunto acima ¢é denotado por {x € A : P(z) é verdade}. Quando o conjunto A é
claro pelo contexto, podemos escrever simplesmente {x : P(z) é verdade}. Este conjunto é
formado por todos os elementos x que estejam em A e tais que a propiedade P(x) seja verda-
deira. Uma tltima forma de denotar os conjuntos é simplesmente descrever seus elementos
entre as chaves.

10ltima Atualizagao: 13/08/2019
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Por exemplo, o conjunto dos niimeros pares pode ser denotado por
{z € Z : x é divisivel por 2}.

Sendo um pouco menos formal, pode-se escrever este mesmo conjunto como {2z : x € Z}
ou ainda enumerar todos os elementos do conjunto: {...,—4,—2,0,2,4,6,...}.

Vale aqui descrever uma situacio interessante dada pelo Paradozo de Russel. E natural
perguntar-se o quao grande podem ser conjuntos. Por exemplo, existe um conjunto U tal
que todos os conjuntos existentes sejam elementos de U? Se U existe, entao, pelo Axioma

da especificagao (Axioma [2.0.1)) podemos formar
R={xe€U: zéconjunto e z ¢ x}.
Entao R ¢ U. De fato, se R € U, entdao R € R ou R ¢ R. Vamos dividir em dois casos:

(1) Se R € R, entao R ¢ R pois por defini¢ao, R é formado pelos conjuntos que nao se
autocontém.

(2) Se R ¢ R, entao R ndo satisfaz as propriedades que definem R. No caso de ndo se
autoconter. Logo R € R.

Em ambas possibilidades (1) e (2) obtemos absurdos. Logo R ¢ U. Mas U é exatamente o
conjunto que contém todos os outros.... Somos levados a concluir que tal conjunto U nao
pode existir.

O proximo passo é definir as operagoes usuais. Por incrivel que possa parecer, o mais
dificil é definir a uniao entre dois conjuntos, e para isto é necessario um axioma.

AXIOMA 2.0.2 (da unido). Para qualquer cole¢ao de conjuntos, existe um conjunto que
contém todos os elementos pertencentes a pelo menos um conjunto da colecao.

Podemos agora definir a uniao entre dois conjuntos A e B. Para tanto, note que pelo
Axioma da uniao, existe um conjunto U que contém todos os elementos de A e de B.
Definimos entdo AUB ={zr €U : x € Aoux € B}.

Observe entretanto a seguinte armadilha. O Axioma da uniao nao garante que o tal
conjunto contendo A e de B é tnico, somente garante que existe. Podemos ter por exemplo
um outro conjunto U contendo A e de B. Seja agora C = {z € U:ze€Aouze B}. Para
a uniao ser definida de forma tnica, temos que garantir que C' = AU B. Isto é verdade, e
para provar basta argumentar que C C AUBe C D AUB.

Com o Axioma da especificacao, podemos definir as seguintes operagoes.

e O conjunto interse¢ao entre Ae Bé ANB={x € A: x € B}.

e O conjunto diferenga A menos B ¢ A\B = {x € A: x ¢ B}. O conjunto resultante
também denotado por A — B e chamado de complemento de B em relacao a A.

e Quando é claro quem ¢é o conjunto A, denotamos A\B por C(B), e o chamamos de
complemento de B.

OBSERVACAO. E facil generalizar os conceitos acima para unides e interse¢oes arbitrarias
de conjuntos. Por exemplo, dado n € N e conjuntos Ay, ..., A,, definimos

P A ={r: v € A paraalgumie {1,...,n}}.
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Outra forma ¢ definir I = {1,...,n} e escrever
P A =UierA; = {x @ existe 1 € [ tal que = € A;}.

E simples generalizar o conceito acima para conjuntos A;, As, ..., bastando para tal consi-
derar I = N:
2 A; = UjenA; = {x : existe i € N tal que z € A;}.

Em termos de operagoes entre conjuntos, ¢é til a regra de De Morgam, que diz que para
conjuntos E,, onde n € N, temos que

Outro conceito 1til é o de par ordenado. Dados dois elementos, ou objetos a e b, formamos
o par (a,b), e chamamos a e b de (primeiro e segundo) componentes de (a,b). Dizemos
(definimos) que um par ordenado é igual a outro se os respectivos componentes forem iguais,
e, (a,b)=(a,V)sea=d eb=1"V".

Do ponto de vista axiomatico, nao é claro que dados dois elementos, exista o par ordenado
formado por eles. Viveremos por enquanto com esta duvida. O importante é como pares
ordenados sao formados (por elementos de dois conjuntos) e quando sdo iguais (quando os
componentes sao iguais).

Definimos agora produtos cartesianos. Dados dois conjuntos A e B, definimos o conjunto
Ax B={(a,b): a€ A, be B} como sendo o composto pelos pares ordenados.

OBSERVACAO. A extensao destes conceitos para n-iplas ordenadas e produtos cartesianos
com n conjuntos é natural.

Chamamos R de relagao entre A e B se R é subconjunto de Ax B. Similarmente, dizemos
que a € A e b € B sao relacionados se (a,b) € R. Uma relagao bindria num conjunto A é
um subconjunto R C A x A. Dado a, b € A, denotamos (a,b) € R por aR b, e (a,b) ¢ R por

aRb.

EXEMPLO 2.1. Nos reais, =, >, <, etc definem relagdes binarias. Considere por exemplo
A=1{1,2,3}, e defina < C A x A por <={(1,2),(1,3),(2,3)}. Entdo 1 < 2,1 <3e2< 3.
DEFINIGAO 2.0.3. Dizemos que uma relagio R em A é:

i) completa: para todo a, b € A tem-se a Rb oubRa
i) transitiva: para todo a, b, ¢ € A tais que a Rb e b Rc tem-se a Rc
i) reflexiva: para todo a € A tem-se a Ra
iv) simétrica: para todo a, b € A tais que a Rb tem-se bRa
v) assimétrica: para todo a, b € A tais que a Rb tem-se b R a
vi) antissimétrica: para todo a, b € A tais que a Rb e bRa tem-se a =b

Uma relagao de equivaléncia ~ num conjunto A é uma relagao binaria reflexiva, simétrica
e transitiva. Um exemplo trivial de relacao de equivaléncia é a relagao de igualdade =.

EXEMPLO 2.2. Seja Z* = Z\{0}. Entao a relagao
(a,b) ~ (¢,d) <= ad =bc
é de equivaléncia. De fato, note que ~ é
(1) reflexiva: (a,b) ~ (a,b) pois ab = ba.
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(2) simétrica: seja (a,b) ~ (¢,d). Entao, por defini¢do, ad = be. Entao (¢,d) ~ (a,b)
pois bc = ad.

(3) transitiva: seja (a,b) ~ (¢, d) e (¢,d) ~ (m,n). Segue-se por defini¢do que ad = bc e
cn = dm. Quero mostrar que an = bm. Mas adn = ben = bdm. Como d # 0, temos
que adn = bdm. Portanto, (a,b) ~ (m,n).

Seja agora um conjunto nao vazio X e P(X) o conjunto das partes de X, i.e., é a colegao
contendo todos os subconjuntos de X:

P(X)={A: AC X}.

Dada uma relagao de equivaléncia em X e z € X, podemos definir a classe de equivaléncia
de x como sendo

2] ={te€X:&~uzx}
Denotamos o conjunto de todas as classes de equivaléncia de X por X/ ~€ P(X), onde

X/ ~={[z]: v € X}

Uma colegao 7 C P(X) é uma particao de X se
(1) 0eT
(2) para todo A, B€ T, temos A=BouANB=10
(3) para todo = € X existe conjunto A € T tal que x € A

Por exemplo, {Rg, {0}, R5¢} define uma partigao de R.

2.1. Funcoes

Da definicao de relacao vem o importante conceito de funcao. Uma funcdo entre A e B
nada mais é que uma relacao entre A e B, e sendo assim f C A x B. Esta relacao entretanto
satisfaz a seguinte restri¢do: para todo a € A existe um tnico b € B tal que (a,b) € f.
Denotamos esta relacao especial por f: A — B. Dado a € A, b € B, dizemos que f(a) =b
se (a,b) € f.

Comumente nos "esquecemos"desta defini¢ao e tratamos func¢oes de forma mais informal e
direta. Este pecadilho matematico nao chega a atrapalhar nossos objetivos, mas é importante
ter em mente a defini¢cao formal. Na “pratica”, uma fungao é uma regra que associa a cada
elemento x € A, um elemento f(z) € B. Chamamos o conjunto A de dominio da fungao f e
o denotamos por D(f). Chamamos o conjunto B de contradominio da fungao f. Escrevemos
f: A— B, ou ainda

f:A— B
x— f(z).
Se £ C A, chamamos de imagem de F ao conjunto
f(E) = {f(2): v € E}.

Similarmente, dado um conjunto H, chamamos de imagem inversa de H o conjunto

fHH)=A{z: f(z) € H}.
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Se f(A) = B dizemos que f é sobrejetiva (ou simplesmente sobre). Dizemos que f é
injetiva (ou biunivoca ou um a um ou 1-1) quando, dados a, @’ € D(f), se f(a) = f(a)
entdo a = a’. Numa forma mais compacta, escrevemos que para todo a, a’ € D(f) temos

f(a) = f(d) = a=d.

Se f é injetiva e sobre, a chamamos de bijetiva ou de uma bijecao.

Dado f: A — B e um subconjunto A’ C A, podemos definir a fun¢ao restri¢io g = f|as
onde g : A’ — B ¢ dada por g(a') = f(a’) para todo a’ € A’. Da forma andloga, dizemos que
h: A" — B é uma extensao de f se A C A” e h(a) = f(a) para todo a € A.

Dados conjuntos A, B e C' e fungoes f : A — B e g : B — C, definimos a fungao
composta h : A — C por h(a) = g(f(a)) para todo a € A. Denotamos a fun¢do composta
por h = fog.

Dizemos que g : B — A é funcao inversa de f se

g(f(x)) =x paratodo z € A, flg(y)) =y paratodo y € B.
Quando esta existir, denotamos a inversa de f por f~!.

OBSERVACAO. Note que a definicao de imagem inversa independe de existir ou nao a
fungio inversa. Por exemplo, a funcio f : R — R dada por f(z) = x? nao tem inversa.
Entretanto f~'(R) = R.

EXEMPLO 2.3. Seja
f:0,4) —>R

Entdo o dominio é (0,4) e a imagem ¢ (0,2). Note que f nao é invertivel pois f nao é
sobrejetiva. Entretanto as imagens inversas

FU2) =4),  {2h =44y (=20)=0,  fH0)=0.
sao bem-definidas.

A seguir nos concentramos sobre a importante questao da existéncia de uma fungdao
inversa. Considerando f : A — B, note que se f nao for sobrejetiva, nao existira uma
inversa f~!. De fato, se existe b € B tal que f(a) # b para todo a € A, entao f(g(b)) # b
para qualquer fungao g : B — A. De forma analoga, se f nao for injetiva, i.e., se existirem
a # d em A tais que f(a) = f(a’) = b € B, entao nao é possivel definir g(b) tal que
g(f(a)) =ae g(f(d)) = d. Estes argumentos mostram que sobrejetividade e injetividade
sao condicoes emphnecessarias para a exiténcia de inversa. Na verdade, estas condigoes sao
também equivalentes, como mostra o lema abaixp.

LEMA 2.1.1. Sejam A e B conjuntos e considere a funcao f : A — B. Entao f é invertivel
se e somente se é sobrejetiva e injetiva.

DEMONSTRAGAO. (=) Suponha que f seja invertivel, e denote ¢ = f~' : B — A.
Sejam a,a’ € A tais que f(a) = f(a'). Entao a = g(f(a)) = g(f(a’)) = o’. Logo f é injetiva.

Seja agora b € B, e seja a = g(b). Enao f(a) = f(g(b)) = b, e portanto f & sobre.

(«<=) Suponha agora f uma bije¢ao, i.e., sobrejetiva e injetiva. Logo, dado b € B, existe
um unico a € A tal que f(a) = b. Defina entao g(b) = a. Note que f(g(b)) = f(a) =be
g(f(a)) = g(b) = a. Como b é arbitrario, definimos a fungdo g : B — A. O
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2.2. Exercicios

EXERCICIO 2.1. Mostre que
(1) {reR:22>0} =R
(2){zeR: >0} C{zeR: z? >0}
B) RZ{zeR: 2> 0}.

EXERCICIO 2.2. Mostre a regra de De Morgam dada em (2.0.1]).

EXERCICIO 2.3. Mostre que {a,a} = {a}.

EXERCICIO 2.4. Sejam A e B dois conjuntos disjuntos, i.e., ANB = (. Seja X = AUB.
Mostre que A = X\B e B = X\ A.

EXERCICIO 2.5. Sejam A e B dois conjuntos, e C' = (A\B) U (B\A). Mostre que
C=(AUB)\(ANB)eque CNANB = .

EXERCICIO 2.6. Sejam X, Xs,..., conjuntos tais que X; C X;,; para todo ¢ € N.
Mostre que N;enX; = X;.

EXERCICIO 2.7. Dado um conjunto A, mostre que A x () = ().

EXERCICIO 2.8. Sejam A, B e C conjuntos. Mostre que Ax (BUC) = (Ax B)U(Ax ()
eAx(BNC)=(AxB)N(Ax ().

EXERCICIO 2.9. Sejam A, B, C' e D conjuntos. Mostre que (A x B) U (C x D) C
(AUC) x (BUD). Mostre que, em geral, a inclusdo nao é propria.

EXERCICIO 2.10. Seja a relagao ~ em R? dada por (z1,y;) ~ (T2, ys) se 23 +yi = 23 +1y3.
Mostre que ~ é uma relagao de equivaléncia. Interprete geometricamente a relacao ~.

EXERcCICIO 2.11. Tentando generalizar a relacao de equivaléncia do exercicio [2.10, dada
uma funcao f : R? — R, defina a relagdo (z1,v1) ~ (72,y2) se f(x1,y1) = f(z2,y2). Deter-
mine se é verdadeiro ou falso que ~ seja de equivaléncia. Prove suas afirmativas.

EXERCICIO 2.12. Interprete ~ do exercicio considerando as curvas de nivel ¢(t) =
{(x,y) : f(z,y) =t}. Mostre que {c(t) : t € R} determina uma particao de R?.

EXERCICIO 2.13. Seja X conjunto nao vazio e ~ uma relagao de equivaléncia em X.
Mostre que X/ ~ define uma partigao de X.

EXERCICIO 2.14. Seja X um conjunto e > uma preordena¢ao em X, i.e., ¢ uma relagao
reflexiva e transitiva. Defina a relagao ~ tal que a ~ b se a>=b e b>=a. Mostre que ~ é
relacao de equivaléncia.

EXERCICIO 2.15. Sejam A, B conjuntos e f : A — B bijecao. Se f~' : B — A for a
funcao inversa de f, mostre que f~! é bijecao.

EXERCICIO 2.16. Sejam A, B e C conjuntos e f: A — B, g : B — C bije¢oes. Mostre
que a fungao composta go f : A — C dada por go f(z) = g(f(x)) é bijecao. Se f~1eg!
forem as fungoes inversas de f e g, quem é (go f)~!7 Justifique suas conclusoes.

EXERCICIO 2.17. Seja A um conjunto e f : A — B injetiva. Mostre que a funcao
f:A— f(A) é bijecao.

EXERCICIO 2.18. Seja g : X — Y sobrejetiva. Mostre que existe f : ¥ — X tal que
go f(y) =y paratodoy € Y.



CAP{TULO 3

Numeros Naturais, Conjuntos finitos e infinitos

E] Neste capitulo introduzimos os n[umeros naturais e estabelecemos varios conceitos e
resultados sobre conjuntos.

Para definir os chamados nimeros naturais, introduzimos os aziomas de Peano. Estes
axiomas garantem a existéncia de um conjunto N (os naturais) e de uma funcao s (s(i) é
chamado o sucessor de i) que satisfazem as seguintes propriedades:

(P1) s: N — N ¢ injetiva

(P2) s(N)\N contém somente um elemento, que denotamos por 1

(P3) Se X CNétalquele Xe(x € X = s(x) € X) entdo X =N

Denotamos o conjunto dos naturais da forma usual
N=1{1,23,4,...}.

A notagao mais usual para o sucessor de n € N é s(n) =n+ 1. O item P3 acima é também
chamado de principio da inducao, e serve para demonstrar resultados que valem para todos
os naturais. Temos como exemplo o lema abaixo.

LEMA 3.0.1. Para todo n € N vale que s(n) # n.

DEMONSTRAGAO. Seja X = {n € N : s(n) # n}. Entdo 1 € X, por P2. Agora, se
n € X, entao s(n) # n. Usando P1 concluimos que s(s(n)) # s(n), logo s(n) € X. Por P3
temos que X = N. 0

Outro exemplo de demonstragao por indugao vem a seguir. Considere a afirmativa
- n
3.0.1 1=—=(n+1
(3.0.1) D i=gn+1)
i=1
para todo n € N.
Para demonstrar que (3.0.1)) vale para todos os inteiros positivos, comegamos observando
que para n = 1, a afirmativa ¢ obviamente verdadeira. Suponha entdao que (3.0.1)) seja
verdade para n = N*, i.e,

N* N*
3.0.2 = N*+1).
(302) >i= GV

Paran = N* + 1 temos
N*4+1

v
D i=NH14) i
=1

i=1

10ltima Atualizagao: 13/08/2019
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Usamos a hipotese indutiva (3.0.2)) obtemos
N*4+1 » ) N )
d i=Nt1+ T (N +1) =

i=1

N*+1
2

(N* +2),

e podemos concluir que vale para n = N* + 1, e portanto vale para todos os inteiros
positivos.

Um exemplo interessante de demonstragao por indugao mostra que todo ntimero inteiro
n > 2 é primo ou produto de primos [1]. De fato, considere a proposi¢ao para n > 2 inteiro:

P(n): todo inteiro i, tal que 2 < i < n, é primo ou produto de primos

Entao P(2) é verdadeiro, pois 2 é primo. Suponha agora que P(N*) seja verdadeiro para
algum inteiro dado N*. Paran = N* + 1, temos que se N* + 1 for primo, entdo P(N* + 1)
é verdadeiro. Se N* + 1 nao for primo, entao ele é divisivel por algum inteiro p > 1. Logo,
existe ¢ € N tal que N* 4+ 1 = pg. Entao tanto p como ¢ sao menores que N* + 1, e entao,
pela hipotese indutiva P(N*), tanto p como ¢ sao primos ou produtos de primos. Portanto
N* +1 é primo ou produto de primos. Logo P(N* + 1) vale.

Um dos passos fundamentais, e algumas vezes esquecido, da demonstracao por inducao
¢ mostrar que o resultado vale para algum valor inicial (na demonstragao acima, n = 1). De
fato, sem isto, podemos erroneamente “provar’ que

(3.0.3) 2n é sempre impar para todo n € N,

com uma argumentagao obviamente falsa. De fato supondo que 2N* é impar, temos que
2(N*+ 1) = 2N* 4 2 também ¢ pois 2N* ¢é fmpar por hipotese, e somando 2 a um fmpar
obtemos um impar. O problema desta demonstragao é que nao se mostrou (3.0.3) para
nenhum ntmero natural.

Usando o principio da indugao, podemos definir funcoes de forma recursiva. Seja, por
exemplo, f: A — B. Definimos entao f": A — B para todo n € N por

=1 5™ = fo f* paran > 1.

Por exemplo, a fungao adi¢ao pode ser definida por m +n = s"(m). Algumas propriedades
da adigao sao:

(1) m+ (n+p)=(m+n)+p

(2) m+n=n+m

(3) m+n=m+p = n=p (lei do corte)
Vale também a tricotomia que afirma que, para todo m, n € N, apenas uma das propriedades
abaixo vale:

(1) m=n

(2) existe p e Ntal que m=n+p

(3) existe ¢ € N tal que n =m + ¢
Podemos entao estabelecer em N a relacao >. Dizemos que m > n se m = n ou se existir
p € N tal que m = n+p. Definimos m > n se m > n mas n # n. De forma analoga podemos
também definir as relagoes < e <.

Tendo formado o conceito de ordem nos naturais, podemos falar de menos elemento de

um conjunto. Dado A C N, dizemos que a € A é o menor elemento de A caso a < p para
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todo p € A. E claro que 1 é o menor elemento de N (pois ele nao é sucessor de nenhum outro
niamero), e portanto se 1 € A entdo ele também serd o menor elemento de A. O resultado
abaixo garante que qualquer subconjunto dos naturais nao vazia possui menor elemento.

TEOREMA 3.0.2 (Principio da boa ordenagao). Seja A C N ndo vazio. Entao A possui
elemento minimo.

DEMONSTRACAO. Se 1 € A, o resultado vale pois 1 sera o elemento minimo.

Suponha entdo 1 ¢ A. Dadon € N, seja [, = {1,...,n} e X ={n e N: [,NA=0}.
Note que 1 € X (pois I; = {1} N A =0) e que X # N (pois A # ). Portanto tem que haver
k € X tal que k+ 1 ¢ X (caso contrario teriamos X = N pelo principio da indugao). Entao

LnA={1,...,k}NnA=0, LynNA={1,....k,k+1}NA#0.

Logo k+ 1 € A. Entao k + 1 é elemento minimo de A, pois se v < k+ 1 entdo = € [ e
terfamos = ¢ A. O

Do principio da boa ordenacao acima pode-se concluir o sequndo principio da indugao

TEOREMA 3.0.3 (Segundo principio da indugao). Seja A C N nao vazio tal que dado
n € N, se A contém todos os naturais tais que m < n, entaon € X. Entao X = N.

DEMONSTRAGAO. Ver [9]. O

3.1. Conjuntos finitos e infinitos

Um conjunto B é finito se é vazio ou se existe uma bijegao entre B e Iy = {1,2,--- N}
para algum N € N. Caso B nao seja finito, o dizemos infinito.

EXEMPLO 3.1. O conjunto {2,3,4,5} é finito pois a fungao ¢ : {1,2,3,4} — {2,3,4,5}
dada por ¢(1) = 2, ¢(2) =3, ¢(3) =4, ¢(4) = 5 é uma bijecao.

EXEMPLO 3.2. O conjunto I, é finito para todo n € N.

EXEMPLO 3.3. Sejam X e Y conjuntos e f : X — Y bijecao entre eles. Entao X é finito
se e somente se Y o é.

Uma pergunta natural é se, dado um conjunto X finito, podemos definir o ntimero de
elementos de X. Em outras palavras, se ¢ : I, - X e ¢ : [, = X sao bije¢oes pode-se
concluir que m = n? A resposta é sim, e baseia-se no resultado abaixo.

TEOREMA 3.1.1. Sejan € N e X C I,,. Suponha que exista bijecao ¢ : I, — X. Entdo
X =1,

DEMONSTRAGAO. Primeiro note que X é nao-vazio pois existe bijecao ¢ : I, — X.
Argumentando por indugdo, suponha n = 1. Entao, por hipotese, X C {1} e portanto se
x € X tem-se x = 1. Logo X = {1} = I;.

Suponha agora o resultado verdadeiro para algum n € N.

Seja entao X C I,11 € ¢ : I,41 — X bijecao. Seja z = ¢(n + 1). Entao a restrigdo
é|1, = X\{z} ¢ uma bije¢do. Consideraremos a seguir as duas possibilidades, x =n + 1 ou
x#n+ 1.

Se x =n + 1, entao X\{z} C I,. Como ¢|;, = X\{z} ¢ bijegao, entdo, pela hipotese
indutiva, X\{z} = I,,. Logo X = I,,11.
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Sex #n+1entdon+1¢e X\{x} e existe p € I,,41 tal que ¢(p) =n + 1. Seja a bijegao
g: 1,1 — X dada por

¢(i) seiFpiFEntl,
gi) =< x sei=p,
n+1 seit=n+1.

Logo a restri¢ao g|;, — X\{n + 1} & bijegao, e pela hipotese indutiva, X\{n + 1} = I,.
Logo X =1, 4. 0

COROLARIO 3.1.2. Sejam m, n € N. As seguintes afirmativas sao verdadeiras:

(1) Se existe bije¢ao ¢ : I,,, — I, entdo m = n.

(2) Se existem bijegoes ¢ : I, = X ey : I, — X, entdo m = n.

(3) Seja X finito. Entdo nao existe bijegdo entre X e Y C X (i.e., para X finito, se
existir bije¢ao entre X e Y C X entao X =Y).

DEMONSTRAGAO. (1) Suponha n < m (caso contrario considere ¢~'). Entao I, C
I,,, e pelo teorema anterior temos que [, = I,,.
(2) Basta usar a bijegao "' o ¢ : I,,, — I,, e o resultado (1).
(3) Suponha X # () finito. Entao existe bije¢do ¢ : I, — X para algum n € N. Entao
¢~1: X — I, é também bijecao e seja

A=0¢"1(Y) C o (X) = L.

Note que ¢|s : A — Y é bijecao. Argumentando por contridigao, suponha agora
que exista bijecao f: X =+ Y eY C X. Entao (¢[a) ' o fo¢: I, — A ¢ bijecao.
Como A C I,,, entao A = I,,, e portanto

YV =¢(A) = ¢(In) = X,

contradi¢ao com Y C X.

0

OBSERVAGAO. Se X ¢é finito nao vazio, denotamos por #X ou | X| a cardinalidade de X,
i.e., se n = #X entao existe bijecao ¢ : I,, - X. Se X for vazio definimos #X = 0.

3.2. Conjuntos enumeraveis

Se um conjunto B é finito ou se existe uma bijecao entre B e N, dizemos que B ¢
enumerdvel.

OBSERVAGAO. Existe aqui uma diferenga entre os termos usados em inglés no livro do
Bartle [3], e suas tradugoes diretas em portugués. Seguindo Elon [9], usamos o termo
enumerdvel para equivaler ao inglés countable. Ja as expressoes enumerable ou denumerable
sao usadas quando existe bijecao com N, i.e., exclui os conjuntos finitos. Por sua vez,
Rudin [18| define os termos de uma terceira forma.

EXEMPLO 3.4. P ={2,4,6,---} ¢ enumeravel pois ¢ : N — P definida por ¢(n) = 2n é
uma bijegao entre P e N.
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EXEMPLO 3.5. O conjunto Z é enumeravel pois
7 = {07 17 _1727 _2735 _37 e }a

e ¢ : N — Z dada por ¢(i) = (—1)'[i/2] é uma bijecdo entre N e Z. A fungao [[]: R — Z ¢é
tal que [z] é a parte inteira de z, i.e., 0 maior inteiro menor ou igual a x.

EXEMPLO 3.6. Q é enumerével pela “contagem diagonal™

0,

L _L 27 _27 37 _37
1/2, —1/2, 2/2, —2/2, 3/2, —3/2,
1/3, —1/3, 2/3, —2/3, 3/3, —3/3,

e podemos contar pois

1 11 1
@—{0,1, 1,2,2, 53" 2, 3 }

EXEMPLO 3.7. O conjunto de ntimeros reais R nao é enumeravel. Para mostrar isto,
usaremos uma demonstragao por contradigdo. Mostraremos na verdade que I = {z € R :
0 <z <1} néo é enumeravel.

Usando a base decimal, todo elemento x € I pode ser representado pelos digitos x =
0,a1aza3---, onde a; € {0,...,9}. Note que esta representa¢do nao é tnica; por exemplo
1,0000--- = 0,9999.... Os numeros da forma ¢ x 107%, para algum ¢, k € N, possuem
exatamente duas representacoes possiveis. Os demais nimeros tém somente uma represen-
tagao [20].

Suponha agora que I é enumeravel. Entao existe uma enumeracao x1, s, ..., T,,... dos
elementos de I tal que

r1 = 0,a11012013 . . .,
To = 0, a91a92093 . . .,
r3 = 0,az1a320a33 . . .,
-
onde a;; € {0,...,9}. Seja agora y = 0,b1bbs - - - onde
bi—{l se a; # 1

2 seay;=1.

Logo, por construcao, y nao ¢ da forma ¢ x 107%, onde ¢, k € N, e portanto y possui
representagao tnica. Como y € I e b; # a; para todo ¢ € N, entdao y # x, para todo
n € N. Isto contradiz a afirmacao que x1,2o,...,x,,... é uma enumeracao dos elementos
de I. Portanto, I nao é enumeravel.

3.3. Exercicios

EXERCICIO 3.1. Mostre por indugao que n < 2" para todo n € N.
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EXERCICIO 3.2. Prove que, para todo inteiro n > 1 tem-se que

"1 1 1 1
1+) —=1+—=+—++—>n
LT BT T ATV

EXERcCICIO 3.3. Mostre por inducao a desigualdade de Bernoulli: se x > —1, entao
(14+2)" > 1+ nz para todo n € N.

EXERCICIO 3.4. Mostre que 2" + 1 é divisivel por 3 para todo ntimero fmpar n.
EXERCICIO 3.5. Mostre usando contradi¢ao que v/2 nao é racional.

EXERCICIO 3.6. Mostre usando contradicao que se pq, ..., p, sao todos os nimeros primos
menores ou iguais a p,, entao p; X - - - X p,+1 nao é divisivel por p; paranenhum i € {1,...,n}.

EXERCICIO 3.7. Mostre usando contradi¢ao que existem infinitos niimeros primos.

EXERCICIO 3.8. Seja a fungao = : N — R definida da seguinte forma. Defina z(1) =1 e
x(k) = x(k — 1) x k, para todo inteiro k£ > 1. Mostre que z(k) = k!.

EXERcicIO 3.9. Usando inducao, mostre que existe J € N tal que 52 — 105 > 0 para
todo inteiro j > J.

EXERcIcIO 3.10. Seja A < 1 en € N. Mostre que
1 _ )\k n+1
Z A
- A
para todo inteiro £ > n.

EXERCICIO 3.11. Sejam os conjuntos A infinito e B # () finito, e considere uma funcao
f: A — B. Mostre que existe b € B tal que f~*({b}) ¢ infinito.

EXERCICIO 3.12. Mostre que a afirmativa do Exemplo [3.3] é verdadeira.

EXERCICIO 3.13. Sejam A e B finitos e disjuntos. Mostre que AU B é finito. Generalize
o resultado para um nimero finito de conjuntos.

EXERCICIO 3.14. Sejam A e B finitos. Construa uma bijegao entre {1,2,...,|A||B|} e
A x B, onde |A| denota o ntimero de elementos de A (0 mesmo para |B| e B).

EXERCICIO 3.15. Mostre que todo conjunto infinito contém subconjunto infinito enume-
ravel.

EXERCICIO 3.16. Mostre que N x N é enumerével da seguinte forma: mostre que ¢ :
NxN—T={(m,n): n>m}, onde ¢(m,n) = (m,m+n — 1), & uma bijecdo. A seguir
mostre que a fungao definida de 7" em N por (m,n) — (1/2)n(n+1) —n+m é também uma
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bijecao. O esquema das bijecoes é como abaixo:

o(1,1) ¢(1,2) ¢(1,3) ¢(1,4) ¢(1,5)

?(2,1) #(2,2) ¢(2,3) ¢(2,4)
#(3,1) #(3,2) #(3,3)
P(4,1) ¢(4,2)

(1,1) (1,2) (1,3) (1,4) (1,5) 124 7 11

(2,2) (2,3) (2,4) (2,3) 3 5 8 12

- (3,3) (3,4) (3,5) _ 6 9 13

(4,4) (4,5) 10 14

EXERCICIO 3.17. Sejam A e B conjuntos enumeraveis. Mostre que o produto cartesiano
A x B é enumeravel. Conclua assim que Z enumeravel implica em @ enumeravel.

EXERCICIO 3.18. Porque nao se pode argumentar como no exemplo e concluir erro-
neamente que os racionais nao sao enumeraveis.

EXERCICIO 3.19. Para i € N, seja A; conjunto infinito enumeravel. Mostre que o produto
cartesiano infinito [];2; A; ndo é enumeravel.

EXERCICIO 3.20. Para i € N, seja A; = {0, 1}. Mostre que o produto cartesiano infinito
H;’il A; nao é enumeravel.

ExXERcicIO 3.21. Considere o conjunto S em que cada elemento de S é uma sequéncia
da forma (ay, ag,as,...) com a; € {0,1}, i.e.,
S ={(a1,as,as,...): a; € {0,1}, i € N}.
Decida se S é ou nao enumeravel, e prove sua afirmativa.

EXERCICIO 3.22. Mostre que, para todo N € N, se Aq,..., Ay sao enumeraveis, entao
Ay X -+ X Ay é enumeravel. (dica: usar o resultado do exercicio [3.17)).

EXERCICIO 3.23. Seja A enumeravel e suponha que exista uma funcao f : A — B
sobrejetiva. Mostre que B é enumeravel.

EXERCICIO 3.24. Considere a base decimal, e mostre que os niimeros da forma ¢ x 107*,
para algum ¢, k € N, possuem exatamente duas representagoes possiveis. Mostre também
que os demais nimeros tém somente uma representacao.
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