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PREFACIO. Estas notas de aula sao relativas ao curso de Medida e Integracao da Escola
de Pos-Graduagao em Economia da Fundacao Getiilio Vargas (EPGE-FGV). Estas notas
devem servir de apoio, e certamente nao eliminam a necessidade de se usar os ja cléssicos,
aprimorados e varios livros didaticos. Mencionamos alguns deles na biliografia.

A referéncia bésica é o livro The elements of integration, de Robert Bartle [1].
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CAPITULO 1

Introducao
Considere a fungao degrau
(1.0.1) = cixp,
j=1

onde E; = (a;,b;) C R séo disjuntos, e a funcao caracteristica

)1 sexe€E;
XE = Vo sex & B

Definimos a integral de ¢ por
/¢ = ¢ilb; —ay).
j=1

Seja f : a,b] — R funcao limitada. Definimos a integral inferior de Riemann como sendo
sup [ ¢, onde ¢ é fungao degrau como em (1.0.1) tal que

(1) ¢(x) =0 em R\[a, b]
(2) ¢(z) < f(x) em |a, b]
A integral superior de Riemann pode ser definida de forma anédloga (assumindo ¢(z) > f(x)
e tomando-se o inf [ ¢). Dizemos entao que f é Riemann integravel se as integrais superiores
e inferiores coincidem.
Considere o exemplo

J(@) = 0 sexel0,1]NQ

Neste caso f nao é Riemann integravel. Entretanto, como Q é enumeravel, seja Q =
{.fCl,.’ﬂQ,...} e

{1 se z € [0,1\Q,

b = 0 sex € {x,xg...,x;}U[l—1/5,1],
7711 caso contrario.

Entao lim;_,« ¢;(x) = f(z) para todo x € [0,1]. Mas ¢; é funcdo degrau e portanto in-

tegravel, com [¢; =1—1/j, e
1 1
/|¢i—¢j\— ;—3‘-

Portanto a sequéncia é de Cauchy na norma [ |- |, mas ndo converge para uma funcio
Riemann integréavel.




2 1. INTRODUCAO

No caso da integral de Lebesgue, considera-se £} nao somente como intervalo, mas de
uma forma mais geral, como ”‘conjunto mensurdavel.” No caso que acabamos de considerar,

teriamos
J—00



CAPITULO 2

Conjuntos e Funcoes Mensuraveis

1

Neste capitulo introduzimos o conceito de conjuntos mensuraveis, e a seguir, o de fungoes
mensuraveis. E conveniente contar com o sistema de ntimeros reais estendidos que ¢ formado
pelo conjuntos R U {—oo} U {4+00}. Chamamos este novo conjunto de R ou [—o0, 4-00].
Introduzimos em R as seguintes operagoes:

+00 + (400) = +00, —00 + (—00) = —0o0, +00 * (+00) = +00,
—00 * (—00) = 400, —00 * (4+00) = —00,
e para todo x € R definimos
x + (+00) = +00 + & = +00, r+ (—00) = (—00) + x = —o0,
400 sex >0,
x* (+00) =<0 sex =0, xx (—00) = —x % (+00).
—o0  sex <0,

Usando a ordenagao natural de R, ordenamos R assumindo que —oo < = < +00 para

todo z € R. Note que R nao é um corpo, e que certas operacoes nao estao nem definidas.

Por exemplo, —o0 e oo nao podem ser adicionados. Finalmente, definimos os conjuntos [a, 0],
[a,b), (a,b], (a,b) da maneira usual para a, b € R.

2.1. Conjuntos Mensuraveis

A definicao de conjuntos mensurdveis é baseada no conceito de o-algebra, que vem a
seguir.

DEFINIGAO 2.1.1. (o-dlgebra) Dizemos que uma familia X de subconjuntos de um con-
junto X € uma o-dlgebra se
1) 0eX, XeX
(2) Ae X = C(4) X
(3) (A,) sequéncia em X — U2 A, € X

Dados um conjunto X e uma o-algebra X, chamamos o par (X, X) de espago mensurdvel.
ExERcic1o 2.1. Mostre que em (3) poderfamos impor N2, A,, € X.

Dois exemplos triviais de o-dlgebra, dado X, sao X = {0, X} e X = P(X) (colegao de
todos subconjuntos de X, chamado de conjunto das partes de X). Outros exemplos mais
interessantes vém a seguir.

1Ultima Atualizacio: 31/01/2007
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ExempLO 2.1. X =N={1,2,3,...}, e X ={0,{1,3,5,...},{2,4,6,... },N}.
EXEMPLO 2.2. Se X; e X, sao o-algebra, entao X; N Xy é o-algebra.

EXEMPLO 2.3. Seja A C X. Entdo existe a menor o-algebra contendo A. Note que P(X)
é o-algebra com a C P(X), e que a intersegao de todas as o-algebras contendo A também é
uma o-algebra. Chamamos esta o-algebra de o-dlgebra gerada por A.

ExXEMPLO 2.4. Para X = R, a g-algebra gerada pelos intervalos abertos é chamada de
o-algebra de Borel, e os conjuntos que a ela pertencem sao denominados conjuntos de Borel.

EXERcicIO 2.2. Mostre que a o-dlgebra gerada pelos intervalos fechados em R é a o-
algebra de Borel.

OBSERVAGAO. Se X é um espago topoldgico, a dlgebra de Borel é a menor dlgebra que
contém todos os abertos de X.

2.2. Fungoes Mensuraveis

Passamos agora para a definicao de funcoes mensuraveis, e consideramos um espaco
mensuravel (X, X).

DEFINIGAO 2.2.1. Dizemos que f : X — R é mensurdvel se f~'((a,+00)) € X para
todo a € R.

O resultado abaixo garante que outras defini¢oes seriam possiveis.

LEMA 2.2.2. As afirmativas sao equivalentes.

(1) f_l((a, +00)) para todo a € R
(2) f~Y([e, +00)) para todo o € R
(3) f~Y((—o0,)) para todo o € R
(4) f~1((—o0,a]) para todo a € R

DEMONSTRACAO. Seja a € R fixo. Entéo (2) e (3) s@o equivalentes pois um conjunto é o
complementar do outro. O mesmo vale para (1) e (4). Além disto,

F7H (e +00)) = Mz f (@ = 1/, +00))
e (1) implica (2). De forma anéloga,
F7 (e +00)) = Uy f 7 ([ + 1/, +00))
e (2) implica (1). 0

O exemplo mais simples de funcao mensurdavel é a funcao constante. Se f : X — R é
dada por f(z) = ¢, entdo f~'((a, +00)) =0 para o > ce f((a, +00)) = X para a < c.

EXERCIcIO 2.3. Mostre que toda funcao continua f : X — R é Borel mensuravel.

EXERCicCIO 2.4. Mostre que R\Q ¢ Borel Mensurdvel, e portanto a fungdo caracteristica

1 R
Xr\Q(7) = {0 i 2 Q\Q

é mensuravel.
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O lema abaixo nos mostra que certas combinagoes de fungoes mensuraveis sao men-
suraveis.

LEMA 2.2.3. Sejam f, g : X — R mensurdveis, e ¢ € R. Entao cf, f + g, fg, | fg| sao
mensuraveis.

DemonsTRAGAO. (1) Se ¢ = 0, entao o resultado é trivial. Sem perda de generalidade,
seja ¢ positivo. Entao (¢f) (o, +00)) = f((a/¢, +0)) € X.
(2) Se r € Q, entao

S, = fH(r,+00)) Ng (e — 1, +00)) € X.
Mas
(f +9)" (@, +00)) = UregSr € X,
(3) Se f =g, entao (f*)'((a,+00)) = X para a <0, e
(f*) 7 (e, +00)) = f7H((=00, Va)) U fTH((Va, +00)) € X.

No caso geral, note que fg = (1/4)((f +9)* — (f — g9)?).
(4) Para a < 0, tem-se (|f])7'((a, +00)) = X. Para o > 0, tem-se

(/) ((a,4+00)) = fH(—00, @) U [ (e, +00)) € X.

Como corolério do resultado anterior, temos que as funcoes f~, fT definidas por

fo(x) =sup{—f(x),0}, [ (x) =sup{f(z) 0},

sao mensuraveis se e somente se f é mensuravel pois
_ _ 1 _ 1

Para funcoes que tomam valores em R, valem as definicoes e resultados anteriores, mutatis
mutandis, como mostraremos a seguir.

DEFINIGAO 2.2.4. Dizemos que uma funcio f : X — R é mensurdvel se f~1((a, +00])
for mensurdvel para todo o € R. Denotamos por M(X,X) o conjunto de todas as fungoes
mensurdveis que tomam valores em R.

Observe que

fH{Ho0}) =ML f T (n +00)) € X, fH({—00}) = Up2 fH((—n, +00)) € X,
se fe M(X,X).

ExERrcicio 2.5. Mostre que f € M(X,X) implica que cf, f%, |f|, /T, f~, onde ¢ € R.

Temos que tomar cuidado antes de concluir que f, g € M(X,X) resulta em f + g €
M(X,X) pois a funcao f + g nao estd definida no conjunto

{reX: f(x) =40 eg(x)=—c0}U{reX: f(zr)=—oc0 e g(z) = +oo}.

Definindo f + g = 0 neste conjunto problematico, concluimos que f + g é mensuravel.
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LEMA 2.2.5. Seja (f,) sequéncia em M (X, X), e

f(x) =inf f,(z), F(z) = sup fn(z),
f*(z) = liminf f,(x), F*(z) = limsup f,(z).

Entao f, F, f*, F* € M(X,X).

DemonsTRACAO. Note que (mostre)

(s +00)) = M2y £ (o +00)),  FH (e, 400)) = UpZy £ (e, +00)),
e portanto f e F' sao mensuraveis. Por outro lado,
Fla) = sup{inf fu()},  F'(@) = inf{sup fu(a)},
n>1 Mzn n>

m>n
e portanto f* e F* sao mensuraveis. O

COROLARIO 2.2.6. Se f, é sequéncia em M(X,X) e converge pontualmente para f em
X, entao f € M(X,X).

DEMONSTRACAO. Basta notar que f(z) = lim, o fn(2) = liminf, o f.(x). O

Obs: Ver exercicio 3V no Bartle [1].
Para mostrar que M (X, X) é fechado em relagao a produtos, i.e., f, g € M (X, X) resulta
em fg € M(X,X), definimos a sequéncia f, tal que

f(x) self(z)| <n
fu(@z)=qn  se|f(z)|>n
—n  se|f(z)] < —n

Definimos g,, de forma andloga. E possivel mostrar (mostre) que f, e g, sao mensuraveis.
Portanto f,g, é mensuravel. Logo fg, € M(X,X) pois fg, = lim, oo fngm. Concluimos
finalmente que fg é mensuravel pois fg = lim,, oo fGm.

Concluimos este capitulo com um importante resultado que diz que toda funcao nao
negativa em M (X, X) é limite pontual de um sequéncia crescente de fungoes simples.

LEMA 2.2.7. Seja f € M(X,X) fun¢ao nao negativa. Entao existe sequéncia ¢, em
M(X,X) tal que
(1) 0 < ¢p(x) < ¢py1(x) para todo z € X, e todon € N.
(2) f(z) =lim, oo ¢n(z) para z € X
(3) Cada ¢, assume um nimero finito de valores.

DemonsTRACAO. Para n € N seja 6, = 27", e k, : R — Z tal que k = k,(t) satisfaz
kon, <t < (k4 1)0,. Seja

ko(t)0, se0<t<n
wn<t>:{ ©)
n sen <t< 400

Entdo 0 < ¢; < 92 < --- < t. Além disto, t — 0, < 9,(t) < t para t € [0,n]. Logo
lim,, o0 ¥n(t) = t para t € [0,+00], e ¢, = ¥ o f satisfaz o lema. De fato, ¢, '([a, xq]) =
f1 ™ ([o, 00]) para todo o € R. Como ¢;'([ar, 0]) é conjunto de Borel em R, entdo
on € M(X,X) (ver exercicio 2p de [1]). O
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2.3. Medidas

Estudamos neste capitulo certas fun¢oes que chamamos de medidas e que estao definidas
em o-algebras, tomando valores em R. Fixemos novamente X, X.

DEFINIQ_/XO 2.3.1. (Medida) Uma medida p é uma fungao definida em X e tomando
valores em R tal que

(1) p(@) =0
(2) u(E) >0 para todo E € X
(3) w é o-aditiva, i.e., dada uma sequéncia disjunta (E,) em X, entdo pu(U  E,) =

ZZO:1 n(Ey)

OBSERVAGAO. Na defini¢ao acima, dizemos que Y, u(E,) = oo se u(E,) = 0o ou se
a série diverge.

OBSERVAGAO. Se u(E) < oo para todo E € X, dizemos que p é finita.

OBSERVAGAO. Se existe uma sequéncia F,, com u(E,) < oo para todon e X = U E,,
dizemos que u é o-finita.

Vejamos agora alguns exemplos. As medidas que consideraremos a seguir, ou sao triviais,
ou exigem certa credulidade, pois sao baseadas em afiramtivas que s6 provaremos mais tarde.

EXEMPLO 2.5. 4 = 0 define uma medida
EXEMPLO 2.6. p(0) =0 e u(E) = oo se E # () também define uma medida

EXEMPLO 2.7. Seja p : P(N) — R a medida de contagem, i.e., u(E) é o nimero de
elementos em FE caso este seja finito, ou toma o valor +o0o caso contrario. Note que esta
medida é o-finita.

EXEMPLO 2.8. Se X = R e B ¢ a algebra de Borel, entao é possivel mostrar que existe
uma unica medida p tal que p((a,b)) = b — a, para a < b. Esta medida é o-finita. e é
chamada de medida de Borel.

Note que da o-aditividade das medidas temos que
EFeX, ECF = p(F)=ukE)+ puF\E)

pois F = EU(F\E) e EN(F\E) = 0. Segue-se também que u(E) < p(F) pois u(F\E) > 0,
e, se p(E) < oo, que p(F\E) = p(F) — p(E).

Outra propriedade enunciada abaixo refere-se a sequéncias de conjuntos. Dizemos que
uma sequéncia (£,) em X é crescente se E,, C F, 1. Defini¢ao andloga vale para decrescente.

LEMA 2.3.2. Seja u medida e (E,) em X crescente. Entao

(1) p(UpZy B) = limy, oo pu(Er)
Se (F,) em X é decrescente com u(Fy) < 400, entao

(2) @, F) = oo i(F)
DEMmONSTRACAO. Seja Ay = Ey e A, = E,\E,_1 paran > 1. Entao A, é disjunta e
E, =U A, *© EBE,=U% A

n=1-n n=14n-
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Da o-aditividade de p temos

n—oo

pUn En) = ) plA) = lim Y7 p(Ay) = lim (U5 Ay) = lim (),
n=1 n=1

e portanto (1) vale.
Para mostrar (2), defina £, = F}\F,. Por (1), temos que

(2.3.1) P En) = lim u(E,) = lim [p(Fy) = p(F)] = p(Fy) = lim p(F).

Note entretanto que por De Morgam, U2 | E,, = F1\ N°2, F,,, e entdo

(2.32) p(Uny B) = p(Fy) — p(Mp2, Fr).

De (2.3.1), (2.3.2) temos o resultado. d

Contra-exemplo para u(F) = oo em (2): tome F,, = (n, +00) com medida de Borel.

DEFINICAO 2.3.3. As definigcoes abaizo serao usadas no decorrer do texto:

(1) Chamamos (X, X, ui) de espago de medida.

(2) Dizemos que duas funcoes f, g : X — R sao iguais quase sempre (q.s.) se existe
N € X tal que p(N) =0 e

re X\N = f(z) =g(x).

(3) De forma andloga, uma sequéncia f, converge para f quase sempre se existe N € X

tal que p(N) =10 e
re€ X\N = lim f,(x) = f(x).

Terminamos este capitulo com a definicao de medida com sinal, que é uma funcao A :
X — R tal que

(1) M@)=0
(2) MU E,) =520 MN(Ey), se E, é sequéncia disjunta

n=1

OBSERVACAO. Note que medidas com sinal foram definidas como tomando valores em

R, e nao em R. Além disto, a série em (2) precisa convergir independentemente da ordem
dos E,,.



CAPITULO 3

Integracao

3.1. Integracao para funcoes em R mensuraveis nao negativas

Considerando o espaco de medida (X, X, i), seja M+ (X, X) o conjunto de fungoes men-
suraveis que tomam valores em R e ndo negativas.

Neste capitulo definiremos integrais em M™*(X,X) e analizaremos suas propriedades.
Comegamos com o conceito de fungao simples.

DEFINICAO 3.1.1. Dizemos que uma fungao ¢ : X — R € simples se toma finitos valores.
Note que fungoes simples podem ser escritas na forma

(3.1.1) > aixe,
=1

onde a; € R, e xg, € funcao caracteristica do conjunto E;. A representac¢ao acima serd
unica se os a;s forem distintos, e se E; formarem uma particio de X. Chamaremos esta
representacao unica de canonica.

DEFINIGAO 3.1.2. Se ¢ € MH(X,X) € simples com representagcio candnica (3.1.1),
definimos

(3.1.2) /(bdu:Zai,u(Ei), [E¢du:/¢XEdu:Zaiu(EﬂEi),
i=1 =1

OBSERVACAO. Note que a integral pode tomar o valor +o0o. Entretanto, devido a con-
vengao 0(+o00) = 0, a funcao identicamente nula tem sempre integral zero.

OBSERVACAO. Supor que ¢ seja sempre nao negativa evita que expressoes nao definidas
como +00 + (—o0) surjam.

OBSERVAGAO. Mesmo que (3.1.1) ndo seja representagao canonica, a integral (3.1.2) estd
bem definida, i.e., independe da representacao (mostre).

Abaixo mostramos que a integral define um funcional linear no espaco das funcoes simples
em M*(X,X), e que gera novas medidas em X.

LEMA 3.1.3. Sejam ¢, ¢ fungdes simples em M1 (X, X), e seja ¢ > 0. Entao

[eodu=c [oan /¢+¢dﬂ /¢>du+/wdu

Além disto, a funcdo A : X — R dada por A\(E) = | xEe¢ du define uma medida em X.

1Ultima Atualizacio: 31/01/2007
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DeMoONSTRAGAO. O caso ¢ = 0 é trivial. Seja entdo ¢ # 0. Dada a representacao
candnica (3.1.1) para ¢, a representagaoy ., ca;Xg, ¢ candnica para c¢. Portanto,

/ cddp = gcaiu(@) = ¢ / b dp,

Suponha agora que ¢ = > 7" | bpxF,, € seja Gj, = E; N Fy,. Entao

@0y (s + bl

[ odnt [ wdi=an(Gin) + (G = (a; + bu(Gon)
Bj By

Mas considerando a integral como medida e usando o fato de que Fj;, gera uma particao de
X, obtemos o resultado.

Para mostrar que A é medida, note que ¢xgp = > -

j=1 4 XE;nE; € portanto

n

ME) = aju(E;NE) = a;u,(E),

j=1 j=1

onde g, (E) = p(E; N E) também define uma medida (mostre). Como multiplicar uma
medida por um numero nao negativo gera outra medida, e somas de medidas sao medidas,
entao A\ é medida. O

Podemos agora definir a integral em M (X, X), e para tal definimos o conjunto
;= {¢p € M*(X,X): ¢ ¢ fungao simples com 0 < ¢(x) < f(x) para todo z € X}.
DEFINIGAO 3.1.4. Para f € M+ (X,X), definimos

/fduz sup /(bdu-
¢e¢;

Para E € X, definimos [, fdu= [ fxpdpu.
Note que segue-se da definicao acima que
f,9g € MT(X,X) com f(z) < g(z) = /fdu < /gdu,
pois CIJ}“ C ®F. De forma semelhante, para f € M*(X,X),
E,.feXcomFECF = /fd,uﬁ/fd,u,
E F

jé que fxp < fxe.
Apresentamos agora o importante Teorema da Convergéncia Mondtona (T.C.M.).

TEOREMA 3.1.5. Se (f,) € sequéncia mondtona crescente em M (X, X) e converge para

f, entao
/fdp: lim/fndu.
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DemonsTRACAO. Como f é limite de fungoes mensuraveis em M1 (X, X), entao é men-
surdvel e f € MT(X,X). J& que f,(z) < f(z), entdo [ f,dp < [ fdu. Logo

lim [ fodu< /fdu-

n—oo

Para provar a desigualdade oposta, seja ¢ € (IJ;f. Queremos mostrar que

(3.1.3) /gbdu ggln;o/fndu.

Note que se (3.1.3) valer, entao

fdp < sup /¢du§ lim /fndu,

+
s}

e terifamos demonstrado o teorema.
Seja entao « € (0,1), e

A= {r € X fu(2) > ad(@)} = (f — ag) ([0, +o0)]).
Entao A, € X e portanto
3.1.4 d ndp < [ fodp.
(3.1.4) [ codus [ gz [ 1.a

Mas

(1) A, é crescente pois f,, é crescente
(2) Uy A, = X pois a < 1.
Usando a medida A\(4,) = [, ¢dpu, temos de (1) e (2) acima que

/ i = A(X) = AU, A,) = Tim A(A,) = Tim | odp.

n—oo n—oo A
n

De (3.1.4) temos

(3.1.5) oz/qbdug /fndu.
Como (3.1.5) vale para todo a € (0, 1), concluimos (3.1.3). O

ExERcicio 3.1. Mostre que se f,, ¢ mondtona decrescente, nao vale o T.C.M.

A seguir apresentamos algumas consequéncias do T.C.M. Primeiro mostramos que a
integral define um funcional linear em M™ (X, X).

LEMA 3.1.6. Seja

COROLARIO 3.1.7. Seja (f,) sequéncia em M*(X,X) crescente, e f,(x) — f(z) q.s.,

onde f € M*(X,X). Entao
/fdu:lim/fndu.
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DeMONSTRACAO. Seja N € X tal que u(N) = 0e f,(x) — f(z) em M = X\N. Pelo

T.C.M,
[ Fardn= i [ i dn

[tan= [ pavdus [ Focdi=tm [ focordn =t [ fuda
pois fxn =0 q.s. e fuxn Q.S.. O
COROLARIO 3.1.8. Seja (g,) sequéncia em M™(X,X). Entao

/Zgndu = Z/%du-
n=1 n=1

DemonstrACAO. T.C. M. O

Mas

3.2. Funcoes Integraveis

A partir de agora, vamos considerar fun¢oes que tomem valores em R e nao mais em R.
Além disto, consideraremos integrais finitas somente.

DEFINIGAO  3.2.1. Seja L(X,X,pu) o espago de fungoes f : X — R tais que f €
M*(X,X) e [|fldu < co. Definimos a integral de f como

[tan=[rraus [ an

onde fT e f~ sdo as partes positiva e negativa de f. Finalmente, para E € X,

/Efduz/fxE,du-

Chamamos L(X,X,u) de espago das fungoes integrdveis, e escrevemos simplesmente L
quando nao houver risco de confusdo.

OBSERVACAO. Quando X ¢ a o-algebra de Borel, e u é a medida de Borel, entao deno-
tamos a integral de f € £ por [ f(z)dz ou [ fdx.

OBSERVAGAO. Note que f € L se e somente se |f| € L (integrabilidade absoluta), e
como |f| = f*+ f,entdao 0 < [ frdu <ooe0< [ ftdu < oo. Portanto a integral de f
estd bem definida.

OBSERVACAO. Na integral de Riemann a integrabilidade absoluta nao vale, i.e., pode-se
ter | f| integrdvel sem f sé-la. Considere o exemplo 2yg — 1 em [0, 1].

OBSERVAGAO. Entretanto f(z) = x7'sinz é Riemann integréavel em R, mas | f| ndo o é.
Logo f ¢ L.

Como era de se esperar, f € £ nao mais define uma medida em X, mas sim uma medida
com sinal, via

\E) = [ fau
para E € X. Se f = f* — f~, entdo A = At — A7, onde AT (E) = [, fTdue A\ (E) =
Je I~ dp.
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Mais uma vez, a integral define um functional linear, agora em L (mostre, usando a
decomposicao f = ft— f7).

LEMA 3.2.2. Seja f € £. Entao | [ fdu| < [|f]dpu.

DEMONSTRACAO.
[ =1 e = aul <) [ra ) [ = [rrerau= [ i

Concluimos esta parte com um importante resultado de convergéncia de sequéncias de
fungoes em L.

TEOREMA 3.2.3. (Teorema de Convergéncia Dominada de Lebesgue - T.C.D.) Seja (fy,)
sequéncia em L, e seja g € L tal que | f(x)| < g(x) ¢.s.. e para todon € N. Se f € M(X,X)

e fo(x) — f(z) ¢.s., entdo
[ ran=tin [ fau

DemonsTRACAO. Redefina f e f, num conjunto de medida nula tal que f,,(x) — f(z) em
X. Como |f,(z)| < g(x) q.s., entdo |f(z)| < g(z) q.s., e f € L. Como g+ f, > 0 q.s., pelo
Lema de Fatou (Lema 3.1.6), temos que

(3.2.1) /fdu—l—/gdu:/(f—l—g)du§liminf/(fn+g)du:liminf/fnd,tz+/gdu.

Analogamente, g — f,, > 0 e entao
(3.2.2)

/fd/ri—/gd,u / —f+9) d,u<hm1nf/( fantg)d :—limsup/fnd,u+/gdu.

(3.2.1), (3.2.2), temos que

limsup/fnd,ug/fd,ugliminf/fndu,

[ ran=tin [ fan

e portanto






CAPITULO 4
Os espacos L?

J& vimos que £ é um espago vetorial sobre os reais. Veremos agora que [ |- |dp induz
uma semi-norma em £. Definiremos o espaco L!, no qual a integral acima define uma norma.
Mostraremos que L' é completo e definiremos os espagos L, para p € [1, 00].

Lembre-se que uma norma || - |[num espago vetorial V' é uma fungao de V' em R tal que

(1) |jv]] > 0 para todo v € V

(2) ||v]] = 0 se e somente se v =0

(3) [|ev|| = |e|||v]| para todov € V e c e R

(4) |lv+w| < |v]| + ||w] para todo v, w € V'

Se || satisfaz (1), (3), (4) somente, e ndo necessariamente (2), chamamos |-| de seminorma.
Abaixo temos alguns exemplos de normas.

EXEMPLO 4.1. Em R" temos || - ||«, € || - ||, para p > 1.

EXEMPLO 4.2. No espago das fun¢oes continuas em [0, 1], temos que || f||sup = sup{|f(x)] :
x € [0,1]} define uma norma.

ExEMPLO 4.3. Como exemplo de seminormas, considere o espaco das fungoes continu-
amente diferencidveis em [0, 1]. Temos ent@o que || fl|1sup = sup{|f'(z)| : = € [0, 1]} define
uma seminorma. Note que esta se torna uma norma no subespaco das funcoes diferenciaveis
que se anulam no zero, por exemplo.

Em £ definimos
||f||1:/|f!du.

Veremos a seguir que ||||; define uma semi-norma em L'. Modificando um pouco e espago £
tornaremos ||||; norma.

LEMA 4.0.4. A funcaol|||; acima definida é um semi-norma em L'. Além disto || f||; = 0
se e somente se f =0 q.s..

DEMONSTRACAO. Note que para f, g € L, e ¢ € R temos

(1) [[flly= [ |fldp =0
(3) lleflly = [lefldp = |e| [1f]du = |c]|l ]
A f +gh = J1f +gldu < [IfI+lgldn = [[flL + [f]x

Finalmente,

||f||1=05/!f|du=0 — f-lgs.

15
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Motivados pelo resultado acima, definimos para f € L a classe de equivaléncia

fl={9€L:g=fas}

e definimos o espaco

L' ={lf]: f € L}.
Entao L! é espaco vetorial com as operacoes
1+l =1f+gl,  cfl=Ief],

para f,ge LeceR.
Note que se g, h € [f], entdo g = h q.s..

LEMA 4.0.5. O espago L' é normado com || - || dada para [f] € L' por
I = [ 171dd
onde f € [f].
DEMONSTRACAO. Antes de mais nada note que || - || estd bem definida em L' pois para

[f] € L' tem-se
ghels) = [loldu= [ prldan

As propriedades (1), (3), (4) de normas sao claramente satisfeitas. Para verificar (2), note
que

H[O]HZ/\OWMZ(L gl =0 = g=0aqs. = [g] =[0],

pois a classe de equivaléncia [0] é formada por fungoes que sao iguais a zero quase sempre. [

4.1. Os espacgos LP

Para 1 < p < 400, definimos L? como sendo o espago das classes de equivaléncia [f] tais
que |f|? € L. Em L? definimos

1A = ( / PP du).

Denotamos por L* o conjunto das classes de equiavaléncia [f] onde f € M(X,X) é
limitada q.s., i.e., existe ¢ tal que |f(z)| < ¢ g.s..
Dizemos que uma tal funcao é essencialmente limitada, e definimos

esssup |f| =inf{c e R: |f(z)] < c qs.}

Note que

esssup | f| = NXLrgjf\])zosup{]f(x)| c e X\N}

Finalmente definimos ||[f]||cc = esssup |f].

OBSERVAGAO. E facil verificar que | - ||, estd bem definida.

OBSERVAGAO. A fim de simplificar a notagao, escreveremos f para designar a classe [f]
em LP.



4.1. OS ESPACOS L? 17

OBSERVAGAO. Para X = N e X = P(x), é possivel identificar LP com [P (conjunto de
sequéncias) se p for a medida de contagem.

Nossa tarefa agora é mostrar que || - || é norma, e que (L, || - ||,) é espaco de Banach
(espago vetorial completo), para p € [1,+oc]. Comecamos por mostrar duas importantes
desigualdades, a de Holder e a de Minkowski. Antes uma definicao e um resultado auxiliar.
Chamamos de conjugados os nimeros p, ¢ tais que p € (1,4+00) e ¢ tal que 1/p+1/q = 1,
oup=1leqg=1+ 0.

LEMA 4.1.1 (Young). Sejam p, ¢ conjugados com p € (1,+00). Entdo, para todo z,
y € [0, +00), tem-se

p q
Ty < T + y_'
q
DemonsTrAcAO. Usando que log é funcao concava, obtemos
Pyl 1 1
log(— + —) > —log(2?) + — log(y?) = log(xy).
(5 +7) = S losl@?) + —log(y”) (zy)

Como log é crescente, obtemos a desigualdade. 0

LEMA 4.1.2 (Holder). Seja p, ¢ conjugados e f € LP, g € L. Entao fg € L' e ||fg| <
1f1lpllgllq-

DEMONSTRACAO. Se p = 1, ¢ = oo, entao |f(x)g(z)| < [f(2)|||9]le q.S., € vale o lema.
Para p € (1,+00), suponha || f||,]/gll; # 0. Entao pela desigualdade de Young,

@) lg@)] _ f@)I” | lgl)l

(4.1.1) < .
1l Nglle = 2IFIE allglle
Portanto fg € L', e integrando (4.1.1) obtemos o resultado. 0
Mostramos a seguir que || - ||, satisfaz a desigualdade triangular.

LEMA 4.1.3 (Minkowski). Sejam f, g € LP, onde p € [1,4+00]. Entdo f+ g € LP e
1f + glly < 1 fllp + llgllp-

DemonsTrRACAO. O caso p = oo é imediato, e p = 1 ja foi considerado. Seja agora
p € (1,400). Entao

£ () + g(@)[” < @Zsup{[f ()], [g(x)[})” < 2°(|f (@)[" + |g(2)]").

Portanto como f + g é mensurdvel e |f|, |g| € L', entdo |f + g| € L'. Finalmente,

[f (@) + g(@)" < £ () + g(@)"(|f(@)] + |g(2)]),

e utilizando-se que |f + g|®~Y9 = |f + g|? € L', para p, ¢ conjugados, empregamos Holder
para obter

1 + 915 < 1F Il CF + 9P lg + Ngllall (f +9)Pllg = (IF1l + Hng)(/ |(f +9)®= D] dp) Ve

= (71, + ||9Hp)(/ |(F + g1 dp) PP = (I £l + gl ILf + gllp "
0
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Com os resultados acima, conluimos que LP é um espacgo vetorial normado, com norma
| - ||, O passo final é concluir que LP é de Banach, i.e., é completo. Lembre-se que um
espaco completo é aquele em que toda sequéncia de Cauchy é convergente para um elemento
do préprio espaco.

TEOREMA 4.1.4 (Riesz—Fischer). O espago LP é completo com a norma || - ||, para p €
(1, 4+00].

DemonsTrACAO. Comecamos considerando o caso p = co. Suponha f, sequéncia de
Cauchy em P i.e., para todo k € N, existe N, € N tal que

1
Portanto existe Fjy € X, com pu(FEy) = 0 tal que para todo m, n > N,
1

(4.1.2) | fon(z) = fu(z)] < ; Dbara todo x € X\ Ek.

Se B = U2 Ey, entdao pu(F) = 0. Portanto (f,(z)) é de Cauchy para z € X\E. Seja
f(z) = limy o fo(x) em z € X\E. Tomando m — +oo em (4.1.2) temos para todo
n = Nk7

[f(x) = ful@)] <

Logo fe L e || fu — fllo = 0.
Seja agora p € [1,00), e f, sequencia de Cauchy em LP. Sem perda de generalidade
(tomando subsequenbcias se necessario), suponha que

I ferr — fall, <27°

Definindo g,(z) = >, | fus1(x) — fe(z)| para z € X, temos que ||g,|| < 1. Segue-se delo
TCM para g(x) =€ g,(z) que

/Igl”du—hm/wwlpdu <1

Logo g € LP, pois g € M(X,X). Se E = g '({+00}), entdao u(E) = 0. A seguir note que
para m > n > 2 tem-se para todo r € X que
[fm(@) = fu(@)] < (@) = fona(@)] + -+ [fara(@) = ful@)] < g(2) = gna(2).

Logo (fn(x)) é de Cauchy em X\E, e converge para uma funcdo f em X\E. Definindo
flz = 0 por exemplo, e usando que

|f(z) = ful@)] < g(2) as.,
temos pelo TCD que f € LP e que ||f — fu|| — 0. d

para todo z € X\ FE.

| =



CAPITULO 5
Convergéncia

Temos ate agora os seguintes tipos de convergéncia para sequéncias de fungoes:

e pontual
e uniforme
e (.s.
o [P

Estes varios tipoos de convergéncia nao sao equivalentes, como vemos a seguir. Em todos
os exemplos consideramos X = R ou um subconjunto de R, com o-algebra de Borel, e a
medida de Lebesgue.

ExEmMPLO 5.1. Existem sequéncias de fungoesem LP uniformemente convergentes que
nao convergem em LP. Considere por exemplo X =R e f, = X[Om]/nl/p. Entao ||f.], = 1,
mas f, converge uniformemente para a fungao identicamente nula.

Entretanto, se pu(x) < oo, entjao covergéncia uniforme implica em convergéncia LP. De
fato, se dado € > 0 existe N € N tal que || f,.(z) — f(z)|| < € para todon > N, entao f € L?,
e

If = fullp < €u(X)

ExEmMPLO 5.2. Convergencia pontual de fun¢oes em LP nao implicam em convergéncia
em LP, mesmo se X tiver medida finita. Considere como contraexemplo X = [0,1] e f,, =
nX[0,1/n]-

Por outro lado, fortalencendo um pouco as hipéteses, a convergencia em LP vale. Se
fn estiver em LP, existir g € LP tal que |f,(x)| < g(x) para todo x € X e todo n € N,
e f, convergir pontualmente q.s. para f € M(X,X), entdao f, converge para f em LP.
Isto segue-se do fato que como f é mensuravel com f < g q.s. entao f € LP. Portanto
|fu(x) — f(x)]P < 2PgP(z) g.s., e pelo TCD temos || f, — f|l, — O.

ExXEMPLO 5.3. E possivel construir uma funcao que convirja em LP mas nao pontual-
mente. Considere

fi= X[0,1]
fo= X[0,1/2]» fs= X[1/2,1]»
fa= X[0,1/4]5 fs= X[1/4,1/2]5 fo = X[1/2,3/4]5 fr= X[3/4,1]5 " "

Entao para 2" < k < 2"*! temos || fi]|h = 1/2", e portanto fr — 0 em LP, mas para todo
x € [0, 1] a sequéncia f,, — (z) ndo converge.

19
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5.1. Convergéncia em medida

Dizemos que uma sequencia (f,) em M (z,X) converge em medida para f : X — R
mensuravel se lim,, — ocou(F,(a)) = 0 para todo o € R, onde

En(a) ={z € X : |fu(z) — f(z)| = .
Escrito de outra forma, a convergencia em medida ocorre se para todos € e o positivos existir
N tal que u(E,(a)) < € para todon > N.

De forma andloga, dizemos que (f,,) é Cauchy em medida se para todos € e « positivos
existir IV tal que

p{z € X [fn(2) = ful2)] = a}) < e

para todos m, n > N.
algumas relacoes da nocao de convergencia em medida com outras ja vistas sao apresen-
tadas nos exemplos abaixo.

EXEMPLO 5.4. Observe que convergéncia uniforme implica em convergencia em medida
pois u(E,(a)) = 0, se tomarmos n suficientemente grande. A volta entretanto nao vale.
Como contraexemplo considere nx(o,1/n)

ExEMPLO 5.5. Convergéncia q.s. nao resulta em convergencia em medida se pu(X) = oo.
De fato considere f, = X[n,4o0)-

EXEMPLO 5.6. Convergencia em medida nao implica em convergencia LP; considere a
sequencia dada por X[O,l/n]nl/p. A volta vale pois

@Bt < [ U= < 1= Sl
E,(a)
Uma relagao entre convergencia Cauchy em medida e convergencia ¢.s. e em medida é

apresentada no resultado abaixo.

TEOREMA 5.1.1. Seja (f,) sequencia de fungoes reais mensurdveis e Cauchy em medida.
Entao existe uma subsequencia que converge q.s. e em medida para f : X — R mensurdvel.

DEMONSTRAGAO. Primeiro mostraremos a convergencia q.s., e para tal seja (gx) = (fn,)
subsequencia de (f,) tal que u(Ey) < 27% onde By, = {z € X : |grpy1(2) — gr(x)| > 27}
Para construir tal subsequencia, basta ver que para todo k € N, existe N, tal que

p{z € X & [fm() = fula)| > 27F}) <27F,
para todo m, n > Nj. Escolha entao g, = fn,.
Seja Fy, = UR, E;. Entao Fp € X e p(Fy) < 32 w(Ey) = 2"F Sei > j >k, e
x € X\ F}, entao
(5.1.1) |gi(x) = g;(=)] <lgi(x) = gima (@) + -+ -+ |gjpr(2) = gs(2)] <217 4+ 4279 <2179,

Seja F'= N2 Fy. Entao F' é mensuravel e p(F) = 0 pois F' C Fj, e portanto p(F) < u(Fy)
para todo k. Logo (g;(z)) converge para z € X\ F. Seja

) limi e gi(z) @€ X\F,
J(x) = {0 zeF



5.2. CONVERGENCIA QUASE UNIFORME 21

Entao f: X — R é mensuravel e g;(z) — f(z) uniformemente em X\ F pois para j > k e
x ¢ F tem-se podemos tomar i — oo em (5.1.1) e entao

(5.1.2) 1£(z) — g5a)] < 2
Em particular temos que g;(z) — f(z) q.s.. O

5.2. Convergéncia quase uniforme

Uma sequéncia (f,) em M(X,X) é de Cauchy quase uniformemente (q.u.) se para todo
d > 0 existir F5 € X tal que u(Es) < 6 e f, converge uniformemente em X\ Es. Da mesmo
forma, uma sequéncia (f,,) em M (X, X) converge quase uniformemente para f € M (X, X)
se para todo § > 0 existir E; € X tal que u(Es) < e f, — f uniformemente em X\ Es.

E facil ver que se (fn) converge quase uniformemente (q.u.), entdo é de Cauchy quase
uniformemente. Abaixo mostramos que a volta também vale.

LEMA 5.2.1. Seja (f,) de Cauchy quase uniformemente. Entao existe f mensuravel tal
que f, converge para f q.u. e (.s..

DEMONSTRACAO. Para k € N seja B, € X tal que u(Ey) < 27% e f, converge uniforme-
mente em X\Ej. Seja Fj, = U2, B Entao w(Fy) < 217% Como X\ F), C X\Ey, entdo f,
converge uniformemente em X\ F. Seja

o) = {limn_,oo fn(z) sex ¢ Fy,

0 se x € Fj,.

Note que Fj é crescente, e F' = N2 F, € X, com u(F) = 0. Paraxz € F, gy(x) =0
para todo k. Para z ¢ F, gp(x) = 0 para k > ko, para algum ko. Logo gy converge
pontualmente. Seja f seu limite. Entao g, mensuravel implica em f mensurdvel, e para
r & F, f(x) =lim,_ fu(z). Logo f, — f q.s. Finalmente, para ver que f, — f q.u., dado
§ >0, seja 217% < 0. Entao pu(Fy))) <d e fo — gr = f em X\ Fy. O

E possivel mostar que se (f,) converge q.u. para f, entdo a convergéncia também é em
medida. De fato sejaa >0, n € Ne

En(a) ={z € X: |fulz) — f(z)] = a}.
Queremos mostrar que lim,,_, F,(a) = 0.

Entao, para § > 0, seja E5 € X tal que u(Es) e f, — f uniformemente em X\ FEs. Logo

existe Vg tal que
n>Ny = E,(a) C Es = u(Es) <0,
como queriamos.

A volta do resultado acima também ” quase” vale, i.e., se f,, — f em medida, entao existe
uma subsequéncia convergindo q.u. para f (ver Bartle [1]). O contraexemplo da sequéncia
convergindo em LP e portanto em medida, mas que nao converge em nenhum ponto do
dominio mostra que convergencia em medida nao implica em convergencia q.u..

Temos entao que convergeéncia em LP implica em convergencia q.u. de subsequéncia. Por
outro lado, convergéncia q.u. nao implica em convergéncia LP. Exemplo: nxio1/n. Com
convergencia dominada q.u. implica em LP.

Outros fatos:
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Convergéncia q.u. implica ¢.s., mas convergéncia uniforme nao implica q.u. (contraex-
emplo: X[n,+o]). Por outro lado, se p(X) < 00), ou se a convergencia for dominada, entao
convergencia uniforme implica q.u..



CAPITULO 6

Decomposicao de Medidas

Seja A uma medida com sinal. Dizemos que P € X é A-positivo se A(P N E) > 0 para
todo £ € X. De forma andloga, dizemos que N € X é A-negativo se A(N N E) < 0 para
todo £ € X. Finalmente, Z € X é A\-nulo se A(ZNE) = 0 para todo E € X. Caso a medida
com sinal considerada seja clara, usaremos a terminologia positivo, negativo, nulo.

TEOREMA 6.0.2. (Decomposi¢ao de Hahn) Existe P € X tal que P € positivo e N = X\ P
¢ negativo.

Dizemos que o par P e N do teorema acima formam uma decomposigao de Hahn. Observe
que a decomposi¢do nao é unica (considere os conjuntos de medida nula). Em termos de
medida, esta nao unicidade nao importa, como nos mostra o resultado abaixo.

LEMA 6.0.3. Se P, e N1 e P, e Ny sao duas decomposicoes de Hahn, entao
MENP)=XNEnNP), AMENP)=XNENP),
para todo E € X.

De posse do lema acima, podemos considerar as medidas finitas A™ e A~ dadas por
AT(E) = XENP), A (F)=-XENN)

para £ € X. Sao chamadas de wvariagoes positiva e negativa de A. Chamamos ainda de
variagao total a medida finita |A| dada por

A[(E) = AT (E) + A~ (E).
A definicao acima d& origem a decomposicao
ME)=XENPANENN)=\(E)- )\ (E),
para EY € X. Temos ainda o seguinte resultado.

TEOREMA 6.0.4. (Decomposicio de Jordan) E possivel decompor a medida com sinal A
como diferenca entr duas medidas finitas, em particular X = XT — X~. Além disto, se p e v
forem medidas finitas tais que A\ = u — v, entdao

WE) ZAN(E),  v(E) = (B),
para F € X.

Um caso particular de medida com sinal é dado por

(6.0.1) ME) = /fdu

onde p é medida e f é p-integravel. O resultado abaixo caracteriza as variagoes positivas e
negativas para A em (6.0.1).

23
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6. DECOMPOSICAO DE MEDIDAS

TEOREMA 6.0.5. Se f € L e A € dada por (6.0.1), entao

NH(E) = /E 1 dp, / (B

)= [ I71an



CAPITULO 7

Construcao

Gostariamos de definir um medida em X = R que, aplicada a intervalos dé o seu com-

primento.
Dizemos que uma familia A de subconjuntos de X forma uma algebra se

1) 0, X € A
(2) E€A = C(E)e A
(3) Ey,..., B, € A = U |F, €A
Um exemplo de algebra ¢é a familia F' de unioes finitas de conjuntos em R da forma

(a,b], (—o00,b], (a,+00), (—o00,+00)

Note que F' nao forma uma o-algebra.
Uma medida g definida numa algebra A ¢é tal que

(1) 1(0) = 0
(2) w(E) > 0 paratodo E € A
(3) Se (E,) é sequéncia disjunta em A com UX  E,, € A, entao

p(Unii Bn) = Z 1(En)

Um exemplo de medida em F' é dada por [(-), onde

WU (ag,b5) = > by — aj,

para (a;, b;| disjuntos. Mostrar que [(-) estd bem definida e que é de fato uma medida involve
certo trabalho [2].
Procedemos agora no processo de garantir a existencia de uma o-algebra A* contendo A
e de uma medida p* definida em A* e que estende pu.
Passos principais:
(1) Definir medida exterior p* (que nao é o-aditiva e portanto nao é medida) em P(X)
com pu* = pem A.
(2) Mostrar (Caratheddory) que existe o-dlgebra A* D A, onde p* é medida.
(3) Mostrar (Hahn) que se p é o-algebra, entao a extensao é unica.

7.0.1. Passo 1. Seja B C X e Sp = {(E,)sequéncia em A : B C U2, E,,}. Definimos
entdao a medida exterior * : P(X) — R por

w(B)= inf S u(E,).

n)ES
(Bn)€ Bn:l
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para B C X. Note que u* estd bem definida para todo subconjunto de X, e nao apenas
numa o-algebra.
Temos entao o seguinte resultado.

LEMA 7.0.6. Seja p* medida exterior. Entao

(1) 1=(0) =0

(2) p*(B) > 0 para todo B C X

(3) Se A C B, entao pu*(A) < u*(B)

(4) Se B € A entao u*(B) = u(B)

(5) Se (B) é sequéncia em P(X) entdo p* (U B,) < > 7 u*(By,)
DemonsTRACAO. Os itens (1), (2) e (3) sao imediatos.

sao i
Para mostrar (4), note primeiro que (B, 0,0, ---) € Sg e entao p*(B) < u(B). Seja agora
(E,) € Sp. Entdo B=U>,(BNE,) e

o0

<Y w(BNE,) <Y u(E,)

Portanto u(B) < p*(B).
O item (5) segue-se do seguinte argumento. Seja € > 0, e para j fixo, seja (Ej;) € Sp,
com
> uEp) +27e > p*(B).
k=1
entao (Ejk)szl S SUt?ilBj, e

<N W (B <e+Zu

j=1 k=1

0

OBSERVAGAO. p* é chamada de o-subaditiva. Note que ela estende p mas que nao é
medida.

7.0.2. Passo 2. Um conjunto £ C XR é p*-mensuravel se
pr(A) = (ENA) + p (A\E)
para todo A € P(X). Seja A* a cole¢ao de conjuntos p*-mensuraveis.

TEOREMA 7.0.7 (Caratheddory). A* € o-dlgebra, A C A*, e u* € medida em A*, i.e., p
€ o-aditiva em A*.

DEMONSTRACAO. (1) 0, X € A*
(2) A* é fechada por intersegoes (A* é dlgebra)
(3) p* é aditiva em A*
(4) A* é o-algebra e u* é o-aditiva em A*
(5) A C A*
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Note que o resultado acima garante a existéncia de uma o-algebra A* e uma medida p*
em A* tal que A C A* e pu*|4 = p.

Note também que A* é completa por construcao, i.e., se £ € A* tem medida nula e
B C F, entao E € A*. De fato,

p(A) = p*(E) + p*(A) = (AN B) + " (A\B)
pois AN B C E e A\B C A. Por outro lado, usando a o-subaditividade temos que
p(A) < p (AN B) + p'(A\B)
Logo
p(A) = p (AN B) + p(A\B)

e entdao B é p*-mensuravel, i.e, A € A*.
7.0.3. Passo 3. Mostramos agora que se u é o-aditiva, entao a extensao é unica.

LEMA 7.0.8 (Hahn). Seja p o-finita em A. Entao existe uma tnica extensao de p para
uma medida em A*.

OBSERVAGAO. Neste caso a extensao p* é tnica.

Lembre-se que a algebra de Borel B é a menor o-algebra gerada pelos abertos (a,b). Um
conjunto em B é chamado de conjunto de Borel, ou boreliano.

Pelos resultados acima, podemos estender a medida [ definida na algebra B para uma
Unica medida [* definida na o-algebra B*.

Note que B C B*, pois B* também é o-édlgebra, e contém os abertos (e B é a menor de
todas o-dlgebras). Chamamos B* de édlgebra de Lebesgue, [* de medida de lebesgue, e os
conjuntos em B* de conjuntos de Lebesgue. Entao F' ¢ B ¢ B* ¢ P(X). Pode-se mostrar
ainda que (B*,[1*) é o completamento de (B, [*|p).

Uma outra medida interessante é a de Borel-Stieltjes, gerada por uma funcao g : R — R
monoétonas crescentes e continua a direita, i.e.,

= 1li +h
g(c) vt g(c+h),
para todo ¢ € R. Definimos entao

po((a;b]) = g(b) —gla),  py((=00,0]) = g(b) = lim g(x),

r——00

ty((a,00)) = lim g(x) —gla),  py((—00,00]) = lim g(z) — lim g(z).

r—00

E possivel estender 1, como medida para a dlgebra F'. Finalmente estende-se p, de forma
Unica para a o-algebra de Borel.
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