Andlise e Métodos Numéricos em EDPs com
Multiplas Escalas
Parte Il: Modelagem em dominios com fronteiras rugosas

Alexandre L. Madureira
www.Incc.br/~alm

Laboratério Nacional de Computagéo Cientifica — LNCC
Petrépolis - RJ

ENAMA I
Joao Pessoa, 6/11/2008

Alexandre L. Madureira (LNCC) A iluminacéo pela flor de lotus ENAMA 2008 1/34



Plano da palestra

ﬂ Descricao do Problema e AplicagGes
9 Caso Especial: rugosidades periédicas
9 Elemento Finito Multiescalas

@ Conclusdes gerais

Alexandre L. Madureira (LNCC) A iluminagéo pela flor de lotus



Plano da palestra

Q Descricdo do Problema e Aplicacbes
@ O Problema
@ Aplicacdes
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Considere o dominio Q¢;
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Considere o dominio Q¢;

e o problema

—Auc=f emQ°
u¢=0 sobre 9Q°,
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Por que este problema é dificil?
@ Geometria complicada torna a discretizacao dificil e cara.

ROUGH DOMAIN
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Por que este problema é dificil?
@ Geometria complicada torna a discretizacao dificil e cara.

Considere o seguinte dominio com fronteira interna rugosa:
ROUGH DOMAIN
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Malha de elementos finitos:
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Zoom da malha:

®
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E quanto a aplicacbes?

@ Poder do Lotus: superficies autolimpantes

@ roupas de natacéo “pele de tubardo”

@ bolas de golfe

@ filmes sobre fuselagem de avifes para reduzir atrito

@ reflexdo de ondas eletromagnéticas por particulas metalicas
dispostas sobre uma parede
fontes pontuais de poluicdo dispostas sobre uma linha ou
superficie
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A designed rough surface — the similarity to a Fakir carpet is apparent

From Self-cleaning surfaces — virtual realities, Ralf Blossey, Nature Materials 2, 301 - 306 (2003)

Alexandre L. Madureira (LNCC) A iluminacéo pela flor de lotus ENAMA 2008 10/34



Influenza Detector

A prototype from the University of ° AMPLIFY
Michigan moves droplets through Any DNA in the

a microfluidic maze, Tests on a blood sample is amplified
sarnple could show Influenza or other ina PCR chamber

{red), which heats
and cools 35 times.

pathagens within 15 minutes.

s
@ om0
Blood sample ( yelfow) and . 5 . e * Underlying
amplification reagent (green) e = electronics
are loaded, then pushed } | } 8
along by air pressure,
il O annwvze
An electrophoresis
channel read with
ultraviolet light
indicates a telltale

o REACT signature if patho-
Amplified DNA mixes gens are present.
with a reagent (gold)

that reacts to influenza
Inside a reaction
chamber (green).

Pathogen

signature

From Big Lab on a Tiny Chip, Charles Q. Choi, Scientific American, September 2007, 74 - 77
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Microconveyor

Alternating current along a string of electrodes can pump liguids along a microfluidic
channel. But turbulence between electrodes {rop) makes the net progress slow. A nowvel
pump design from M.IL.T. (borrom) speeds flow by a factor of 10; shaping each electrode
like a step creates eddies that act like rollers in a fluid conveyor belt.

From Big Lab on a Tiny Chip, Charles Q. Choi, Scientific American, September 2007, 74 - 77
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FLOW PAST
A SMOOTH SPHERE

LAMIMALR
BOLNDARY LAYER

FLOW PAST
R GOLF BALL

TURBLILENT
- BOLNDARY LAYER
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DIRAG ON A GOLF BALL comes mainly from air-pressure forees.
“This drag arises when the pressure in front of the ball is signifi-
cantly higher than that heliind the ball. The only practical way of
reducing this differential is to design the ball so that the main
ctream of air flowing by it is as cose 1o the surfacs a5 possble, This

turbulence very dose to the surface, bringing the high-speed
airstream choser and increasing the pressure behind the ball, The ef-
fectis plotted in the charr, which shows that lor Reynolds mumbers
achievable by hirting the ball with a club, the cosfficient of drag is
much lawer for the dimpled ball.

SLAFERS

A iluminagéo pela flor de lotus

sitwation is achieved by a golf balls dimples, which angment the.
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Plano da palestra

e Caso Especial: rugosidades periédicas
@ Descricao
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Considere o caso de rugosidades periédicas, como abaixo:

e 0 mesmo problema de antes:

—Au‘=f emQ°,
u¢ =0 sobre 0Q°.
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Considere a seguinte decomposi¢cao do dominio Q¢:
QS = (07 1) X (07 1)

A solugéo se comporta assintoticamente como

u(x) ~ [y — ew(e 1x, e ty) + e(do — Ceea)]

By ¢

u(x) ~ul(x) — ew(e1x, e‘ly)aaL;

— O erro de truncamento é como o que se esperal
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Definimos
—AUW=f emQs, u® =0 sobre 9.

Os termos de corregdo w(X,Y), € Ccela, S40 determinados na faixa
semi-infinita e independente de ¢

A
y=ely

— | -

Aw = 0 na faixa
w =y — Ccela NA parte de baixo da faixa
w periddica, and decai a zero (exponencialmente) com y

A iluminacéo pela flor de lotus ENAMA 2008
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Lei de parede
Finalmente, seja

—Aut=0 emQs,
0

ul = (do — Cce|a)ai sobrel,  ul=0 sobre dQs\rI.

ay
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Lei de parede
Finalmente, seja

—Aut=0 emQs,
1 du° 1
us = (do — Ccela)W sobre T, u- =0 sobre 9Qs\T.
Supondo u¢ =~ u® + eul em Qs, definimos a aproximacg&o ¢ por

—Auc=f emQg,

1€

uc+e(—do + Cce'a)%in =0 sobrerl, u =0 sobre 9Qs\T.
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Lei de parede
Finalmente, seja

—Aut=0 emQs,
0
1

ul = (do — Cce|a)(?9iy sobre T, ul =0 sobre dQs\TI.

Supondo u¢ ~ u® + eu' em Qs, definimos a aproximagéo ¢ por
—Auc=f emQg,

1€

uc+e(—do + Cce|a)%in =0 sobrerl, u =0 sobre 9Qs\T.

Erro de modelagem:
- 1/2
lu® = @(lyaqq) < c€¥/2.

O modelo ndo captura camadas limites = baixa convergéncia!



Teste numérico
Considere o dominio

ROUGH DOMAIN

e o problema

—Au =0 emQ°,
u¢ =0 sobre a fronteira interna,
u¢ =1 sobre a fronteira externa,
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— DIRECT COMPUTATION @ PROFILE AT X = 1.1
. ZEROTH ORDER @
FIRST ORDER )

Alexandre L. Ma



Conclusodes

@ No caso periddico, leis de parede capturam a baixo custo o
comportamento macroscopico (sem oscilagdes) da solugéo

@ Como em homogeneizacao de EDPs oscilatdrias, é necessario
resolver um problema de cela

@ Modelos com leis de parede tém erro ¢1/2 na norma H?!

@ A baixa convergéncia é porque os modelos ndo capturam
camadas limites

@ Estimativas interiores ou em L2 sdo melhores
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Plano da palestra

6 Elemento Finito Multiescalas
@ Descricao
@ Andlise
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Considere novamente o dominio Q¢:

e o problema

—Au‘=f emQ°,
u¢ =0 sobre 0Q°,
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Abaixo, para f = 1, as curvas de nivel da norma do gradiente:

Contour: abs(grad(u))
15 T

0.5

-05 i i i i i i
-0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12
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Descrevemos a seguir um método de elementos finitos multiescalas
para aproximar esta solugéo [M., 08].

Nos elementos finitos multiescalas, as funcdes de base sdo solucbes
locais dos operadores, e levam “informacgdes” locais para a solucao
global.
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Descrevemos a seguir um método de elementos finitos multiescalas
para aproximar esta solucéo [M., 08].

Nos elementos finitos multiescalas, as funcdes de base sdo solucbes
locais dos operadores, e levam “informacgdes” locais para a solucao
global.

Considere a seguinte malha para Q2¢, e um “patch” de elementos perto
das rugosidades:

'Id ~ €| In¢|
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Considere as seguintes fungdes de base A € H3 (Q°):
@ )i(Xj) = dj nos nos x;.
@ )\ linear sobre as arestas
@ ) bilinear nos elementos que néo interceptam o fundo rugoso

X
KE
Impor
—AXN =0 emK¢
Ai(xj) = d; paratodos 0s nos x;j, Aj linear sobre 0K N Q°,

A =0 sobre 00Q°.

Alexandre L. Madureira (LNCC) A iluminacéo pela flor de lotus ENAMA 2008
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Usando tais fungdes definimos V¢ = span{\;} ¢ HF(Q°).

A solugdo multiescala uy, € V é a projecéo de Galerkin de u em V.

V ui(X) V vp(x) dx :/ f(x)vh(x)dx paratodo v, € Vy.
Qe Qe
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Usando tais fungdes definimos V¢ = span{\;} ¢ HF(Q°).

A solugdo multiescala uy, € V é a projecéo de Galerkin de u em V.

Vu,(X)Vvp(x)dx = [ f(Xx)vh(x)dx paratodo v, € Vy.
Qe Qe

Caracteristicas Principais:

Método conforme

@ Problemas locais dependem de ¢

@ Uso de computacéo paralela para achar funcdes de base
@ Tamanho do sistema final independente de ¢
9
)

(]

A formulac&o néo se restringe a rugosidades periédicas
A andlise restrita a casos periodicos
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Analise numérica

Suponha rugosidades periddicas, ¢ divide h e h > |elne¢|.

A andlise se baseia no Lema de Céa:

I~ Ui < © Jnf 1~ Vil
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Analise numérica

Suponha rugosidades periddicas, ¢ divide h e h > |elne¢|.
A andlise se baseia no Lema de Céa:

U = Up 1 (ae) < Cv,fig/he U = Vi lhi(ae)-

Teorema

Seja u© a solucao original, e u, € VS a solugédo aproximada
multiescalas. Entdo

lu€ = uf Iz < ch + cen™/2,

Demonstracéo

© Achar expanséo assintética de u¢

@ Achar expanséo assintética de )

© Estimar o erro entre u® e um certo interpolante em V¢

o
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Conclusodes

@ Para o caso geral, ndo necessariamente periédico, escrevemos
um método de elementos finitos multiescalas

@ Aidéia é resolver problemas locais. Paralelizacéo é trivial

@ O método é caro pois problemas locais dependem de ¢, mas é
*muito* mais barato que discretizar todo o dominio

@ Se as rugosidades forem periddicas, entao é mais barato usar leis
de parede tradicionais

@ A anadlise de erro so vale para o caso periddico, e tem erro
h + ¢h~1/2 na norma H?

@ O termo h—1/2 é relacionado com erro de ressonancia, presente
em métodos multiescalas para EDPs com coeficientes
oscilatérios. Dois remédios: “oversampling” e métodos de
Petrov-Galerkin
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Plano da palestra

@ Conclusdes gerais

Alexandre L. Madureira (LNCC) A iluminagéo pela flor de lotus



Conclusbes gerais

@ EDPs em dominios com fronteiras rugosas sao de interesse e
dificeis de serem aproximadas

@ Para rugosidades periddicas, leis de parede permitem a troca do
dominio rugoso por um suave, desde que se troquem as
condicdes de contorno

@ No caso geral, elementos finitos multiescalas permitem a
resolucédo numérica de foram direta e com custo razoavel
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Obrigado!

Alexandre L. M, rei A iluminagao pela flor de |



An almost ball-shaped water droplet on a non-wettable plant leaf

From Self-cleaning surfaces — virtual realities, Ralf Blossey, Nature Materials 2, 301 - 306 (2003)
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