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Uma Placa Linearmente Elastica
Placa P = Q x (—¢, €) engastada e com carregamentos f© e g*:

A
€

v

/
lateral

faces
O deslocamento u© : P€ — R, tensdo ¢ : P¢ — R3X3:
—dive*=f° emP",

o =Ce(uf),

‘n =g° nas faces, u°=0 nalateral,

(S}
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Reducao de dimenséo: 3D— 2D

@ A equacao biharmonica, ou Kirchhoff-Love derivada a partir de
argumentos fisicos, ficou tdo conhecida que é chamada de
equacéo da placa

@ Este modelo né&o é o Unico, nem o melhor. Nas engenharias, o
modelo de Reissner—Mindlin é utilizado. Tipicamente, sua
derivacdo é também baseada em argumentos fisicos.
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Reducao de dimenséo: 3D— 2D

@ A equacao biharmonica, ou Kirchhoff-Love derivada a partir de
argumentos fisicos, ficou tdo conhecida que é chamada de
equacéo da placa

@ Este modelo né&o é o Unico, nem o melhor. Nas engenharias, o
modelo de Reissner—Mindlin é utilizado. Tipicamente, sua
derivacdo é também baseada em argumentos fisicos.

A seguir descrevemos como estes podem ser derivados, a relacao
entre eles, e aspectos numéricos pertinentes.

@ Notacéao:
u o o
u= , o=~
- us = (oa 033

@ Ponto em P¢ dado por X = (x¢,x§), onde x° € Q
@ Unica forca é fg constante (placa sob acéo do proprio peso)
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Limite assintotico de u© ([Ciarlet, 97])

Convergéncia na placa P = Q x (—1,1), com X = (X,X3) = (X<, e 1x§):

| X

= (X7X3)

Alexandre L. Madureira (LNCC) Abaixo o biharmonico! ENAMA 2008 6/34



Limite assintotico de u© ([Ciarlet, 97])

Convergéncia na placa P = Q x (—1,1), com X = (X,X3) = (X<, e 1x§):

Outros escalonamentos

® u(e)(x) = (u(e)(x), ua()(x)) = (Lu(x), u5(x))

® f; = €2f3, onde f; é constante independente de e

Alexandre L. Madureira (LNCC) Abaixo o biharmonico! ENAMA 2008 6/34



Problema escalonado

Baseado nas definicdes acima temos que

P

onde V(P)={v e H}(P): v =0Onalateral } e

e(v) e(v)

e(v) = (E_fe?(!) 2833(‘1))
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Problema escalonado

Baseado nas definicdes acima temos que

Ce(u(e)) :e“(v)dx :/f3v3dx paratodov € V(P),
P = - T Jp - -7

onde V(P)={v e H}(P): v = O nalateral } e

e(v) - ( e(v) e le(v) )

etel(v) e 2e33(\1)

Vale ainda o resultado de convergéncia a seguir.
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Convergéncia do modelo biharmdnico

Teorema
As solugdes u(e) — u,, (forte) em H'(P) quando e — 0, onde
_ (X3 V((x)
ll|<|_(xax3) - ( C(X)

e ¢ € H3(R) resolve

8u(A+ 1) 12 /1

——FA( = f3(x,X3)dxs emQ

300+ 21) ¢ » 3(X, X3) dx3 ;

_9¢ _
C_%_O em 00

Alexandre L. Madureira (LNCC)
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Demonstracao
Dividiremos a demonstracédo em alguns passos.
Q u(e) ~uemV(P) ee(u(e) —eemL*P)

0 ueviar) = { (11 V ) g e mica). ¢ e i)
© Mostrar que

Il

~ (e(u) 0
_( 0 2u+>\ tr(e(u )))

(X,X3) = (—x3 V ¢(x),¢(x)), e ¢ resolve o biharménico

Qu
© Convergéncia forte de u(e) em V(P)
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Observacoes

@ O desenvolvimento assintético [Dauge e Gruais, 96]:

u(e) ~ <_X3CX<§(X)> + ¢(T.A.O.+Corretores)

também justifica 0 modelo biharménico. Outros termos séo
T.A.O.=Termos de Alta Ordem, e corretores de fronteira.
Estimativa de erro:

Ju(e) = U lmapy < ce'/?.

® Em [Morgenstern, 59]: convergéncia do biharménico usando o
Teorema de Prager-Synge
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Plano da palestra

@ Modelo de Reissner—Mindlin
@ Reducéo de dimenséo
@ Consisténcia
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Modelo de Reissner—Mindlin

Derivacéo

Por principio variacional, ndo assintética [Alessandrini et al., 96] J

Segundo principio de Hellinger—Reissner: (u<, c) € tnico ponto critico
(sela) de

Uv,7)== [ ¢ tr:7dx+ [ divr-vdx“+ [ ¢ vdx©
T 2P5 = T 7 pe — T T 7 pe” T
em L?(P¢) x S{(P<), onde
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Modelagem

Busca-se pontos criticos de L'(-, -) em subespagos de L2(P€) x § (P9).
Os subespacos escolhidos séo polinomiais em x3. Exemplo:

2 2) = {v e 129 w00 = (o 10, o)

v3(X) + xw3(x)

Sy(P1) = {7 e 5y(P): 7= (Xeg(x) p2(x3)7(x) ) |

- pa(x3)7s3(X)

com p; polinémio de grau j.

Observacoes

@ A escolha dos graus acima é uma das possiveis

@ Aumentando os graus os modelos tornam-se melhores, porém
mais complicados

@ Nem todas as escolhas de graus geram problemas bem postos

v

Alexandre L. Madureira (LNCC) Abaixo o biharménico! ENAMA 2008 13/34



Para 5(x)
o —D(XE)XE
ux) = (w(x€)+w2(x‘)%2(x§)) ’
onde p»(z) = (3/2)(z? — €2/5). Entédo

—% divCe(e) + e‘z%(qb —Vw)=0 emQ,

6*2% div(e — Vw) = e 25 emQ,
¢=0 w=0 sobre o,

onde C*e(u) = 2ue(u) + zzlf‘—Jr’\A tr(e(u))1d.
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consisténcia assintotica

Um modelo é assintoticamente consistente se converge para o
biharmanico.
Para Reissner—Mindlin, basta

lim v limw =
lim¢=v¢ limw=C

Para checar estes limites, escrevemos

(¢,W) = arg min J(V,V3)
(v.v3)EHS(Q)xHE(Q)

onde a energia de Reissner—Mindlin é dada por

J(V,V3) /C* (v)dx+e? / IV — Vvg|?dx— /f3v3dx

Usamos o seguinte resultado.
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Lema
Sejam X e Z de Hilbert, a: X x X — R bilinear simétrica limitada e
nao negativa, B : X — Z e F : X — R lineares e limitados. Suponha

a(x,x) + ||Bx||2 > c||x||Z paratodo x € X.

Entédo:
© Paratodo e > 0 existe um Unico x¢ € X que minimiza
2

. 1 €
E€(x) = Ea(x,x) =+ 7\“3)(”% — F(x).

@ Existe um unico x° € N(B) (nucleo de B) que minimiza

E%x) = %a(x,x) —F(x).

© limxc=x%em X.
e—0
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Aplicamos agora o resultado de convergéncia acima para a solugéo
de Reissner—Mindlin definida por

(¢),C¢J) = arg min ‘](V7V3)
(v.v3)EHS(Q)xHE(Q)
e
J(v,v3) /C* v)dx+e / \Y —Vv3|2dx—/ favs dx.
Q Q

Logo, (¢,w) — (V (, (), onde ¢ é a solugcdo do biharménico dada por

g‘—argmln/C* (Vvg): e(Vv3)dx —/f3v3dx
V3€H2(Q

e 0 modelo de Reissner—Mindlin é assintoticamente consistente.
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Plano da palestra

@ Aspectos numericos
@ O trancamento numérico

@ Discretiza¢fes para Reissner—Mindlin
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Consideracdes gerais

O biharmébnico e o Reissner—Mindlin apresentam dificuldades
numeéricas distintas porém interligadas.

@ O biharmbnico exige regularidade extra, e discretizacbes
“classicas” usam aproximacdes com derivadas continuas (ndo
trivial). Alternativas: métodos ndo conformes, mistos,
descontinuos.

@ Reissner—Mindlin é de segunda ordem, e a forma bilinear é
continua e coerciva. Logo a solugéo por elementos finitos
converge se h — 0, e é a melhor do subespaco na horma da
energia.

@ O problema é que a convergéncia ndo é uniforme em relagéo a e.
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Trancamento numeérico
Dada uma triangularizagéo de Q, e @, C H3(Q) e Wy, € H3(Q)
espacos das fungbes continuas e lineares por partes, e

(¢n,wn) = argmin J(v,Vvs)
(V,V3)€¢hXWh

a solugdo de Galerkin que minimiza
(v,V3) /C* (V)dX4e~ 5/\/ v Vv3|2dx/ favg dx.
6 Ja Q

Teorema
lim_o(dp, wn) = (Vwl,wl) € &y x Wh, e w? = 0.

Demonstracéo

© w? € Wy, entdo V w é constante por partes, continua e se anula
em Q. Logo Vi =0

Qo wﬁ constante por partes, continua e se anula em 9Q. Logo wﬁ =0
v
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Trancamento numérico

A solug&o numérica “limite” é ¢ = 0, w® = 0. Para 0 < ¢ < h, (¢, wh)
é “quase” zero, distante da solucéo exata. A este fendbmeno da-se o
nome de trancamento ou locking numérico.

Estratégia para evitar trancamento
Define-se um operador Py, : &, — V W}, e minimiza-se

/C*e(v (v)dx 4+¢ 2 / \th—Vv3\2dx—/f3v3dx

Quando € — 0, a restricdo torna-se Ph¢ﬂ = Vwﬂ. A introducgédo de Py,
possibilita definicbes de esquemas numéricos sem trancamento.
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Outra estratégia para evitar trancamento
Definir o cisalhamento ¢ = ¢ ?(V w — ¢) e escrever (¢, w, ¢) na forma
mista, como Unico ponto critico (sela) em H3(Q) x H3 (Q) x L%(Q) de

1 S5A
L(v,v3,fy):B/QC*S(V):S(v)der/7.(Vv3—v)dx

25)‘/ ly[2dx —/f3v3dx
Observacoes

@ Esta formulacéo elimina o comportamento singular em ¢ = 0 ao
preco de ndo ser mais um problema de minimo

@ Discretiza¢des mistas séo “normalmente” livres de trancamento,
mas nem todas as aproximacdes sdo estaveis

@ Em Galerkin, “qualquer” escolha de espacos é estavel, mas o
problema de trancamento esta presente
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Plano da palestra

° Conclusbes
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Placa elastica é um dos “playgrounds” do analista numérico
Obtivemos dois modelos, o biharménico, e o de Reissner—-Mindlin
O biharménico foi derivado via analise assintotica

O de Reissner—Mindlin foi obtido via argumentagfes variacionais

A discretizacdo para Reissner—Mindlin é nao-trivial devido ao
trancamento numérico

¢ 6 ¢ ¢ ¢

@ Esquemas envolvendo proje¢Bes e/ou formulagcbes mistas evitam
trancamento, mas sao caras computacionalmente ou dificeis de
implementar

@ Mais recentemente, alternativas envolvendo métodos de Galerkin
descontinuo tém sido explorados [Bdsing, Mozolevski, M.,08]
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Obrigado!
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Deformacao da se¢@o média de uma placa sob tracdo. Solu¢des
exata, por Reissner—Mindlin, e biharménico
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Plano da palestra

a Apéndice
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u(e) ~uemV(P),ee‘(u(e) —eemlL?P)

Demonstracao

u(e) e e“(u(e)) limitados em V (P) e I:Z(P), logou(e) ~uemV(P) e
e“(u(c)) —~ e em L*(P). )
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uevi®) = {(") 5T M) nemi@ ce v

Demonstracao

Como u(e) — u em V(P), entdo e(u(e)) — e(u) em L?(P). Como
gf(g( €)) = e( (€)), entéo e = e( 1). Além disto, como e“(u(e)) e
limitada, ent&o por deflnlgao He, 3(U(€))ll2py < ceparai =1,2,3.

Logo e 3(u(€)) — 0 em L%(P) e portanto e,3(g) =0
Mas

Vie(P) % {(v,v3) € V(P): 83v = — Vvg, 83v3 = 0}

pois de d3v3 = 0, e vz = 0 na lateral, implica em v3(Xx) = n3(x ) para
algum 73 € H}(Q). Além disto, d3v = — V 13 e entédo

V(x) = n(x) — x3 Vn3(x) para algum n € H(Q). Como v € V(P),
entdo n € HY(Q) e 13 € H3(Q).
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(e(u) 0 )
Mostrar que e = | ~

0 5y tr(e(u))

Demonstracéo
Parav € V(P),

@ [[fovadx = [ 2u e (u(0) - e(v) + ance(u(9) -e(v)
P
+ 2055 (u(e))eas(v) + Mr(E (U (e (V) + ess(v )] dx.

Para e — 0, temos e33 = tr(e(u)). Com vz = 0 e dividindo po

2+>\

e [ fovadx = [ 2ucer(u(@) s e(v) + ane(u(e) - dav
P P

+ Aetr(e“(u(e))) tr(e(v)) dx.

Tomando e — 0 temos e = 0.

re,
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u(x,xsz) = (—x3 V ¢(x),¢(x)), e ¢ resolve o biharmdnico

Demonstracéo
Para definir o problema para u, note que para todo v € V. (P)

[ 2neiu(@) s ev) + At (u(@) (e W) dx = [ favadx.
P P

Tomando ¢ — 0 obtemos paratodov € Vg, (P)

_ 2pA _
[ 2ne(w) s ev)+ 52 e r(e(v)) dx = [ favadx.

Mas V. (P) é fechado em V (P), e (1) é coerciva, portanto u esta bem
definido. Concluimos que toda familia u(e) — u, e ndo somente
subsequéncias.

Mas u € Vi, entdo u = (§(x) — x3 V {(x),{(x)). Sev = (n(x),0)
em (1), entdo £ = 0. Escolhendo v = (—x3 V n(x),n(x)) em (1)
obtemos o biharmonico.
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Convergéncia forte de u(e) em V(P)

Demonstracéo

Mostraremos que e(u(¢)) converge forte para e(u) em L2(P), e pela
desigualdade de Korn, u(¢) converge forte em V (P).
Primeiramente note que como ||&j 3(u(e))|[2py — 0, € €j3(u) =0, a
convergéncia de e; 3(u(e)) € forte. Note a seguir que

Cle“(u(e) — e : [e“(u(e)) — el dx = / faus(e) dx

+ | Cle—2e(u(e))] : edx—>/f3u3dx—/Ce e dx

P =

:/f3u3dx—/2u(e:e)+
P - N A

Entdo e“(u(c)) — e, e entéo e(u(e)) = e“(u(e)) — e = e(u).

S lu(@)Pdx =0
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Demonstracao
As existéncias e unicidades de minimos segue-se de Lax—Milgram em

(X1, X2) — a(X1,%2) + € 2(Bxy, BXz)z
A seguir, x| < c[a(x,x) + ¢ ?|[Bx‘[|2] = cF (x) < c|[F[|x-[Ix“[lx.
Logo [|x€||x € ¢~1||Bx¢||z limitados uniform. Logo Bx¢ — 0, e existe

subsequéncia de (x¢) — X. Note que BX = lim._o Bx¢ = 0. Da mesma
forma, e 1Bx¢ — p. Tomando o limite em a(x¢,x) = F(x), x € N(B),

a(Xx,x) =F(x) paratodox € NV (B),
e X = xY. Entdo toda (x¢) — x°. Para convergéncia forte,

X = Xo[[% < a(x® — Xo, X — Xo) + € 2[B(X — x0)[3 = a(x*, x°)

+ a(Xg, Xg — 2X°) 4 € 2||Bx€|2 = F(x€) + a(xo, Xo — 2X¢) — 0.

o
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Nesta linha de pensamento, temos que (¢, w, ¢) ponto critico de
L(:,-,-) resolve em Q

Lawe g -¢=o
—dive =fs,
5\

H(Vw—@) - =0,

com as condi¢des de contorno ¢ = 0, w = 0 sobre 092. Pela
decomposi¢do de Helmholtz, existem tnicos r € H3(Q2) e p € HY(Q)/R
tais que ¢ = Vr + curl p, onde curlp = (9p/dy, —0p/0x). O sistema
torna-se entdo

—ATr Ifg,

—%divc* g(qb) —curlp=Vr,

6
(- _ 25 _ 2
(p—Vw)—ce 5)\cur|p e“Vr.
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Na forma fraca,

/Vr-Vl/dX:/f3l/dX

/dva* (¢)dx—/cur|p wdx_/Vr 1 dx
/—¢-cur|qu—e 6/curlp-curlqu:o
Q S5A Ja

/Vw-Vsdx_/cp-Vsderez/Vr-Vsdx
Q Q Q

para todos v € H3(Q), 1 € H3(Q), q € HY(Q)/R, s € H}(Q).

A discretizacao do sistema acima torna-se agora mais acessivel. De
fato, a primeira equacéo € a de Poisson. Calculado r, as duas
equacdes seguintes representam um sistema de Stokes perturbado
para (—¢2, ¢1). Finalmente temos uma outra equagéo de Poisson para
w. Para todos os problemas acima existem eficientes formulagfes
numeéricas com elementos finitos.
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