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REsuMoO. Estas notas de aula sao relativas ao curso de preparacao promovido
pela FGV para a parte de matematica do exame da ANPEC. Estas notas devem
servir de apoio, e certamente nao eliminam a necessidade de se usar os ja cléssicos,
aprimorados e varios livros didaticos. Mencionamos alguns deles na biliografia.
Neste curso apresento alguns topicos de algebra linear, célculo e anélise que
estao presentes no exame da ANPEC, e que sao importantes para uma formagao
mais so6lida de futuros pés-graduandos em economia. KEspero apresentar algum
rigor matematico aos alunos, e mostrar como este deve ser utilizado em conjunto
com a intui¢cao matematica, nunca esquecendo o objetivo que é aprimorar a arte

de resolver questoes.

Uma particularidade das notas é que, ao fim destas ha solugoes de questoes
das provas da ANPEC de matemaética dos tltimos anos. Isto nao seria possivel
sem a ajuda de varios ex-alunos, que gentilmente concordaram em apresentar suas
solugoes em TEX. Acho que estas solugbes serdo uteis para a grande comunidade
de alunos que se prepara para os exames da ANPEC. Meus agradecimentos mais
sinceros a todos!

FEu tomei a liberdade de modificar minimamente a notagao usada em algumas
das questoes, a fim de torné-la homogénea e coincidir com as notacoes usadas
nestas notas. Editei também minimamente as questoes submetidas pelos alunos, a
fim de tornar suas (deles) solugbes mais proximas do estilo, linguagem e notagoes

usadas no restante das notas.

Sao usadas estas notas vérias ideias e notagoes de outros livros, como [5417}25]
em algebra linear. A bibliografia basica sugerida pela ANPEC ¢ dada por [57,/30],
e a complementar é [2/111(12/17.(36].
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CAP{TULO 1

Conjuntos e Funcoes

i

Neste primeiro capitulo relembramos algumas defini¢oes béasicas de conjuntos e

de definigoes de fungoes.

1.1. Definigoes basicas

Comegcamos por definir o conjunto vazio () como sendo o conjunto que nao contém

nenhum elemento. Considere agora dois conjuntos quaisquer A e B.

e Dizemos que A esta contido em B e escrevemos A C B se todo elemento de
A ¢é elemento de B. Pode-se também escrever B O A (lé-se B contém A)
para indicar A C B.

e Se A nao esta contido em B escrevemos A € B.

e Dizemos que dois conjuntos A e B sao iguais, e escrevemos A = Bse A C B
e BCA.

e Se nao forem iguais, dizemos que sao diferentes e escrevemos A # B.

e Também escrevemos A C B se A C B mas A # B. Dizemos neste caso que

A esta propriamente contido em B.

Para definir um conjunto, utilizamos alguma propriedade P(z) que é verdadeira
ou falsa para todo elemento a € U (onde U é um conjunto “universo”. Denotamos
tal conjunto por

{reA: P(x)}.
Quando o conjunto U é claro pelo contexto, podemos escrever simplesmente {z :

P(x)}. Este conjunto é formado por todos os elementos = que estejam em U e tais

10ltima Atualizagio: 20,/04/2022



4 1. CONJUNTOS E FUNCOES

que a propiedade P(z) seja verdadeira. Uma tltima forma de denotar os conjuntos
é simplesmente descrever seus elementos entre as chaves.

Por exemplo, o conjunto dos niimeros pares pode ser denotado por
{x € Z : x é divisivel por 2}.

Pode-se ainda usar a defini¢ao construtiva {2z : x € Z}, ou, sendo um pouco menos

formal, enumerar todos os elementos do conjunto: {...,—4,—2,0,2,4,6,...}.

O préximo passo é definir as operagoes usuais. Por exemplo, se U contém A e B,

entao definimos a unido
AUB={zxeU: xz€ Aoux € B}.

Definimos também:

e O conjunto intersecao entre Ae B¢ ANB ={x € A: © € B}. Dizemos
que dois conjuntos A e B sao disjuntos se AN B = ().

e O conjunto diferenga A menos B ¢ A\B = {z € A: x ¢ B}. O conjunto
resultante também denotado por A — B e chamado de complemento de B
em relacao a A.

e Quando é claro quem é o conjunto A, denotamos A\ B por C(B), e o cha-

mamos de complemento de B.

OBSERVACAO 1.1. E facil generalizar os conceitos acima para unides e intersecoes

arbitrarias de conjuntos. Por exemplo, dado n € N e conjuntos Ay, ..., A,, definimos
UL A ={x: x € A; paraalgum i € {1,...,n}}.

Outra forma é definir I = {1,...,n} e escrever
P A = UierA; = {x: existe ¢ € [ tal que z € A;}.

E simples generalizar o conceito acima para conjuntos A;, As, ..., bastando para tal

considerar I = N:

2 A; = UjenA4; = {x @ existe i € N tal que x € A;}.
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Em termos de operagoes entre conjuntos, é 1util a regra de De Morgam, que diz

que para conjuntos FE,, onde n € N, temos que

(1.1.1) C(UienBy) = Mien C(Ey),  C(MienEy) = Uien C(E,).

Outro conceito util é o de par ordenado. Dados dois elementos, ou objetos a e
b, formamos o par (a,b), e chamamos a e b de (primeiro e segundo) componentes de
(a,b). Dizemos (definimos) que um par ordenado é igual a outro se os respectivos
componentes forem iguais, i.e., (a,b) = (a’,b') se a = a’ e b =1V". O mais importante
na verdade, é como pares ordenados sao formados (por elementos de dois conjuntos)
e quando sao iguais (quando os componentes sao iguais).

Definimos agora produtos cartesianos. Dados dois conjuntos A e B, definimos
o conjunto A x B = {(a,b) : a € A, b € B} como sendo o composto pelos pares

ordenados.

OBSERVACAO 1.2. A extensao destes conceitos para n-iplas ordenadas e produtos

cartesianos com n conjuntos é natural.

DEFINIGAO 1.1.1. Seja agora um conjunto nao vazio X e P(X) o conjunto das

partes de X, i.e., a colecao contendo todos os subconjuntos de X :
P(X)={A: AC X}.
Outra notacao para o conjunto das partes € 2°X.
Por exemplo, se X = {1,2,3}, entao
P(X) = {0, {1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}, X}.
Outros exemplos sao

PO) =10}, PPO)={0,{0}}, PPPO))) = {0,{0}, {{0}},{0,{0}}}.
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1.2. Funcoes

Da definicao de relacao vem o importante conceito de funcao. Na “prética”, dados
dois conjuntos A e B, uma funcao é uma regra que associa a cada elemento r € A, um
elemento f(xz) € B. Chamamos o conjunto A de dominio da funcao f e o denotamos

por D(f). Chamamos o conjunto B de contradominio da fungao f. Escrevemos

f: A— B, ouainda
f:A—B

Se E C A, chamamos de imagem de E ao conjunto

f(E) ={f(x): z € E}.

Similarmente, dado um conjunto H, chamamos de imagem inversa de H o conjunto

fHH) ={x: f(z) € H}.

Se f(A) = B dizemos que f é sobrejetiva (ou simplesmente sobre). Dizemos que
f € injetiva (ou um a um ou 1-1) quando, dados a, a’ € D(f), se f(a) = f(a') entdo

a = a/. Numa forma mais compacta, escrevemos que para todo a, a’ € D(f) temos
fla)=f(d) = a=d.

Se f é injetiva e sobre, a chamamos de bijetiva (ou de biunivoca) ou de uma bijegao.

Dado f : A — B e um subconjunto A’ C A, podemos definir a fung¢dao restri¢ao
g = flar onde g : A” — B é dada por g(a') = f(a') para todo @' € A’. Da forma
analoga, dizemos que h : A” — B é uma extensio de f se A C A” e h(a) = f(a)
para todo a € A.

Existem varias operacoes com funcoes, entre elas a composicao. Sejam A, B e C
conjuntos, e f : A — B e g: B — C fungbes. Entdao podemos definir uma fungao
h: A — C dada pela composi¢ao de f e g, i.e., h(z) o g(f(x)), onde x € A. Neste

caso usamos a notacao h = go f, e dizemos que h é a composta da f com a g.
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Dizemos que g : B — A é funcao inversa de f se
g(f(x)) =x paratodo x € A, f(9(y)) =y paratodo y € B.

Quando esta existir, denotamos a inversa de f por f~!.

A seguir nos concentramos sobre a importante questao da ezisténcia de uma
fungdo inversa. Considerando f : A — B, note que se f nao for sobrejetiva, nao
existird uma inversa f~!. De fato, se existe b € B tal que f(a) # b para todo a € A,
entdo f(g(b)) # b para qualquer func¢ao g : B — A. De forma anéloga, se f nao for
injetiva, i.e., se existirem a # a’ em A tais que f(a) = f(a’) = b € B, entao nao é
possivel definir ¢(b) tal que g(f(a)) = a e g(f(a')) = d’. Estes argumentos mostram
que sobrejetividade e injetividade sao condicoes necessdrias para a existéncia de
inversa. Na verdade, estas condigoes sao também equivalentes, como nos mostra o

lema abaixo.

LEMA 1.2.1. Sejam A e B conjuntos e considere a funcao f: A — B. Entao f é

invertivel se e somente se é sobrejetiva e injetiva.

DEMONSTRAGAO. (=) Suponha que f seja invertivel, e denote g = f~!: B —
A. Sejam a,a’ € A tais que f(a) = f(da’). Entao a = g(f(a)) = g(f(a’)) = a’. Logo
f € injetiva.

Seja agora b € B, e seja a = ¢g(b). Entao f(a) = f(g(b)) = b, e portanto f é
sobre.

(<) Suponha agora f uma bije¢do, i.e., sobrejetiva e injetiva. Logo, dado
b € B, existe um tunico a € A tal que f(a) = b. Defina entdo g(b) = a. Note que
f(g(b)) = f(a) =be g(f(a)) = g(b) = a. Como b é arbitrario, definimos a fungao
g:B— A OJ

EXEMPLO 1.1. Seja f : (0,1) — R dada por f(z) = z? + 1. Entao f ndo tem
inversa pois, apesar de ser injetiva, nao é sobrejetiva. Mas como f((O, 1)) = (1,2),
entao se definirmos

f:(0,1) = (1,2)

T — 22,
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entdo teremos f sobrejetiva. Logo existe a inversa f~1:(1,2) — (0, 1).

OBSERVAGAO 1.3. Note que a defini¢ao de imagem inversa independe de existir
ou nao a fungao inversa. Por exemplo, a fun¢ao f : R — R dada por f(z) = 2% nao

tem inversa. Entretanto f~'(R) = R.

EXEMPLO 1.2. Seja
f:(0,4) - R

Entao o dominio é (0,4) e a imagem ¢é (0,2). Note que f ndo ¢é invertivel pois f nao

é sobrejetiva. Entretanto as imagens inversas

L)) =049, i) ={4  f(-20)=0, [fO)=0.

sao bem-definidas.

OBSERVACAO 1.4. Note que algumas vezes podemos “tornar” uma fungdo nao
invertivel em invertivel, restringindo o dominio ou o contradominio. Por exemplo,
suponha f : A — B injetiva, mas nao sobrejetiva. Podemos definir entao g : A —
f(A) tal que g(a) = f(a) para todo a € A. Entao g sera injetiva e sobrejetiva (mostre
isto).

De forma andloga, se h : A — B for sobrejetiva mas nao injetiva, podemos definir
uma nova funcao injetiva da seguinte forma. Para cada b € B escolha um tnicoa € A
tal que f(a) = b (isto é possivel pois f é sobre) e forme o conjunto A c A. Entao

f:A— B é injetiva e sobre (mostre isto). E é, portanto, invertivel.

Outra operacao que pode ser muitas vezes executada é soma, diferenca, produto,
divisao, de fungoes. Por exemplo, sejam A conjuntoe f: A - Reg: A - R

funcoes. Entao podemos definir a funcao h = f + g tal que
h(z) = f(z) + g(x) para todo x € A.

Da mesma forma podemos definir fg por (fg)(z) = f(x)g(x). Outras operagoes sao

definidas analogamente.
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Temos que tomar cuidado entretanto se a defini¢ao faz sentido. Por exemplo, se
f: A — R se anula em algum ponto de A, entdo nao podemos definir ¢ : A — R por
o(x) = 1/f(z). Igualmente, ndo faz sentido definir 1/g, se g : A — R™, para n > 1,

pois nao podemos dividir por vetores.

OBSERVAGAO 1.5. A visualizagao de algumas fungbes é possivel, via graficos. O
grafico de uma funcao real definida na reta é simplesmente o conjunto de pontos
(x,y) do plano que satisfazem y = f(z).

1.3. Conjuntos finitos e infinitos
Um conjunto B ¢ finito se ¢ vazio ou se existe uma bijecao entre B e
I, = {1727 7n}

para algum n € N. Caso B nao seja finito, o dizemos infinito. Consideraremos a

seguir propriedade de conjuntos finitos, e depois de conjuntos infinitos.

1.3.1. Conjuntos finitos. Por defini¢ao, para mostrar que um conjunto é finito,

é necesséario achar uma bijecao com [,,, para algum n € N.

EXEMPLO 1.3. O conjunto {2,3,4,5} é finito pois a func¢do ¢ : {1,2,3,4} —
{2,3,4,5} dada por ¢(1) =2, ¢(2) = 3, ¢(3) =4, ¢(4) = 5 ¢é uma bijegao.

EXEMPLO 1.4. O conjunto [,, é finito para todo n € N.

Dado um conjunto finito, podemos definir o nimero de elementos ou cardinalidade

do conjunto, como abaixo.

DEFINICAO 1.3.1. Se existir bijeciao ¢ : I, — X para algum n € N, entao X €
finito (por defini¢ao) e definimos a cardinalidade de X como sendo n. Denotamos
a cardinalidade de X por card(X) (ou ainda #X ou |X|). Para conjuntos vazios,
definimos card () = 0.

EXEMPLO 1.5. Sejam X e Y conjuntos e f: X — Y bijecao entre eles. Entao X

¢é finito se e somente se Y o for. Nestes casos, eles tém a mesma cardinalidade.
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LEMA 1.3.2. Seja X finito. Entao nao existe bijecao entre X e Y C X (i.e., para
X finito, se existir bijegao entre X e Y C X entao X =Y).

O resultado a seguir garante que nao podemos ter conjuntos infinitos contidos

em conjuntos finitos.

TEOREMA 1.3.3. Suponha X conjunto finito e Y C X. Temos entdo que
i) Y € finito
i) card(Y) < card(X)
iii) se card(Y') = card(X), entao Y = X

COROLARIO 1.3.4. Seja Y conjunto finito e f : X — Y injetiva. Entao X é finito
e card(X) < card(Y).

DEMONSTRAGAO. Como f(X) C Y, entao f(X) ¢é finito. Como f : X — f(X)
é bijecao, entao X ¢é finito. Finalmente, card(X) = card(f(X)) < card(Y). O

COROLARIO 1.3.5. Seja X conjunto finito e g : X — Y sobrejetiva. Entao Y é
finito e card(Y) < card(X).

DEMONSTRAGAO. Como g : X — Y & sobrejetiva, entao existe f : ¥V — X
injetiva tal que go f: Y — Y e g(f(y)) = y para todo y € Y. Pelo corolério acima,
X finito implica em Y finito e card(Y) < card(X). O

1.3.2. Uniao e produto cartesiano de conjuntos finitos. Discutimos a se-
guir resultados a respeito da uniao e produtos cartesianos de conjuntos finitos. Co-
mecamos por discutir unioes finitas de conjuntos finitos. A seguir consideramos

propriedades de produtos cartesianos finitos de conjuntos finitos.

TEOREMA 1.3.6. Seja X e Y conjuntos finitos disjuntos. Entao X UY € finito e
IXUuY|=|X|+1Y].
LEMA 1.3.7. Se Yy, ..., Y\ sdo finitos (ndo necessariamente disjuntos), entao Y; U

~-UYg éfinitoe [V U---UY,| < Y|+ ... |Vl

LEMA 1.3.8. Se Xi,..., X} sao conjuntos finitos, entao X; x --- x X}, é finito e
| X1 X o x X = | X | X
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1.3.3. Conjuntos infinitos. Para mostrar que um conjunto € infinito, é preciso
provar que nao existe bijecao com I,,, qualquer que seja n € N.

EXEMPLO 1.6. Ne P = {2j: j € N} sao infinitos.

Note os seguintes resultados:

i) X infinito e f : X — Y injetiva implica em Y infinito
ii) Y infinito e f : X — Y sobre implica em X infinito
iii) Se X CY e f: X =Y ébijegao, entdo X e Y sao infinitos

EXEMPLO 1.7. Os conjuntos Z e QQ sao infinitos, pois as fungoes f : N — Z

definida por f(i) =i e g : N — Q dada por g(i) = ¢ s@o injetivas.

1.4. Exercicios

EXERCICIO 1.1. Mostre que
(1) {reR:22>0} =R
2){z€eR: >0} C{reR: z? >0}
B)RZ{reR: 22 >0}.

EXERCICIO 1.2. Mostre a regra de De Morgam dada em (|1.1.1)).
EXERcICIO 1.3. Mostre que {a,a} = {a}.

EXERCICIO 1.4. Sejam A e B dois conjuntos disjuntos, i.e., AN B = (. Seja
X = AU B. Mostre que A = X\Be B=X\A.

EXERCICIO 1.5. Sejam A e B dois conjuntos, e C' = (A\B) U (B\A). Mostre que
C=(AUB)\(ANB)eque CNANB =.

EXERCICIO 1.6. Sejam X, Xs, ..., conjuntos tais que X; C X, | paratodoi € N.
Mostre que N;enX; = Xj.

EXERCICIO 1.7. Sejam A, B e C conjuntos. Mostre que A x (BUC) = (A x
B)U(AxC)eAx (BNC)=(AxB)Nn(AxC).
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EXERCICIO 1.8. Sejam A, B, C' e D conjuntos. Mostre que (A x B)U(C x D) C
(AUC) x (BU D). Mostre que, em geral, a inclusdo nao é propria.

EXERCIcIO 1.9. Sejam A, B conjuntos e f : A — B bijecao. Se f~!: B — A for

a funcao inversa de f, mostre que f~! ¢ bijecao.

ExXERcicIO 1.10. Sejam A, B e C conjuntos e f: A — B, g : B — C bijecoes.
Mostre que a fungao composta go f : A — C dada por go f(z) = g(f(z)) é bijegao.
Se f~! e g7! forem as fungdes inversas de f e g, quem ¢ (g o f)~'? Justifique suas

conclusoes.

EXERcCicIO 1.11. Seja A um conjunto e f : A — B injetiva. Mostre que a funcao
f:A— f(A) é bijegao.

EXERCICIO 1.12. Seja g : X — Y sobrejetiva. Mostre que existe f : Y — X tal
que g o f(y) =y para todo y € Y.

EXERCICIO 1.13. Mostre que a afirmativa do Exemplo ¢é verdadeira.

EXERCICIO 1.14. Seja X conjunto finito. Mostre que f : X — X é injetiva se e

somente se é sobrejecao.
EXERCICIO 1.15. Demonstre o Teorema [1.3.6l

EXERCICIO 1.16. Sejam os conjuntos A infinito e B # () finito, e considere uma
fungao f : A — B. Mostre que existe b € B tal que f~'({b}) ¢é infinito.



CAPiTULO 2

Nocoes de geometria analitica

g

Neste capitulo falaremos sobre no¢oes como coordenadas, distancia, vetores, pro-
dutos escalar e vetorial, perpendicularidade, equagoes da reta no plano e espaco,
equacoes de planos, inequacoes lineares, parabolas, hipérboles. Uma boa referéncia
é 32|

Consideraremos o R™ o como o conjunto das n-tiplas ordenadas de niimeros reais,

como definido abaixo.

DEFINICAO 2.0.1. Seja R™ o conjunto das n-iplas ordenadas de nimeros reais,
1.6,
R"={x=(z1,...,2,): x; ER parai=1,...,n}.
Definimos entao as operacoes produto por escalar e soma da sequinte forma:

ax = (axy,...,0z,), XxX+y=(x14+y1, - Tn+ Yn),

onde X = (T1,...,Tn) €y = (Y1,...,Yn) estao em R", e « € R. Pode-se checar que

R™ € espaco vetorial com as operagoes acima descritas.

2.1. Coordenadas

Seja {eq,...,e,} base cononica do R™, onde, para i € {1,...,n}, o vetor e; é
definido tal que a iésima coordenada vale um e as demais coordenadas valem zero,

ie.,
e; =(1,0,0,...,0), e =(0,1,0,...,0), ..., e,=1(0,0,...,0,1).

10ltima Atualizagao: 27/04,/2022

13
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Chamamos este vetores de vetores da base candnica. Note que podemos escrever um
ponto x = (1,%2,...,%,) € R" como x = x,€) + x9€y + -+ - + x,€,. Neste caso,
T1,...,T, sa0 as coordenadas de x na base candnica.

Existe uma identificacao natural dos pontos em R™ com suas coordenadas na base
candnica. Usaremos neste texto a seguinte notagao. Para cadax = (z1,...,z,) € R",

indicaremos por X € R™! a matriz coluna das coordenadas na base canénica dada

por
T1
- L2

(2.1.1) X =
Tn

Na verdade nao seremos tao preciosistas e escreveremos que X € R" também.

2.2. Distancia, norma, produtos escalar e vetorial

Dados dois vetores x = (x1,72) e y = (y1,72) do R? a distancia d(x,y) entre
eles é dada pelo “tamanho” do vetor x —y = (x1 — 1,22 — y2). Para medir tamanho

de vetores, usamos a nocao de norma. No R?, definimos a norma de um vetor

x|l = /i + 3.

Esta é a norma euclidiana, que no caso mais geral, em R", ¢ dada por

(21, ... x| = /23 + - + 22.

Voltando ao conceito de distancia, temos que a distancia entre dois pontos do R?

x = (1, x2) por

dados por x e y é dada por

Ix =yl =V (z1 — 11)% + (22 — 12)*

EXEMPLO 2.1. Considere o vetor (3,4). Entao [|(3,4)] = v9+ 16 = 5.

Em R? se x = (71, 72), e y = (y1,%2), o produto interno canénico é dado por

Xy= iT? = T1Y1 + TaYo.
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Em R" para x = (21,...,2,), € Y = (Y1, ..., Yn), definimos
Xy =X'y=x1y1 + + Tpln.

Note que podemos definir as normas euclidianas usando o produto interno

Da desigualdade de Cauchy—Schwartz obtemos a desigualdade triangular:
(2.2.2) x4yl < 1[I+ llyll

sempre que || - || for dada por (2.2.1)).
Finalmente, dados dois vetores x, y do R", definimos o cosseno do angulo formado
por eles por [32]
Xy
[yl
Dizemos entao que dois vetores x, y sao ortogonais, ou perpendiculares, se x-y = 0.
Note que devido a desigualdade de Cauchy-Schwartz , 0 cosseno toma sempre

valores entre —1 e 1.

(2.2.3) cosf =

2.3. Projecao de vetores

Considere os vetores dados por x e y. Definimos a projegao ortogonal de x em y
como sendo o vetor w = ay tal que x — w é ortogonal a y. Logo
x-y [x[[cos®
Iyl vl

X'y=aqy 'y — a=

2.4. A reta no plano e espaco

2.4.1. A reta no plano. Uma reta r no plano pode ser definida de algumas

maneiras, principalmente:

(1) Parametrizagao: dado um ponto x, da reta, e a uma dire¢ao v # (0, 0) dada,

a reta r pode ser parametrizada por

r={xo+tv:teR}
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(2) Equagao algébrica: uma reta r pode ser descrita pelo conjunto de pontos
(x,y) que satisfazem
ar +by+c=0,
onde ou a ou ¢ sao diferentes de zero.

E importante saber passar da forma (1) para a forma (2), e vice-versa.

Suponha que uma reta r seja dada por (1), onde v = (v1,v2) # (0,0), i.e., que
(20, yo) + t(v1,v2)
seja uma parametrizagao de r. Entao qualquer ponto (x,y) pode ser dado por
T = g+ tvy, Yy = Yo + tvg

para algum ¢t € R. Multiplicando a primeira equagao por vy, a segunda por v; e

tirando a diferenca obtemos
(2.4.1) voxr — vy + ¢ =0,

onde ¢ = vy — v2To = (%o, Yo) - (— V2, v1)-
Uma outra forma (mais simples) é perceber que se (x,y) é ponto da reta, entao
(x—x0,y—1o) tem a mesma diregao de (v, v3). Como (vy, —v7) é ortogonal a (vy, vs),

entdo (r — g,y — Yo) também o é. Logo

(2.4.2) (x — 2o,y — Yo) - (v2, —v1) = 0.

As equagoes (2.4.1) e (2.4.2)) s@o idénticas.
De forma analoga, se uma reta r no plano é determinada por ax + by + d = 0,
onde a e b nao sao simultaneamente nulos, entdo obtemos de (2.4.1)) que (a,b) é vetor

perpendicular a r e que v = (b, —a) é diregao da reta.

OBSERVAGAO 2.1. Vemos portanto que em duas dimensoes, podemos escrever
a reta via parametrizacao ou usando as equacgoes cartesianas, e que de uma forma

obtemos a outra.

OBSERVACAO 2.2. Note que se X, y sao dois pontos de r, entdo v = X — y

determina a diregao da reta.
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EXEMPLO 2.2. Seja ry reta dada por
r={(1,2)+t3,-1): t € R}.

Ache 74 passando por (1,1) e paralela a .
Solugao. Como 75 é paralela a r;, ambas tém a mesma direcao, que no caso é
(3,—1). Como (1,1) € rq, entao r, = {(1,1) +¢(3,—1) : t € R}.

EXEMPLO 2.3 (angulo entre retas). Determine o angulo entre as retas dadas por
y=ar+bey=cxr-+d.

Solugao. A primeira reta é determinada por ax —y + b = 0, e entao o vetor
(a,—1) é perpendicular a ela. Entao a reta tem a dire¢ao de (1,a). De forma anéloga,
a segunda reta tem a dire¢ao de (1,¢). Portanto, se 6 ¢ o angulo entre as duas retas,

temos que
|(]_,CL)'(]_,C)‘ o |1+(IC|

ILallLal /1 +a?) 1+ )

Note que pode ser conveniente utilizar como resposta m — 6.

|cosf| =

EXEMPLO 2.4 (distancia de ponto a reta). A distancia d entre um ponto p € R?

e a reta r determinada por ax + by + ¢ = 0 é dada por

_ lapy + bps + ¢|

Solugao. Sem perda de generalidade, suponha b # 0. Sabemos que r tem diregao

(2.4.3) d

v = (b, —a). Seja q € r tal que p—q seja perpendicular a v. Portanto p—q = a(a, b)

para algum « € R, e a distancia é dada por
d=p—qll = |a|(t® + a*)"/.
Como q € r, entao
bgy = —aq1 — ¢, P11 —q1 = aq, p2 — q2 = ba.

e obtemos da segunda, terceira e primeira equacoes:

a a a2 ac

(—aqi —¢) =p1— 7p2 — N~ 5

== G m)=p =gt
@1 =N D2 —q2) =P D2 b b 12

b b b?
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Portanto ¢; = (p1 — apa/b — ac/b?) /(1 + a*/b?). Logo, da segunda equagao,

b*(p1 — aps/b — ac/b? a? + abpy + ac

b? + a? b? + a?
Se a # 0, temos o = (pra+pyb+c)/(b*+a?), e portanto a distancia é dada por ([2.4.3)).
Note que pelas contas acima, se a = 0, como b # 0 entdo ¢; = p; e ¢ = —c/b.
Entao
a=" 45 = d=labl =2+ /b

e a formula (2.4.3) se aplica mesmo neste caso.

2.4.2. A reta no espaco. Em R3, a reta é dada de forma parametrizada, i.e.,
dado um ponto xy da reta, e a uma diregdo v # (0,0,0) dada, a reta r pode ser

parametrizada por

r={xo+tv:teR}

O exemplo abaixo lida com intersegao de retas.

EXEMPLO 2.5 (intersegdo de retas). Determine se as retas r1 = {(0,0,1) +
t(1,-1,3) : t € R} e my = {(1,2,0) +¢(0,3,—1) : ¢t € R} se interseptam, e em
qual ponto.

Solugao. Note que as retas se interseptam se e somente se elas tiverem um ponto
em comum, ou seja se existirem ¢, s tais que (1,—2,1) + ¢(1,—1,3) = (1,2,0) +

5(0,3,—1). Isto equivale a resolver o sistema
1+t=1; —2—1t=2+3s; 1+ 3t =—s.

Este sistema de equagoes pode ter uma, zero ou infinitas solugoes.

2.5. Produto vetorial

Uma outra operacao com vetores é o produto vetorial. Sejam x, y vetores em R3.

Entao definimos

XXy = ($2y3 — X3Y2,T3Y1 — T1Y3,T1Y2 — ifzyl)-
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Uma outra forma de escrever é
€e; €y e3
To T T T T T
XXy = (det( 2 3), —det( ! 3), det( ! 2)) =det | x1 xy 3
Y2 Y3 Y1 Y3 Y1 Y2
Y Y2 Y3

onde det(A) denota o determinante, e e;, €3, e3 sdo os vetores da base canonica.

Algumas propriedades do produto vetorial sao dadas abaixo:

(1) xxy=-yxx

(2) x x y é ortogonal a x ey

(3) (ax) xy = a(x X y) =x X (ay), para todo a € R
(4) (x+y)Xz=xXzZ+y Xz

(5) [x x ylI* = [x[*Iyl* = (x-y)*

(6) [lx >yl = [Ix|[ly[l sin6

(7) x xx =

X Tr1 T2 I3
(8) (produto misto) x- (y xz)=det |y | =det | y1 12 3

v/ 21 R2 23
(9) x x y = 0 se e somente se X = ay para algum a € R

(10) €] X ey =e€e3,€y X ez =€, ez X e =€

Uma interessante aplicacao das propriedades do produto vetorial é na deter-
minacao de areas e volumes. Considere o paralelograma gerado pelos vetores nao
colineares u, v. Entao o paralelograma gerado tem éarea |[u||h, onde h é a altura
do parelograma. Mas h = ||v||sinf, sendo # o angulo gerado pelos dois vetores.

Portanto a 4rea ¢ dada por ||u x v||, onde usamos a propriedade ([6) acima.

Considere agora o paralelepipedo formado por vetores nao linearmente depen-
dentes u, v e w. Para calcular o volume, usaremos o produto misto (8)) acima. De
fato, o volume é dada pela area ||u x v|| do palelograma formado por u e v, vezes a

altura do paralelepipedo vezes ||w||| cos a|, onde a é o angulo formado por u x v e
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w. Logo o volume é dado por

A e e
(uxv)-wl b

[usvi[fwll cos o= Jlux vl|[|wl] [(wxv)-w|=|det | y1 3 ys

Jux villw]
21 R2 =3

2.6. Planos no espaco

Um plano no espago é definido por um ponto a ele pertencente e a um vetor

ortogonal ao plano. Seja ¥ um plano, X € ¥ e n vetor perpendicular a . Entao
Y={xeR: (x—%x)-n=0}.

Expandindo nas coordenadas, temos que para X = (&1, %2,23), € n = (ny, ng,n3),
que um ponto qualquer de X satisfaz (r1 — Z1)ny + (29 — Zo)ng + (3 — T3)n3 = 0.
Reescrevemos esta equagao como nix + nex + ngx = TNy + Tong + T3ng = X - N, que
¢é da forma geral

ax, + bxry + crs +d =0,

~

coma=mny,b=n9, c=n3, d=—X-n.

EXEMPLO 2.6. Ache a menor distancia do ponto p = (1,0, 1) ao plano dado por
T4+2y—z=2.

Solucao.

Passo i: precisamos primeiro achar algum ponto py pertencente ao plano. Por
exemplo (1,1, 1).

Passo ii: Seja v = (1,1,1) — (1,0,1) = (0,1,0). Entéo a projecdo de v em

n = (1,2,—1) é dada por
n-v 1

W = n=-n
[mf* 3
Entao a distancia de p ao plano é dada simplesmente pela norma de w, ou seja, a
distancia é de |[w| = ||n||/3 = V6/3.
Passo iii: para achar o ponto pjs do plano que tem distancia minima até p, basta

notar que py; + w = p, e portanto

Py =PpP—W.
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EXEMPLO 2.7. A menor distancia do ponto p = (Z,9,2) ao plano dado por
ar + by + cz +d =0 é dada por

(2.6.1) lat + by + cz + d|
Solucgao.

Passo i: considere um ponto py = (o, Yo, 20) pertencente ao plano.
Passo ii: Seja v = (& — o, 9 — Yo, Z — 20). Entdo a proje¢ao de v.em n = (a, b, ¢)

é dada por
n-v

W = n.
[l

Entao a distancia de p ao plano é dada simplesmente pela norma de w, o seja, a

distancia é de
la(® — x0) +0(§ — yo) + c(2 — 20)|  |ad + by + cZ +d|

ja que d = —(axo + byo + czp).

[wll =

Portanto, a distdncia minima entre o ponto (Z, 7, 2) e o plano definido por az +
by + cz +d =0 é dada por (2.6.1]).

Outra forma de se definir um plano é, dados trés pontos nao colineares a ele
pertencentes, definir um vetor normal ao plano via produto vetorial. De fato, se x,
y, z pertencem a um plano, entdo n = (y —x) x (z—x) é perpendicular a este mesmo

plano.
EXEMPLO 2.8. Dadas duas retas
r={p' +td': t eR}, ry = {p*+td’: t € R},
onde d' e d? nao sao colineares, ache pontos x' € r; e x? € ry que tém distancia
minima.
Solucao. Antes de mais nada, observe que como d! e d? nao sao colineares, o
problema tem solugao tnica. Note também que os pontos de distancia minima sao

tais que x! — x? sdo ortogonais as retas r; e 5. Portanto, escrevendo x! = p! + td!

e x2 = p? + sd?, temos que achar t e s tais que

[(p! +td") — (p* +td*)]-d' =0,  [(p' +sd') — (p* +sd”)]-d* = 0.
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Como temos duas equacoes e duas incognitas, podemos resolver o sistema acima. A

distancia minima ¢ dada por ||x! — x?||.

2.7. Coénicas no plano

Uma conica no plano é o conjunto de pontos
{(z,y) € R*: ax® +bry + cy* +dv +ey + f = 0},

onde a,b,...,f € R. Pedimos ainda que a, b ou ¢ seja diferente de zero. Uma
outra forma de exigir isto é impor que |a| + |b| + |¢| # 0. Se definirmos a forma
quadratica Q(z,y) = ax® + bxy + cy?, e a forma linear F(x,y) = dz + ey, temos que
Q(x,y) + F(x,y) + f = 0. A seguir mostramos exemplos de conicas em sua forma

reduzida.

EXEMPLO 2.9.
22y _ 22 g o ) )
St = 1 (elipse), il 1 (hipérbole), z° — ey = 0 (parébola).
No caso da elipse e da hipérbole, impomos que a e b sejam nao nulos. No caso da

parabola, a imposicao é que e seja nao zero.
Podemos ainda ter casos degenerados, como o exemplo a seguir nos mostra.

EXEMPLO 2.10. O caso da hipérbole degenerada é dado, para a e b nao nulos,
por (z?/a*) — (y?/b*) = 0, o que implica em y = +bzx/a.

No caso da parabola degenerada, para a # 0, temos az?> — f = 0, e portanto
r==£4/f/a.

Elipses degeneradas sao dadas por az? + by? = 0, com a e b positivos. Logo
x =1y =0 é o tnico ponto da conica.

Finalmente, temos conicas dadas por conjuntos vazios (elipses e parabolas dege-

neradas), se az? +by? +r?=0er #0,a>0e b >0, e a ou b sdo nao nulos.

Como dissemos, todos os exemplo acima estao em sua forma reduzida, mas este
nao é a forma mais geral possivel. Porém, todas as conicas podem ser reescritas em

forma reduzida apos mudangas de coordenadas. Veja o exemplo abaixo.
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EXEMPLO 2.11. (|5]) Seja a conica dada por 222 +2y% +4xy+4+/2x+12v/2y—8 =

0. Para reescrevé-la na forma reduzida, seguimos os passos abaixo.

2 2
2 20

Passo ii: diagonalizar a matriz A. Primeiro vemos que A tem como autovalores

Passo 1: reescrever a conica em forma matricial:

[:c y]A +[4\/§ 12\/5}[]—820,011@14:

T T
Y

A1 =0 e Ay =4 e os correspondentes autovetores

-2[] o2

2 |1 1

2 2

Note que se definirmos a matriz M = [\71 \7’2}, entdo M1 =M e

[O O] = M1YAM = MAM.
0 4

Se (x1,%1) sdo as coordenadas de (z,y) na base {v!,v?} ie., se

xr
R=m V' 4y =M|"|,
n

o=l 5[]

Passo iii: reescrever a parte linear em termos de (21, z2). Note que temos

entao

T

Qo) = [w yf 4| = [o1 | M7AM

x

n

V2 1242 [

— |42 12v2| M [

x
Y

Passo iv: eliminar as constantes. Note que em termos de (x1,x2) a conica é dada
por
x x
N+ |ave 12\/§}M[ 1] —8=0.

[ } 00
T
Lo 0 4| [y U1

Reescrevendo a expressao acima em sua forma nao matricial, temos que

Y2 4 2z, + 4y, — 2 = 0.
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Completando quadrados temos que (y? + 4y; + 4) + 2z; — 6 = 0, e portanto
(y1 +2)* + 2(z; — 3) =0.
Introduzindo novas coordenadas yo = ¥y + 2 € x5 = 1 — 3 obtemos que
Yz + 22 =0,

e a cOnica é uma parabola.
As contas acima podem ser feitas em geral, como mostra o resultado abaixo.

TEOREMA 2.7.1. Seja a conica definida por ax® + bxy + cy* +dx +ey + f =0,
1.€.,
a b/2

[m y}A ) ; b/2 ¢

Y Y
e sejam Ay e Ay 0s autovalores de A. Entao

+[d e] 4 f=0, onde A—

)

(1) se MAa >0, entdo a conica é uma elipse
(2) se MAa <0, entdo a conica € uma hipérbole

(3) se \MqAy =0, entdo a conica é uma pardbola

COROLARIO 2.7.2. Como o sinal de A\j\y é 0 mesmo de —(b* — 4ac), podemos

concluir que

(1) se b* — 4ac < 0, entdo a conica é uma elipse
(2) se b* — 4ac > 0, entao a conica ¢ uma hipérbole

(3) se b* — 4ac = 0, entdo a conica ¢ uma parabola
Olhemos com mais cuidado as propriedades de cada conica.

2.7.1. Elipses. Dados dois pontos f,, f, (0os focos da elipse) e r > d(f,, f,), a

elipse sera dada pelos pontos x € R? tais que

d(X7 fl) + d<X7 f2> =r

Considere por simplicidade os focos situados no eixo x e equidistantes da ori-
gem, ie., f; = (—¢,0), fy = (¢,0), para algum a > 0. Entao tomando a = r/2,

obtemos os pontos A; = (—a,0) e Ay = (a,0) da elipse e formamos seu eizo
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maior. Similarmente, tomando b > 0 tal que 2(b*> + ¢)'/2 = r, obtemos os pon-
tos By = (0,—b) e By = (0,b) da elipse e formamos seu eizo menor. Neste caso

temos que 7 = d(A;, As) = 2a e um ponto P = (z,y) qualquer da elipse satisfaz
d(P7 fl) + d(Pv f2) = d(AlvAQ)‘

Logo v/(z — ¢)2 + 42 + \/(x + ¢)? + y? = 2a, e entdo

(z = +y*=2a—(z -0+
Elevando ao quadrado e rearrumando a expressao, obtemos

a® —cx = a\/ (v — c)2 + y2.

Elevando novamente ao quadrado, obtemos

a2(a? — @) = (a® — A)z® + a%y?
Usando agora que a® = b? + ¢2, obtemos a?b* = b?z? + ay?, i.e.,

2?2 P

?—Fb—z:l.

2.7.2. Hipérboles. Dados dois pontos f,, f, (0s focos da hipérbole) e r <
d(f, f,), a hipérbole sera dada pelos pontos x € R? tais que

(271) |d<X, fl) - d(X, f2)| =T

Caso os focos da hipérbole estejam situados em (—c, 0), (¢, 0), sua equagao sera dada

por
2 2
x
S
a’>  b?
Fazendo y = 0 temos que x = =+a, e vemos que 2a determina a distancia entre os

vértices. Note que neste caso, r = 2a. Pode-se concluir também que b* = ¢ —a? |32].

2.7.3. Parabolas. Dado um ponto f e uma reta r, a pardbola é definida como

o conjunto de pontos x tais que

d(x, f) = d(x,7),

onde d(x,r) indica a distancia de x a reta r. O ponto f é denominado foco da

pardbola, e r sua diretriz.
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2.8. Desigualdade lineares

As vezes precisamos otimizar uma certa funcdo definida no R em dominios que
satisfazem alguma restri¢ao, por exemplo que as coordenadas sejam todas nao negati-
vas, i.e. x; > O parai = 1,...,n. Estes tipos de restricao sao dadas por desigualdade
lineares. Por simplicidade, ficaremos apenas no caso do plano, quando n = 2, mas o
caso geral é anédlogo.

Em geral as desigualdades lineares sao dadas na forma axz; 4+ bxy + ¢ < 0, onde
a, b, ¢ sdo numeros reais (para evitar trivialidades, suporemos sempre que a ou b
sao nao nulos). Estas desigualdades determinam a regiao do plano {(x,y) € R? :
ax +by + ¢ < 0}. Tendo varias desigualdades, podemos considerar a intersegao entre
os dominios por elas determinados, a chamada regiao admissivel. Esta intersecao
pode ser nula, nao limitado, ou limitada. Neste tltimo caso, a regiao sera dada por

um poligono.
EXEMPLO 2.12. Ache os pontos de R? tais que

3r+4y —5 <0,

E um problema tipico tentar agora minimizar uma funcao linear nalguma regiao

como a dada no exemplo 2.12]

EXEMPLO 2.13. Ache o minimo de p(z,y) = 2z + 3 — 5 na regiao determinada
no exemplo [2.12]

Solugao. Note que as curvas de nivel da funcao p sao dadas por retas no plano.
Neste caso, para achar os pontos de méximo e minimo de p, basta procurar entre os
vértices. Este é apenas um exemplo do caso geral, como enunciado no resultado a

seguir.
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TEOREMA 2.8.1. Se uma regiao admissivel D definida por desigualdades lineares
¢ limitada, entdo mdximos e minimos de p(x,y) = ax + by + ¢ em D ocorrem nos

vértices de D.

2.9. Exercicios

EXERcCICIO 2.1. No R", seja B = {vy,Vvsy,...,v,}. Mostre que os vetores de B
sao linearmente independentes se e somente se as coordenadas de todo vetor do R™

sao unicamente determinadas.

EXERCICIO 2.2. Mostre que |||x|| — [ly]l]| < |lx — yl| (isto vale para qualquer
norma) e que ||x —y||? = ||x]|*> — 2x -y + ||y||* (isto vale para qualquer norma que

venha de produto interno) para todo x, y do R™.

ExXERCICIO 2.3. Considere uma norma vinda de produto interno. Prove o Teo-

rema de Pitagoras.

EXERCICIO 2.4. Mostre que o angulo 6 entre a diagonal de um cubo e as suas
arestas ¢ tal que cosf = 1/\/5

EXERCICIO 2.5. Verifique que o trangulo com vértices em (0, —1,), (—1,1), (2,0)

¢é retangulo.

EXERCICIO 2.6. Mostre a lei dos cossenos, que diz que um triangulo com lados
de tamanho a, b e ¢, e com os lados de tamanho a e b determinando um angulo 6,
obedecem a relacao:

? =a®>+ b —2abcosb

EXERCICIO 2.7. Seja y vetor nao nulo. Mostre que se z é a projecao de x em y,

ie,z=aye(x—z)-y=0, entdo a =x-y/|yl]* e ||z|| = ||x|| cos 6.

EXERCICIO 2.8. Mostre que a area do paralelograma determinado pelos vetores

x ey ¢ dada por ||x X y||.

EXERCICIO 2.9. Usando a notacao do Exemplo [2.8 ache a disténcia entre as
duas retas, com p! = (0,0,0), d* = (1,0,1), p?> = (—1,1,2) e d? = (—1,—1,0).






CAPITULO 3

Algebra Linear

g

Neste capitulo trataremos resumidamente de vérias nogoes de algebra linear,
como operacoes com matrizes, matriz inversa, transposta e adjunta, resolucao de
sistemas lineares, determinantes, regra de Cramer, espacos vetoriais e subespacos,
base e dimensao, produto interno, ortogonalidade, projecoes, transformacoes linea-
res, nucleo e imagem, matriz de uma transformacao linear. Autovalores e autoveto-
res, polindmios caracteristicos, operadores diagonalizaveis, operadores auto-adjuntos,

operadores ortogonais, e formas bilineares.

3.1. Operagoes com matrizes

Denotaremos por R™*™ o espago das matrizes reais com m linhas e n colunas.
Se A € R™", Denotaremos por A;; o elemento da i-ésima linha e j-ésima coluna
de A. A soma e multiplicacao de matrizes é definida da forma usual, isto é, se A,
B € R™" entao C = A+ B € R™*" ¢ dada por C; j = A; ; + B; ;. A multiplicagao
para matrizes D € R™*" E € R"*°, ¢é definida tal que C = AB € R"™*° é dada por
Cij = pe1 Aige By

Chamaremos de matriz identidade, e denotaremos por I, a matriz tal que I;; = 1

eIZ-,j:()sei#j,parai,jzl,--wn-

3.2. Matriz inversa, transposta e adjunta
Dada A € R™" se existir B € R"™" tal que AB =1 e BA = I, entao dizemos

que A é invertivel e que B é a inversa de A. Escrevemos ainda B = A~!.

10ltima Atualizagao: 07/04,/2022
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Uma forma de se computar a matriz inversa de A, quando esta existir, é via
matriz dos cofatores. Seja A% € R"1*n~1 obtida de A “retirando” de A sua i-ésima

linha e j-ésima coluna. Por exemplo, dada

1 2 3]
A= 14 5
7 8 9]
temos que
A [P0l e (46 s 45| e |23 e |13
8 9| 7T 9] 78] 8 9| 7 9]
e V2 e (23] s |V 3| gea_ |l 2]
7 8| 5 6| 4 6|’ 45

Definimos A € R™" como sendo a matriz cofator de A, onde A; ; = (—1)"* det A,

No caso do exemplo acima, temos

det A1 —det A2 det A3 -3 6 -3
A= |—det A2! detA22 —detA23| =6 -12 6
det A3 —det A%2  det A33 -3 6 -3

OBSERVACAO 3.1. A matriz AT é também chamada de adjunta. E um péssimo
nome, que provavelmente deriva de uma traducao infeliz do inglés adjugate. O termo
matriz adjunta é utilizado mais comumente como sendo simplesmente a transposta
de uma matriz (no caso real). Entretanto, na ANPEC, pode aparecer o termo “matrix
adjunta” para denominar A”.

Apbs o computo de A temos que se A for invertivel, entao

AT
det A
No exemplo acima temos que det A = 0, e portanto a matriz nao é invertivel. Na

verdade temos o importante resultado que afirma que A é invertivel se e somente se
seu determinante é nao nulo.
Note que para conferir se uma matriz é ou nao inversa de outra, basta executar

a multiplicacao matricial e checar se resulta na matriz identidade. Por exemplo, se
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A e B sao invertiveis, entao (AB)™! = B71A™! pois

(AB)(B'A™ ) =ABB 'A™' = AA =1
(B7'A™)(AB) = BAA™'B™' = BB ' = 1.

Voltando ao caso geral, dada A € R™*™ definimos a matriz transposta de A
denotada por A’ (ou AT), onde A} ; = A;;. Neste caso, as linhas se tornam colunas,

e as colunas se tornam linhas. Note que se A € R™*" e B € R"*° e além disto,
C = AB, entao C' = B’A’ pois

n n
/ / /
Ci,j - Cj,i = § :Aj,kBk,i - § Bi,kAk,j
k=1 k=1

3.3. Resolugao de sistemas lineares

Seja A € R™*" e b € R™. Queremos descobrir se existe, e neste caso, quem é,
X € R” tal que AX = b (chamado de sistema linear). Este problema pode nao ter
solugao (0z = 1), ter solugao unica (2x = 1), ou ter infinitas solugdes (z +y = 1).
Note entretanto que se A for invertivel, entao o sistema tem solugao tnica dada por
X =A"'b.
Em calculos manuais, a melhor forma de se descobrir se um sistema tem solugao
é reduzindo-o a uma forma triangular superior, usando a matriz ampliada, como nos
mostra o exemplo abaixo |5, pag.33].
Seja
r1 4+ 429 4+ 323 =1,
2113'1 + 5!12'2 + 41‘3 = 4,
Ty — ?)ZL'Q - 2$3 = 5.

Obtemos entao a matriz ampliada, que reduzimos a uma forma triangular superior:

1 4 3 1 1 4 3 1 1 4 3 1
2 5 4 4| —=1]0 -3 -2 2| =]0 -3 -2 2
1 -3 -2 5 0 -7 —5 4 0 0 —1/3 —2/3
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Voltando a forma de equacoes, temos da tltima linha que z3 = 2. Usando a segunda

linha obtemos x, = —2. Finalmente, da primeira linha temos x; = 3.

3.4. Determinantes e a regra de Cramer

O determinante é uma funcao R"*" — R que satisfaz algumas propriedades.

Denotaremos o determinante de uma matriz A por det(A) ou |A|. Dentre elas:

(1) Se existir alguma linha ou coluna zero, entdo o determinante se anula.

(2) det A = det AT, portanto propriedades que valem para linhas, valem para

colunas.
(3) [Vi...avj ...V, =alVy ... V).
(4) |Vi... Vi ...V, o V| ==V .V LV LV
(B) [Vi... Vi W ...V, | =|V1... Vi ... V| + V1. W ...V,
(6) det(AB) = det(A) det(B)

E importante notar que det(A + B) # det(A) + det(B). O contraexemplo mais
simples é dado por

O:det[O O]:det<[1 O]—i—[_l 0]>#det[1 -1 0]:2.
00 01 0 -1 0 0 -1

3.4.1. Regra de Cramer. Considere o sistema linear AX = B, onde A € R™"

+ det

¢é invertivel. Entao

a]-’l e b]. e aLn
1
T =
" detA
an71 e bn . e a/nJL
parai=1,...,n. Esta identidade é conhecida como Regra de Cramer.

EXEMPLO 3.1 (|5]). Seja o sistema linear dado por AX = b, onde

9 -3 7 1
A=11 0 3|, b=]5
0 2 —1 0
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Como det A = —1, entao, pela Regra de Cramer,

) 1 -3 7 21 7 2 =31
xl:detAE) 3|1=-79, x=115 3|=9 xz3=|1 0 5l =18
0 2 -1 0 0 -1 0 2 0

3.5. Espacos vetoriais, subespacos, base e dimensao

O exemplo mais comum e intuitivo de espago vetorial é o R"”. Entretanto, uma

definicao mais geral é de grande utilidade.

DEFINICAO 3.5.1. Um espago vetorial V' sobre os reais € um conjunto cujos
elementos chamamos de vetores, com duas operacoes bindrias, soma vetorial e mul-

tiplicacao por escalar tais que

(1) x+y=y+x, para todo x,y € V

(2) (x+y)+z=y+ (x+2z), para todo x,y,z € V

(8) Existe um elemento 0 € V tal que 0+ x = x, para todo x € V
(4) Para todo x € V', existe um elementoy € V tal que 'y +x =
(5) 1x = x, para todo x € V

(6) (o + B)x = ax + Bx, para todo o, 5 € R e para todo x € V
(7) a(px) = (aB)x, para todo o, 5 € R e para todo x € V

(8) a(x +y) =ax+ ay, para todo o € R e para todo x,y € V

Alguns resultados podem ser obtidos imediatamente:

LEMA 3.5.2. Seja V um espaco vetorial sobre os reais. Entao temos que

(1) O vetor zero ¢ tnico

(2) Todo elemento de x € V tem um tnico negativo dado por (—1)x
(3) 0x = 0 para todox € V

(4) @0 = 0 para todo o € R

EXEMPLO 3.2. O espaco das matrizes m X n reais denotado por R™*™ é um espaco

vetorial com a definigao usual de soma de matrizes e multiplicacao por escalar.
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3.5.1. Subespago vetorial. Seja IV um espaco vetorial e W C V. Entao dize-
mos que W é subespaco vetorial de V se W for também um espaco vetorial. Para
que isto aconteca, basta que

(1) W#£0
(2) seu,ve W,entaou+v e W
(3) seaceReue W, entdo aue W

Note se W é subespaco de V', entao o vetor nulo 0 € W pois como W é nao vazio,

entdo existe algum u € W. Mas entao 0 = Ou € W, por causa de (3).

EXEMPLO 3.3. Note que {(0,y,2) : y,z € R} é subespago vetorial do R3, mas
que {(0,y,2) € R3: y >0, 2 > 0} nao o é.

EXEMPLO 3.4. O espago das matrizes diagonais n X n é subespaco do espaco

vetorial das matrizes n X n.

EXEMPLO 3.5. Se V' é espaco vetorial e vq,..., v, € V, entao
def
span{viy,...,v,} = {ayvi + -+ apvi: ag,...q, € R}

é subespaco vetorial de V. Chamamos o termo a;vy + --- + ai Vv, de combinagdo

linear de vy, ..., V.

Os proximos resultados respondem & pergunta natural: intersecoes e uniodes de

subespacos sao ainda subespacos?

LEMA 3.5.3. Sejam W7 e W5 subespacos vetoriais de um espaco vetorial V. Entao
W1 N W, é subespago vetorial de V.

Como podemos ver no exemplo a seguir, a uniao de subespacos vetoriais nao é

subespaco vetorial.

EXEMPLO 3.6. Sejam A; = {(z,0): z € R} e Ay = {(0,2) : = € R} subespagos
de R?. Seja A= A; UAy = {(z,y): z=00uy =0} Logo (1,0) € Ae (0,1) € A,
mas (1,0) + (0,1) = (1,1) ¢ A.
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Apesar da uniao nao ser necessariamente subespacos, hd uma forma de se “juntar”

subespacos vetoriais e obter outro subespaco, como vemos no resultado a seguir.

LEMA 3.5.4. Sejam W, e W5 subespacos vetoriais de um espacgo vetorial V. Seja
o conjunto

W1+W2déf{W1—I—W22 W1€W1€W2€WQ}.

Entao Wy + W5 é subespaco vetorial de V.

OBSERVACAO 3.2. Algumas observagoes quanto a soma de espacos. A primeira
é que Wy + W, é apenas uma notacao, afinal soma de conjuntos nao é uma operacao
que faca sentido em geral. A segunda observacao diz respeito ao importante caso
WiNW, = (. Neste caso dizemos que a soma é direta e a representamos por W, @ Ws.
Note que podemos estender a nocao de soma direta para mais que dois espagos, como
em Wi Wy @ ---d Wy. Note que R"* =ROGR D --- B R é a soma direta do R

repetida n vezes.

3.5.2. Base e dimensao. Sejam vy,..., Vv vetores de um espago vetorial V.
Se
avi+ - Favp=0 = ap=--=a,=0
entao dizemos que vy, ...,V sao linearmente independentes, ou L.I.. Vetores que

nao sao L.I. sao chamados de L.D., ou linearmente dependentes. Outra forma de
dizer que vq,...,v, sao L.D. é quando existirem escalares aq,...,ag, nem todos
nulos e tais que

a1vy + - apvg = 0.

Com o conceito de independéncia linear, podemos definir o que é uma base de
um espago vetorial. Dado um espago V', dizemos que {vy,...,v,} CV & base de V
se

(1) span{vy,...,v,} =V
(2) {vy,...,vp} e LL

EXEMPLO 3.7. Quando V = R", definimos a base candnica {e;...,e,}, onde

e; = (1,0,...,0), e =(0,1,0,...,0), ..., e,=(0,...,0,1).
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A seguir enunciamos alguns resultados sobre bases.

TEOREMA 3.5.5. Se V = span{vy,...,v,}, entdo é sempre possivel extrair uma
base de {vy,...,v,}.
TEOREMA 3.5.6. Se V' = span{vy,...,v,} entdo o conjunto {wy,..., w,} €

L.D. sempre que m > n.

COROLARIO 3.5.7. Qualquer base de V' tem sempre o mesmo nimero de elemen-

tos, que ¢ a dimensao de V.

TEOREMA 3.5.8. Qualquer conjunto L.I. de vetores pode ser completado a fim de

formar uma base.
COROLARIO 3.5.9. Se dim V' = n, qualquer conjunto L.I. com n vetores ¢é base.

TEOREMA 3.5.10. Seja {vy,...,v,} base de V. Entao todo vetor de V pode
ser escrito de forma unica como combinac¢ao linear de vy,...,v,, i.e., dadou € V

existem Unicos numMeros reais uy, Us, . . ., U, tais que

u=u1vy +usvy + -+ + UpVy.

Os escalares uy, us, ..., u, do teorema acima sao chamados de coeficientes de u
na base {vy,...,v,}. Usamos a notagao
Uy
Uﬁ =
un

Portanto, u é um vetor do espago V' (independe da base) e i3 denota os coeficientes
de u na base . Quando [ for a base canoénica, simplificamos a notacao escrevendo

.
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3.6. Produto interno, ortogonalidade e projecoes

Duas importantes ferramentas matematicas quando se trabalha em espacgos ve-

toriais sao produtos internos e normas.

DEFINICAO 3.6.1. Seja V' espaco vetorial sobre os reais. Um produto interno é
uma fungao de V. xV — R, denotado por X,y — X -y e tal que
(1) x-x >0 para todo x € V com x # 0
(2) x-y =y X para todo x, y € V
(3) (ax) -y = a(x-y) para todo o € R e todo x, y € V
(4) (x+y) - z=x-z+Yy- 2z para todox,y,z€V

Outra notagao usual para produtos internos € (-, ).

Note que da definigao acima concluimos imediatamente que para todo x € V/,
0-x=(00)-x=0(0-x)=0.

EXEMPLO 3.8. Em R?, se x = (z1,22), ¢ y = (y1,¥2), o produto interno canénico
é dado por
x-y =X'y = z1y1 + Tolo.

Em R" para x = (21,...,%,), € Y = (Y1, ..., Yn), definimos
X y=X'y=a1y1 + -+ Tnln.

Introduzimos agora a no¢ao de norma. Num espaco vetorial, uma boa forma de
se medir distancias entre vetores é através de normas. Em particular, o conceito
normas ajuda na definicao candnica de conjuntos abertos e fechados, como veremos

a seguir.

DEFINIGAO 3.6.2. Dado um espago vetorial V, uma norma é uma fungao de V

em R, denotada por x — ||x]|, e tal que

(1) [|[x +yl| < ||x|| + |ly]| para todo x, y € V' (desigualdade triangular)
(2) |lax|| = |a|||x]|| para todo x € V', e para todo o« € R
(3) ||x]| > 0 para todo x € V tal que x # 0
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Quando um espago vetorial V' tem uma norma associada, dizemos que é um

espago normado.
EXEMPLO 3.9. Em R?,

(1, )| = /2] + 23

define uma norma. No caso mais geral, em R",
_ 2
||($1,...,In)|l— I1+"'+I%L
também define uma norma.

O resultado abaixo ¢ importante pois mostra que todo produto interno induz uma

normea.

TEOREMA 3.6.3. Seja V' um espaco vetorial com produto interno. Entdo
Il = V%
define uma norma em V. Além disto, vale a desigualdade de Cauchy-Schwartz
(3.6.1) Ix-y| < [|x]||l¥]l para todo x,y € V.

OBSERVAGAO 3.3. A igualdade |x -y| = ||x|||ly]| vale se e somente se x = ay

para algum o € R.

Bem como no caso do R", podemos definir cossenos de “angulos entre dois vetores”
nao nulos x ey € V por
Xy

(3.6.2) cost = ,
[y

que toma valores entre —1 e 1 devido & desigualdade de Cauchy-Schwartz (3.6.1]).

Dizemos também que X, y sao ortogonais, ou perpendiculares, se x -y = 0.
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3.7. Transformacoes lineares, niicleo, imagem e representagoes matriciais

Dados dois espagos vetoriais V; e V5, dizemos que uma funcao T : V; — V5 é uma

fungao, transformagao ou aplicacao linear se
T(x+ay)=T(x)+ aT(y) para todo x, y € V; e todo a € R.
Note que em particular, para toda aplicacao linear linear temos 7'(0) = 0, pois
T(0) =T(00) =07(0) = 0.

O exemplo principal de transformacao linear em espacgos de dimensoes finitas
¢ dado por multiplicagdo de matrizes. De fato, seja T : R™ — R" definida por
T(d) = Ad, onde A € R™™. Entao T ¢é linear pois T(d + av) = A(d + av) =
Al + oAV = T(1) + o1 (V).

Observe que para definir uma aplicacao linear qualquer 7' : R™ — R", basta
defini-la numa base {v1,...,v,} do R™, i.e., basta conhecer T'(vy),...,T(v,). De

fato, se x = ayvy + - - - + o, v, entao
T(x)=T(yvi+ -+ a,vy) = T(vy) + -+ a,T(vy).

Num certo sentido, todas as transformagoes lineares em espagoes de dimensoes
finitas sdo dadas por matrizes. De forma mais precisa, seja {vy,...,v,,} base de V e

{w1,...,w,} base de W. Entéo, se x € V é dado por x = a1vy + - - - + @, Vi, €ntao

T(x)=a;T(vi) 4+ 4+ anT(vy).

Seja A;; a j-ésima coordenada de T'(v;) na base {wy,...,w,}, i.e.,
Logo

T(X) = (Al,lwl + s —|— Amlwn) —|— s + Oém(Amel —f- s + Ammwn)
= (g A1+ A amAy ) Wi+ (aAp i+ - F oA )Wy = Biwi 4 - -+ 8, Wy,
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onde

51 A1,1 ALm 03]
(3.7.2) =1 : - :
B, Any o Apm| |om

Se w = T'(u), entao a matriz A € R™"™ com coeficientes A, ; mapeia as coordenadas
de u nas coordenadas de v. Note que a matriz A depende fortemente das bases de
V e W. Dizemos que A é a representacao de ou matriz associada a 1" nas bases
V= {vi,...,vp} e W = {wy,...,w,}. Por vezes, esta representagdo ¢ também
escrita como [T},

Um exemplo importante é quando as bases sao canonicas. Neste caso, basta ver
de (3.7.1)) que A;; é dada pela j-ésima coordenada de T'(e;).

Dois importantes conjuntos relacionados a uma aplicagao linear 7': V' — W sao
seu nucleo e sua imagem, dados por
NT)={veV:T(v)=0}CV, Im(T)={T(v): veV} CW.

O ntcleo recebe também a notagao ker(7'), do inglés kernel, e a imagem de V por T'
também recebe a notacdo T'(V) ou R(T) (do inglés range). E importante notar que
tanto o nucleo como a imagem de uma transformagao linear sao espagos vetoriais.
Para tal, basta checar que estes sao subespacos de V' e W respectivamente. Ver
exercicio 3.9

Se Im(7T') = W dizemos que T' & sobrejetora. Se

Tu)=T(v) = u=v,

entao dizemos que T é injetora, ou 1 — 1. Temos também o seguinte resultado.

TEOREMA 3.7.1. N(T') = 0 se e somente se T € injetiva.

Temos a seguir um importante resultado.

TEOREMA 3.7.2 (Teorema do nucleo e da imagem). Seja T : V. — W aplicagao
linear, onde Ve W sdao espagos vetoriais. Entio dim N(T') + dim Im(7") = dim V.
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COROLARIO 3.7.3. Considere as hipoteses do Teorema acima. Temos entao que

i) Se dimV = dim W, entdo T ¢é injetora se e somente se 1" é sobrejetora.
ii) Se T for injetora, entdo T leva vetores LI em vetores LI. E se além disto

dim W = dim V', entao T' leva base em base.

3.7.1. Posto de matrizes e forma escalonada. Uma forma de se definir
posto de uma transformacao linear T' : V' — W é como sendo a dimensao de sua

imagem. Note que
posto T = dimIm(7") < dim W, postol = dimV —dim N(T') < dim V,

onde usamos o Teorema da ntcleo e da imagem. Se A é a matriz representando T,
entao o posto de A é simplesmente o nimero de colunas LI de A, também chamado
de posto seqgundo colunas de A. Analogamente, definimos o posto sequndo linhas de

A como sendo o numero de linhas de A que sejam LI. Vale o seguinte resultado:
posto segundo colunas = posto segundo linhas.

E importante ter em mente que os espacos gerados pelas linhas e colunas sdo dife-
rentes em geral, apenas suas dimensoes sao iguais.

Definimos também, a nulidade de um operador T ou de uma matriz A como
sendo a dimensao de seu niicleo.

Note que hé relagao entre as dimensoes do ntucleo e imagem de uma transformacao
linear T e o posto e nulidade da matriz que representa esta transformacao (em

quaisquer bases):
dim Im(T") = posto([T]}), dim N(T) = nulidade de ([T]3,,).
Note que pelo Teorema |3.7.2 que
dim N(T) = nulidade de ([T]}},) = ntmero de colunas de [T]};, — posto([T]},,)-

Outra forma de se definir posto de uma matriz é via sua forma escalonada. Di-
zemos que uma matriz A estd em sua forma escalonada quando todas as linhas
completamente nulas estao na parte de baixo da matriz e se A; ; for o primeiro termo
nao nulo da linha i entao A;41j,..., A ; = 0. Um importante resultado é que dada

uma matriz em forma escalonada, seu posto ¢ igual ao niimero de linhas nao nulas.
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EXEMPLO 3.10. As matrizes abaixo estao em forma escalonada:

10 =3 21 -5 -5 10 -3
13 3 4 0 3 -2 10 -5 0 3
[00—40]’ 00 0 0 0}’ 0 0

0 0 0 0 0 0 0

3.7.2. Resolugao de sistemas lineares. Suponha que A € R™*" e que b €

R™. Queremos discutir agora quando o sistema
(3.7.3) Ax=Db

tem solucao e se é unica. Note que A define um operador R” — R™.

Temos entao que em relacao ao problema (3.7.3;

(1) Se m = n (matrizes quadradas):
(a) A é invertivel se e somente se det(A) # 0
(b) se A for invertivel, entdo existe uma tnica solugao, e é dada por x =
A7b
(c) A éinvertivel se e somente se existe uma tnica solugao para todo b € R
(d) A é sobre se e somente se for injetiva (existéncia de solugoes para todo
b é equivalente & unicidade)
(e) Se det A = 0, entdo N(A) # {0} e portanto o sistema possui infinitas
solugoes
(f) det A # 0 se e somente se N(A) = {0}
(2) Caso geral:
(a) Se a solugado existir, ela sera tnica se e somente se N(A) = {0} (A ¢
injetiva)
(b) Existem zero, uma ou infinitas solugoes
(c) Se existir solugdo e N(A) # {0} entao existem infinitas solugoes
(d) Se posto(A) = m entdo sempre existe solucao
(e) Se posto(A) < m entdo existe b tal que o sistema nao possui solugao
(f)

f) Se n < m entao existe b tal que o sistema nao possui solugao
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3.8. Autovalores, polindmios caracteristicos e operadores diagonalizaveis

Nesta secao falaremos sobre autovalores, autovetores, e suas propriedades. Cita-

mos como referéncia o livro [5].

3.8.1. Autovalores, autovetores e polinémios caracteristicos. Seja T :
V' — V transformagao linear. Dizemos que A € C é um autovalor de T se existe
vetor nao nulo, chamado de autovetor, v € V tal que T'v = Av. Chamamos ainda
(A, v) de autopar.

Suponha agora um operador linear dado por uma matriz A € R™*", definindo a
aplicacao linear X — AX. Para achar autovalores e autovalores de A, basta achar
solugbes nao triviais, i.e., nao nulas, para o sistema (A — A[)X = 0. Isto s6 sera
possivel de det(A — M) = 0. Note que det(A — AI) é um polindémio em termos de
A, ao qual damos o nome de polindmio caracteristico, e denotamos por P(\). O
problema de achar autovalores resume-se entao ao problema de encontrar as raizes
de P()). Isto é sempre possivel, segundo o teorema fundamental da Algebra, desde
que admita-se autovalores complexos.

Depois de encontrado um autovalor A, pode-se encontrar os autovetores corres-
pondentes resolvendo-se (A — AI)X = 0. Note que este sistema sempre tem solugoes
nao triviais, ja que A — A\l nao é invertivel, ver o exercicio [3.11]

Suponha que o polindémio caracteristico de uma matriz A € R"*" seja da forma
A=A)" (A= X)™ . .. (A= )™ =0,

onde os autovalores A\; # Ay £ ... # \; e 0s inteiros positivos ny, ..., ng sao tais que
ny +...n, = n. Entao chamamos n; de multiplicidade algébrica de A\; e a dimensao

do espago
(3.8.1) Ey\,={veV:Tv=\v}

de multiplicidade geométrica de A;. Note que E); ¢ um subespaco vetorial de R",
chamado autoespago de \;. Ver Exercicio [3.10]

EXEMPLO 3.11. Seja A = 21. Entao, se A for autovalor, temos que det(2/ —\I) =

0, i.e., (A —2)2 =0. Logo A = 2 ¢ o tinico autovalor. Como autovetores temos que
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(2] — M\)X = 0, ou seja, 0X = 0. Portanto todo X € R? é autovetor, e neste caso, o
autoespaco tem dimensao dois. Dizemos que A\ tem multiplicidade algébrica dois, e

multiplicidade geométrica dois.

EXEMPLO 3.12. Seja agora a matriz

2 1
B = )
0 2
O polinémio caracteristico ¢ dado por P(\) = (2 — A)?, 0 mesmo do exemplo [3.11]

e portanto A = 2 é o tnico autovalor. Entretanto ao calcular os autovetores vemos

que se (B — 21)% = 0, entéo
01 T B 0
0 0] | 0|

Logo x5 = 0, e os autovetores sao miltiplos de [1,0]7. Dizemos entdo que \ tem

multiplicidade algébrica dois, e multiplicidade geométrica um.

3.8.2. Operadores diagonalizaveis. Seja 7' : V' — V operador linear e V
espaco vetorial de dimensao finita. Uma caracteristica interessante de autovalores é
que, quando estes formam uma base de V', a matriz que representa 1" é diagonal. De

fato, observe em (3.7.1)) que se v; é autovetor, entao
T(Vl) = )\VZ',

onde tomamos w; = v, para todo j. Conclua entao que a matriz A em é
diagonal.

Como ¢ bastante conveniente representar um operador por uma matriz diagonal,
¢é natural perguntar se, dado um operador linear, ele é diagonalizdvel, i.e., se existe
uma base tal que sua representagao nesta base é uma matriz diagonal. De forma
mais simples, dizemos que um operador 7' : V — V & diagonalizdvel se existe uma
base de V' formada por autovetores. Isto nao serd sempre possivel, como pode ser
visto no exemplo [3.12]

Outra forma de se definir matrizes diagonalizaveis, é exigir que sejam similares a

uma matriz diagonal. Dizemos que duas matrizes A e B s@o similares se existe uma
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matriz P invertivel tal que B = P~'AP. O resultado abaixo trata de propriedades

de matrizes similares.

TEOREMA 3.8.1. Matrizes similares tém o mesmo determinante, mesmo traco,

mesmo polindmio caracteristico, e mesmos autovalores.

Note que se a matriz A é diagonalizavel e D = P~'AP & diagonal, entao as

colunas de P sao exatamente os autovetores de A. Para ver isto, suponha que

A O 0 - 0
0 X O
— . ‘2 :P_lAP7
0O 0 --- 0 A\,
onde P = [Vy...V,] e AV, = \;V;. Entdao AP = PD:
A O O -+ 0
0 X O -~ 0
A[vl vn}z[vl vn] -7 _
o 0 --- 0 A,

O resultado abaixo é importante para garantir tal base. Ele garante que autove-

tores correspondentes a autovetores distintos sao LI.

TEOREMA 3.8.2. Sejam A1, ..., \x autovalores distintos de T'. Entao os corres-

pondentes autovetores vy, ...,V sao LI.

COROLARIO 3.8.3. Se uma transformacao linear em espacos de dimensao n tiver

n autovalores distintos, entao existe uma base formada por autovetores.

3.9. Operadores auto-adjuntos, operadores ortogonais

Na se¢ao anterior, pouco pudemos dizer a respeito de que matrizes sao diagonali-
zéveis ou nao. Em casos especiais é possivel conseguir resultados mais interessantes.
Dizemos que uma transformacao linear T é auto-adjunta ou simétrica se T = T.
Uma definigao equivalente em espagos com produto interno V' é dizer que (Tu,v) =

(u,Tv) para todo u, ve V.
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Outro resultado importante para operadores auto-adjuntos vem abaixo.

TEOREMA 3.9.1. Seja T : V — V' auto-adjunto, e N\, vi € Ay, Vo autovalores e

autovetores de T. Se A\i # Ay entdo vi e vy sao ortogonais: vy - vy = 0.
DEMONSTRAGAO. Note que
vy vy = (Tvy) - vo =vy - (Tvy) = vy - V.
Logo (A1 — A2)vy - vo = 0. Como A; # Ay entéo vy - vo = 0. O

Uma importante propriedade de operadores auto-adjuntos ¢ dada pelo resultado

a seguir.

TEOREMA 3.9.2. Seja T : V — V auto-adjunto. Entao existe uma base ortonor-

mal de V' formada por autovalores de T.

Note que o resultado acima nao diz que toda base de autovalores de operadores
auto-adjuntos é ortonormal, apenas que existe uma base ortonormal. De fato, por
exemplo, para a matriz identidade n-dimensional, todo vetor de R™ é autovetor.

Entretanto nem toda base do é R"™ ortonormal.

Caso T~ = T, dizemos que T é ortogonal. A mesma definicdo e terminologia é
empregada no caso de matrizes.

Um exemplo de matriz ortogonal e simétrica é a identidade, e de ortogonal e nao

cosf) —sind
sinf cosf |’
se 0 #£ km.

Note que se A é ortogonal, entao

simétrica é

(det A)? = det Adet A’ = det(AA’) =detI =1,

e portanto det A = £1.
Segue-se imediatamente da definicao de matrizes ortogonais, que os seus vetores
colunas e vetores linhas sdo ortonormais (ou seja, sdo ortogonais entre si e todos tém

norma um).
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Finalmente, o resultado abaixo serve para caracterizar quais matrizes sao orto-

gonais.

TEOREMA 3.9.3. Seja T : V. — V. Entao as afirmativas abaizo sao equivalentes.
(1) T € ortogonal
(2) T leva bases ortogonais em bases ortogonais
(3) T preserva produtos internos, i.e., (Tu,Tv) = (u,v), para todou, v € V.

(4) T preserva normas, i.e., ||Tu|| = ||u|| para todou € V.

3.10. Exercicios

EXERCICIO 3.1. Se os vetores do conjunto {v;,vs,v3} C R? sdo linearmente
independentes, e A € R3*3 ¢ invertivel, entao os vetores de { Avy, Avy, Avz} também

sao linearmente independentes.

EXERCICIO 3.2. Suponha que M seja uma matriz nao nula tal que M? = MM =
0. Isto é possivel? Em caso afirmativo, dé um exemplo. Se for possivel, pode-se
concluir que det(M) = 07

EXERCIcIO 3.3. Dizemos que uma matriz M é ortogonal se M7 = M~!. Quais
sao os valores possiveis que o determinante de uma matriz ortogonal pode assumir?

Mostre que se M é ortogonal, entao ela “preserva’” produto interno, i.e.
(Mx)- (My) =x"-y.
Aqui usamos o produto interno canénico, i.e., X -y = Zfil X;Yi-
EXERCICIO 3.4. Mostre que (1,1,0), (1,0,1) e (3,2,1) sao linearmente depen-
dentes e que (1,1,0), (1,0,1) e (0,1,1) sdo linearmente independentes.

EXERcCICIO 3.5. Mostre que uma matriz quadrada é invertivel se e somente se
todos seus autovalores sdo diferentes de zero. E verdade que a dimensio de seu nucleo

corresponda a multiplicidade algébrica do autovalor zero?

EXERCICIO 3.6. Seja L(V,W) o espago das aplicagoes lineares T : V. — W.
Defina operagoes de multiplicagao por escalar e soma em L(V;, V3), tais que este seja

um espago vetorial com estas operagoes.



48 3. ALGEBRA LINEAR

EXERCICIO 3.7. Seja V espago vetorial normado e de dimensao finita. Seja
{vi,...,vp} base de V, e a = [al, e ,an]T o vetor formado pelas coordenadas
de v € V nesta base. Mostre que existem constantes ¢y, ¢;, que dependem da base
mas nao de v tais que

aollaflre < IVlly < ciflern.

Acima, || - ||gr~ denota a norma candnica do R™.

EXERCICIO 3.8. Mostre que se V' e W forem espagos vetoriais de dimensao finita,

entao toda transformacao linear T : V' — W é limitada.

EXERCICIO 3.9. Sejam V' e W espacos vetoriais, e T': V' — W aplicacgao linear.

Mostre que N(T') e Im(V') sao subespagos vetoriais de V' e W respectivamente.

EXERcICIO 3.10. Seja T : V' — W operador linear e A autovalor de T. Mostre
que {v € V: Tv = Av} é um subespago vetorial de V.

EXERCICIO 3.11. Seja A € R™"™ e )\ autovalor de A. Mostre que o sistema

(A —A)X =0 sempre tem solucdes nio triviais.

EXERcCICIO 3.12. Faca os detalhes da demonstracao do teorema [3.8.2] no caso
k= 3.



CAP{TULO 4

Limites de funcoes e Funcoes Continuas

E]A fim de discutirmos a nogao de continuidade de fungdes, precisamos entender

limites de fungoes. Este conceito serd importante quando falarmos em derivacao.

4.1. Limites de funcoes

Comegamos por definir limites de uma fun¢do num ponto. Seja I = (a,b) e
f:I—=R, esejaccela,bl.

DEFINICAO 4.1.1. Dizemos que L € R € o limite de f em ¢ se para toda sequéncia

(Tp)neny em I com x, # ¢ para todo n e lim, .o x, = c, tem-se que a seqéncia
(f(:cn))neN converge €

lim (f(z,)) = L.

n—oo

Escrevemos neste caso que lim, . f(x) = L.

Uma observagao a respeito da definicao acima é que o valor do limite em ¢ inde-
pende do valor que f assume em c. Na verdade, f nao precisa nem estar definida
neste ponto. Somente quando discutirmos continuidade é que o valor em ¢ sera

importante, mas isto fica para outro depois.

EXEMPLO 4.1. Seja f(z) = 2z. Entao lim,_,. f(z) = ¢ para qualquer ponto
c € R. De fato, se (z,)nen € tal que x,, — ¢, entao f(z,) = 2z, — 2c = f(x)

EXEMPLO 4.2. Pela defini¢ao de limites, faz sentido perguntar, por exemplo, se
existe lim, .o 1/z e lim,_,o(sinz)/x, pois as fungoes nao precisam estar definidas no

ponto do limites (neste casos, o zero).

10ltima Atualizagao: 26,/03/2022
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No primeiro caso, o limite nao existe pois dada a sequéncia (1/n) — 0, temos

que (f(1/n))nen = (n)nen ndo converge.

No segundo caso, lim,_,o(sinx)/x = 1, como veremos mais a frente.

LEMA 4.1.2 (Unicidade do limite). Seja I = (a,b) e f: I — R, e seja ¢ € [a, b].

Entao f pode ter, no maximo, um limite em c.

EXEMPLO 4.3. Seja
1 se x >0,
sgn(x) =<0 sex=0,
-1 sexz<0.

Tomando-se as sequéncias (—1/n),en € (1/n),en, ambas convergindo para ¢ = 0 mas
nunca atingindo este valor, tem-se (f(—l/n))neN =—1le (f(l/n))neN = 1. Entao

esta funcao nao tem limite em ¢ = 0, pois se o limite existe, este tem que ser tnico.

Assim como no caso de sequéncias, podemos definir operagoes com fungoes, como
soma, subtragao, etc. Se f: I - Reg: I — R, entdo definimos (f +g¢): I - R
por (f+g)(x) = f(x)+ g(x). De forma analoga definimos (f — g)(z) = f(z) — g(x)
e (fg)(x) = f(z)g(x). Se g é tal que g(x) # 0 para todo x € I, definimos também
(f/g)(x) = f(z)/g(x). Valem entao resultados como o limite da soma ¢ a soma do

limite, etc.

LEMA 4.1.3. Seja I = (a,b). Sejam f: I - Reg: I = R, esejac € [a,b]

Suponha que existam os limites lim, . f(z) e lim,_,. g(x). Entao

(1) limg . (f + g)(x) = lim, . f(x) + lim, . g()
(2) (f = 9)(x) = lim, . f(z) — lim, . g(2)
(3) limg.(fg)(x) = limy . f(2) lim, . g(x)
(4) 1i (

T
T

todo x € I, e lim,_,. g(z) # 0.

Os resultados acima podem ser estendidos para um numero finito de operagoes.

EXEMPLO 4.4. Seja n € N. Entao lim, ,.z" = (lim,_,.x)" = ¢".
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EXEMPLO 4.5. Se ¢ > 0, entao lim, . 1/x = 1/(lim,_.x) = 1/c.

Uma condicao extra tem que ser imposta quando lidamos com composicao de

funcoes. E natural perguntar, supondo-se que lim,_,, g(x) = L, quando
li = f(li = f(L
lim f(g(x)) = £ (lim g(x)) = /(L)
ocorre. E a resposta ¢ que a igualdade acima é verdadeira se lim,_,;, f(y) = f(L).
Em outras palavras, basta que f seja continua em L.
Alguns resultados que valem para sequéncias podem ser estendidos para limites de

fungoes. Por exemplo, do Lemal[f.1.4]tiramos o seguinte resultado. Sua demonstracao

é um exercicio.

LEMA 4.1.4 (sanduiche de limites, também chamado de Teorema do Confronto).
Sejam I = (a,b) e f, g e h fungdes de I em R, e seja ¢ € [a, b]. Suponha que para todo
x € I com z # ¢ tivermos f(z) < g(z) < h(z), e que lim,_,. f(z) = lim,_,. h(z) = L.
Entao lim, ,.g(z) = L.

LEMA 4.1.5. Sejam I = (a,b) e f: I — R, e seja ¢ € [a,b]. Suponha que para
todo x € I com x # ¢ tivermos a < g(x) < b, e que existe o limite de f em ¢. Entao
a < lim,_,. f(z) <b.

4.1.1. Limites laterais, infinitos e no infinito. Assim como na se¢ao ante-
rior, assumimos que I = (a,b) C R e f: I — R. Seja agora ¢ € [a,b]. Dizemos que
L é limite o direita de f em c se para toda sequéncia (z,) tal que z, > ce x, — ¢,
tem-se f(x,) — L. Neste caso escrevemos que lim, .+ f(z) = L.

Definigao similar vale para limite a esquerda (e escrevemos lim, .- f(z) = L).

E possivel mostrar que se ¢ € (a,b), entdo

(4.1.1) lim f(z) =L <= lim f(z)= lim f(z)= L.
T—C z—ct T—c—
EXEMPLO 4.6. Seja f(z) = sgn(x), como no exemplo[d.3] Como lim, o+ f(z) =1
e lim, ,o- f(z) = —1, entao nao existe limite de f no zero.

Outra definicao importante é a de limite infinito. Dizemos que f tende a +oo

em ¢ se para todo r, — ¢ com x, # ¢, tem-se f(a;n) — —+o00. Escrevemos entao
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que lim,_,. = 4+00. Defini¢oes similares valem quando f tende a —oo em ¢ ou para
limites laterais tendendo a —oo ou +oc.

Em qualquer caso em que limites tendam a infinito (mais ou menos), os limites
nao existem! Caso lim,_,.+ = +o00, ou lim,_,.- = 00, dizemos que a reta dada por

T = ¢ é uma assintota vertical.

EXEMPLO 4.7. lim, ,o1/2?> = 4o00. De fato, dado x, — 0, tem-se f(z,) =
1/22 — +o0.

EXEMPLO 4.8. Seja g : R\{0} — R tal que g(z) = 1/x. Entao g nao tende a

—00 ou a +00 no zero pois g(z) <0sex <0e g(x) >0sex >0.

Finalmente definimos limites “no infinito”. Seja a € R e f : (a,+00) — R.
Dizemos que L € R é limite de f quando z — 400 se para todo x,, — +00 tem-se
f(z,) — L. Analogamente podemos definir limite de f quando r — —o0.

Chamamos a reta y = L de assintota horizontal no caso de lim, ., f(x) = L ou
lim, , o f(z) = L.

EXEMPLO 4.9. lim, , o 1/z =1lim, , 1/ =0.
EXEMPLO 4.10. Nem sempre existe limite “no infinito. Tome por exemplo sin(x).

Um ultimo caso de interesse é quando lim,_,, f(x) = oo (e as definigdes analogas

usando —o0).

4.2. Funcgoes Continuas

A partir das defini¢oes de limites de fungoes anteriomente vistas, fica mais facil

definir continuidade e estudar suas propriedades.

4.2.1. Introducao e exemplos. Seja A C Re f: A — R. Dizemos que f é
continua em ¢ € A se f(c) = lim, . f(x).

Outro resultado 1util é o seguinte critério de descontinuidade: f nao é continua
em c se e somente se existe sequéncia (z,) em A convergindo para ¢ mas (f(z,))

nao convergindo para f(c).
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EXEMPLO 4.11. g(x) = x é continua em R. De fato, para todo ¢ € R, temos
lim, . g(z) = ¢ = g(c).

EXEMPLO 4.12. A fungao sgn(x) (ver exemplo nao é continua no zero, ja

que ndo existe lim,_, sgn(x).

Se uma fungao f : A — R nao esta definida num dado ponto ¢ ¢ A, entao pode-se
perguntar se é possivel definir f(c) tal que f seja continua em c.

Por exemplo, considere a fun¢do f(x) = 2z + 3 definida em (0, 1), Entdo f néo
estd definida em = 0 nem em « = 1. Mas podemos estender f, definindo f(0) = 3

e f(1)5, tornando a fung¢ao continua em x =0 e z = 1.

EXEMPLO 4.13. Nem sempre tal extensao continua é possivel. Por exemplo no
caso de f : RT — R dada por f(x) = 1/z, ndo se pode definir f(0) tal que f :
R* U {0} — R seja continua.

4.2.2. Composigao de fungoes. Em geral, se f e g sao continuas, entao f + g,
f — g, fg também o sdo. Da mesma forma, se h(z) # 0 para todo x do dominio,
entdo f/h é continua. O proximo resultado garante que a composicao de fungoes

continuas também é continua.

TEOREMA 4.2.1. Sejam A, BC R, ef: A— Beg: B — R. Assuma f

-

continua em ¢ € A e g continua em f(c) € B. Enao a composicio go f: A— R ¢

continua em c.
EXEMPLO 4.14. A fungdo g(x) = |z| é continua em R. Realmente, como

l9(x) — g()| = [lz] = |y]| < |2 —yl,

se (z,) converge para = entao

19(2n) = g(2)] < |z — 2] = lim (g(z,)) = g(2).

n—o0

Portanto, se f: A — R é continua em ¢ € A, entao h(x) = |f(x)| também o é,

pois h = g o f é composicao de fungoes continuas.
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4.2.3. Fungoes Continuas em intervalos fechados e limitados. Um resul-
tado com véarias aplicagoes diz que fungoes continuas definidas em conjuntos fechados
e limitados sdo limitadas e atingem seus pontos extremos. Chamamos um intervalo

de fechado limitado quando ¢ da forma [a, b], para a < b.

DEFINIGAO 4.2.2. Dizemos que f: A — R € limitada em A se existe M € R tal
que | f(z)| < M para todo x € A.

EXEMPLO 4.15. sinz ¢ limitada em R pois |sinz| < 1 para todo = € R.

EXEMPLO 4.16. 1/z nao é limitada em RT. Entretanto 1/z é limitada em

(1/2,400) pois |1/z] < 2 para todo z neste intervalo.

TEOREMA 4.2.3. Seja I =a,b], e f: I — R continua em 1. Entao f € limitada

em I.

Outra nog¢ao importante é o de maximos e minimos. Dizemos que f : A — R
tem valor maximo em A se existe * € A tal que f(z*) ¢ maximo de f(A). De forma
anéaloga dizemos que f tem valor minimo em A se existe x, € A tal que f(z,) é
minimo de f(A). Chamamos z* de ponto de valor maximo e z, de ponto de valor

minimo.

OBSERVACAO 4.1. Se uma funcao f como acima definida assume seus valores

maximo e minimo em A, entdao f é limitada em A.

EXEMPLO 4.17. f: (—=1,1) — R dada por f(z) = 1/(1 — 2?) nao ¢ limitada em
(—1,1), mas ¢ limitada em [—1/2,1/2] por exemplo.

EXEMPLO 4.18. f(z) = x é continua e limitada em (—1,1), mas ndo assume
valor méximo nem minimo em (—1,1). Entretanto f assume seus valores maximo e

minimo em [—1, 1].

EXEMPLO 4.19. h(z) = 1/(1 + z?) ¢é limitada em R, assume seu valor maximo
em x* = 0, mas nao assume seu valor minimo. Isto porque inf h(R) = 0 # h(z) para
todo z € R.
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OBSERVACAO 4.2. Note que pontos de maximo e minimo nao sao tnicos em geral.

Por exemplo, f(z) = 2% tem —1 e 1 como seus dois pontos de méaximo em [—1,1].

TEOREMA 4.2.4 (Pontos Extremos). Seja I = [a,b], e f: I — R continua em I.

Entao f tem pelo menos um ponto de mdximo e um de minimo em I.

Outro resultado de grande importancia é o Teorema do Valor Intermediario que

garante a preservacao de intervalos por fungoes continua.

TEOREMA 4.2.5 (Teorema do Valor Intermediario). Sejama <b e f: [a,b] - R
continua. Se existe d € R tal que f(a) < d < f(b), entao existe ¢ € (a,b) tal que

f(c) =d.

Concluimos esta parte com uma importante consequéncia dos resultados anteri-

ores.

4.3. Exercicios

EXERCICIO 4.1. Responda se é verdadeiro ou falso, justificando suas respostas:

(1) Para existir lim,_,. f(z), a fungdo f tem que estar definida em ¢

(2) (ANPEC 97, #3) lim, ,1(x —1)/(y/x —1) =3

(3) A fungao f(x) = cos(z)/(z* — 1) é continua em (0, 1], mas nao em [0, 1]

(4) A fungao (2? — bz +6)/(x — 2) pode ser estendida continuamente em z = 2
por f(2) =1

(5) A funcado f + g é continua se e somente se f e g também o forem

EXERCICIO 4.2. Responda se é verdadeiro ou falso, justificando suas respostas:

(1) A funcéo f(x) = max{0,sinx} é descontinua

(2) Toda fungao definida em (0, 1) pode ser estendida continuamente para (0, 1]

(3) Se uma fungao continua f : R — R ndo é limitada, entao lim, , |f(x)| =
+00

(4) Toda fungao continua f : R — R tal que lim, , o, f(z) = lim,, o f(z) =0

¢é limitada
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(5) Se f: R — R é continua em zero, entao f(z) > 0 para todo = proximo o

suficiente de zero.

EXERCICIO 4.3. Determine os pontos de continuidade da funcao [z], que retorna

para cada x € R o maior inteiro menor ou igual a z. Por exemplo, [2] = 2, [2.5] = 2,

[—2.5] = 3.

EXERCICIO 4.4. Construa uma fungao f : [0,1] — [0, 1] que seja descontinua em

todos os pontos, e outra que seja continua somente no zero.

EXERcICIO 4.5. Construa f : (0,1) — R injetiva e ndo monétona. Considere

D C R e construa f: D — R, continua, injetiva e nao mondtona.
EXERCICIO 4.6. Demonstre o Lema [£1.4l
EXERCICIO 4.7. Demonstre o Lema [£.1.5

EXERCICIO 4.8. Demonstre a equivaléncia |4.1.1]



CAPITULO 5

Derivadas e suas aplicacoes

HNeste capitulo vemos a nocao de diferenciabilidade e suas aplicacoes.

5.1. Definigoes e Exemplos

Seja f: I — R, onde I é um intervalo em R. Dizemos que f é diferenciavel em

c € I se o limite
z—c T —cC
existir.
Se f é diferenciavel em todo ponto de I dizemos que f ¢é diferenciédvel em I. Neste

caso note que a derivada f’ é uma funcao de I em R.

EXEMPLO 5.1. Se f(x) = z?, entdo para ¢ € R tem-se

f'(c) =lim v = lim role—c = lim(z + ¢) = 2¢.

z—c L — C T—C xr —cC r—c

TEOREMA 5.1.1. Se f: I — R, onde I é um intervalo em R € diferencidvel em

cel, entao f € continua em c.

OBSERVACAO 5.1. Pelo teorema acima, diferenciabilidade implica em continui-
dade. O inverso entretanto nao é verdade em geral. Seja por exemplo f: R — R
onde f(z) = |z|. Entao f é continua em R mas nao ¢ diferenciavel em zero pois para

x # 0 temos

1 se x > 0,

xr —1 sex<0.

Logo o limite quando = — 0 nao existe.

10ltima Atualizagao: 29/06,/2022



58 5. DERIVADAS E SUAS APLICACOES

5.2. Propriedades da Derivada

Seja f e g fungoes de I — R, onde I é um intervalo em R, ambas diferenciaveis
em c € [. Entao
(1) (af)(c) = af'(c), onde a € R.
(2) (f +9)(c) = f'(e) + 4'(c).
(3) (f9)'(c) = f'(e)g(c) + flc)g'(¢)
(4)

4
(M)/:f’(c) LSO

9(x) g'(c)  ¢*(z)
EXEMPLO 5.2. Pela regra acima temos que se f(x) = z", paran € N, entao f é

diferenciével e f'(c) = nz"!.

TEOREMA 5.2.1 (Regra da Cadeia). Sejam I e J intervalos em R e g: I — R
ef:J—=R,onde f(J) CI. Sef é diferencidvel em ¢ € J e g € diferencidvel em

f(c), ent ao go f € diferencidvel em c e

(g0 f)(c) =g (f(c))f(c).

EXEMPLO 5.3. Seja

2?sinl sex #0
flx) = ’

0, se x = 0.
Logo, para = # 0 temos f'(z) = 2zsinl/z — cos1/z. Em 2 = 0 usamos a defini¢ao:
f@) =0
! _ — —
f(o)_ili% =0 gljgrg]xsmx 0.

Logo f é diferenciavel em R mas f’ nao é continua no zero.

TEOREMA 5.2.2 (Derivada da Fungao Inversa). Seja I C R intervalo, f : I —
R continua e invertivel com inversa g : J — R continua, e J = f(I). Se f é

diferencidvel em ¢ € I, entao g € diferencdvel em d = f(c) se e somente se f'(c) # 0.

Neste caso,
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EXEMPLO 5.4. Seja f : RT — R* dada por f(z) = 2™, onde n € N. Entéao f
tem inversa g : R* — R*, e g(y) = {/y. Para y > 0 temos entao
1

J ) = —=
ny n

Note que g néo é diferenciavel no zero pois f'(0) = 0.
5.3. Aplicagoes

Uma primeira e importante aplicagao diz respeito a pontos extremos locais. Di-
zemos que uma funcao f: I — R, onde I C R é um intervalo, tem um mdzimo local

(ou relativo) em ¢ € I se existe § > 0 tal que
r€(c—dc+o)NI = f(z) < f(o).

Defini¢ao analoga serve para minimo local. Chamamos um ponto de maximo ou
minimo local de ponto extremo local.
O resultado a seguir descreve condicao necessaria para um ponto = ser extremo

local de uma funcao f definida num intervalo aberto. Basta que ¢ seja ponto critico,
ie., f'(c)=0.

TEOREMA 5.3.1 (Ponto extremo interior). Seja f : I — R, onde I C R é um
intervalo aberto, e ¢ € I ponto extremo local. Se f ¢é diferencidvel em ¢, entdo ¢ é

ponto critico, i.e., f'(c) = 0.

DEFINICAO 5.3.2. Dizemos que uma funcao f: R — R € crescente se

(5.3.1) y>z = f(y) = f(z).
e decrescente se

(5.3.2) y>z = f(y) < flo).
Dizemos que a fungao € estritamente crescente se
(5.3.3) y>z = f(y) > f(2)

e estritamente decrescente se

(5.3.4) y>z = f(y) < f(=).
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Note a diferenca entre (5.3.1)), (5.3.2) e (5.3.3), (5.3.4). No caso de (5.3.1)), (5.3.2),
dizemos que a fungdo € mondtona, e no caso de (5.3.3)), (5.3.4)) dizemos que € estri-

tamente monotona.

Infelizmente, a notagao acima nao é undnime. Alguns autores |20,27| cha-

mam (5.3.3) de crescente e ((5.3.1)) de nao decrescente, por exemplo.

O resultado abaixo garante condi¢oes necessarias e suficientes para uma fungao

ser crescente num intervalo.

LEMA 5.3.3. Seja I C R intervalo e f : I — R diferenciavel em I. Entao

(1) f é crescente em I se e somente se f'(x) > 0 para todo = € I.

(2) f ¢é decrescente em I se e somente se f'(z) < 0 para todo z € I.

OBSERVACAO 5.2. E possivel modificar a demonstracio acima e mostrar que
f'(x) > 0 implica em f estritamente crescente. Entretanto, mesmo fungdes que
tem derivada nula em alguns pontos podem ser estritamente crescentes, como por

exemplo f(z) = z3.

5.4. Teorema de Taylor e Aplicagoes

Uma ferramenta poderosa em anélise com varias consequéncias é o Teorema de
Taylor. A expansao de Taylor aproxima localmente uma funcao por um polinémio.
Suponha que f : I — R onde I C R tenha n > 0 derivadas num ponto zy € I.
Defina

(x — 9)*

P(x) = f(xo) + f'(w0)(z — 20) + f”(xo)T + o+ F (o)

onde usamos a notacdo que ¢g*)(c) indica a k-ésima deriva de g num ponto c.
Note que com a defini¢do acima, temos f®*)(zy) = pw (xo) para k = 1,...,n.
Chamamos P, de polindmio de Taylor de ordem n para f em xq, e o resultado abaixo

diz o quao boa é a aproximacao de uma func¢ao por seu polinémio de Taylor.

TEOREMA 5.4.1 (Formula de Taylor com resto de Lagrange). Seja n > 0 e

I =[a,b], coma <b. Seja f: I — R n vezes diferencidvel em I com f™ continua
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em I e tal "V exista em (a,b). Se xo, x € I entdo eviste & € (z,2) N (x,20) tal

que
n+1 (:L‘ — xo)n+1
+ fl )(é)m

Uma primeira aplicagao refere-se a caracterizagao de extremos locais. Considere
(IR — IR e seja xg € als que Zg) = U
f:R—=Resej R tais que f'(z) =0
(1) Se f"(xo) > 0, entdo xy ¢ minimo local
(2) Se f"(xo) <0, entao xy € méaximo local
(3) Se f"(xo) =0e f"(xy) = ned, entdo o ndo é maximo nem minimo local
Uma segunda aplica¢do diz respeito a fungoes convexas [14]. Seja I C R um
intervalo. Dizemos que f: I — R é convera em I se para todot € [0,1] e zy, 25 € T

temos
S =)y + tas) < (1—t) f(z1) + tf(2).
A funcao seré estritamente conveza se a desigualdade acima é estrita para x| # x5 e

t € (0,1). Graficamente, uma fungao é convexa se o grafico de f entre z; e x5 esta

abaixo da reta que une os pontos (z1, f(x1)) e (z2, f(x2)).

TEOREMA 5.4.2. Seja I intervalo aberto e f : I — R. Entao f € convezra se e
somente se f"(x) > 0 para todo x € 1.

OBSERVAGAO 5.3. Se uma func¢éo for convexa, entao todo ponto de minimo local
é global. E se a fungao for estritamente convexa, entao ha, no méaximo, um ponto de

minimo [14].

5.4.1. Pontos de inflexao e concavidades. Dada f uma funcao real, dizemos
que um ponto é de inflexao se este “separa”’ curvas de concavidades contrarias. Se f
for duas vezes diferenciavel e ¢ for ponto de inflexdo entao f”(c) = 0. Mas isto nao
é suficiente. Para descobrir se um ponto ¢ onde a segunda derivada se anula é de

inflexdo, basta checar se f” muda de sinal no intervalo (¢ — €, c+¢€), para todo € > 0.
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Quanto a concavidades, dizemos que f é concava (para baixo) em (a,b) se f” <0
em (a,b). Dizemos que f é convera (concava para cima) em (a,b) se f” > 0 em
(a,b).

5.5. Regra de L’Hopital

Considere o problema de achar
. sinx
lim
z—=0 I

Y

se este limite existir. Surpreendentemente, vale a regra de que, nestes casos, o limite

da razao das fungoes ¢ igual ao limite da razao das derivadas das fungoes.

TEOREMA 5.5.1. Sejam f e g duas funcoes reais diferencidveis definidas na in-
tervalo (a,b). Suponha também que g e g’ seja nao nula e que

lim f(z) = limg(z) = 0, ou que lurll)f(x) = lim g(z) = £o0.

z—b z—b T— z—b

Temos entao que

se lim G a, entdo limM —
z—b g’(l‘) b g(ac)

Mesmo se a for —oo ou 0o, o resultado continua valendo. Vale também se v — a,

ou mesmo para pontos interiores, onde basta tomar os dois limites laterais.

EXEMPLO 5.5.

. sinx . COS T
lim —— = lim —
z—n~ 1 —COST  z—m— SINT

Isto esté errado! Note que o numerador lim,_, .- sinx = 0. Entretanto, o denomina-
dor lim, .- (1 — cosx) = 2. Logo

, sin x lim,_, .- sinz

lim = —
e 1 —cosx  lim, .- (1 —cosz)

= 0.
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Considere o limite lim, ., f(x)g(z). Se lim,_, f(x) = 0 e lim,,, g(z) = oo,
temos limites de produtos indeterminados do tipo “oo - 0”. Escrevemos o produto

como uma das opgoes abaixo

g
f9=-"—=—"7,
/g 1/f
e depois aplicamos ’Hospital.
EXEMPLO 5.7. | |
limxlnx:hmﬂz im /x = —limxz =0.
z—0 2—0 1/1: z—0 —1/,1:2 2—0

O caso de diferenca indeterminada “oo—o0” pode ser calculado da seguinte forma.
Suponha que lim,_,, f(z) = oo e lim,_,, g(x) = co. Entédo lim,_,,[f(x) — g(z)] pode
ser calculado manipulando-se algebricamente f — g para obter um limite da forma
00/o0 ou 0/0.

EXEMPLO 5.8.

. . 1 sin x . 1 —sinx
lim (secx —tanz) = lim ( - = lim ——
z—(m/2)~ z—(mw/2)~ COSXT COS T z—(w/2)~ COSXT
= lim ——%
z—(n/2)- —sinx

Poténcias indeterminadas 0°, co®, 1°°, podem surgir quando calculamos limites

do tipo f(x)9®). Nestes casos tomamos logaritimos:

y=f@@)" = Iny=g(x)n f(2),
ou escrever f(x)9@) = ed(@)nf(z)
EXEMPLO 5.9. O lim, .o+ (1 + sin4z)®"® pode ser calculado definindo-se y =
(1 + sin4x)°°** e portanto
Iny = cot x In(1 + sin 4z)

e entao
4 cos 4x

In(1 4+ sin4x -
lim Iny = lim cotxIn(1 4+ sin4z) = lim In(1 +sin 4z) = lim AT _ g
20+ 20+ 20+ tan z—0+ sec?x
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Note que lim,_,g+ Iny = 4, entao

lim (1 4+ sin4z)* = lim y = lim ™Y = e,
z—0t+ z—0t z—0t+

zlnz

EXEMPLO 5.10. Para calcular lim,_,q+ ” escrevemos x* = e , € entao

lim 2% = lim &% = 0 = 1.
z—0+ z—0t

Note que usamos lim,_,o+ xInx = 0.

5.6. Exercicios

EXERcic1o 5.1. (|27]) Se y(z) satisfaz 23 + y* = 6zy, encontre 3.

EXERCICIO 5.2. Determine se as afirmativas sdo verdadeiras ou falsas (e justifi-

que):
(1) A funcdo f(x) = |z| tem ponto de minimo no zero pois f/(0) = 0.

(2) Toda derivada de uma funcao diferenciavel é continua

(3) Se z* é ponto extremo de uma fungao diferenciavel f : [a,b] — R, entao

f'(@) = 0.

(4) Se x* é ponto extremo de uma fungao diferenciavel f : (a,b) — R, entao

f(a) = 0.

(5) Se f é uma fun¢ao convexa, entao —f(m);f(y) > f (zﬂ)

EXERcICIO 5.3. (|27]) Encontre os pontos de maximo e minimo de f(z) =

3x2 + 1.

EXERCICIO 5.4. Descubra se a afirmativa a seguir ¢ verdadeira ou falsa (e justi-

fique):
Seja
0 sex <0
flz) =

z(r—2) sex>0

Entao f ¢é diferenciavel em R.
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EXERCICIO 5.5. Seja
0 sex <0

flx) =

g(x) sex >0

onde g é uma funcao dada. Descubra se as afirmativas a seguir sao verdadeiras ou
falsas (e justifique):
(1) Se f ¢é diferenciavel em zero entdo g é continua em zero com g(0) =0
(2) Se g é continua em zero com ¢(0) = 0 entao f é diferenciavel em zero
(3) Se f seja diferenciavel no zero, f'(0) = 0.
(4) Mesmo que f’(0) exista, seu valor vai depender da fungao g
(5)

5) f nunca sera diferenciavel em zero

EXERCICIO 5.6. Suponha que f seja uma fungao suave. Mostre que

. fla+h)+ fla—h)
i 2h = [a).

EXERcICIO 5.7. (ANPEC 1990, Questao 2) Se f(z) =z% 2 >0e0 <a < 1,

examine as seguintes afirmacoes:

(1) A funcdo f ¢é crescente.
(2) A funcao df /dz é crescente.
(3) lim () = —oo.
(4) lim f(z) = oo.
T—00
(5) Sex >0, y>0,entdo w > f (5.
EXERcIcIO 5.8. Calcule
(1) lim,_,o(Inx)/z'/*

(2)
(3)
(4)
()

5) lim, o % /a?

lim, ,o+ xIlnx
limx_>0+ x”®

lim,_,o-(cosx)/z

EXERCICIO 5.9. Suponha f: R — R diferenciavel em ¢ € R e f(c) = 0. Mostre

entdo que g(x) = |f(x)| é diferenciavel em ¢ se e somente se f'(c) = 0.
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EXERcICIO 5.10. Seja f : R — R dada por

n

fla) =) (z—c)?,

i=1
onde ¢; € Rparat=1,...,n, en € N. Ache um ponto de minimo relativo de f.

Mostre que ¢é tinico.

EXERCICIO 5.11. Seja I C R um intervalo e f : I — R diferencidvel. Mostre
que se f’ é positiva em I, i.e., f'(z) > 0 para todo x € I, entdo f é estritamente

crescente.



CAPITULO 6

Funcgoes trigonométricas, logaritmicas e exponenciais

0

Neste capitulo descrevemos algumas funcoes especiais, como as fungoes trigono-

métricas, o logaritmo e a exponencial.

6.1. Funcgoes trigonométricas

Definimos aqui algumas fungoes trigonométricas, comecando pelas fungoes seno
e cosseno. Nossas defini¢oes diferem das definigoes geométricas “usuais”, pois usamos
séries de poténcias. Entretanto sao as mesmas fungdes, como pode ser visto em

[Djairo Figueiredo|.

6.1.1. Senos e cossenos. Definimos as fungoes sin e cos de R — R através das

séries de poténcias

. o g B oo o 2
sinx = nz:%(—l) 21 = x—a—f—a—. ey cosT = nz:%(—l) o)l = 1—5—1—1—. .

A derivagao termo a termo nas séries de poténcias acima é valida, e portanto

> 2n e 2n—1

sin’ z = ;(_1)”(2n+1)m = cosz, cos' = ;(—1)"271?2”)! = —sinx.
Note que das defini¢bes, a fun¢do seno é impar (sin(—z) = —sinz), e a funcao

cosseno é par (cos(—z) = cosx). Temos ainda uma igualdade fundamental, dada

pelo resultado abaixo.

LEMA 6.1.1. Para todo = € R, tem-se que sin?z + cos®z = 1.

10ltima Atualizagao: 22/06,/2020
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DEMONSTRACAO. Seja f(x) = sin?z + cos’. Entdo f'(x) = 2sinzcosx —
J

2cosxsinz = 0. Logo f é constante. Basta agora ver que f(0) = 1, e entao

1= f(0) = f(z) = sin? x + cos®.

COROLARIO 6.1.2. Para todo = € R, temos que |sinz| < 1e|cosz| < 1.
Valem também as identidades abaixo.

LEMA 6.1.3. Para todo = € R, tem-se que
sin(a 4+ b) = sinacosb + sin b cos a, cos(a + b) = cosacosb — sin asin b.

Finalmente, uma propriedade importante destas fungoes sao suas periodicidades.
Dizemos que uma funcao f : R — R é periddica, com periodo T se f(x +T) = f(z)
para todo x € R.

LEMA 6.1.4. As fungoes sin e cos sao peridédicas com periodo 27.

6.1.2. Outras fungGes trigonométricas. Seja tanxz = sinz/cosz definida
em R excetuando-se {£+7/2, £37/2,...}. Note que tanz ¢é peridédica com periodo T,
pois

sin(zx +7) —sinz

tan(z + ) = = = tanz.
cos(x+m) —cosz

Outras fungoes trigonométricas sao:

COS T 1 1
secr = , cser = —.
COS ¥ sin x

cotx =

Y

sin x

6.2. Funcoes log e exponencial

Duas fungoes que tém importancia fundamenal na matematica sao dadas pelo
logaritmo e sua inversa, a fungao exponencial. Ha formas diversas de definirmos

estas fungoes, e escolhemos aquela que nos parece mais direta.
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6.2.1. O logaritmo. Definimos, para = > 0,

|
lnx:/ —ds.
1S

Observamos diretamente da definigdo que se > 1, entao Inz > 0 e que se z € (0,1),

71 1
lnx:/—ds:—/ —ds < 0.
1 S acS

Segue ainda de defini¢ao que In1 = 0. Temos ainda os seguintes resultados:

entao

(1) Inx é crescente
(2) Inz é continua

(3) In'z=1/x

(4) In(zy) =Inz +1Iny

(5) Inz" =rlnz, parar € Q
(6)

(7) lim, yolnz = —00

lim, ,ooInz = 00

As demonstragoes dos resultados acima nao sao complicadas. O resultado vem
do fato que se x > y>0, entao Inz — Iny = fyx 1/sds > 0. Os fatos dados por (2)
e sao resultados diretos da defini¢ao do In e as propriedades das integrais. Para
demonstrar (4)), definimos f(z) = In(zy), e portanto f'(z) = 1/z =In"z. Logo f(z)—
Inz é constante. Como f(1) —Inl = Iny, obtemos o resultado. A identidade (/)
¢é verdadeira para r = 0 pois In1 = 0. Para r natural, aplicamos r — 1 vezes,
pois " =z ---x. Se r = 1/n, entdo usamos novamente com z = x'/"--.z/". O

caso geral para racionais positivos vem de /" = ™ z'/" Para expoentes negativos,

T T

note que se 7 > 0 por exemplo, 0 = In(z"z™") = Inz” + Inz~". Portanto, Inz™" =

—Inz" = —rlnz.

OBSERVAGAO 6.1. Vale a pena ressaltar que (5) vale também para qualquer r
real, mas esta afirmativa esbarra no fato de que ainda nao temos uma defini¢ao para
2", quando r nao é racional. Este lapso sera resolvido somente em (|6.2.1)).

Finalmente, para @ , basta usar que o logarimo é fun¢ao crescente e considerar

as sequéncias In 2" e In27".



70 6. FUNCOES TRIGONOMETRICAS, LOGARITMICAS E EXPONENCIAIS

Podemo definir a logaritmo “na base b” via

o) = o

para b # 1 positivo.

6.2.2. A exponencial. Como a func¢ao In é estritamente crescente, ela é inver-
tivel. Denominando esta inversa por exp x, onde exp : R — (0, +00), note que
(1) exp(0) =1

(2) >0 = expr>1

B) <0 = expr<1

(4) exp x é continua

(5)

(6)

5) exp x é diferenciavel e exp’ z = exp x
6
(7) exp(ax) = (expx)®, para a € R

exp(z +y) =expx-expy

A demonstragao da féormula em é dada por
1

exp't = ———
P In’(exp z)

= exp .
Com a ajuda das funcoes acima descritas, podemos definir
(6.2.1) a’ = exp(blna) paraa >0e b € R.

Definimos o namero especial e = exp 1. Note entao de (7)) que

expa = exp(al) = (exp1)* = e para a € R.



CAPiTULO 7
Funcoes de varias variaveis

E|Neste capitulo estudamos as propriedades de func¢oes de varias variaveis. Nos
concentramos principalmente nas questoes relativas a diferenciabilidade destas fun-

¢oes e aplicagoes.

7.1. Introdugao

Consideamos aqui fungoes f : R™ — R", onde, tipicamente, m = 2,3 e n = 1.
Assim como no caso unidimensional, dizemos que uma fungao f é continua em x, se

dado € > 0 existe § > 0 tal que
[x —x0l| <6 = [If(x) = f(xo)| <€

Analogamente ao caso unidimensional, podemos definir o conceito de limite de fun-
¢oes num determinado ponto, ver Exercicio [7.1]

Outro conceito importante é o de curvas (em duas dimensoes) ou superficies (em
trés dimensoes) de nivel, que chamaremos sempre de curvas de nivel. Uma curva de
nivel é dada pelo conjunto de pontos que tém imagem constante, i.e., dado ¢ € R,

definimos

{xeR™: f(x)=c}.

7.2. Derivadas parciais e planos tangentes

Seja f : R™ — R. Entao definimos a i-ésima derivada parcial de f num ponto

X = (T1,...,%m) POr

8f . f(:vl,...,$i_1,xi+h,xi+1,...,xm)—f(ml,...,xi_l,xi,xiﬂ,...,xm)
——(x) = lim

85L‘i h—0 h

10ltima Atualizagao: 31/08,/2020
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quando o limite acima existir. Se cada uma das derivadas parciais existirem, defini-

mos o vetor gradiente (também chamado de gradiente pelos intimos) dada por

Vf(x) = (S—i(x), ce aax—{n(x))

Note-se que depois de obtida uma derivada parcial, pode-se derivar novamente
para se obter segundas derivadas parciais. Por exemplo, derivando-se na direcao ¢ e
depois na diregdo j obtemos a fungdo 9*f/dx;0z;. Para fungdes “suaves”, a ordem
em que se deriva nao importa. Em particular, se 9% f/0x;0x;(xo) e 0 f/0x;0x;(x0)
existem e sao continuas numa vizinhanca de x, entao

0? 0?
T 0 = ().

Considere agora o caso bidimesional e f : R? — R. Com o conceito de derivadas
parciais, é possivel, quando a funcao é suave o suficiente, definir o plano tangente ao
grafico de f num determinado ponto pg = (zo, o) € R?. Comecamos por lembrar

que a reta tangente no caso m = 1 é definida pelos pontos (z, z) tais que

2z — f(xo) — f'(wo)(x — o) = 0.

Fixando primeiramente y, temos que f(z,y9) ¢ uma fungdo de uma dimensao, e a

reta tangente na dire¢ao = entao é dada pelos pontos (z, yo, ) tais que

(7.2.1) z— f(xo,90) — %(mo,yo)(:p —x9) =0.

De forma analoga, fixando-se xg, obtém-se a reta tangente a f(x,yo) na diregao y, e

esta é dada pelos pontos (zg,y, z) tais que

(7.2.2) =~ Flaonm0) - g—§<xo,yo><y ) =0,

Dadas as duas retas acima, tangentes ao grafico de f, podemos determinar o pano
tangente P a este mesmo grafico. Tomando x = xg+ 1 em (7.2.1) e y = yo + 1

em ([7.2.2)), temos que

(1’0 + 1, 50, f (0, y0) + g_i(%,yo)), (JUO, Yo + 1, f(wo,90) + g_JyC(JUO, yo))
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pertencem ao plano P. Como (:co,yo, f(:co,yo)) também pertence a P, entao os

vetores

sao tangentes a P. Portanto

0 0
N = Ve XVy = <a_£<x07 y0>7 a_i(x07y0)7 _1)

é normal a P. Como temos que
P={(z,y,2): (x — 20,y — Yo, 2 — f(20,%0)) - N =0}

entao P é definido pela equacao

0 0
5 o) = ) + 5L () = w0) = 2 + Sz 30) =0

7.3. Diferenciabilidade

A nocao de diferenciabilidade e de derivada em dimensoes maiores simplesmente
generaliza de forma natural a derivada unidimensional. Seja f : R™ — R" e x € R™.

Dizemos que f ¢é diferencidvel em x se

L IFecEh) — £~ Feoh]

h—0 ||

0,

onde f'(x) tem a representagao matricial [f'(x)] € R™*™ dada por

[on  oh ... Oh]

8331 81‘2 813m

/ —_ |2 of2 ... Of2
[f (X)] — | Oz1  Ox2 Oxm
Ofn  Ofn ., Ofn

| Ox1 Oxa Oxm, |

A matriz [f'(x)] também ¢ chamada de matriz jacobiana de f no ponto x. . Cha-

mamos f'(x) de derivada de f em x, e que também denotamos por D f(x).
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Assim como em uma dimensao, f é diferencidvel em x se e somente se existir

uma funcgao r : R™ — R” tal que

(7.3.1) Flx+1) = f(x) + f(x)(0) +x(h) com lim ”T’(}ﬁ’)” ~0.

Note que pela identidade acima, temos imediatamente que diferenciabilidade implica

em continuidade.

ExXEmMPLO 7.1. Considere A : R™ — R"™ aplicacao linear e f : R™ — R” dada
por f(x) = A(x) + ¢, onde ¢ € R™ é vetor constante. Entao f'(x)(h) = A(h) para

todo x,h € R™. Note que neste caso, a derivada f'(x) ¢ na verdade independente

de x.
EXEMPLO 7.2. Seja a matriz A € R™™ e ¢ = (c1,...,6y) vetor constante.
Considere ainda f : R™ — R” tal que para x = (z1,...,2,) tem-se f(x) =

(f1(x), -, (X)) €

f(x) =AX+¢ Le., fi(x) = ZAij%‘ +c; parai=1,...,n.
j=1
Entao, para h = (hy, ..., hy) tem-se f'(x)(h) =y onde y = Ah, ie.,

m

Yi = Z Aijh;.

J=1

Compare com o exemplo [7.1]

Uma interessante forma de analisarmos uma funcao em varias variaveis é restrin-
gindo esta funcao numa direcao e usando propriedades de funcoes de apenas uma
variavel. Para tanto, sejam u € R™ com |[ul| =1, e f: R™ — R". Dado x € R™,
definimos a derivada direcional de f em x na dire¢ao u por Dy f(x) € R", onde

Dot )t £ 1)~ £

t—0 t

= 0.

quando o limite acima existir.
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No caso em que u = e;, entao temos a derivada parcial em relagao a iésima
coordenada e escrevemos

D. £ = 5 ).

E importante ressaltar que a existéncia de derivadas parciais em relagio as co-

ordenadas nao implica na existéncia de derivadas direcionais em geral. Considere o

simples exemplo abaixo.

EXEMPLO 7.3. Seja f : R? — R dada por

z sey #0,
flx,y)=14"
0 sey=0.
Entao o/ o/

mas a derivada direcional na direg¢ao (a, b) nao existe se a e b sao nao nulos, pois nao
existe o limite quando ¢ — 0 de
f(ta, th) — £(0,0) 1a
t th

A situagao muda se supusermos diferenciabilidade, como mostra o resultado a

seguir.

TEOREMA 7.3.1. Seja f: R™ — R" diferencidvel em x € R™. Sejau € R™ com

|lul| = 1. Entao existe a derivada direcional D, f(x), e esta é dada por
D, f(x) = f'(x)(u).
OBSERVAGAO 7.1. Considerando n = 1, temos que
(7.32)  Duf(x) = f'(x)(u) =V f(x) - u=[|V&)[[ulcost <[V f()[l[ul,

onde 6 é o angulo formado por V f(x) e u. Portanto, a derivada direcional atinge
seu maior valor se § = 0, i.e., quando u aponta na direcao do gradiente. Outra
forma de se ler a equagao é observar que a direcao do gradiente é a diregao
de crescimento maximo da funcao, e que a diregao contraria ao gradiente é a direcao

de menor crescimento (menor derivada).
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A existéncia de derivadas direcionais nao implica em diferenciabilidade. Para

ilustrar tal fato, considere a funcao

L2 ey #£0,
flz,y) =47
0 sey=
Entao
af _(9f B

mas dado (a,b) com ||(a,b)||* = a®* + b* =1 e b # 0, temos

_ 2
i 00510) = 10.0) _a*
t—0 t b

e a derivada direcional é dada por

2

a
(7.3.3) D f(0,0) = 7
Entretanto, se f fosse diferencidvel, teriamos
of of
D 0 == ! b = - —_— b =
@ (0.0) = £(0.0)(ah) = ZH0.0)a+ Z 0.0 =0,

uma contradigao com . Logo f nao é diferenciavel em (0, 0) apesar de ter todas
as derivadas direcionais neste ponto. Note que f(z,2%) = 1 para z # 0, e portanto
f é descontinua em (0, 0).

Apesar da existéncia de derivadas direcionais num determinado ponto nao ga-
rantir a diferenciabilidade neste ponto, a existéncia e continuidade das derivadas
parciais numa wvizinhan¢a dum ponto garante a diferenciabilidade, como podemos

ver no resultado a seguir.

TEOREMA 7.3.2. Seja £ : R™ — R. Se 0f /Ox; existir e for continua numa

vizinhang¢a de x para t = 1,...,m, entao f é diferencidavel em x.

Outro resultado de grande importancia diz respeito & diferenciabilidade de com-
posigoes de fungoes, garantindo que se duas fungoes sao diferenciaveis, entao a com-

posigao também o é.
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TEOREMA 7.3.3 (Regra da Cadeia). Sejam f: Rl - R™ e g: R™ — R". Se f

¢ diferencidvel em x € R! e g € diferencidvel em f(x), entio g o f € diferencidvel
em X e

(gof)(x) =g (f(x) o fx).

Veremos agora varias aplicagoes da regra da cadeia.

e Aplicagao 1:

EXEMPLO 7.4. Seja f : R® — R"”, e seja a funcao g : R™ — R” inversa
de f, isto é,

gfx)=x flgly) =y,

para todo x, y em R". Se f é diferenciavel em x € R", e g é diferenciavel

em y = f(x), entdao f'(x) e g'(y) sdo inversas uma da outra, isto &,
fl(x)og(y)=g(y)ofi(x)=1,

onde I é o operador identidade I(x) = x.

De fato, seja h(x) = g(f(x)) = x. Derivando h(x) = x, temos h'(x) =
I. Usando aregra da cadeia para h(x) = g(f(x)), temos h’(x) = g'(y) f'(x).
Logo, g'(y) f'(x) = I. De forma analoga segue-se que f'(x)g/(y) = I.

e Aplicacao 2: Gradientes sao ortogonais a curvas de niveis. Seja ¢ : R —
R? parametrizagao “suave” de uma curva de nivel de uma funcao f(x,vy).
Entao f(¢(t)) é constante, e

0= S F(6(0) =V F(9(0)) - #(1).

Portanto, como ¢’ ¢ tangente a curva de nivel da f em x, temos que V f(x)
é ortogonal a curvas de nivel de f no ponto x.

e Aplicagao 3: Uma outra aplicacao da regra da cadeia tem a ver com
fungoes homogéneas. Dizemos que f : R™ — R é homogénea de grau k se

f(tx) = t* f(x) para todo t € R. Por exemplo, z%/(yz) ¢ homogénea de grau
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zero, e vV é homogénea de grau 5/2. Um Teorema devido & Euler afirma

que f é homogénea de grau k se e somente se
(7.3.4) V f(x) -x=kf(x).
Para obter (7.3.4) a partir de uma fun¢do homogénea f, basta derivar

f(tx) = t* f(x) em relacdo a t usando a regra da cadeia:
XV f(tx) = Kt f(x),
e depois tomar ¢t = 1.

OBSERVACAO 7.2. Ver Questao 08, prova ANPEC 2021.

Aplicacao 5: E possivel obter a regra de Leibniz através da regra da

to
F(t17t27t3) = / f(t3ay) dy
t1

OF du L oF OF dv n 8_F
(9751 dﬂ? (9152 dl’ (9153 ’

cadeia. Seja

Entao y
%F(UCI:)? U(.T), l’)
implica em

u v v(@) T
[ = et + st [ g,

7.4. Matriz Hessiana, Formula de Taylor e pontos criticos

Note que a derivada de uma funcao de uma funcao de f : R™ — R num deter-
minado ponto x foi definida como uma aplica¢ao linear de R™ em R. No caso, para

x fixo, terfamos f'(x) : R™ — R dada por

FOI0) = S0+ 5+ (X,

onde y € R™.
De forma anéaloga, definimos a segunda derivada de f num ponto x fixado como

sendo a funcao bilinear f”(x): R™ x R™ — R tal que

" 92 f(x) vr _ 9 (o
1 o TN Ty~ - a
F'x)(y.2) = 2= OO, iz, onde dzdx;  Ox; <3~"Uj>7
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ey,z € R™. Uma forma mais compacta de escrever a definigdo acima é usando-se a
matriz hessiana H dada por H,j(x) = 0? f(x)/0x;0x;. Logo

f'(x)(y.z) = (¥)'H(x)Z.

OBSERVAGAO 7.3. Um interessante resultado garante que se f for suficientemente
suave num determinado ponto x, (é suficiente que as segundas derivadas existam e
sejam continuas numa vizinhanga aberta de xq) teremos que ndo importa a ordem
em que se toma as derivadas, i.e., 9*f/0x;0x; = 0*f/0x;0x;, e portanto a matriz
hessiana é simétrica. Este tipo de resultado, com diferentes hipoteses, é atribuido a
Clairaut em [35], e & Schwarz em |[3},19].

Defini¢oes para derivadas de ordem mais alta seguem o mesmo formato, sendo es-
tas aplicagoes multilineares. Entretanto para os nossos propoésitos, a matriz hessiana
basta.

Apresentamos no teorema a seguir a formula de Taylor, e nos restringimos ao caso
particular de polinémios quadraticos. Este teorema sera de fundamental importancia

para caracterizarmos pontos extremos.

TEOREMA 7.4.1 (Taylor). Seja f: R™ — R duas vezes diferencidvel em Q, com
derivadas continuas. Parax € R™ eh € R™, existe t € (0, 1) tal que para & = x+th

tem-se
(7.4.1) fx+h) = f(x)+ f(x)(h) + %f”(&)(h, h).

OBSERVACAO 7.4. Note que exigindo que as segundas derivadas sejam continuas,

podemos usar o fato de que a “ordem” das segundas derivadas nao importam.

Assim como em uma dimensao, usaremos o Teorema de Taylor para estudarmos
pontos extremos de uma fungao. Dizemos que f : R™ — R tem um mdzimo local

em x € R™ se existe 0 > 0 tal que

(7.4.2) ly — x| <5 = f(y) < ).

Dizemos que x é mdximo estrito local se valer a desigualdade estrita em ([7.4.2]).

Definigao analoga serve para minimo local e minimo estrito local. Chamamos um
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ponto de maximo ou minimo local de ponto extremo local, e um ponto de maximo
ou minimo estrito local de ponto extremo estrito local.

O resultado que obtemos a seguir, relativo a pontos extremos interiores, é anélogo
ao caso unidimensional, ver o Teorema [5.3.1 e diz primeiro que pontos extremos
interiores sao pontos criticos, i.e., pontos em que a derivada se anula. O resultado
mostra também que se um ponto x é de minimo local, entao a forma bilinear f”(x) é
semi-definida positiva, i.e, f”(x)(h,h) > 0 para todo h € R™. De forma anéloga se
um ponto é de maximo local, entao f”(x) é semi-definida negativa, i.e, f”(x)(h,h) <
0 para todo h € R™.

Em termos matriciais, f”(x) ¢ semi-definida positiva se a matriz hessiana H(x) o
for, i.c., se ()" H(x)h > 0 para todo h € R™, ¢ semi-definida negativa se () H (x)h <
0 para todo h € R™,

TEOREMA 7.4.2 (Ponto extremo interior). Seja f : R™ — R e x € R™ ponto
extremo local. Se f é diferencidvel em x, entio x € ponto critico, i.e., f'(x) = 0. Se
além disto, f for duas vezes diferencidvel com derivadas sequndas continuas, entao

temos que

(1) se x for ponto de minimo local, entao f"(x)(h,h) > 0 para todo h € R™,
(2) se x for ponto de mdximo local, entao f"(x)(h,h) <0 para todo h € R™.

Os resultados acima nos dao condigoes necessarias para um ponto interior ser
extremo local, porém estas nao sao suficientes (vide exemplo f(x) = z3). Dizemos
que um ponto é de sela quando a derivada se anula mas este nao é extremo local.
Um caso interessante é quando a fungao é localmente crescente na diregao de uma
coordenada e decrescente na direcao de outra. Por exemplo, f : R?> — R dada por
f(z,y) = 2* — y?, ver Figura[l] Ver também a sela de macaco dada por f(z,y) =
z3 — 3zy?, Figura |2 (tirada de |29]).

O resultado a seguir nos fornece algumas condic¢oes suficientes para um ponto ser
de maximo, minimo ou de sela. Mais precisamente, temos que se um ponto critico
x de uma fungdo suave tem f”(x) positiva definida, i.e, f"(x)(h,h) > 0 para todo
h € R™\{0}, entao ele é minimo estrito local. De forma analoga, se f”(x) é negativa
definida, i.e, f"(x)(h,h) < 0 para todo h € R™\{0}, entao ele ¢ méaximo estrito
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FIGURA 2. Gréfico da sela de macaco dada por 2% — 3zy?, com ponto
de sela em (0,0).

81



82 7. FUNCOES DE VARIAS VARIAVEIS

local. O altimo caso é quando f”(x) é indefinida i.e, existem h, & em R™ tais que
[f"(x)(h,h)][f"(x)(&,&)] < 0. Af entdo x é ponto de sela.

TEOREMA 7.4.3. Seja f : R™ — R duas vezes diferencidvel, com deriwadas

continuas, e x € R™ ponto critico. Temos entao que

(1) se f"(x) for positiva definida entdo x é minimo estrito local,
(2) se f"(x) for negativa definida entao x é mdximo estrito local,

(3) se f"(x) for indefinida entdo x é ponto de sela.

Note que apesar do teorema anterior dar condi¢oes suficientes para determinar se
um ponto critico é ou nao extremo local, ainda é preciso descobrir se a f” é positiva
ou negativa definida ou indeterminada. Esta dificuldade é contornavel, pois existem
varios resultados de algebra linear que dizem, por exemplo, quando uma matriz é
ou nao positiva definida. Por exemplo, uma matriz simétrica é positiva definida se e
somente se seus autovalores sdo positivos. A referéncia [13]| apresenta este e varios

outros resultados relacionados ao tema.

EXEMPLO 7.5. Seja F': R™ — R dada por
- 1
F(x)=c+b'X+ EitAi,
onde A € R™*"™ ¢ simétrica positiva definida, be R™1 e ¢ € R. Entao x* é ponto
de minimo estrito de F se e somente se AX* = —b. De fato, se x* é ponto de minimo
estrito de F, entao F’'(x*) = 0. Mas a matriz jacobiana [F’(x*)] € R™*! ¢ dada por

[F'(x)] = (%) A+ B,

e portanto AX* = —b. Por outro lado, se AX* = —b, entdo F'(x*) = 0. Como a
matriz hessiana de F', dada por A, é positiva definida, entao x* é ponto de minimo
estrito de F'.

Uma segunda aplicagao do Teoremal[7.4.1] diz respeito a fungoes convexas definidas
em convexos. Dizemos que 2 C R™ é convexo se X,y € {2 implica em (1—t)x+ty € Q

para todo t € [0, 1]. Dizemos que f:  — R é convexa em €2 se

F(A=t)x+ty) <1 —t)f(x)+tf(y)
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f

F1GURA 3. Funcao convexa.

para todo t € [0,1]. Graficamente, uma fun¢ao é convexa se o grafico de f entre
X e y estd abaixo da reta que une os pontos (x, f(x)) e (y, f(y)), como ilustra a
Figura [3]

Existem intmeros resultados relacionados a convexidade. Em particular, um
minimo local é também global, e se o minimo local é estrito, segue-se a unicidade de

minimo global [23].

TEOREMA 7.4.4. Seja f : R™ — R duas vezes diferencidvel, com deriwadas
continuas. Entao as afirmativas abaizo sao equivalentes:
(1) [ é convezxa

(2) f"(x) € semi-definida positiva para todo x € R™.

OBSERVAGAO 7.5. Note que no processo de demonstracdo do Teorema [7.4.4]
mostramos também que uma fungao f ser convexa implica em f'(x)(y —x) < f(y)—

f(x) para todo x, y.

7.5. Teorema da Fungao Inversa e da Fungao Implicita

7.5.1. Teorema da fungao implicita. O teorema de funcao implicita trata
da importante questao de solvabilidade de equagoes dadas de forma implicita. A
pergunta é simples: dados os pontos (x,y), solugoes de uma equagao F(x,y) = 0,

seré que é possivel escrever y em fungao de x, numa vizinhanca de x?
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FIGURA 4. Conjunto {(z,y) € R?: 2? + y* = 1}.

FIGURA 5. Conjunto {(z,y) € R?: x = y*}.

Como uma primeira motivagao, considere F(z,y) = x? + y?> — 1. Entao a curva
de nivel determinada por F'(x,y) = 0 é dada pelo circulo de raio unitario, como nos
mostra a Figura [4 Seja (a,b) € R? tal que F(a,b) = 0. Por exemplo (0,1) e (0,—1)
satisfazem esta condigao, ou seja, numa vizinhaga de (0, 1), podemos escrever y como
funcdo de z, na caso y = V1 — 22 E em torno de (0, —1) podemos escrever y =
—+/1 — 22. Uma pergunta natural ¢ se existe uma funcio ¢ tal que F(z, ¢(z)) = 0,
e ¢(a) = b. A resposta é globalmente, nao. Mas localmente sim, se OF /0y(a,b) # 0.

Um segundo exemplo ¢ dado por F(x,y) = z — y?, ver Figura . Para se ter
F(z,¢(x)) = 0, pode-se escolher ¢(x) = \/x ou ¢(x) = —\/x. Entretanto nenhuma
das duas fungoes esta definida na vizinhanga de x = 0. Note que 0F/0y(0,0) = 0.

Um exemplo final, agora em dimensoes maiores. Sejam 7; : R™ — R" e T :

R™ — R" transformagoes lineares, e F' : R™*" — R" dada por F(x,y) = Tix + Tay.

Entao podemos escrever a equacdo F(x,y) = 0 somente em fungao de x se T for
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invertivel. Neste caso temos F(x,—T, 'Tix) = 0. Note que dados u € R™ e v",

tem-se
(7.5.1) F'(a,b)(u,v) =Tiu+ Tyv

OBSERVACAO 7.6. No exemplo acima, podemos usar um abuso de notacdo e
escrever (|7.5.1]) como
or oF
F'(a,b)(u,v) = &(a, b) -u+ g(a, b)v.

Portanto a condigao de solvabilidade é que 0F/dy(a,b) seja invertivel.

TEOREMA 7.5.1 (Fungao implicita). Seja Q@ C R™™ um aberto, e (Xq,y0) € .
Seja F : Q0 — R™ de classe C'(R2), e tal que F(xo,y0) = 0. Se a transformagdo
linear de R™ em R™ definida por v — F'(xq,y0)(0,V) for invertivel, entio existe
wma vizinhanga aberta W de Xo, e uma nica funcio ¢ : W — R™, que é C*(W) e
tal que yo = @(xg) e F(x,¢p(x)) = 0 para todo x € W.

OBSERVACAO 7.7. Se escrevermos a matriz jacobiana em formato de blocos, como

(F,(Xm}’o)) - <g—i(X0;YO) %(XO,YO)>
temos que a condi¢ao do teorema da fun¢ao implicita é dada por OF' /Jy(xo, yo) ser

invertivel.

Note que o Teorema da fungao implicita ndo garante existéncia de (xg, yo) tal que
F(x¢,y0) = 0. Por exemplo, considere F' : R> — R dada por F(z,y) = 2% +y* + 1.
Entao F nao tem raiz, apesar de OF/dy(xo,yo) = 2y # 0 sempre que y # 0.

EXEMPLO 7.6. Considere a caso onde F' : R? — R ¢é suave e seja (g, o) € R?
tal que F(zo,y9) = ¢ para alguma constante ¢ € R, e 0F/dy(xg,yo) # 0. Entao,
aplicando o teorema de fungao implicita para F'(xg, o) — ¢, existe fun¢do ¢ definida
numa vizinhanga de xq e tal que ¢(xy) = yo e F(z,¢(z)) = c. Note que

d OF OF

0=——F(x ¢(x)) = 2—(x é(x)) + a—y(x, ¢(x))¢'(x),

__OF/0z
OF /0y

e portanto ¢'(x) = calculada no ponto (x, ¢(x)).
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OBSERVAGAO 7.8. Ver Questoes ANPEC: 05 (2020), 11 (2012). 05 (2010), 11
(2001), 06 (1997), 06 (1997), 10 (1994), 15 (1992).

7.6. Minimizacao com restrigcoes

Para problemas de minimizacao com restri¢oes, dois importantes resultados nos
dao condigoes suficientes para que um ponto seja extremo. Sao os teoremas de

Lagrange e de Kuhn—Tucker, que apresentamos abaixo.

7.6.1. Condigoes de primeira ordem.

7.6.1.1. Restricoes de igualdade. Dadas fungoes reais f, g1, ..., gr definidas num
aberto €2 de R™, consideramos o problema de minimizar f restrita ao conjunto de
raizes de gy, ..., gr em 2. O Teorema de Lagrange nos da condigbes necessérias que
um candidato a minimo de tal problema tem que satisfazer.

Comecamos com um caso mais simples, de fun¢oes definidas no plano e onde ha
apenas uma restricao. Sejam f e ¢ funcoes do R? em R, e suponha que x* € R? seja
tal que

f(x*) = min{f(x) : x € R?, g(x) =0}
Apesar de termos imposto x* como minimo global, isto é somente uma simplificacao.
A teoria nao se modifica em nada se x* for somente minimo local.

Suponha agora que V g(x*) # 0 e considere r : R — R? uma parametrizagao para

a curva de nivel determinada por g(z,y) = 0, e tal que r(0) = x*. A existéncia de tal

parametrizacao (local) pode ser justificada através do teorema da func¢ao implicita.

Pela regra da cadeia,

0= 2 4(e(t) = Vg(x(1) - T(1)

concluimos que V ¢(r(t)) é ortogonal a r'(¢). De forma anéloga, temos que f(r(¢))

atinge seu maximo em ¢t = 0. Logo, df(r(0))/dt = 0, e como

d /
T @(®) =V fx() - x'(),

temos que V f(x*) é também ortogonal a r'(0). Em duas dimensoes, se V g(x*) e

V f(x*) s@o ortogonais a r’(0) isto significa que V g(x*) e V f(x*) s@o colineares, i.e.,
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existe A* € R tal que
Vg(x*) = A"V f(x7).

O caso mais geral, em dimensoes maiores e com niimero arbitrario de restrigoes,

é enunciado no teorema abaixo.

TEOREMA 7.6.1 (Lagrange). Sejam f,g1,...,qr fungoes reais definidas em R™

com derivadas continuas. Suponha que exista 6 > 0 e x* € R™ e tal que

Fx") = min{f(x) : x € By(x") € ga(x) = - = gu(x) = 0},

Entao existem numeros 1, \], ..., Aj nao todos nulos e tais que

(7.6.1) WV F) = XV i (x) + -+ ALY gy (x7).

Além disto, se {V g1(x*),...,Vgr(x*)} € linearmente independente, entao pode-se

tomar p = 1.

OBSERVAGCAO 7.9. Note que uma forma compacta de descrever as condigoes de

Lagrange vem através da definicio do Lagrangeano £ : R™ x R¥ — R dado por
(7.6.2) Lx,A) = f(x) = A g(x),

onde A = (Ar,..., \) € RF e g(x) = (q1(x),...,9x(x)) € R*. Entdo as condigoes
necessarias para x* ser ponto de minimo sao dadas por V L(x*, X*) = 0, i.e.,
(7.6.3)

Vx L(X*,A*) = Vi f(x*) — A" Vyg(x") =0, V,L(E"A")=—-g(x")=0.

Os ntmeros A}, ..., A} acima sao conhecidos por multiplicadores de Lagrange, e em

muitas aplica¢oes tém significado proprio.

Apresentamos, seguindo [9], alguns argumentos que indicam o porqué do resul-
tado valer. A argumentacgao é toda baseada na aproximacao dada pelo Teorema do
Valor Médio:

(7.6.4) gi(x* +8) ~ gi(x") + V gi(x") - s,
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Diremos que s € R™ é uma direcao factivel se x* + s satisfizer todas as restri¢oes,
ie., gi(x*+s) = 0 para todo i = 1,...,k. Logo, para termos s factivel, temos
gi(x* +8) = ¢;(x*) = 0. Logo, por (7.6.4]), vemos que s ¢é factivel se e somente se

(7.6.5) Vgi(x*)-s=0parai=1,.... k.

Note que a derivada direcional da f em x* na diregao factivel s nao pode ser negativa,
pois isto indicaria que f(x*+s) < f(x*), uma contradigdo com x* ser minimo local.

Logo
(7.6.6) Vix")-s<0

nao pode ocorrer junto com ([7.6.5).

A condigdo necessaria e suficiente para que (7.6.5) e (7.6.6) nunca ocorram si-

multaneamente ¢ que existam A}, ..., A\j tais que
VF(x) = NV i) 4 4 ALV gelx).

E imediato checar que a condicao é suficiente. Para ver que é também necessaria,

suponha que ([7.6.5)) e (7.6.6) ndo ocorram simultaneamente para nenhuma diregao

factivel s, e considere P o subespago vetorial formado por V g;(x*),...,V gg(x*).
Se V f(x*) ¢ P entao existe u nao nulo e ortogonal a P. Por (7.6.5), u ¢é factivel.
Seja v € P tal que u+v =V f(x*). Entdo s = —u satisfaz (7.6.5) e (7.6.6)), uma

contradicao.

7.6.1.2. Restricoes de desigualdade. Uma outra situacao de minimizagao com res-
tricoes ocorre quando as restrigoes sao dadas por desigualdades. Neste caso temos o

Teorema de Kuhn-Tucker, dado abaixo.

TEOREMA 7.6.2 (Kuhn—Tucker). Sejam f,hy, ..., hy fungoes reais definidas em

R™ com derivadas continuas. Suponha que existam d > 0 e x* € R™ tais que
f(x*) =min{f(x) : x € Bs(x*) e hy(x) > 0,---, hi(x) > 0}.

Entao as sequintes afirmativas sao verdadeiras:
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(1) existem nimeros p, A}, ..., A\p ndo todos nulos e tais que
pwV f(x*) = AT Vh (X)) + -+ AV hge(x5).
(2) sejai € {1,...,k} tal que hy(x*) > 0. Entao pode-se impor \f = 0.

(3) se o conjunto V= {V h;(x*) : hi(x*) =0, onde 1 <1i <k} € linearmente
independente, entao pode-se tomar jp=1e A} >0,..., A\ > 0.

Justificamos a seguir o Teorema de Kuhn-Tucker, seguindo novamente [9]. Po-
demos supor, sem perda de generalidade, que h;(z*) = 0 para todo i = 1,... k.
De fato, se h;(z*) > 0, entao podemos tomar uma vizinhanca de x* tal que h; seja
estritamente positiva nesta vizinhanga (pois h; é positiva). Podemos entao tomar
Af = 0 nestes casos.

Se s ¢ direcao factivel, i.e., satisfaz as desigualdades, entao, h;(x*+s) > 0. Logo,

como h;(x*) =0, por (7.6.4)), temos
(7.6.7) Vhi(x*)-s>0parai=1,...,k.

Desde que a derivada direcional da f em x* na diregao factivel s nao pode ser

negativa, temos que
(7.6.8) V") -s<0

nao pode ocorrer junto com ([7.6.7)).
A condigao necesséria e suficiente para que ((7.6.7)) e (7.6.8) nunca ocorram si-

multaneamente ¢ que existam A} > 0,..., A7 > 0 tais que

Novamente, é facil checar que a condicao é suficiente. Para ver que V f(x*) é combi-
nacao linear de V hy(x*), ...,V hi(x*), basta argumentar como no caso de restri¢ao
estrita. Sem perda de generalidade suponha agora que A} < 0. Seja P o espago ve-
torial formado pelas combinagoes lineares de {V hy(x*), ..., V hi(x*)}. Seja agora s
vetor ortogonal ao subespago P, e “apontando na mesma diregao que V hy(x*)”; i.e.,
tal que V hy(x*) -s > 0. Por construgao temos entdo que (7.6.7) e (7.6.8) ocorrem

com tal s, uma contradi¢ao. Logo temos sempre A7 > 0. Note que no argumento
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acima usamos que V hy(x*) ¢ linearmente independente de V ho(x*), ...,V hy(x*)
(caso contrario V hi(x*) € P). Esta hipotese de independéncia linear é um artificio

desta demonstragao, e pode ser eliminada [9).

7.6.1.3. Restricoes de positividade. Seja f : R — R “suave” e considere o se-

guinte problema de otimizacao com restrigoes:

(7.6.9) min f(x) tal que x > 0.

xeR™
e suponha que x* resolva (7.6.9). Seja {ey,...,e,} base candnica de R™ e i €
{1,...,m}. Seja f; : [0,00) — R dada por

*

fi(r) = flal, a5, ... 0, T, 2, ..., 2.

Note entdo que f; atinge minimo em 7 = z}. Se z; = 0, entao f/(x}) > 0, caso

contrario, f/(x}) = 0. Podemos escrever estas condi¢oes de forma resumida por

Como fl(xf) = 0f /0x;(x}), reescrevemos as condigdes acima por

Vf(x*) >0, Vix") -x"=0, x* > 0.

7.6.1.4. Restrigoes de positividade com desigualdade. Com a introducao de varia-
veis de folga, pode-se reduzir o problema com restri¢oes de desigualdade a problemas

com restricdes de positividade. Seja g : R™ — R* “suave” e b€ R* com k > 1, e

(7.6.10) min f(x) tal que g(x) > b, x > 0.

xeR™

Introduzindo a varidvel de folga s = g(x) — b, obtemos um problema na forma:

(7.6.11) min f(x) talques+b—g(x)=0 s>0, x>0.

x€R™
Para obtermos condigoes suficientes para pontos de 6timo, basta combinar a
demonstragao do Teorema [7.6.1] com as ideias da Se¢ao [7.6.1.3] O lagrangeano sera

agora dado por
L(x,A)=f(x)+A-(s+b—gx)),
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e as condigoes necessarias de otimalidade sao

Vil A) = Vi f—A-Vig>0, VLA x=(Vef—A Vyg) -x=0,
VLX) =A>0, V,L(xA)-s=X-s=0,
VaL(x,A\)=s+b—g=0, 5 >0, x > 0.

computed at x = x*, s = 8* and A = A*. Eliminando s = g — b, obtém-se finalmente

Vif—X-Vyg>0, (Vi f—=A-Vxg) - x=0,
A>0, A(g—b)=0, g—b>0, x > 0.

7.6.2. Condicoes de segunda ordem. Considere o caso de restrigoes de igual-
dade somente, como no Teorema. Considere x* e A* tal que valha. Temos
por Taylor, para s factivel [9], que
(7.6.12)

1 1
f(x"+s) = L(X"+8,A") = L(X", A")+ Vi L(X", A")-s+ §s~W*s = f(x*)—|—§s~W*s

onde L foi definida em (7.6.1]), e W* é a Hessiana de £ em relagao a x, i.e,

. 02 L(xF, AT
s-W*s = ZWsiSj.

ij=1
Como x* é minimo, obtemos de ((7.6.12)) a condigao necessaria s-W*s > 0 para todo

s factivel, i.e., todo s tal que satisfaga ([7.6.5)). Similarmente, de (7.6.12)) obtemos a
condigao suficiente para que x* seja minimo estrito, que é

s-W¥s >0

para todo s factivel.

Para o caso de restrigoes com desigualdade, seja s factivel, i.e., tal que h;(x*+s) >

0. Entao definimos agora
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onde h(x) = (hi(x),..., hy(x)) € R™. Portanto

(7.6.13)
1
f(x"+s) = L(x"+s, \")+A"h(x"+s) =~ L(Xx*, A")+Vx L(x", )\*)-s+§s-W*s—|—)\*-h(x*+s)

k
1
FO) = A h(x') + o8 Ws + > Xhi(x" +5).

=1

CA > 0,1 < i< k}e A

Como Af > 0, podemos definir A, = {i inteiro
{i inteiro : \f =0, 1 <i < k}. Logo, usando que h;(x*) =0,

1
X +8)— f(x) m s Wis+ > A Vhi(x) s,
2 €A

Buscamos entao condic¢oes suficientes para que o lado direito da equacao acima seja
positivo. Se s é factivel, entdo vale (7.6.7)). Se V h;(x*) - s > 0, para s “pequeno o

suficiente” temos que
1
W*s + Z A;Vhi(x*)-s>0

2%
€Ay
e f(x*+s) > f(x*). Entretanto, se V h;(x*) -s = 0, uma condicdo suficiente para
que f(x*+s) > f(x*) ¢ exigir que s - W*s > 0 para todo s factivel e ortogonal a

V h;(x*) parai € A,.
7.7. Exercicios

EXERCICIO 7.1. Extenda para f : R™ — R" o conceito de limite de fungdes num

determinado ponto x; € R™.
EXERCICIO 7.2. Seja f e g fungdes de R™ — R"”, diferenciaveis em x € R™.
. Seja h :

Mostre usando a definigdo de derivadas que (f + g)'(x) = f'(x) + ¢'(x)
R™ — R também diferenciavel em x € R™. Mostre usando a definicao de derivadas

que (hg)'(x) = ' (x)g(x) + h(x)g'(x).
EXERCICIO 7.3. Sejam a < b nameros reais, e f : [a,b] — R continua em [a, b]
e diferenciavel em (a,b). Mostre que entre duas raizes consecutivas de f’ existe no

maximo uma raiz de f.
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EXERCICIO 7.4. Seja f: R? — R dada por

x>

foy) — g P @) #0.0)
) 0 para (z,y) = (0,0).

Mostre que a derivada direcional de f em (0,0) com respeito a u = (a,b) existe e

que
2

b
Duf(O,O):E, se a # 0.

Mostre que f nao é continua e portanto nao ¢ diferenciavel no (0, 0).

EXERcic1O 7.5 (Kevmasan [22], Example 1.1.1). Mostre que f : R? — R dada

por

1.5

fay) =4 y—a?) rat P (z,y) # (0,0),
0 para (z,y) = (0,0).

tem todas as derivadas direcionais em (0, 0) iguais a zero, mas que f nao é diferen-

cidvel no (0,0). (Dica: considere h = (h, h?) em (7.3.1))).

EXERCICIO 7.6. Seja @ = (0,1) x (0,1). Suponha que f:Q - R,eg:Q — R
sejam diferenciaveis em ). Mostre que se f'(x) = g'(x) para todo x € @), entao existe

constante ¢ tal que f(x) = g(x) + ¢ para todo x € Q.

EXERCICIO 7.7. Seja 2 C R", aberto e com a seguinte propriedade: existe x* € ()
tal que para todo x € Q, a reta Sx = {tx+ (1 —¢)x* : ¢t € [0, 1]} esta contida em €2,
ie.,, Sy C . Seja f:Q — R funcgao diferenciavel em €2 e tal que todas as derivadas

parciais de f(x) sdo nulas, para todo x € ). Mostre que f é constante.

EXERCICIO 7.8. Seja B={x € R™: ||x]| <1} e f: B — R funcdo continua em
B, diferenciavel no interior de B e tal que f = 0 na fronteira de B. Mostre que f

tem ponto critico no interior de B.

EXERCICIO 7.9 (Minimos Quadrados). Considere para ¢ = 1,...,n os pontos
(7i,9;) € R?, e seja p : R — R dada por p(x) = ax® + bz + ¢ tal que a, b e c
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minimizam o erro Y ., |p(x;) — y;|*. Mostre que a, b e ¢ satisfazem as equagoes

n n n n
afo—%bef—l—chf = foyl,
i=1 i=1 i=1 i=1
n n n n
aZx3+b2x2+cZazi = inyi
(] VA Y
i=1 i=1 i=1 i=1
n n n
aZx?—l—beH—cn: Zyl
i=1 i=1 i=1

EXERCICIO 7.10. Seja A C R™ compacto, e A° o conjunto dos pontos interiores
de A. Seja f : A — R duas vezes diferenciavel, com derivadas continuas, em A°.
Suponha ainda que f se anule em toda a fronteira de A, e que f” seja negativa

definida para todo ponto em A°. Mostre que f(x) > 0 para todo x € A°.
EXERCICIO 7.11. Mostre, usando o Teorema [7.4.3| que (0,0) é ponto de sela de

f(x,y) = 2% — %, e ponto de minimo estrito local de f(z,y) = 2 + y>.

EXERCICIO 7.12. Sejam as fungdes f : R — R e g : R — R duas vezes dife-
rencidveis, com as segundas derivadas continuas. Suponha que o zero seja ponto
de minimo estrito de f e g, e que f(0) = g(0) = 1. Seja ¢ : R?> — R dada por
o(x,y) = f(z)g(y). O que podemos afirmar sobre a Hessiana de ¢ em (0,0) (nada
pode ser afirmado, ela é indefinida, positiva definida, positiva semi-definida, negativa
definida, etc)? O que podemos afirmar sobre o ponto (0,0) em relacdao a ¢ (nada
pode ser afirmado, é ponto de méaximo, de méximo estrito, de minimo, de minimo

estrito, de sela, etc)? Justifique suas respostas.

EXERCICIO 7.13. Seja f : R — R? diferenciavel e tal que ||f(¢)|| = 1 para todo
t € R. Mostre entao que f'(t) - £(t) = 0. O vetor f'(t) é o vetor tangente da curva £

emt.

EXERCICIO 7.14. Seja 2 C R™ aberto e f : {0 — R diferenciavel em x € ). Seja
V f(x) = (0f/0x1,...,0f/0zx,)(x) € R™. Supondo que x nao é ponto critico de f,
mostre que a derivada direcional D, f(x) atinge seu méaximo quando u = ¢V f(x)
para algum ¢ > 0. O vetor V f é chamado de vetor gradiente de f, e da a diregao

de “maior crescimento” da fungao f no ponto x.



CAPITULO 8

Integracao

g

Sem entrar em detalhes a respeito da defini¢ao de integral (Riemann), enuncia-
mos algumas properiedades importantes. Consideraremos inicialmente (Secao
somente fungoes limitadas em intervalos limitados, mas nao necessariam,ente con-
tinuas e aplicacoes para determinar areas Segao . Fungoes nao limitadas e/ou

intervalos limitados serdo considerados na se¢ao seguinte (Secao [8.3)

8.1. Propriedade basicas de integrais de fungoes limitadas

Primeiros veremos algumas propriedades fundamentais de fungoes diferenciéveis,
e a seguir abordaremos a importante relacao entre integrabilidade ew diferenciabi-
lidade. Na tltima secao falaremos um pouco sobre técnicas que podem ajudar nos

calculos de algumas ingtegrais.

8.1.1. Algumas propriedades fundamentais. Considere abaixo f : [a,b] —
R e g : [a,b] — R limitadas, a < b ntmeros reais . As integrais serdo sempre no
dominio [a,b]. Temos entdo os seguintes resultados.
(1) Se f for continua, entdo ¢ integravel
(2) Se f for mondtona (i.e., for funcdo crescente ou decrescente), ela é integravel
(3) A integral da soma de fungoes é a soma das integrais. O mesmo vale para

diferenga e produto por escalar a € R:
b b b
[ at@+g@dr=a [ f@ydes [ g
(4) fabf(x) de=— [ f(z)dx e f:f(a:) de = [7 f(x)dz + fcbf(a:) d.

10ltima Atualizagao: 04/08,/2022
95
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(5) Se f e g sdo integraveis, entao o produto fg é integravel
(6) Existem fungoes nao integréaveis. Por exemplo:
1 sereQ
-1 sexeR\Q

fz) =

(7) O exemplo do ftem 5 mostra que f? pode ser integravel, mesmo que f nao
0 seja
(8) Se f é integravel, e g(x) = f(z) a menos de um namero finito de pontos,

entao g é integravel e

[ rwae= [ o e

(9) Podemos sempre decompor uma fungao como a soma de suas partes positivas
e negativas. Sejam
f(z) se f(x) >0 B 0 se f(z) >0
frz) = , (@)= :

0 caso contrario —f(x) caso contrario

Note que f* e f~ assumem somente valores positivos, e que, por construcao,
fx)=fH(x)—f(z)e|f(z)| = fT(z)+ [ (x). Quanto a integrabilidade, se
f for integravel, entao f, f~ e | f| s@o integraveis. Note que | f| ser integravel
nao implica em f integravel, como nos mostra o exemplo apresentado no item
5.

(10) Se f(z) > g(z) para todo x € (a,b) (ou a menos de um numero finito de

[ 1wz [ o

Se f(x) > g(x) entao a integral de f é estritamentente maior que a integral

pontos), entao

de g. Uma consequéncia imediata é que se oy < f(z) < g, onde oy e oy

sao numeros reais, entao

ozo(b—a)g/ flx)dr < aq(b—a)
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(11) O modulo da integral é menor ou igual a integral de modulo:

[ @< [l

(12) Se f é fungao para e g é fungaoimpar, entao
af(x)dsz/af(x)dx, /ag(m)dx:O.
—a 0 —a
EXEMPLO 8.1. Diga se é verdadeiro ou falso:
/Q(axz—l—bx—l—c)dx = Q/Q(axQ—i-c)dx
9 0

Resposta: verdadeiro, pois

2 2 2 2 2 2
/(an—l—baH—c)dx:/ axQda:+/ bxdx—i—/ cdx:2/ ax2d33+2/ cdx
9 -2 -2 -2 0 0
2
:2/(ax2+c)dx
0

8.1.2. Primitivas e o Teorema Fundamental do Calculo. Provavelmente
o resultado mais importante em se tratando de integrais é o Teorema Fundamental

do cdlculo. Suponha que f : [a,b] — R seja integravel, e defina I : [a,b] — R por

/f ds para x € [a,b)].

Entao F' é continua em [a,b]. Além disto, se f for continua em ¢ € [a,b], entao F
é diferenciavel em ¢ e F'(c) = f(c). Se f for continua em todos os pontos de seu
dominio, entao F' é chamada de primitiva da f.
A continuidade da f é essencial para a diferenciabilidade de F'. Por exemplo,
considere f : [—1,1] — R dada por
0 sex <O

fz) =

1 SexEO.

z 0 sex<0
:/ f(x)dx = .
-1 z sex >0

Entao
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Note que F' é continua em [—1,1], mas nao diferenciavel em x = 0, ponto em que f
¢é descontinua.

Veja também que duas primitivas de uma funcao diferem por uma constante.
Seja f :[a,b] > Re Fe F' suas primitivas. Entdao F’ = F” = f em todos os pontos
do dominio. Logo, (F" — F’) = 0 e portanto F’ = F” + C para alguma constante C.

Denotamos a primitiva de f por
[ faa.
também chamada de integral indefinida da f.
TEOREMA 8.1.1 (Fundamental do Célculo (parte 1)). Seja f continua. Entao
F(z) = /xf(s)ds
é diferencidvel e F'(z) = f(x).

TEOREMA 8.1.2 (Fundamental do Célculo (parte 2)). Seja f integrdvel. Se F ¢é

primitiva de f, entao
b b
/ () do = / F(z)dz = F(b) — Fl(a).

E muito comum a notacao

H4 que se tomar cuidado com o uso de TFC. Por exemplo, se

o) = | e

entéo falso que ¢'(x) = f(x?). A forma correta de se calcular ¢’ é a seguinte. Seja
h(z) = a* e I(s) = [, f(z)dz. Entdo I'(s) = f(s) e como g(z) = I(h(x)), temos
pela regra da cadeia

g'(x) = I'(h(z)N(x) = f(h(z))2z = 22 (2?).

Considere agora o caso geral.
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LEMA 8.1.3. Seja p, q fungoes diferenciaveis em toda reta, e

qa(@)
g(x) = f(t)dt.

p(z)

Entéo ¢'(z) = f(q(z))q'(z) — f(p(z))p'(z).

Um resultado importante é dado pela formula do valor médio. O valor médio da

integral de f[a,b] — R é dado por

1 b
fmed = b—a/a f(x)dx.

TEOREMA 8.1.4 (Férmula do valor médio para integrais). Seja f[a,b] — R con-

tinua em [a,b]. Entao existe ¢ € [a,b] tal que
f(C) = fined-

TEOREMA 8.1.5 (Férmula de Taylor com resto integral). Sejan >0 e I = [a,?],
coma<b. Seja f: I — R n vezes diferencidvel em I com f™ continua em I e tal

fO+Y) exista em (a,b). Se g, v € I entdo

(x — 20)?

f(x) = f(zo) + f'(z0)(z — x0) + f"(0) 5

T — Tg ntl ! 1
((nffﬂ /O (1= £ F) (g + 1 — ) d.

(x — xo)"

(n)
+ -+ [ (x0) "

Note que do Teorema acima obtemos a Formula de Taylor com resto de Lagrange
se f("*1 for continua. De fato, usando o Férmula do valor médio para integrais, existe
s € (0,1) tal que

1
FU D (o + s(x — o)) = / (1= )" "D (g + t(z — x0)) dt.
0
Denotando & = xg + s(z — xg), obtemos a formula (5.4.1)).

8.1.3. Calculo das integrais. Pode-se notar depois de algumas tentativas que
achar primitivas ou calcular o valor de integrais nao é tarefa facil. Aqui falaremos de
duas técnicas comumente usadas nesta tarefa. Consideraremos aqui somente fungoes

integraveis.
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8.1.3.1. Integragao por partes. A primeira técnica, bem simples, é dada executando-

se integracao por partes. Sejam f e g diferenciaveis. Entao

b
(fo)'= / (f@)g(a)) dx = / f(@)g(x) da + / f(2)d (z) de
b b
/ F(@)g(z) dr = FB)g(b) — fla)gla) - / f(2)g (x) da

Um exemplo onde este truque pode ser usado é no calculo de fo% sin z dx. Note

Logo

que

21 2m 2m
/ sin? & dx :/ sinzsinx dr = —/ cos' w sin x dx
0 0 0

9 27 27 21

. ™ . .

:—cosxsmx’O +/ cosxsm':vdx:/ costdx:/ 1 —sin?zdx
0 0 0

2
= 27r—/ sin? x d.
0

Passando fo% sin? z dz para o lado esquerdo temos que fo% sin?z dx = .
8.1.3.2. Regra da substitui¢ao. Outro resultado que é bastante ttil é a mudancga
de variaveis no dominio de integragao. Seja f : [a,b] — R integravel, e ¢ : [c,d] —

[a, b] derivavel, com ¢(c) = a e ¢(d) = b, e tal que ¢’ seja integravel. Entao

d #(b) b
(8.1.1) / F(6(s))6 (5) ds = /qs LS / f(z) dz

A formula é pratica pois pode ser mais simples integrar f(z) do que (¢(s))¢'(s).
Para lembrar a férmula basta definir u(s) = ¢(s), e entdo du/ds = ¢'(s), i.e., “du =

¢ (s)ds”, e
u(d)
/ f(o s)ds = f(u) du
u(c)
Em boa parte das aplicacoes, usamos ¢ invertivel. Se denotarmos u = ¢!, temos

que ¢'(s) = 1/u/(¢(s)) e portanto, de (8.1.1), temos

* ful(s)) O fu(s))
/ fla . w(o(s) ds‘/ w W@ () ™
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A forma de lembrar é usando ds/dx = v’ implica formalmente em dz = ds/u’.

Nos exemplos abaixo, vemos como usar estas identidades.

EXEMPLO 8.2. Para calcular fo CS;;‘“””J: dx, notamos que sinz = — cos’ x e usamos

u(r) = cosz. Entao du = —sinx dx e

T sinx ST 1 1
s dr = — —du=5—
g Cos’x cosy U 2u

Na verdade, a integral acima poderia ser calculada diretamente observando-se por

™2 ging T sinz
3 de = — 3 dx
o cosdx /2 COS T

EXEMPLO 8.3. Para calcular fow/ % cos?(z) sin®(z) dz, primeiro notamos que

simetria que

cos?(z) sin®(x) = cos®(x) sin?(z) sin(z) = cos®(x)(1 — cos?(z)) sin(z).

Entao definimos u = cosz, e entdo du = —sinzdr. Como u(0) = cos(0) = 1 e

u(m/6) = cos(m/6) = /3/2, obtemos
ol

/6 V3/2 ud
/ cos?(z) sin®(x) dr = —/ uw*(1 —u?) du = — <§

0 1
__3\/§+9 (1 1) —11f

24 160 160 15‘

Cﬂ

Para integrais indefinidas, nao se esquecer de substituir novamente “o valor de

u”, como no exemplo abaixo.

EXEMPLO 8.4. Para calcular [ de, usamos a substituicdo u = In(z), e

como du = (1/x)dx, obtemos

/ sin(n()) - /Sin(U) du = —cos(u) + C = —cos(In(z)) + C.

X
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8.2. Areas planas

Como as integrais definidas dao a area (com sinal) sob determinadas curvas, nada

mais natural que usar integrais para calculo de areas [10].

EXEMPLO 8.5. Por exemplo, para calcular a area entre a curva f(z) = 2z, os
pontos x =0 e x = 3, e o0 eixo dado por y = 0, h4 duas maneiras. Podemos usar a
formula da area do tridngulo (base x altura/2) e ver que A = 3 x 6/2 = 9. Usando

integrais,
3
A:/ 2:z:dx:x2‘3 =9,
0

como era de se esperar.

E claro que nem todos calculos de areas sao tao simples como o do exemplo acima.

Podemos por exemplo, calcular dreas determinadas por curvas mais sofisticadas.

EXEMPLO 8.6. Para calcular a area A determinada pela curva f(z) = sinx e os

pontos x = 7 e x = 27 e o eixo dado por y = 0, basta ver que
2
. 27
/ sinz dr = —cosac|7r = COST — COS 2T = —2.
™

Z

E claro que uma area nao pode ser negativa. O que da “errado” neste exemplo

[N

[N

que a funcado sinz é sempre negativa entre m e 2wr. A area determinada entdao

simplesmente o negativo da integral, i.e., A = 2.

@

Um cuidado extra tem que ser tomado se a fungao tomar valores positivos

Q

negativos no intervalo de interesse. Por exmplo, no exemplo acima, para achar

area de sin entre x = 0 e x = 27, nao se pode simplesmente calcular

2
/ sinz dx = 0.

Tem que se dividir o dominio que se quer integrar nas partes onde a func¢ao é positiva

e onde é negativa. A area é dada na verdade por

T 27
A:/ sinxdx—/ sinzdz = 4.
0 T
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OBSERVACAO 8.1. A area dada pela integral sem considerar os sinais é chamada
as vezes de drea algébrica, que pode ser negativa ou nula. A &area que é sempre
postiva, como as determinadas acima, é por vezes chamada drea geométrica.

Outro problema mais interessante relacionado a areas é o de dreas entre curvas
(na verdade, os exemplos acima ji sdo deste tipo, mas uma das curvas é dada por
y = 0). Considere as fungoes reais f e g, definidas em R. Pode-se perguntar qual é
a area entre as curvas f(z), g(z), © = a e z = b. Neste caso, se f(z) > g(x) entre a

e b, entao a area é dada por

A= [ @) - gyt

Se f for maior que g apenas em parte do dominio, a integral tem que ser “quebrada”
em partes para que nao surjam “areas negativas”. Uma forma geral de se escrever a

area & ,
A= / (@) — g(x)] d.

Neste caso, ndo precisamos nos preocupar se f(z) > g(z) ou nao.

EXEMPLO 8.7. Seja f(x) = 2z + 3, e g(x) = 2. Determine a area compreendida
entre f e g e entre z = 1 e x = 3. Note que em [1, 3], temos f(z) > g(z), e portanto

podemos integrar f — g para calcular a area:

3 3
A:/ (22 +3 —2%)dx = (x2+3x—§>
1

EXEMPLO 8.8. Considere a seguinte questao Anpec 2016, que envolvia calcular

3
11
—949-9-1-34.-2
. 3 3

a area entre as curvas y = —z%+ 6 e y = z. Para resolver temos que achar os pontos
de intersegao entre as curvas, i.e., resolver —z® + 6 = z, i.e., z € {2, —3}. Note que
no intervalo (—3,2) temos —a?+6 > x (para ver isto, basta calcular o valor das duas

fungoesnum ponto; z = 0 por exemplo). A area é entao dada por

2 3 2
9 x x 9 8 8 9
— 6 —rdr=(————+6 =(—5—2z+12)—(9—--—-18
| et o—ade = (G - Gl = (g -5 12 -0 31

8 9 16 102 27 103

B T S A R
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8.3. Integrais improéprias

Integrais improprias sao integrais de fungoes ilimitadas, ou em dominios ilimi-
tados, e seus valores sao dados através de limites, se estes existirem. Nestes casos,
dizemos que as integrais existem, ou convergem.

Em dominios ilimitados, as integrais podem ser
00 b b
/ fdxr = lim / fdx, / fdxr= lim fdx,
a b—oo [, a——00

N a

E importante atentar para um detalhe nas integrais em (—oo, c0). Para esta existir,
tem que existir o limite limy_,o fob fdz e o limite lim,_,_o fao f dz, separadamente.

Note que isto é diferente de escrever

/Oofdx—hm fdx.

) a—o0

Integrais de fungoes com assintotas verticais sao definidas de forma anéloga. Seja

f:(a,b) = R e suponha f integravel em [a + 0, b] para todo § > 0. Definimos entao

b b
/ fdx = lim/ fdx
a 0—0 a+5

quando este limite existir. Quando a fungao ¢ ilimitada numa vizinhanca de b, a

definicao é analoga:
b—5
/ fdx = llm fdx

O tltimo caso é quando a singularidade ﬁca no interior do intervalo. Por exemplo,

seja ¢ € (a,b) tal que f seja integravel em (a,c—J) e em (c+ 9, b) Definimos entao

b c b
/fd:v:/fdx—l—/fda:—hm/ fdxr+ lim fdx.
a a ¢ 0—0+ 0—07t

Novamente, no caso acima, os dois limites tém que existir. Por exemplo, a funcao

dada em [—1,1] por f(0) = 0 e, se x # 0 por f(x) = sgn(z)/x ndo ¢é integravel,

= -1 1 1
lim(/ —dw+/ —da:)z().

apesar de termos
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EXEMPLO 8.9. A integral impropria fol 1/y/x dx esta bem definida pois
i [ —de =1 2/ ;= 2
530 s VT T VI T
EXEMPLO 8.10. As integrais improprias fol 1/zdz e [{°1/xdx nao existem pois
1 b

1 1
lim [ ~de=limlogz|,=+oo, lim [ =dr= limlogz| = +oo.
=0 Js T 6—0 b—oo J1 X b—o0

Vemos neste exemplo que lim,_,, f(x) = 0 ndo garante que f seja integravel.

EXEMPLO 8.11. Considere agora a fungdo f(x) = 1/xP. Veremos que o caso

p=1¢é o “caso limite”. Vamos calcular

1 oo
a) / P dx, b) / 2P de.
0 1

Note que a primitiva de 277 é dada por Inz se p =1, e 21 ?/(1 —p)sep # 1, e
portanto
bq p In(b/a) sep=1,

—dxr =

TP pl=p_gl—-p
a T sep 7é 1.

Primeiro, considerando integrais entre 0 e 1, temos que

1 In(b/a) sep=1 +oo sep>1,
/ —dxr = hn% - dr = hr% . =
= T o 1’1+p sep#1 ﬁ sep < 1.

Para integrais no intervalo (1, +00) temos

—pdx: lim —pdx— lim X
T b—o0 T b—o0 bt P—1
1 ? se€e p 7£ ]_

/+°° 1 b In(b) sep=1 +o0o sep <1,
R

1 1 sep> 1.

EXEMPLO 8.12. Calcule ff) —w}j dx.

Solugao: observe que a integral é imprépria pois o integrando tem uma assintota

vertical em x = 1. Usando a defini¢ao, temos

|
der =1
[ v —1 v ag%r/ v —1
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como

K 1 o _ 1/213 __ _ a4 —
/a\/mda:—Q(x DY23 =2(vV2 - Va—1),

temos

/13\/% x_c}fﬂ/ Jiotde= m 2(V2—Va—1) =22

Integrais improprias envolvendo assintotas verticas tém que ser calculadas to-

mando limites, mesmo que pareca desnecessdrio. Considere o exemplo abaixo.

EXEMPLO 8.13. Calcule f02 —- dx, se possivel.

Solucao: Note que como existe uma assintota vertical em = = 1, temos que

2 1 2
1 1 1
/ dx:/ dx+/ dx,
0 *—1 0o r—1 1 v —1

e a integral a esquerda sO existird se ambas integrais a direita forem convergentes.

calcular

Note entretanto que

o “ 1
/ dxr = lim dxr = lim (In|z— 1|)’ lim (Injla—1|—In1l) = —ooc.
0 1 a—1-

z—1 a=1= Jo x — a—1-

Logo, a integral nao converge, e nao é nem necessario calcular fl — d.
Note entretanto que se tentassemos calcular fo —dx dlretamente, o resultado

seria errado:

2
1
/ de =Tz —1)))>=In1—Inl=0.
0 r—1 0

A exemplo de séries, dizemos que uma integral impropria de uma funcao f con-

verge absolutamente se |f| for integravel. Temos entao o seguinte resultado.

TEOREMA 8.3.1. Suponha [ continua. Se a integral de f converge absolutamente,
entiao a integral de f converge. Em outras palavras, |f| integrdvel implica em f

integrdvel.

Um resultado importante é dado pelo Teorema da Comparagao abaixo. O resul-
tado pode auxiliar na decisao de quando uma integral impropria converge ou diverge,

mesmo sem o cilculo de seu valor.
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TEOREMA 8.3.2 (Teorema da Comparagao). Sejam f >0 eqg >0, com f < g no
dominio de integragao. Entio, [ g convergente implica em [ f convergente. e [ f

divergente implica em [ g divergente.

EXEMPLO 8.14. Decida se fooo e~** dx ¢ ou ndo integravel.
Solugao: Note que [;* e dy = fol e~ de+ [° e~ dz. Como e~ é continua,

basta analisar a integral entre 1 e oo. Neste caso, como x > 1 implica em 22 > x,

Og/ eIQd:cS/ e Tdx
1 1

oo , .
Mas fl e *dx é convergente pois

_ 2 _
temos e™* < e ? e

a

1
lim e ¥dr=— lim e *|{=— lim (e%—-)=-.
a—+oo Jq a—+00 a—+00 e (&

~ oo , ~ 00 _ 42 4 4
Entao, como fl e " dx é convergente, entao fo e " dxr também o é.

EXEMPLO 8.15. A integral fooo(l + sin® x)2 /2 d é divergente pelo Teorema da

—-1/2

Comparagao, pois fooo T dx diverge.






E|Neste capitulo veremos sequéncias e séries, que nada mais é que um caso par-

CAPITULO 9

Revisao de Sequéncias e Séries

ticular de sequéncias.

Uma sequéncia nos reais nada mais é que uma funcao que associa, para cada

inteiro N = {1,2,3,...}, um ponto na reta. Por exemplo,

onde z; € R para todo ¢ inteiro, é uma sequéncia. Normalmente denotamos sequéncia

por (1, %, T3, ..

EXEMPLO 9.1. Como primeiro exemplo, considere a sequéncia definida por x; =
(—1)!/i. Esta sequéncia ¢ ((—1)"/i);- , i.e., ¢ dada por (—1,1/2,—1/3,1/4,...). Ver

9.1. Sequéncias

X1, T, X3, ...

como a sequéncia se comporta na Figura

) ou (x;)ien ou (z;)2, ou simplesmente (z;).

EXEMPLO 9.2. z, = (—1)" define a sequéncia (—1,1 —

10ltima Atualizagao: 16,/03/2022

FIGURA 1. Sequéncia dada por ((—1)2'/2')1:1, e seu comportamento na reta.

_1a]-7

—1,...

limite da sequéncia
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EXEMPLO 9.3. A sequéncia de Fibonacci é definida recursivamente por z; = 1,

To =1, € Tpy1 = X, + 2,1 para n > 2. Portanto temos (z,) = (1,1,2,3,5,8,...).

A pergunta mais importante em relagdo a uma sequéncia (x,,) é se esta converge
ou nao, isto é, se quando n aumenta, os termos x,, se aproximam de algum valor real.
Note que para isto, nao importa o que acontece com finitos termos da sequéncia, mas
sim seu comportamento assintético com respeito a n. Em outras palavras queremos
determinar o comportamento das sequéncias no “limite”.

Dizemos que uma sequéncia (z;)°, converge para um numero real L se para
todo intervalo contendo L, existe um “momento” em que a sequéncia “entra’ neste
intervalo e nao sai mais. De forma mais rigorosa (e mais satisfatoria), temos a

seguinte definigao.

DEFINIGAO 9.1.1. Dizemos que (x,)32, converge para L € R se para todo € > 0
existir N* € N tal que

n>N" = z,€(L—¢L+e).

Note que escrever x, € (L — ¢, L+ €) € 0 mesmo que escrever ‘azn — L] < e. Quando
a sequéncia (x,)>, converge para L € R, escrevemos x, — L quando i — 00, ou
ainda,

lim z, = L.
n—oo

EXEMPLO 9.4. Se z,, = 1, entao limx,, = 1. De fato, dado ¢ > 0, para todo
n > 1 temos |z, — 1| =0 <.

EXEMPLO 9.5. lim(1/n) = 0. De fato, dado € > 0, seja N tal que 1/N < e. Logo,
para todo n > N temos [1/n — 0| =1/n < 1/N <e.

Observe que diferentes situagdes ocorrem nos exemplos acima. No primeiro, a
sequéncia é constante, e a escolha de N* independe de e¢. J& no exemplo seguinte,

N* claramente depende de €.

EXEMPLO 9.6. (0,2,0,2,0,2,0,2,...) ndo converge para 0. De fato, tome € = 1.
Entao para todo N € N temos 2N > N e xoy = 2. Portanto |zoy — 0] =2 > €.
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1 2 3 4 5 & 7 8 9 1 U 12 1 ¥ 15 1 I 18 1 20 2 2 3 4 25 2% 2 B 2 D

FIGURA 2. Sequéncia dada por ((2 sin z)/z) No topo vemos que a
sequéncia é definida via f(z) = (2sinz)/x para x nimero natural. Na
figura de baixo, ilustramos a convergéncia. Dada uma faixa de raio
e > 0, se i for suficientemente grande, a sequéncia “entra” na faixa e

nao sal mais.

No exemplo o objetivo é mostar que um certo valor x nao é o limite da
sequéncia (z,). Mostramos entao que existe pelo menos um certo € > 0 tal que para
todo N, conseguimos achar n > N tal que |z, — x| > €. O que fizemos foi negar a

convergéncia.

EXEMPLO 9.7. Muitas vezes as sequéncias sao definidas por “fungoes”, i.e., dada

uma funcao f : R — R, é possivel definir a sequéncia ( f(z))zl Por exemplo,
considere a sequéncia definida por x; = (2sini)/i. Note que z; — 0, pois dado € >,
se i* > 1/e for um um namero natural, entdo x; € (—¢,€) para todo ¢ > ¢* (mostre

os detalhes). Ver os graficos na Figura .

Talvez a segunda pergunta mais natural em relagao aos limites de sequéncias é
quanto a unicidade destes, quando existirem. A resposta é afirmativa, como mostra

o resultado abaixo.
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g
g
* ea,
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-1500 . .

1234567 8 9101112131415161718192021 383340 123456 78 9101112131415161718192021 93031

FIGURA 4. Gréafico das sequéncias x; = (—1)%? e r; = isini. Elas nao

convergem nem vao para —oo ou +o0.

TEOREMA 9.1.2 (Unicidade de limite). Uma sequéncia pode ter no mdzimo um

limite.

Nem sempre sequéncias convergem. Em particular, assim como no caso de limites
de fungoes, sequéncias nao convergentes podem “divergir” para 4+oco ou —oo. Por
exemplo, este sao os casos das sequéncias definidas por z; = 2 ou x; = logi; ver
Figura[3] Formalmente, dizemos que lim;_,, x; = +00 se para todo namero C, existe
um indice ¢* tal que

1> = x; > C.
Definicao analoga vale para lim;_,., x; = —oc.
Note que as sequéncias definidas por x; = (—1)%? e x; = isini niao convergem

nem “vao para infinito” quando i — 0o, como mostram os graficos da Figura [

Relacao entre limites de sequéncias e fungoes. Note que a definicaode

convergéncia de sequéncias ¢ semelhante a de limites de fungoes. De fato, suponha
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que a; = f(i) para alguma fungaof : [1,+o00) — R. Entao as definigdes lim; ,, a; =
lim; o f(i), que é um caso particular de lim; . f(t). Logo, se lim; o f(t) = L,
entao

lim @; = lim f(i) = lim f(¢) = L.

1—00 1—00 t—o0

Esta relacao com fungoes pode possibilitar o calculo de limites via, por exemplo,

regra de L’Hopital. A regra nao se aplica a sequéncias, mas pode ser aplicada a fun-
¢oes. Tome cuidado entretanto pois lim,,_,., a,, pode existir mesmo que lim,, ,, f(n)

nao exista.

EXEMPLO 9.8. Considere a sequéncia

(sin(27m))n€N = (0,0,0,...).
Entao, a sequéncia claramente converge. Entretanto, lim,_,, sin(27z) nao existe.

Graficamente, na Figura , considere novamente a sequéncia z; = (2sini)/i, e
f(t) = (sint)/t para t > 1.

Operagoes com sequéncias. Note que dadas sequéncias {z;}2; e {y;}32, po-
demos definir a soma e produto de sequéncias, dadas por {z; + y;}3°; e {z;y:}2;.
Se y; # 0 para todo i, entdo podemos definir também {x;/y;}:2,. Finalmente, se ¢ é

uma constante, definimos {cz;}52;.

EXEMPLO 9.9. Se z,, = (2,4,6,8,...) e (yn) = (1,1/2,1/3,1/4,...), entéo z,, -
Yn = (2,2,2,--).

Supondo agora que {z;}2; e {y;}3°, convergem, temos que
Baltw)=Jgecinv Dnlewd) = Bn e v
Zliglo(xz/yz) = (}lglo %)/(}lglo Yi) caso Zliglo yi # 0.

Observe que as propriedades acima valem somente se as sequéncias forem conver-
gentes. Por exemplo, se x; = 1+ 1 e y; = —1, entao a sequéncia constante dada por
x; +y; = 1 estd bem definida e converge lim; ,.(z; + y;) = 1 Entretanto nao faz

sentido calcular

lim x; + lim ;.
1—00 1—00
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EXEMPLO 9.10. lim,, o ((2n + 1)/n) = 2. De fato,
2n+1 1

(2)+ (=)

n n

Como lim,,,+(2) = 2 e lim,,,(1/n) = 0, nés obtemos o resultado.

EXEMPLO 9.11. lim,, o (2n/(n? + 1)) = 0, pois

2n. 2/n
n2+1 1+1/n2

Como lim,, o (2/n) = 0 e lim, (1 + 1/n?) = 1 # 0, podemos aplicar o resultado

sobre quociente de sequéncias.

Outros resultados.

Confronto. Vale para sequéncias o resultado analogo ao do teorema do confronto
para fungoes. Aprendemos que se temos uma sequéncia “sanduichadas” entre outras
duas sequéncias convergentes que tem o mesmo limite, entao a sequéncia do meio

converge e tem também o mesmo limite.

LEMA 9.1.3 (sanduiche de sequéncias). Sejam (x,), (y,) e (z,) sequéncias tais
que z, <y, < z, para todo n > N, para algum N € N. Assuma ainda que (z,) e

(z,) convergem com lim x,, = lim z,,. Entao (y,) converge e limy,, = lim z,, = lim z,.
Em particular, temos o seguinte resultado.

LEMA 9.1.4. Seja (a,) sequéncia em R convergente para 0. Se para (z,,) sequéncia

em R existir ¢ > 0 tal que
|z, — x| < cla,| paratodon € N,
entao x, — x.

EXEMPLO 9.12. Seja z, = (2/n)sin(1/n). Entao lim,_((sinn)/(2n)) = 0, pois
—1 <sinn <1 e entao
—2/n < 2(sinn)/n < 2/n,
e o resultado segue do lema[9.1.3] Outra forma de se olhar é usando

1
|z, — 0] < 2—.
n
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Como 1/n — 0, podemos usar o Lemal[J.1.4] para garantir que lim[(2/n) sin(1/n)] = 0.

Outro resultado interessante nos diz que se a,, é sequéncia de niimeros positivos,
entdo z, — 0 se e somente se 1/z,, — oo (resultado analogo vale trocando-se +o00
por —oc). Ver exercicio 0.8

Outro resultado importante refere-se a convergéncia do valor absoluto de sequén-
cias: se uma sequéncia converge, entao a sequéncia de valores absolutos também
converge. A reciproca nao é verdadeira. Basta considerar como contra-exemplo a
sequéncia ((—1)”) Neste caso a sequéncia diverge mas a sequéncia de seus valores

absolutos converge.

LEMA 9.1.5. Se (x,) for convergente, entao (|z,|) também o é. Mas a reciproca

nao é verdadeira.
DEMONSTRAGAO. Exercicio. 0J

Outros resultados importantes para tentar achar um “candidato” limite vém a
seguir. O primeiro nos diz que se temos uma sequéncia de niimeros positivos, entao

o limite, se existir, tem que ser nao negativo, podendo ser zero.

LEMA 9.1.6. Seja (z,) convergente com limz, = x. Se z,, > 0 para todo n € N,

entao = > 0.

COROLARIO 9.1.7. Se (z,) e (x,) sdo convergentes com limz,, = x e limy, =y,

e se existe N € N tal que z,, > y, para todon > N, entao x > y.

Limite do mddulo. Considere a sequéncia {z;}°,. Entao vale que lim; ,,, x; =0
se e somente se lim; o |2;| = 0.
Limites de fungoées continuas. Se x; — L e f(-) for uma funcdo continua em L,

entao vale

lim f(z;) = f(lim z;) = f(L).

1—00 1—00

Dizemos neste caso que “podemos passar o limite para dentro da funcao”.
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Teste da Razao.

LEMA 9.1.8 (teste da razao). Seja (z,) sequéncia de nimeros positivos tal que

(Tpy1/xy) converge e lim, oo (Tpe1/x,) < 1. Entéo (z,) converge e lim,,_,(z,) = 0.
COROLARIO 9.1.9. Seja (z,) tal que z,, # 0 para todon € N e

L — llm |$n+1|
n—oo |y,

existe e L > 1. Entao |z,| — occ.
EXEMPLO 9.13. Seja (x,) = n/2". Entao

lim (20) = pim (212 -

n—o0o0 " T, n—oo ntl n

n+1
n

1irn(

2 n—oo

) = 1
=3
Pelo teste da razao temos lim,, . (z,) = 0

EXEMPLO 9.14. Note que para z, = 1/n, temos lim, ,o x,11/x, = 1 e (z,)
converge. Entretanto, para x,, = n, temos lim,, o Tpy1/T, = 1 mas (x,) ndo con-
vergente. Portanto o teste nao é conclusivo quando o limite da razao entre os termos

é um.

Sequéncias mondtonas (crescentes/decrescentes)e limitadas. Um classe muito es-
pecial de sequéncias é a de sequéncias mondtonas. Uma sequéncia mondtona é tal
que seus valores nao “oscilam”; i.e., eles ou nunca diminuem ou nunca aumentam.
Pode-se ver que a definicao de sequéncia monétona ¢é restritas a uma dimensao.

Dizemos que uma sequéncia (x;) é crescente se x; < x;41 para todo i € N, i.e.,
T < Ty <z < ....

Ela ¢é dita decrescente se x; > x;.1. Em qualquer um dos dois casos, dizemos que a

sequéncia ¢ monotona.

OBSERVACAO 9.1. A nomenclatura do que é crescente, ndo-decrescente, etc, nao
é uniforme. Ver [4,(8,(16,2634].

EXEMPLO 9.15. (1,2,3,4,...) é crescente, e (1,2,3,3,3,3,...) ndo decrescentes.
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EXEMPLO 9.16. (1/n) é decrescente.
EXEMPLO 9.17. (—1,1,—1,1,—1,...) ndo é mono6tona.

Outro conceito importante ¢ o de sequéncias limitadas. Dizemos que (x;) é li-
mitada superiormente se existir nimero real C' tal que x; < C para todo i € N.
De forma anéloga, ela sera limitada inferiormente se existir ntimero real C' tal que
x; < C para todo i € N. Se (z;) for limitada superiormente e inferiormente, dize-
mos que ¢ limitada. Note que (x;) sera limitada se e somente se (|z;|) for limitada
superiormente.

Por exemplo, ((—1)1‘)1_6N7

feriormente mas nao superiormente, e portanto nao é limitada; finalmente (isin);en

(sini);en sao limitadas; a sequéncia (i);ey € limitasdo in-
nao ¢ limitada nem inferiormente nem superiormente.

Os seguintes resultados parecem naturais:

e Toda sequéncia convergente é limitada (é razoavel pensar que se a sequén-
cia converge, ela nao pode ter elementos arbitrariamente grandes em valor
absoluto)

e Nem toda sequéncia limitada é convergente. Por exemplo (—1,1,—1,1,...),

ou (sini).

Para sequéncias monoétonas, vale o seguinte resultado.

TEOREMA 9.1.10. Uma sequéncia mondtona € convergente se e somente se €

limitada.
EXEMPLO 9.18. (n) diverge pois nao é limitada.
EXEMPLO 9.19. (a™) diverge se a > 1 pois ¢ ilimitada.

EXEMPLO 9.20. (a") converge se 0 < a < 1 pois ¢ monoétona decrescente e

limitada. Além disso, lim,, . (a™) = 0.
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9.2. Séries

Sejam c1, ¢ ... numeros reais. Uma série

(9.2.1) ici

pode ser compreendida através da sequéncia s,, definida pela somas parciais

(9.2.2) . — ZH:C
=1

Dizemos que uma série Zfil ¢; converge se a sequéncia s, acima definida converge.
Em geral, a expressao ((9.2.1) nem sempre faz sentido, enquanto ((9.2.2)) estéd sempre
bem-definida.

A definicao de convergéncia para séries é analoga a de sequéncias.

DEFINIGAO 9.2.1. Dizemos que s € R ¢ limite de uma série > ;- ¢, se for o
limite da sequéncia s, das somas parciais ((9.2.2)).
De forma equivalente, s € R € limite de uma série > .~ ¢,, se para todo € > 0,

existe N € N tal que

n

s—g Cn

i=1

< € para todon > N.

Escrevemos neste caso que que s = Zloil Cn. Se uma série nao tem limite, dizemos

que ela diverge ou € divergente.

EXEMPLO 9.21. Seja S, = 1+1/2+1/3+1/4+ --- 4 1/n. Mostraremos que

(S,) nao é limitada, e portanto divergente. Note que
S T [ (DI I Y (S
S T 576 7 8 o141 ' on

IR IR IR SRR IR R o
= +§+;E+;ﬁ+m+ >, > +§+;Z+§§+”'+ > &

g=2n—141 i=2n—141
SRR PR
N 2 22 2 2

Logo (5,) nao é limitada, e portanto diverge.
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Outra forma de ver que a sequéncia acima diverge é por inducao. Quero mostrar
que Son > 1+ n/2. Note que Sy = 1+ 1/2. Assumindo que Son-1 > 1+ (n —1)/2
temos

1 1 (n—1) 1 n
S"L:S'n— - 1 AR _>1 _>1 iy
R T I TR U RS

como queriamos demonstrar. Mais uma vez a conclusao é que (S,) nao é limitada,

logo diverge.

EXEMPLO 9.22. A sequéncia

converge. Primeiro note que

(9.2.3) zn:z =

Temos entao que

n4+n 1 1+1 1+ 1
(L‘n:—:— —_ = — _ .
2n2 2 n 2 2n

Logo (x,) é soma de duas sequéncias convergentes, (1/2) e (1/2)(1/n) e
1 1 1
lim z, = lim = 4+ lim — = —.
n—00 n—oo n—o0 2N 2

Devido as suas peculiaridades, as séries possuem algumas propriedades proprias.
Um resultado importante em se tratando de séries versa sobre o comportamento

assintotico dos termos que a compoem. Temos o seguinte resultado.
LEMA 9.2.2. Seja a série dada por 221 ¢; convergente. Entao lim; ,., ¢; = 0.

OBSERVACAO 9.2. Do resultado acima, concluimos que se ¢; nao tem limite, ou

se seu limite nao é zero, a série nao converge.

EXEMPLO 9.23. Considere as séries de termos alternados Y .- (—1)". Como

a sequéncia (—1)" ndo converge, a série nao é convergente. O mesmo vale para

> o> sin(nm).
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Uma classe de séries especial ¢ dada pelas séries geométricas. Para r € R, esta

série é dada por
o0

S

i=0
Note que as somas parciais S, = Y ., r’ divergem se |r| > 1, e convergem se |r| < 1.
De fato, se |r| > 1, entdo r’ nao converge a zero, e portanto a série nao converge.
Para |r| < 1, temos
1— ,r,n+1
S g
e portanto a série converge para lim,_,, S, = 1/(1 —r).

Detalharemos abaixo a questao de convergéncia absoluta e condicional, e testes
de convergéncia proprios para séries. Dizemos que a série 221 ¢; converge absoluta-
mente se asérie Y~ |¢;| converge. E dizemos que Y.~ ¢; converge condicionalmente
se > -, ¢; converge, mas nao converge absolutamente, i.e., > -, |¢;| diverge. O re-
sultado abaixo nos garante que a convergéncia absoluta é suficiente para uma série

convergir.
TEOREMA 9.2.3. Toda série que converge absolutamente € convergente.

OBSERVACAO 9.3. Uma pergunta natural é o que aconteceria se trocassemos a
ordem em que se soma a série. Se a série for absolutamente convergente, entao
a ordem da soma pode ser trocada e a série ainda converge para o mesmo valor.
Entretanto, se a série for condicionalmente convergente, o seguinte surpreendente
resultado vale: ¢é possivel trocar a ordem da soma tal que a série convirja para

qualquer nimero real.

OBSERVAGAO 9.4. Note que se Y >~ | a,, converge absolutamente, entao > -, a2

n=1"n

converge absolutamente. Mas a reciproca nao é verdadeira.

Prosseguimos agora descrevendo alguns testes que podem ser usados para definir

convergéncias de séries.

LEMA 9.2.4 (Teste da razao). Suponha que lim;_,, |¢;41/¢;| = L. Entaose L < 1,

a série Y~ ¢; converge absolutamente, e se L > 1, a série diverge.
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LEMA 9.2.5 (Teste da raiz). Suponha que lim; o v/|c;| = L. Entdo se L < 1, a

série Y .-, ¢; converge absolutamente, e se L > 1, a série diverge.

OBSERVACAO 9.5. Tanto o teste da razao como a da raiz sao inconclusivo caso

L =1, como os exemplos Y o= 1/i e > 72 1/i? ilustram.

LEMA 9.2.6 (Teste da integral). Seja f : [1, +00) — R nao negativa e monotona

decrescente. Entdao Y7 f(i) converge se e somente se [~ f(z) dz < +o0.

LEMA 9.2.7 (Série de termos positivos). Seja y - | a,, onde (a,) é sequéncia de
nimeros positivos. Entao a série converge se e somente se a sequéncia das somas

parciais é limitada.

Uma aplicacao importante do Lema ¢é na determinagao da convergéncia da

série harmonica alternada, como mostramos a seguir.

EXEMPLO 9.24 (|4]). Considere a série harmoénica alternada y o, (—1)""/i. En-

tao a série converge pelo seguinte argumento. Considere a série “par” das somas

parciais
Son=(1-1/2)+(1/3—-1/4)+---+(1/(2n —1) — 1/(2n)),
e “impar”
Somar =1 (1/2-1/3) — (1/4 —1/5) — -+ — (1/(2n) — 1/(2n + 1)).

Como cada termo entre parénteses nas séries acima sao positivos, temos que a série

par ¢ monotona crescente e a fimpar monoétona decrescente. Note a seguir que
(924) 0< Sy, < Sy, + 1/(27’L + 1) = 52n+1 <1,

e portanto ambas sao limitadas e convergem. Por (9.2.4)), concluimos que convergem

para o mesmo valor, e que toda a série converge.

O Exemplo[0.24] é caso particular do seguinte resultado, cuja demonstragao segue

os mesmos passos dos do exemplo.



122 9. REVISAO DE SEQUENCIAS E SERIES

LEMA 9.2.8 (|8]). Seja a,, sequéncia reais nao negativos e nao crescente, i.e.,

ap > as > az > -+ >0,

o0
1=

Suponha ainda que lima; = 0. Entao, a série alternada > ;- (—1)%a; converge.

LEMA 9.2.9 (Teste da comparacdo). Sejam » .~ a, € Y .o, b, duas séries de
termos nao negativos tais que a,, < cb, para todo n € N. Entao
e Se Y > b, converge entdao » -~ a, converge

e Se > a, diverge entdo Y b, diverge

LEMA 9.2.10 (Teste da comparagao “no limite”). Suponha que Y >°  a, e Y 2, by,
sejam séries de termos positivos tais que
a
lim =~ =¢>0.

n—0o0 n

~ o0 o0 .
Entao )~ a, converge se e somente se y .~ b, convergir.
Muitas vezes é possivel calcular o valor exato da série, como nos exemplos abaixo

EXEMPLO 9.25. Considere a série

[e.9]

1
Z n(n+1)

Note que 1/[n(n +1)] = 1/n —1/(n + 1), e portanto a n-ésima soma parcial s,, é

dada por
sp=01-1/2)+(1/2-1/3)+---+(1/n—1/(n+1))=1-1/(n+1).

Logo a série converge para lim,, ., s, = 1.
Da mesma forma, podemos calcular o valor de séries envolvendo termos como

1 1 1

n+1)(n+2) (+1) (n+2)
A seguinte lista de recomendacoes sobre qual teste usar em qual situagao pode
ser ttil [28]:

e Se a série for da forma > 1/nP, ela é uma série p, convergente se p > 1 e

divergente se p < 1
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Se a série tiver a forma ) ar”, ¢ uma série geométrica que converge se |r| < 1

e diverge de |r| > 1.

e Se a série tiver uma forma similar a uma série p ou a uma série geométrica,
entao um dos testes de comparacao deve ser considerado. Em particular, se
a, for uma funcao racional ou uma fungao algébrica de n, a série deve ser
comparada com uma série p.

e Se lim,,_,ooa, # 0, 0 Teste para Divergéncia deve ser usado.

e Se a série for da forma (—1)"a,, entdao o Teste da Série Alternada é reco-
mendado.

e Séries que envolvem fatoriais ou outros produtos (incluindo uma constante
elevada & n-ésima poténcia) sdo com frequéncia testadas convenientemente
usando-se o Teste da Razao. Tenha em mente que |a,1/a,| — 1 para todas
as séries p e, portanto, todas as fungoes racionais ou algébricas de n. Entao,
o Teste da Razao nao deve ser usado.

e Se a, for da forma (b,)", o Teste da Raiz pode ser tutil.

e Sea, = f(n) e [T f(z)dx ¢ facil de ser calculada, entao o Teste da Integral

é recomendado.

9.3. Exercicios

ExEercicio 9.1. Calcule
(1) lim,, oo Inn/n

(2) limy, 0o n!/n"
EXERcICIO 9.2. Mostre que ((1 + 1/n)”)n€N converge.

EXERCICIO 9.3. Determine para quais valores de a a sequéncia (na"),cy con-

verge. Faga o mesmo para (a"/n!),en. Calcule os limite.

EXERCICIO 9.4. Seja a1 = 1 e apy1 = (1 + a,)/3. Mostre que a sequéncia ¢é

crescente e limitada (e portanto converge). Calcule seu limite.

EXERCICIO 9.5. Determine se as séries Y- (sinn)/n* e >_°7 (—1)"/Inn con-

vergem. O motivo é o mesmo?
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EXERCICIO 9.6. Determine se a série Y- n™/n! converge.
EXERCICIO 9.7. Demonstrar o Teorema [9.1.5]

EXERCICIO 9.8. Mostre que se x,, é sequéncia de nimeros positivos, entao z,, — 0

se e somente se 1/x, — 0.

EXERCICIO 9.9. Seja (z,,) tal que z,, # 0 para todon € N e

x
L= lim 2ot
n—oo | x|
existe e L > 1. Mostre que para todo C' € R existe N* € N tal que
n>N" = |z,| > C.

EXERCICIO 9.10. Mostre o resultado da Observagao [9.4]



CAPITULO 10
Equacoes Diferenciais Ordinarias

E]Neste capitulo discutiremos aspectos relacionados a solugoes de equagoes dife-

renciais ordinarias (EDOs).

10.1. Equacoes lineares de primeira ordem

10.1.1. Equagoes separaveis. Uma EDO ¢ dita separdvel quando é da forma

dy _ p(z)

dr  q(y)

Manipulando formalmente a equagao acima, vemos que ¢(y)dy = p(z)dz. Integrando

em ambos os lados temos que

/y:m a(y)dy = / :p@:)dx

10.1.2. Fatores integrantes. Considere a equacao diferencial ordinaria de pri-

onde yo = y(wo).

meira ordem

(10.1.1) y' +p(@)y = g(z),
(10.1.2) y(xo) = Yo, -

Se f e g forem continuas, entao existe um tnica solu¢ao para o problema acima num
intervalo aberto contendo z,. Esta solugao é dada como y = y;, + y,, soma de uma
solucao homogenea y; com uma solucao particular Y,. Uma solucao homogénea ¢é

dada por qualquer funcao que satisfaga y;, +p(z)y, = 0. Por outro lado, uma solucao

particular tem que satisfazer ((10.1.1)).

10ltima Atualizagao: 18/08/2022
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Para encontrar uma solugao particular, usamos fatores de integra¢ao. Seja p(x)

tal que

(10.1.3) 1 (x) = p() ().
Suponha por um momento que saibamos resolver a equacao acima. Neste caso,

multiplicando ((10.1.1)) por i, obtemos
Y+ p(@)yp = g(x)p.
Porém, (yu) = y'u+ yu', e portanto

(yp) = —p()yp + g(@)p +yu' = [—p(x)y + g(x) + yp(x)]u = g(x)p.

Then . .
Vo) = / gn(s)ds +

Falta ainda resolver ([10.1.3)). Suponha por um momento que pu seja estritamente

positiva. Entao, de

temos
o) = exo ([ pisyas).
EXEMPLO 10.1 (]6]). Considere o problema de achar y(t) tal que
(10.1.4) ty' + 2y = 4% y(1) = 2.

Reescrevendo a equagao acima na sua forma usual, vemos que y' + 2y/t = 4t. Seja

w(t) tal que

pu(x) = exp (/%ds) =exp (2Int) = t*.
Multiplicando a equacgao por p, obtemos
Yt 4 2yt = 4t3,
e entdo (yt?)’ = 4t3. Integrando, vemos que

yt2:/4s3ds=t4+c.
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Da condigao inicial y(1) = 1, concluimos que c =1 e
1

10.2. Equagoes de segunda ordem com coeficientes constantes

Considere agora uma equacao da forma
(10.2.1) ay” + by’ + cy(t) = g(t).

Novamente note que se yj, resolve a equacao homogénea ay; + by;, + cyn(t) =0, e se

yp € uma solugao particular, i.e., resolve ((10.2.1), entao y, + y, também é solucao

de (10.2.1)).

Consideraremos primeiro o problema homogéneo
(10.2.2) ay” + by + cy(t) = g(t).

supondo g = 0 e buscando solugoes linearmente independentes yt e yb (i.e., se exis-
tirem constantes c; e ¢y tais que ¢y (t) + coyl(t) para todo t, entdao ¢; = ¢y = 0).
Por substitui¢ao, veja que se y! e y4 sao solugoes de (10.2.2), entdo ¢y} (t) + cayh (t)
também o sao.

Substituindo y(t) = €™ na equagdo, onde r ¢ constante, obtemos
(ar® +br +c)e™ =0
para todo x. Como €"* nao se anula, temos que r é raiz de
(10.2.3) ar® +br +c =0,

sao a chamada equacdo caracteristica de equacao diferencial (|10.2.2)). Note que
se (10.2.3)) tiver raizes ry, ro diferentes (independente de serem reais ou nao), te-

mos que e e e™! serao solucoes linearmente independentes da equacao homogeé-

nea (10.2.2)). A solugao geral para ((10.2.2) é dada por y(t) = cie™" + cpe™!, e para

determinar as constantes sao necessarias duas condig¢oes, normalmente dadas por

y(0) =wo,  ¥'(0) =1y,
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Substituindo, temos

y(0) = ¢1 + c2 = yo, y(0) = ey + corg = Y.

As duas condic¢oes acima determinam de forma tnica ¢; e ¢g, quaisquer que sejam oS
valores de yo e ;.

No caso em que as raizes da equagao caracteristica sejam complexas con-
jugadas, i.e., 11 = A +ipery = A —ip, com pu # 0 onde 2 = —1, temos pela formula

de Euler que
et = eM(cos(ut) + isin(ut)), "' = eM(cos(ut) — isin(ut)).

Somando e subtraindo as soluc¢oes acima obtemos novas soluc¢oes linearmente inde-

pendentes, i.e.,
et 4 et = 2eM cos(ut), et — et = 2jeM sin(ut).
Como 2 e 2i sao constantes, podemos buscar a solucao geral como combinacao linear
das fungoes reais
u(t) = eM cos(ut), v(t) = eMsin(ut).

Estas serao também linearmente independentes, desde que p # 0.

Entao, dados yo e v, buscamos y(t) = cyu(t) + cov(t) onde
y(0) = cqu(0) + cov(0) = e1p0 = yo, y'(0) = 11/ (0) + 20’ (0) = .

Note que ¢; = yo/pu. Para determinar ¢y, é preciso determinar o valor de u/(0) e
v’(0).

O dltimo caso de interesse é quando r = r; = ry, neste caso tentamos solugoes
da forma e e te’, ie., y(t) = c1e™ + cote™, onde ¢; e ¢y sdao determinadas pelas

condigoes iniciais.
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10.3. Sistemas homogéneos lineares de duas equagoes com coeficientes

constantes
Considere o sistema de equagoes
x] = ary + bx,,
Ty = cx1 + dzs,

com condigoes iniciais z1(0) = z9 e x9(0) = 2. O sistema pode ser escrito na forma

matricial
(10.3.1) x' = Ax, x(0) = xo,
onde
A (@ b | x(t) = x1(t) | o — Y
¢ d xo(t) 9

Héa duas formas possiveis de se resolver o sistema acima. A primeira é por subs-
tituigdo. Se b = ¢ = 0, entao na verdade temos duas equagoes desacopladas, simples

de serem resolvidas. Se b # 0 (o caso ¢ # 0 é analogo), entao

1, a
To — EZEI — gl‘l,
e entao |
a
o= g — 2o
2 b 1 b 1
Portanto
lx'{ — Emll = cr1 + duy
b b
e obtemos o sistema de segunda ordem para x:
1, a, 1, a
—x] ——xy —cry —d(-x; — —x1) = 0.
b 1 b 1 1 (b 1 b 1)

2

A segunda maneira de se estudar sistemas é usando algebra linear. Considere
x = e®*v. Entao
Ax = X/(t) &= A(e®v) = ae*v.
Dividindo ambos os lados por e* obtemos que x(t) = e*v é uma solugao para (10.3.1])

se e somente se Av = av, i.e., v é autovetor de A com autovalor a. Considere as

seguintes situagoes:
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(1) Autovalores reais e diferentes. Sejam a; # ap autovalores reais, e sejam vy e
vy autovetores correspondentes. Entao estes sao linearmente independentes,
e podemos buscar solucoes da forma cie®tvy + coe®?'vy. As constantes ¢,

¢y sao calculadas tomando-se ¢ = 0 e obtendo-se
(1032) C1V] + CaVy = Xj.

(2) Autovalores complexos. Sejam oy # g autovalores complexos de A. Como
A é real, temos que os autovalores sao conjugados, i.e., podem ser escritos
como A + iu. Além disto, os autovetores também sao conjugados. De fato,
se (A—al)v =0, entao (A —al)v=0.

Suponha p # 0, considere o autovalor A+iu e o autovetor correspondente

v, + iv;, onde v, e v; sao vetores reais. Entao
M (v 4 ivy) = eM(cos pt 4 isin pt) (v, 4 1v;) = eM(vy 4+ ivy),

onde vy = cos utv, — sin utv; e vy = sin utv, + cos utv;. Pode-se mostrar

A A

que Vi e vy sao linearmente independentes e podemos tomar e*v; e eMvy

como solucoes independentes e buscar uma solucao geral da forma c;e*'v; +

coe®?vy resolvendo ((10.3.2)).

(3) Autovalores repetidos. Se A é autovalor duplo com dois autovalores linear-
mente independentes v; e vy, entdo a solugao geral é dada por e*(c;vy +
cavy) e ([10.3.2). Caso o autoespago associado a A seja unidimensional (com
autovetor v), entao a solugao geral é dada por

c1e™'v + cpe® (tv + u),
onde (A — A)u=v.
OBSERVAGCAO 10.1. Ver questoes ANPEC 06 (2021), 10 (2020), 09 (2018), 10
(2017)



CAP{TULO 11

Equacoes de Diferencas

EI Neste capitulo discutiremos aspectos relacionados a solucoes de equagoes de

diferencas (EDs).

11.1. Introducao e caso geral

Equacoes de diferencas, também chamadas de relacao de recorréncia ou equagoes

a tempo discreto, sao equacao do tipo

Tntp = F(Ny Ty Tty - oy Tpgp—1)-

envolvendo a fungao z : NU {0} — R (denotamos x; = x(t), para t € N U {0}).
A equacao acima é dita de ordem p. Estudaremos as equacoes de primeira ordem
(p=1):

Tonr1 = f(n,x,),

e equagoes de segunda ordem (p = 2):

Tp42 = f(n, o xn—i—l)-

Estas equagoes sao complementadas por uma condigao inicial no caso da de primeira
ordem e por duas condigoes iniciais no caso da de segunda ordem.
A equacao de recorréncia de ordem n linear homogénea discreta com coeficientes

constantes consiste em achar y : NU {0} — R tal que

(11.1.1) Yt = C1Ye—1 + CYr—2 + -+ + CalYi—d;

onde ¢4 # 0, t € NU {0}. Para determinar de forma tnica solugbes para equagoes

deste tipo, as condigoes iniciais ¥, . . ., y4—1 tém que ser dadas. Note que o conjunto
de solugoes de [11.1.1] forma um espago vetorial.
10ltima Atualizacao: 30/08,/2021
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Buscando solucoes do tipo y; = 7!, substituimos em [11.1.1, obtendo
Tt — clrt_l +02Tt—2+_ . '+Cd_1rt_d+l—|—cd’l”t_d — Tt_d(Cle_l—i-CQ?”d_z—i-- X ‘+Cd—17"+cd)-

Concluimos entao que y; = r' é solugao se e somente se r ¢ raiz do polinémio de

ordem d:
(11.1.2) rd —er®t —egrd 2 o — ey — g = 0,
chamado de polindmio caracteristico. Se todas as d raizes rq, ..., r, forem distintas,

entao a solugao geral é dada por
Yy = alri + -+ adrg.

onde as constantes aq,...,aq sao determinadas pelas condig¢oes iniciais. Suponha
agora que haja uma raiz repetida, por exemplo, suponha que r; tenha multiplicidade

3. Entdo a expressao arti + btrl + ct*r} também sera solugao.

11.2. Equacgoes de diferencas de primeira ordem, lineares homogéneas

No caso de equagoes lineares homogéneas

Tpt1 = k'xn?
notamos que
r1 = kxg, Ty = kxy = K x, x5 = kxy = k3o, . . ., Ty = kTp_1 = k" x0.
A solucao é dada portanto por

x, = k"xg.
Para checar que isto é verdade, basta substituir na relagao de recorréncia:

Tpi1 = kK" g = kk"xg = k.

Como a relacao é satisfeita com z,, = K"z, esta é a solucao.
n 05
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11.3. Relagoes recursivas de segunda ordem, lineares homogéneas
Considere uma relagao da forma
Y = Ayr1 + Byia.

Note que se (z;) e (y;) forem solugdes, entao ax; + By, também é solugdo, para

quaisquer constantes o e 3. De fato,
(11.3.1)  a(awiro + Byry2) + blawipy + Byi1) + clax, + By,)
= a(ays + brepr + cxe) + Blayirs + byerr + cyr) =0,

pois tanto (x;) como (y;) sdo solugoes. A fim de buscarmos solugoes, e baseados no
que vimos no caso unidimensional, tentamos solucoes do tipo k!, onde k é constante

desconhecida. Substituindo na equagao, obtemos
0 = aypg + breyy + ey = ak'™ + bk + k' = k' (ak® + bk + ¢).

Supondo k£ # 0 (o caso k = 0 implicaria na solugao constante z; = 0, que sera caso

particular do que vamos obter), obtemos
ak® + bk +c = 0.

Esta é a chamada equacao auxiliar ou caracteristica e determina os possiveis valores
de k. A forma exata da solugao dependeréd de como sao as raizes da equagao auxiliar:

distintas, repetidas ou complexas.

11.3.1. Raizes reais e distintas. No caso de raizes r; # ro distintas, entao
a solugao geral é da forma y; = 17} + corl, onde ¢ e ¢y sdo constantes a serem

determinadas pelas condigoes iniciais.
EXEMPLO 11.1. Considere a sequéncia de Fibonacci
Tn+2 = Tp+1 + z,

com condigoes iniciais z; = zo = 1.
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Para achar uma férmula explicita para x,, consideramos uma soluc¢ao da forma

k™, e subsituimos na equacao, obtendo
kn+2 — k,n+1 4 kn
Dividindo por k™, obtemos
K —k—1=0,

que tem (1 £ 1/5)/2 como raizes. Logo, a solucio geral é dada por

o) (255

Para determinar as constantes a e (3, usamos as condi¢oes iniciais z; = xo = 1:

0 0
n=0— 1:950204(1_2\/5) +B(1+2\/5> =a+p.

Similarmente,

n=1— 1:951204(1_2\/5) +5(1+2\/5) .

Resolvendo o sistema de equagoes acima, obtemos

ST )

Com isto, obtemos que a solucao da relagao de Fibonacci é dada por

DY DY

11.3.2. Raizes reais repetidas. Considere agora o caso em que a equagao

auxiliar

ak?> + bk +c=0

possui uma unica raiz k,, repetida. Note entao que a equagao é dada por

ak® + bk +c = a(k — k.)*.
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Uma solugao da relagao de recorréncia ainda serda dada por k. Como no caso de
raizes diferentes, precisamos achar uma outra solugao. A tentativa é da forma nk?".
Substituindo na equacao, obtemos
(11.3.2) axpio + bxpyi1 + cxn = al(n + 2)k72] + b[(n 4+ 1)k + cnk”
= ank™? + bnk" ™ 4+ cnk” + 2ak" T 4 bR
= nk (aki + bk, + c) + kot (Zak‘* + b) =0.

O primeiro termo entre parénteses se anula pois k, é raiz da equacgao auxiliar, e
o segundo termo se anula pois como k, ¢é raiz repetida, ela ¢ dada por —b/(2a).
Portanto, nk? resolve a equacao de recorréncia.

Logo, a solucao geral do problema é
aky + pnk},
onde «a e § sao constantes, a serem determinadas pelas condigoes iniciais.

ExeEmpPLO 11.2. Seja x, — 4x,_1 + 4x,_o = 0. Tentando solucao da forma k", e

substituindo no sistema, vemos que
K" — 4k 43k =0 = kK" Ak — 4k +4) =0,

e portanto
K> —4k+4=0

¢ a equacgao auxiliar. Como k?* — 4k + 4 = (k — 2)?, entao k = 2 ¢é raiz dupla. Logo,

a solugao geral serd dada por
Tp, = a2 + fn2".
Se rog =1 e x1 = 4, entao
l=20=0-2°40-5-2° = a=14=0=a-2"4+1.-5-2! = p=1.

A solugao é portanto

T, = 2" +n2".
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11.3.3. Raizes complexas. No caso de ak? + bk + ¢ possuir duas raizes com-

plexas, elas serdo conjugadas (pois a, b e ¢ sao reais). Baseado na formula de Euler,

podemos escrever essas raizes como k; = re? e ky = k; = re”* (aqui, a barra so-

bre um nimero complexo denota seu conjugado). Como, pela formula de Moivre,

k= rmei? ¢ kP = r"e~™9 g solucdo geral do problema de recorréncia é dada por

inf

nemQ + (227""67 ’

T, = CIT
onde ¢ = ay + i1 € co = an + i3 sao constantes complexas. Note que,
ind

z, = cre™ + cor™e”

= (ay +i61)r"(cosnb + isinnb) + (g + if2)r" (cosnd — i sinnh)
= r"[ay cosnh — Py sinnf + ay cos nd + Py sin nb)]
+ ir"[ay sinnf + 51 cosnh — ag sin nf + [, cos nb

= 1"[(a1 + a2) cosnb + (—f1 + fa) sinnb] +ir"[(aq — aq) sinnd + (81 + B2) cos nb).

Se as condigoes iniciais da equacao de diferenga forem reais, entao x,, sera real. Neste

sentido impomos que sua parte imaginéria se anule, i.e., impomos

Q1 = O, 51 = —fs.

Isto faz com que ¢; = a7 + i e o = ag + i = a1 — if; sejam conjugados.

Concluimos entao que
xn, = 1r"[(a1 + ag) cosnl — (51 — Ba) sinnb] = r"(2a; cosnf — 251 sinnf)
Chamando v = 2a; e n = —20, temos que
xn, = 1r"(7y cosnd + nsinnh),
onde constantes reais v e 7 podem determinadas pelas condi¢oes iniciais.
EXEMPLO 11.3. Para achar a solugao geral da equagao de diferenca

Tnt2 — 2xn—s—l + 22, =0,
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Comegamos buscando uma solugao do tipo x,, = k™, onde k ¢é raiz de
k* —2k+2=0.

Neste caso as raizes sao 1 £4. A fim de escrever k = 1 + 4 no forma re, calculamos
r=+/1+1=+/2 e depois vemos que

k= \/5(\/7§ +z§) = r(cos @ +isinf),

implica em 6 = 7/4. A solucao geral é dada entao por

nmw nmw
W= 2n/2 e . et
T (ycos 1 + 1 sin 4)

11.4. Equagoes nao homogéneas e solugoes particulares

Consideraremos agora relagoes de recorréncia do tipo
ATy yo + b1 + cxy = fi.

A diferenca para o caso anterior é que o lado direito nao é mais nulo. Note que se

h

» Tesolve

calcularmos a solugao geral " do problema homogéneo, i.e., ©
h h ho_
Ty o tax,  +bry =0,

e se conhecermos uma solucao particular qualquer P do problema nao homogéneo,

entdo z + xP também sera solugao. De fato,

(11.4.1) a(ap g+ 2hos) + b(wnyy +ahyy) + clz) +ab)

= (ap . + by + can) + (axh o + by +eah) =0+ fo = fo.

As contas acima valem também quando a = 0, portanto os mesmos resultados valem
para equacoes de primeira ordem.

Como j& sabemos como calcular solugoes homogéneas, "basta'"saber como calcular
solugoes particulares. Esta tarefa é dificil em geral, mas possivel em alguns casos

que estudamos a seguir.
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11.4.1. Quando o lado direito é um polinémio em n. No caso em que

ATp42 + bxn-}-l + cxy, = fn)

e f, ¢ um polindmio em n, a ideia geral é tentar achar uma solugao particular z?
que seja também polinémio em n, e da mesma ordem que f,. Se 2 for solucao da

equagao homogénea, entao deve-se multiplicar 2P por n.

EXEMPLO 11.4. Ache a solugao geral de

Tpy1 = kxn +a,
onde £ é dado.

Resolucao. A solugao da equagao homogeénea x,.1 = kx, é z, = ak™, onde «
¢ uma constante. Para achar uma solucao particular tentamos z? = c. Substituindo
na equagao, temos que

c=kc+a,
Temos entdo duas situagoes possiveis. Se k # 1 entao ¢ = a/(1 — k), e a solucao

geral é dada por

a
n = k" + ——.
x « +1—I<:

No caso de k = 1, entao a solugao do problema homogéneo x,,1 = x, é x, = a.
Neste caso, a solucao particular tem que ter "uma ordem a mais", i.e., tentamos

x, = Bn. Substituindo,
B(n+1)=pn+a,

i.e, 8 = a. Logo, quando k = 1, temos que z, = an ¢ uma solucao particular e
T, = o+ an
é a solucao geral. A constante o pode ser determinada pela condicao inicial.
EXEMPLO 11.5. Ache a solucao geral de
Ty — Tpo1 — 0x,_o = —30N.

Resolugao. Resolvendo o problema homogéneo x,, — x,,_1 — 6x,_2 = 0, obtemos

2" = a3™ + B(—2)" como solugao, onde a e 3 sdo constantes a serem determinadas.
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Para achar uma solugao particular tentamos algo como 22 = an+0b. Substituindo
na equagao, obtemos que
an +b—[a(n — 1) + b] — 6[a(n — 2) 4+ b] = —36n.
Rearranjando os termos:

—6an + 13a — 6b = —36n,

e portanto @ = 6 e b = 13. Uma solugao particular é portanto z? = 6n + 13 e a
solugao geral é dada por
a3" 4+ B(—2)" + 6n + 13.

EXEMPLO 11.6 (Amortizagao de dividas). Suponha que vocé tenha um divida de
total p, e que va amortizando seu total com pagamentos g,. Suponha que os juros

r sejam constantes. Entao a dinamica da divida é dada por

Pnt+1 = DPn + TPn — Gns

isto é, no periodo n + 1, o valor da divida cresce em 7p, devido aos juros e diminui
gn devido ao pagamento efetuado. Suponha conhecida a divida inicial py. Suponha,
para simplificar as contas, que os pagamentos sejam constantes, g, = 1. Temos
entao que

Pot1 =1 +7)p, —T.

Assim como anteriormente, buscamos uma solucao geral para o caso homogéneo

priy = (L+7)ph,
dada por p = a(1+r)". Como solucao particular, supomos que p?. = ¢ e substituimos
na equagao para obter

c=1+nr)ec-T,

i.e., ¢ =T/r. A solugdo geral é entao dada por

T
Pust =Py P, = a(l+7)"+ —.

A fim de que p, satisfaca a condicao inicial em n = 0,

T

a=pPyg— —.
r
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Entao T T T
Pnt1 = (po — ?)(1 +7)" + P po(1+7)" + ?[1 —(1+7)".
Agora, se quisermos pagar toda a divida em n parcelas, i.e., p, = 0, entao

Li— @

ie.,
Por
T=——"—.
1—(14r)™

EXEMPLO 11.7 (Renda de uma nagao: Modelo multiplicador-acelerador). Este
modelo, também chamado de modelo de Hansen—Samuelson, diz que a atividade
econdmica Y, de uma pais é a soma do consumo C}, das familias, dos gastos gover-

namentais G5 e dos investimentos I, das firmas, i.e.,
Yie = Cy + I + Gk
O consumo das familias é proporcional & riqueza da nagao, com atraso:
Cy = aYy_,
e o investimento é proporcional ao aumento do consumo:
I, = B(Cr — Cya).

Outra hipotese é que os gastos do governo é constante ao longo do tempo, sem perda
de generalidade, G, = G. Entao

Yi=0aYi 1+ B(Cr — Cpo1) + G = a1 + Ba(Yi1 — YVio) + G

Portanto,
Vi =a(l+ 5)Yi — faYe_o+ G.

No artigo "Interactions between the Multiplier Analysis and the Principle of
Acceleration", de Paul A. Samuelson (The Review of Economics and Statistics Vol.
21, No. 2, pp. 75-78, 1939), Samuelson analisa varios comportamentos da economia,
dependendo dos valores de o e 3.

Considere por exemplo, a(l + ) = fa =1 e G = 100. Entao

Ye = Y1+ Yeo=G.


https://www.jstor.org/stable/1927758?origin=crossref&seq=3#metadata_info_tab_contents
https://www.jstor.org/stable/1927758?origin=crossref&seq=3#metadata_info_tab_contents
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A equagao auxiliar é dada por
K- K+1=0,
e tem raizes (1 +1iv/3)/2. Escrevendo (1 +iv/3)/2 na forma polar, re, temos
r=+(1+3)/4=1
e cosf +isinf = (1 +iv/3)/2. Entdo § = 7/3. A solucdo homogénea é dada entao
por
Y = ¢1 cos(kf) + ¢y sin(kd).
Como solugao particular, a tentativa ¢ Y = ¢3 constante:
Y=Y 1+ Yo =100 = c3 —c3 + ¢35 = 100,
e entdo Y;” = ¢3 = 100. A solugdo geral ¢ entdao dada por
Y, =Y + Y = ¢ cos(km/3) + cysin(kn/3) + 100.

Se dermos como condigoes iniciais Yy = 100 e Y; = 101, entao

100 = ¢; +100 = ¢; =0,

101 = ¢5(V/3)/2+ 100 = ¢, = 2(V/3)/3.
A solugao é portanto
Y, = 2(v/3)/3sin(km/3) 4 100.

Note que neste caso, a economia exibe um comportamento ciclico.

11.4.2. Quando o lado direito é da forma c\". Considere agora o caso onde
aTpy2 + 0Tni1 +crp = [

é dada com f, = c\", onde ¢ é uma constante. A forma de solugao particular
dependera se A é ou nao raiz da equacao auxiliar. A primeira tentativa seria buscar

uma solucao particular da seguinte forma:

(1) Se A nao for raiz da equagao auxiliar tente 22 = a\"

(2) Se A for raiz nao repetida da equagao auxiliar tente 22 = an\”
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(3) Se A for raiz repetida da equacao auxiliar tente 2P = an?\"
EXEMPLO 11.8. Ache a solucao geral de
Tpto + Ty — 62, = 12(—=2)".
Resolugao. Note que neste caso, a equacao auxiliar é
4+ k—6=0,

que tem raizes k = 2 e k = —3. Como —2 nao é raiz, podemos tentar =P = a(—2)".

A fim de determinar o valor dde «, substituimos z? na equacao, obtendo
a(—=2)""? + a(=2)"" — 6a(—2)" = 12(—2)™.

Dividindo por (—2)",
da — 20 — 6 = 12.
Logo, a = —3. A solugdo particular ¢ 22 = —3(—2)", e a solucdo geral para o
problema é
12" + co(=3)" — 3(=2)" — 3(—2)",
onde as constantes c;, ¢y sao determinadas pelas condi¢oes iniciais.
EXEMPLO 11.9. Ache a solugao geral de
Tpto + Tpi1 — 62, = 30(2)".

Resolucao. Note que a equacao auxiliar é igual & do caso anterior, e tem raizes
k=2ek=—3. Como A\ =2 éraiz, mas nao é raiz dupla, tentamos a2 = an2".

Subsituindo na equagao, obtemos
aln +2)2""2 + a(n 4+ 1)2" — 6an2" = 30 - 2".
Simplificando a expressao, obtemos
a(n+2)4+ a(n+ 1)2 — 6an = 30,
i.e., a = 3. A solugao geral é entao da forma

Ty = 12" + co(—3)" 4 3n2".
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OBSERVAGAO 11.1. Ver questoes ANPEC 12 (2021), 10 (2020), 02, 07 (2018), 09
(2017)
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CAP{TULO 12

Conjuntos e Funcoes

12.1. Questoes ANPEC Trabalhadas

ANPEC 2022, Questao 1. Consideremos a questao (ANPEC 2022, Questéao
1) envolvendo cardinalidade de conjuntos, fungoes injetivas e sobrejetivas, e conjunto

das partes. Lembrando que, dado um conjunto X:

e a cardinalidade de X ¢ o nimero de elementos de X (ver Definigao [1.3.1]):
card({1,3,6}) = 3.

e 0 conjunto das partes de X ¢ o conjunto contendo todos os subconjuntos de
X (ver Definigao [1.1.1). Para X = {1, 2,3}, entao

P(X) ={0,{1}, {2}, {3}, {1, 2}, {1, 3}, {2, 3}, X}.
Resultados importantes:
e card(P(X)) = 2card(X)
e Se card(A) < card(B) entdo nao existe f : A — B sobrejetiva
e Se card(A) > card(B) entao nao existe f : A — B injetiva
O primeiro item da questao afirma o seguinte:
(0) Dados dois subconjuntos finitos A, B C R, se B C A, entdo
card(B) < card(A).
A afirmativa é verdadeira pois um subconjunto contido em outro nao pode ter mais

elementos.

O segundo item também é simples:

10ltima Atualizagao: 22/04,/2022
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(D Dados dois subconjuntos finitos A, B C R, se card(B) < card(A),
entao B C A.

A afirmativa é falsa, pois o fato dum conjunto ter menos elementos que outro, nao o
faz ser subconjunto.

O terceiro item é mais interessante:

(@ Dados dois subconjuntos finitos A, B C R tais que B C A.
Tomando C = A\ B={a€R:a€ Aea ¢ B} esendo P(C) o

conjunto das partes de C, entao vale a igualdade

20ard(A)

card(P(C)) = Seard(B)

Note que card(C) = card(A) — card(B), pois B C A (e os conjuntos sao finitos). A

conta entao fica facil:

card(A
card(’P(C)) — 2card(C) — 2card(A)—card(B) . 2 (4)

- 9card(B)

A afirmativa é, portanto, verdadeira.

O quarto item envolve injetividade de fungoes:

(3 Dados dois subconjuntos finitos A ,B C R e uma funcdo f : A —
B, se card(A) > card(B), entdo f ndo ¢é injetora.
Tem que ser verdadeira, pois como A tem mais elementos que B, entao nao pode
existir fungao injetiva.
Finalmente, o quinto item toca no mesmo assunto:

(@ Dados dois subconjuntos finitos 4, B C R tais que card(A) <

card(B), é possivel encontrar uma fungao sobrejetora f: A — B.

A afirmativa é falsa, pois B tem mais elementos que A.
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ANPEC 2018, Questao 1. A questao de existéncia de fungoes sobrejetoras/injetoras
dependendo da cardinalidade de conjuntos aparece com “alguma” freqéncia. Veja o
quarto item desta questao:

3 Considere os conjuntos A = {{0},{1}} e B = {{5}, {8}, {9}}.

Neste caso, é possivel construir uma funcao f : A — B sobrejetiva.

A afirmativa é falsa, pois A tem dois elementos e B tem trés. Nao pode haver funcao

sobrejetiva de A para B.

ANPEC 2017, Questao 13. E muito comum questdes envolvendo sobrejetivi-

dade e injetividade. Por exemplo, no primeiro item desta questao:

©Se f: B—Ceg:A— B sao duas funcoes injetoras, entao
(fog) ! definida em D = {z € C : 3z € A tal quef(g(z)) = z} é

uma func¢ao sobrejetora.

A afirmativa é verdadeira. De fato, g e f s@o injetoras, e portanto levam elementos

distintos em elementos distintos. Se x; # x2 sdo elementos de A, entao

r1 #F 1y = g(11) # g(x2) = f(9(x1)) # f(g(x2)).

Logo, f o g é injetiva. Como fog: A — D também é sobrejetora (por definigao de
D), entao f o g é invertivel. Note que sua inversa (f o g)~! também é invertivel, e
portanto é sobrejetora.
Considerer o item seguinte:
MSe f: B—Cegqg:A— B sao duas funcoes tais que fog é
bijetora, entao g é sobrejetora e f é injetora;
A afirmativa ¢ falsa: tome A = C' = {0} e B = {1,2}. Seja g(0) =1 e f(1) = 0.
Entao g nao é sobrejetora, mas fog: A— C é bijecao.
Finalmente, considere o tltimo item:
@ Seja f : [0,16] — R definida por f(z) = 2z'/2. O valor maximo
do contradominio de f®)(z) &2, em que f©)(z) = (fofofofof)(x).



150 12. CONJUNTOS E FUNCOES

Para ver que a afirmativa é falsa, basta perceber que se > 2 entao f(z) > 2. Entao

f(f(x)) > 2, e assim sucessivamente.

ANPEC 2015, Questao 2. O item a seguir foi anulado:
(0 A funcao que a cada candidato da prova da ANPEC associa a

nota que obteve é uma fungao sobrejetora
De fato, resposta pode ser verdadeira ou falsa dependendo do contradominio, que
nao foi especificado.

Note a quase repeti¢ao da questao 13 de 2017, item 1:

(@ Dadas as funcoes f : A — Beg: B — C, se go f & bijetora,

entao f é injetora e g é sobrejetora.
Note que f tem que ser injetora, pois se a; # ay € A com f(a;) = f(az), entao
g(f(a1)) = g(f(az)), e g o f nado seria injetora. De forma andloga, g tem que ser
sobrejetora, caso contrario g o f nao poderia ser sobrejetora. Portanto a afirmativa

esta correta.

ANPEC 2013, Questao 1. Apesar de constar na ementa da ANPEC, quest’oes

sobre relacoes sao raras. Talvez a questao abaixo seja o tinico caso.

Considere o seguinte conjunto:
C = {(2,9) € B/|al + |yl < 2.
Podemos afirmar o seguinte:

(@) C define uma relacao simétrica, mas nao transitiva em R2.

Uma relacao entre dois conjuntos A e B é tao somente um subconjunto C C Ax B.
No caso de A = B, dizemos que C' estabelece uma relacao em A2. No caso da questao
acima, A =R e C C R%

Dizemos que uma relacao C' é simétrica se
(x,y) e C = (y,x) € C.

No caso, se (z,y) € C entao |z| + |y| < 2. Logo, |y| + || < 2 e portanto (y,x) € C.

Entao C é simétrica.
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Uma relacao é transitiva se
(x,y) eCe(y,z) eC = (v,2)€C.

Note que isto nao ocorre neste caso, pois (2,0) € C e (0,2 € C, mas (2,2 ¢ C.

Portanto, C' nao é simétrica, e a afirmacao do item é verdade.

ANPEC 2008, Questao 3. Normalmente, questoes envolvendo conjuntos sao
simples do ponto de vista teérico. A questao abaixo foge um pouco desta regra. A

questao comeca lembrando algumas definigoes:

Seja f : X — Y uma funcao qualquer. Para cada subconjunto
H CY,seja f7'(H)={z € X : f(x) € H} a imagem inversa de
H por f.

A questao agora supoem que
A, B CY sao subconjuntos quaisquer de Y.

A seguir é necessario decidir quais afirmativas sao verdadeiras ou falsas. A primeira

delas segue abaixo:

© fH(AUB) = f (AU D).

A afirmativa é verdadeira. Para mostrar isto, temos que mostrar que
JTHAUB)C F (A UFT(B), e fHAUFNB)C fTHAUB).

Vamos mostrar a primeira inclusao. Seja z € f~!(A U B). Entao f(z) € AU B,
ie., f(z) € Aou f(x) € B. Se f(z) € A, entao € f~1(A). Da mesma forma,
se f(z) € B, entao x € f~}(B). Portanto, z € f1(A) ouxz € f1(B), ie., z €
FH(A)U S (B). Logo S MAUB) C fH(A)U [ (B).

Agora mostremos a segunda inclusao. Seja z € f~1(A) U f~}(B). Entao z €
Y A)oux e f7Y(B). Sex € f71(A) entao f(z) € A C AUB. Logox € f~}(AUB).
Se z € f~Y(B) entao f(x) € BC AUB. Logox € f~}{(AUB).

Das duas inclusoes acima, concluimos que os conjuntos sao iguais, i.e.,

fAUB) = (AU YD)
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O segundo item é semelhante, e pede para determinar se
@ fHANB) = (AN fY(B)
é verdadeiro ou falso em geral. A afirmativa é verdadeira, e para verificar, temos que
proceder de forma anéloga ao item anterior, verificando duas inclusoes.

Mostremos primeiro que f~'(ANB) C f~Y(A)N f~Y(B). Sejaz € f1(AN B).
Logo f(z) € AN B, e entao f(z) € Ae f(xr) € B. Assim temos x € f71(A) e
z € f~Y(B). Portanto z € f~1(A) N f~1(B).

Agora para mostrar que f~1(A)N f~(B) C f~'(AN B), considere x € f~1(A)N
f~YB). Entao z € f'(A) ex € f1(B), ie., f(z) € AN B. Segue dai que
r e fY(ANB).

Das duas inclusoes, f~' (AN B) = f~1(A)n f~1(B).

Considere agora o terceiro item:
@ se AC B, entao f~1(B) C f71(A).
Este item é falso, e basta um contra-exemplo simples. Tome A = & e B = f(X)
toda imagem de f. Entdo A C B, e, por defini¢do de f~!, temos f~}(A) = @ e
f~YB) # @. Portanto f~1(B) € f~1(A).

@ f7LH(A°) # [f7YH(A)]¢, em que o superescrito ¢ denota o comple-

mentar do conjunto subjacente.

A afirmativa é falsa, i.e., os conjuntos sao iguais:
A% = [ A

Mostremos que f~1(A¢) C [f~'(A)]¢. Sejax € f~'(A°). Entao f(z) € A, ie., f(x) ¢
A. Da definigao de f~! temos = ¢ f~1(A), e, consequentemente, = € [f~1(A)]°.
Para ver que [f~1(A)]c C f71(A°), sejax € [f1(A)]°. Logo = ¢ f~'(A), e entdo
f(x) ¢ A. Logo f(z) € A¢, de modo que x € f~1(A°).
Portanto f~1(A¢) = [f~1(A)]

@ fl(e)=2
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Segue da definigao
(@) ={recX: flx)c o}

que f71(@) = @. Logo, a afirmativa ¢ verdadeira.

12.2. Questoes ANPEC Resolvidas

Exercicio 1 (ANPEC 2022, Questao 1)

Seja R o conjunto dos niimeros reais. Dado um subconjunto finito A C R,

denote por card(A) a sua cardinalidade (ou seja, o ntimero de elementos em

A). Classifique as seguintes afirmagoes como verdadeiras ou falsas:

@ Dados dois subconjuntos finitos A, B C R, se B C A, entdo card(B) <
card(A).

(1) Dados dois subconjuntos finitos A, B C R, se card(B) < card(A), entdo
B C A.

@ Dados dois subconjuntos finitos A, B C R tais que B C A. Tomando
C=A\B={a€eR:a€ Aea¢g B} esendo P(C) o conjunto das
partes de C, entao vale a igualdade card(P(C)) = %

@ Dados dois subconjuntos finitos A, B C R e uma func¢ao f : A — B, se
card(A) > card(B), entdao f nao é injetora.

(4) Dados dois subconjuntos finitos A, B C R tais que card(A) < card(B),

é possivel encontrar uma fungao sobrejetora f : A — B.

Solucgao

@ Verdadeiro.
De fato, um subconjunto préprio de um conjunto finito tem sempre a

cardinalidade menor.

@ Falso.

Basta tomar um contraexemplo como A = {1,2} e B = {3}.
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@ Verdadeiro.
Note que card(C) = card(A) — card(B). Entao

2card(A)

_ gcard(C) _ ocard(A)—card(B)
card(P(C)) =2 =2 = Seard(B)

@ Verdadeiro.
Correto, pois A tem mais elementos que B, e portanto ao menos dois
elementos de A sao levados no mesmo elemento de B.
@ Falso.
Da mesma forma que no subitem anterior, como B tem mais elementos
que A, ao menos um elemento de B “ficara sobrando”.
Exercicio 2 (ANPEC 2021, Questao 1)
Sejam A e B dois conjuntos nao vazios, e considere duas funcgoes: f: A — B
e g: B — A. Defina os conjuntos C' = {f(a):a € A} e D={be B:g(b) €
A}, Julgue as seguintes afirmativas:
(0) A fungdo h : A — C que satisfaz h(a) = f(a) para todo a € A é uma
sobrejecao.
@ D = B somente se g é injetora.
@ Se f e g sao bijecoes, entdao a fun¢ao j : A — B definida por j(a) =
f(g(f(a))) também é uma bijegao.
(3) Se g(f(a)) = a para todo a € A, entdo f ¢ injetora.
(4) Se a fungdo k : C' x A — B x A definida por k(b,a) = (f(g(b)), 9(f(a)))
satisfizer k(b,a) = (b, a), entao as fungoes f e g sdo ambas bijecoes.
Solucgao
@ Verdadeiro.

Seja b = f(a) € C. Entao, da definigdo do conjunto C', existe um a € A
tal que h(a) = f(a) =b.

@ Falso.

Mostremos que D = B. Primeiro mostramos que D C B. Seja b € D,
entao pela definigao de D, temos b € B. Agora mostramos que B C D.
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Seja b € B, entao g(b) € A, logo da definigdo de D obtemos b € D.
Assim, B = D. Portanto, para qualquer fung¢ao g, temos D = B.

@ Verdadeiro.
Dado que f: A — Beg: B — Asao bijecao, entao go f : A — A é bi-
jecao. Assim, as fungoes f e go f sao bijecao, entao j = fogof: A— B

é bijecao.

@ Verdadeiro.

Sejam a; e az € A tal que f(a1) = f(az). Logo g(f(a1)) = g(f(az2)), da
hipotese temos a; = ay. Portanto f é injetora.

@ Falso.

Considere o seguinte contraexemplo. Sejam os conjuntos A = {1}, B =
{1,2} e C = {1}. A fungdo f : A — B é definida por f(1) = 1. A
funcdo g : B — A é definida por g(1) = ¢(2) = 1. Finalmente, a funcao
k:CxA— BxAcé definida por k(1,1) = (f(g(1)),g(f(1)) = (1,1).
Note que as fungoes f e g nao sao bijecao.
Exercicio 3 (ANPEC 2020, Questao 1)

Seja N* = {1,2,---} o conjunto dos ntmeros inteiros positivos e denote

por A, = {1,--- ,n} o conjunto dos n primeiros niumeros inteiros positivos.

Julgue as seguintes afirmativas:

@ Se n > m, entao A, C A,,.

@ O produto cartesiano A, x Aj é igual ao conjunto

{(1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(2,2),(2,3)}-

@ Seja B, = AY NN*, é verdade que para todo n € N*, B, N Ay, tem n
elementos.

@ Existe um ntmero inteiro positivo m € N* tal que m € B, para todo
n € N*.

(4) (A UBy)°NN*={2,3} e (BiNA3)°NN* = {n € N*: n > 4}.
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Solucao
@ Falso.
Considere n =2 e m = 1, ent@o temos A; = {1} e Ay = {1,2}. Assim,
temos A, C Aj.

@ Verdadeiro.

O produto cartesiano de A; e A3 é
Ay x Ag ={(1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(2,2),(2,3)}.

@ Verdadeiro.
Consideremos que o conjunto universo ¢ U = {0,1,2,3,...}.
Notei que N* = {1,2,3,...} e A ={0,n+1,n+2,n+3,..}.
Entao, obtemos B = {n + 1,n + 2,n + 3,...}. Também, temos que
Asp ={1,2,3,...,n,n+1,...,2n}. Portanto, o conjunto B, N Ay, tem

N elementos.

@ Falso.

Suponhamos que o enunciado é verdadeiro. Assim, como é para todo
n € N*| consideremos n = m. Entdo, m € B,, = {m+1,m+2,...}

(contradigao).

@ Falso.
Os conjuntos A; = {1}, B3 = {4,5,...}, B1 = {2,3,...} e A3 ={1,2,3}.
Logo (A; U Bs)¢ =1{0,2,3}, entao

(A1 U B3)°NN* = {2,3} (Verdadeiro).

Também temos By N Az = {2,3}, entdo (B;NA3)°NN* = {1,4,5,...},
que é diferente de {n € N*:n > 4}.

Portanto, Verdadeiro e Falso, entao Falso.
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Exercicio 4 (ANPEC 2019, Questao 1)
Considere os conjuntos A = {1,2}, B = {10,11,12} e C = {2,12,30,40}
dos nimeros naturais. P = A x B é produto cartesiano entre os conjuntos
Ae B, A° é o complementar de A e D = A — C ¢é a diferenca entre dois
conjuntos. Julgue como verdadeiras ou falsas as seguintes afirmativas:
(0) AN C = {12,30,40}.
@ Existe una funcao bijetiva cujo dominio seja A X B e o contradominio

seja C'.

(2) Ax B ={1,2,10,11,12}.
@SexeA,en‘céoxEC’.
(4) DUA= A.

Solucgao

@ Verdadeiro.

Consideremos o seguinte conjunto universal U = {1,2,...} = N.

AN C = ({1,2)°N{2,12,30,40} = {3,4,5,..} N {1,12,30,40} = {12, 30, 40}.

@ Falso.

O produto artesiano Ax B = {(1,10), (1,11), (1,12), (2, 10), (2,11),(2,12)}
tem 6 elementos. O conjunto C' tem 4 elemento. Uma condigdo neces-
saria, para que exista bijecao, em uma funcao discreta, é que o nimero
de elementos do dominio tem que ser igual ao nimero de elemento do

contradominio.

@ Falso.

O produto cartesiano

Ax B=1{(1,10),(1,11),(1,12),(2,10),(2,11),(2,12) }

@ Falso.

Seja 1 € A entao 1 ¢ C. Portanto A ¢ C.
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@ Verdadeiro.
O conjunto D = A—C ={1,2} — {2,12,30,40} = {1}. Logo DU A =
{1} u{1,2} ={1,2} = A.

Exercicio 5 (ANPEC 2019, Questao 2)

Suponha que temos dois conjuntos nao vazios (A e B) de ntmeros reais.
Sejam f: A — Beg: B — A duas fungdes que satisfazem ¢(f(z)) = =
para todo x € A. Julgue as seguintes afirmativas:

(1) A fungao g ¢ injetora.

(2) A funcao f é sobrejetora.

(3) Se f é sobrejetora, entao f(g(x)) = x para todo = € B.

(4) A fungéo ¢ : A — A x B definida por ¢(x) = (x, h(x)) é injetora para

qualquer h : A — B.
(5) Se definimos p: A x B — A como p(z,y) = x, entdo p é sobrejetora.

Solucao

(1) Falso.

Considere o seguinte contraexemplo.

Sejam os conjuntos A = {1,2} e B = {1,2,3}. Definamos a fungao
f:A— B, tal que f(1) =1e f(2) = 2. Também, definamos a fungao
g: B — A tal que g(1) =1, g(2) =2, ¢(3) = 2. Entao, a fungdo com-
posta gof : A — B édadapor g(f(1)) = g(1) = Le g(f(2)) = 9(2) =2,
isto é g(f(x)) = x para todo z € A.

Notei que a func¢do g nao é injetora, dado que ¢g(2) = ¢(3) = 2.

(2) Falso.
Consideremos o contraexemplo do item @, entao a funcao f nao é

sobrejetora.
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(3) Verdadeiro.
Seja x € B, entao existe y € A tal que

(12.2.1) fly) ==

Assim, (12.2.1)) e da hipotese

9(f(y) =g(x) =y
flg(x)) = f(y)

Logo, da equagao (12.2.1)), temos f(g(x)) = x. Portanto, para todo
x € B, temos f(g(x)) = x.

(4) Verdadeiro.

Sejam aq,as € A, tal que

q(a1) = q(az),
(a1, har)) = (az, h(az)).

Assim, a3 = as e h(ay) = h(ag). Logo, para qualquer fungao h, a apli-

cacao q € injetora.

(5) Verdadeiro.
Seja z € A, entao da defini¢ao p(x,y) = x. Logo existe z € A tal que

p(r,y) =z

Exercicio 6 (ANPEC 2018, Questao 1)
Analise a veracidade das afirmagoes abaixo: (Note que C' = A x B) signi-
fica que C' é o produto cartesiano entre os conjuntos A e B, e que A° é o
complementar de A.
(0)SejaA={rcR:0<z<1}eB={recR:1<az<2} O ponto
(%, %) pertence a A X B;
@ Considere dois conjuntos quaisquer A e B. Se A C B, entao é verdade
que B¢ C A°.
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@ Dados dois conjuntos A e B quaisquer. Temos que (AU B) = A°N B¢,
(3) Considere os conjuntos A = {{0},{1}} e B = {{5},{8},{9}}. Neste

caso, € possivel construir uma funcao f : A — B sobrejetiva.

@SeA:B,entéoAgBeBgA.
Solucao

@ Falso.

Suponhamos que o enunciado seja verdadeiro, entdo (3/2,1/2) € Ax B,
logo 3/2 € Ae1/2 € B. Assim, temos que 0 < 1.5<1e1<05<2
(contradicao).

Portanto, (3/2,1/2 ¢ A x B).

@ Verdadeiro.
Seja z € B¢, entao x ¢ B. Logo x ¢ A, ja que A C B, assim obtemos
que x € A°. Portanto B¢ C A°.

@ Verdadeiro.
Da figura abaixo temos (AU B)® = A°N B¢

FALTA FIGURA

@ Falso.

Para construir uma funcao sobrejetiva o nimero de elementos de B nao
pode ser maior que o numero de elementos de A. Neste exercicio, o

numero de elementos de B é 3 e o ntmero de elementos de A é 2.

@ Verdadeiro.
Seja x € A, entao z € B, ja que A = B, logo A C B. Agora, seja
x € B,entao xr € A, ja que A= B, logo B C A.
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Exercicio 7 (ANPEC 2017, Questao 13)

Analisar a veracidade das seguintes afirmagoes:

@ Se f: B—Ceg:A— B sao duas fungoes injetoras, entao (f o g)~*
definida em D = {z € C : Jz € A tal quef(g(x)) = 2} é uma funcao
sobrejetora;

@ Se f:B— (Ceg:A— B sao duas funcoes tais que f o g é bijetora,
entao g é sobrejetora e f é injetora;

(2) Se f(z) = £ definida em R — {1}, entdo f~!(z) = f();

@ Se f: B — (C é sobrejetora e g : A — B ¢ injetora, entao fog é
sobrejetora;

(4) Seja f : [0,16] — R definida por f(z) = 2z'/2. O valor maximo do
contradominio de f©®)(z) ¢ 2, em que f©(z) = (fo fo fofof)(z).

Solucgao

@ Verdadeiro.
Mostremos que fog : A — C é injetora. Sejam z; e x5 € A, tal
que f o g(1) = f o g(xs), entdo f(g(z1)) = F(g(x2)), dado que f e
g sao injetoras, temos 1 = xo. J& que f o g é injetora, entao existe
(fog) ™ : D — A. Seja z € A, logo existe y € D tal que f(g(x)) = y.
Assim (f o g)7'(f o g)(z) = (f 2 9)"'(y), portanto (f o g)"'(y) = =.

@ Falso.

Considere o seguinte contraexemplo. Sejam g : [0, 2] — [—1, 1], definida
por g(z) =z — 1, e f[-1,1] — [0, 1], definida por f(z) = 1se z < 0
ou f(z) = x sex > 0. Note que fog:[0,2] — [0,1] é definida por
f(g(z)) = xz, esta fungdo é bijetora, mas f ndo é injetora, dado que
para —1/2 # —1 temos f(—1/2) = f(—1).

@ Verdadeiro.
Primeiro mostremos que f é bijetora. Sejam z; e x5 € R — {1} tal que

f(x1) = f(x2), entdo x1 = x5, assim temos que f é injetora. Denotemos
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fle)=y=(r+1)/(x—1), logo z = (y+1)/(y — 1), entao para todo
y € R — {1} existe x € R — {1} tal que f(z) =y, assim temos que f é
sobrejetora.
Dado que f ¢ bijetora entdao existe f~! definida por f~'(z) = (z +
1)/(z — 1), portanto f~1(x) = f(x).

@ Falso.

Considere o seguinte contraexemplo. Sejam ¢ : [0,2] — [0, 4] sobre-
jetora, definida por g(z) = 22, e f : [0,4] — [0,4] injetora, definida
por f(z) = x. A fungao composta f o g : [0,2] — [0,4], definida por
f og(x) = z, ndo é sobrejetora dado que para 3 € [0,4] ndo existe
x € [0,2] tal que fog(x)=3.

@ Falso.

Basta perceber que se x > 2 entdo f(z) > 2. Entao f(f(x)) > 2, e
assim sucessivamente.
Exercicio 8 (ANPEC 2015, Questao 2)

Analisar as seguintes afirmacoes:

@ A funcao que a cada candidato da prova da ANPEC associa a nota que
obteve é uma fungao sobrejetora;

(1) A funcdo f(z) = w71 ¢ uma bijegao de R, no intervalo (—1,1);

@ Para que uma funcao de R em R seja sobrejetora, as retas horizontais
devem interceptar o grafico dela em no méximo um ponto;

@ A soma de funcoes de R em R, ambas injetoras, é uma fung¢ao injetora;

@ Dadas as fungoes f: A — Beg: B— C, se go f & bijetora, entao f é

injetora e g é sobrejetora.

Solucao

@ Falso.

Considere o seguinte contraexemplo.

Definamos a fungao F : A — B, onde A sao os candidato e B =
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{0,1,...,10} s@o as notas. Suponha que todos os candidatos tiraram
mais do que 5. Entao, a funcao f nao é sobrejetiva, ja que para cada

y < 5 nao existe x € A tal que f(z) =y.

@ Verdadeiro.
Mostremos que f é injetora. Notei que se z1 < 0 e x5 > 0 ou
r1 >0 e 29 <0 entdo f(xy) # f(z2). Entdo sejam 1 e x5 € (—1,1)
tal que f(x1) = f(x2), onde 1 >0 e x>0, 0uz; <0exy <O0.
Sem perda de generalidade, considere 1 > 0 e x5 > 0, entao xy = xs.
Mostremos que f é sobrejetora. Seja y = x/(|x| 4 1), note que se z > 0
entdao y > 0, e se z < 0 entdo y < 0. Logo temos = = y/(1 — |yl|).
Portanto para cada y € (—1,1) existe z € (—1,1) tal que f(x) =v.

@ Falso.

Um contraexemplo simples é uma funcao cubica. Seja f : R — R tal

que f(z) = 2°
fungao em {—1,0,1}.

@ Falso.

Considere o seguinte contraexemplo.

— x, esta fungao é sobrejetora, mas a reta y = 0 corta a

Sejam f,g: R — R duas fungoes injetoras, tal que g = —f.
Entao f 4+ g =0, logo f + ¢g nao é injetora.

@ Verdadeiro.
Mostremos que g é sobrejetiva.
Seja y € C, da hipdtese go f : A — C é bijecao, entao existe z € A tal
que go f(x) = g(f(x)) = y, logo para cada y € C existe f(z) € B tal
que g(f(z)) =y.
Mostremos que f é injetora. Sejam z1 e 25 € A tal que f(x1) = f(x2),
logo g(f(x1)) = g(f(x2)), dado que go f é bijecao temos z1 = xo. Por-

tanto f é injetora.
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Exercicio 9 (ANPEC 2013, Questao 1)

Considere os seguintes conjuntos:

A:{xeR/iig 21}
B={zeR/In(z+3)>0} e
C = {(w,y) € R/lal + Iyl < 2).

Podemos afirmar o seguinte:

@ AN B é o conjunto vazio.

(1) AUB=R.

(2) AxBCC.

@ C' define uma relacio simétrica, mas nao transitiva em R?.
(4) C C (AxB)N (B x A).

Solucgao

Preliminares
Determinemos o intervalo do conjunto A.
r—3 1

—1—
xr— 2 T

Da desigualdade anterior obtemos x € (—o0,2). Logo, A = (—00, 2)
Agora, determinemos o conjunto B. Se In(z+3) > 0, entdo z+3 > 1, assim
x € (—2,+00). Logo B = (—2,+00).

Finalmente, o conjunto C' esté representada na seguinte figura

FALTA FIGURA

@ Falso.

Sabemos que A = (—00,2) e B = (—2,+00), entdo AN B = (—2,2).
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@ Verdadeiro.
A unidode Ae Bé AUB = (—o00,+0) = R.

@ Falso.

O conjunto A X B é representado na seguinte figura
FALTA FIGURA

Das figuras 1 e 2, temos C C A x B, mas A x B ¢ C.

@ Verdadeiro.
A reta horizontal é um eixo de s
Da figura 1, a reta horizontal é um eixo de simetria. Entao, o conjunto
C é simétrica. A relacdo nio é transitiva em R?, ja que para (2,0) € C
e (2,0) € C, temos (2,2) ¢ C.

@ Verdadeiro.

Representamos o conjunto B X A na seguinte figura
FALTA FIGURA

A intersegao da figura 2 e 3 é
FALTA FIGURA

Das figuras 2 e 4, temos que C' C (A x B)N (B x A).

Exercicio 10 (ANPEC 2013, Questao 3)
Julgue as seguintes afirmativas:
@ Toda fungao f : R — R nao decrescente é injetora.
@ Sejam f e g fungdes definidas em R e com valores em R tal que
g(f(z)) = x, para todo = € R, entdo f ¢ injetora.
@ Seja f : R — R uma funcao tal que, para todo a € R, a equagao

f(x) = a tem pelo menos uma solugao, entao f é sobrejetora.
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@ Seja f : A — B uma funcao bijetora sendo A e B dois intervalos de R.
Entao A e B tem o mesmo comprimento.

@ O conjunto dos numeros inteiros positivos impares é um subconjunto
proprio dos inteiros positivos. Entao nao pode existir uma fungao bije-

tora entre estes dois conjuntos.

Solucgao

@ Falso.

Seja f : R — R definida por f(z) = 1, onde f é uma func¢ao nao de-

crescente. Esta fungao néo é injetora, ja que para todo x € Rf(x) = 1.

@ Verdadeiro.
Seja 1,z € R, tal que f(x1) = f(xg). O valor f(z1) = f(z2) € R,
entao aplicando a fungao g, temos g(f(z1) = g(f(x2)). Assim, da hipo-

tese obtemos x; = .

@ Verdadeiro.
Seja a € R, entao da hipdtese existe pelo menos um z € R tal que

f(z) = a. Podemos concluir que f é sobrejetora.

@ Falso.
Considere uma funcao f : [1,2] — [1,4], dado por f(z) = 2. Agora,
mostremos que f € bijetora.
(i) Funcao injetora
Sejam xy,ry € [1,2], tal que f(x1) = f(x2). Logo, obtemos
r? = 23, entdo (rq — T9)(x1 + 22) = 0. Ja que z; e Ty sdo positi-

vos, temos 1 + o > 0e 1 — 29 = 0.

(ii) Funcao sobrejetora
Seja y € [1,4] tal que y = 2%, assim « = +,/y. Logo, para todo
y € [1,4] existe z € [1,2], tal que f(z) =y.
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O comprimento de A =[1,2] é 1 e o comprimento de B = [1,4] é 3.

@ Falso.

Denote o conjunto dos ntimeros inteiros positivos impares e o conjunto
dos nameros inteiros positivos por, A = {1,3,5,...} e B ={1,2,3,4,...}
respectivamente.

Definamos a fungao f: B — A, dada por f(z) = 2z — 1.

Esta fungao é bijetora.

Exercicio 11 (ANPEC 2012, Questao 1)

Sejam A e B conjuntos. A diferenga entre A e B é o conjunto A— B = {x:

reAex ¢ B}.

Julgue as afirmativas:

@ (AUB)—-C = (A—-C)n (B — (), quaisquer que sejam os conjuntos
A, BeC.

@ Se A— B=B— A, entao A = B.

(2) Seja N o conjunto dos inteiros positivos. Se A = {z € N : z|12} e
B = {z € N : 4|z}, entdo AN B é um conjunto unitario, em que x|y
significa que existe ¢ € N, tal que y = cx.

3)SeA={reR:2-222<0} e B={ze€R: |r| <3}, entdo
ANBcC(0,3).

(4) Se A={(v,y) € R?: |z| +|y| >3} e B={(v,y) € R*: |z +y| >3},
entao A D B.

Solucgao

@ Falso.

Das figura abaixo, temos (AU B) —C # (A—C)N (B - C).

FALTA FIGURAS
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@ Verdadeiro.
Da figura abaixo, obtemos A = B, jaque A— B=B — A.

FALTA FIGURA

@ Falso.

Os conjuntos A = {1,2,3,4,6,12} e B = {4,8,12,...}. Logo, a interse-
cao AN B = {4,12}.

@ Falso.

Os conjuntos A = (—00,0) U (1/2,400) e B = [—3,3], entdo AN B =

@ Verdadeiro.
Os conjuntos A e B estao representados na figura abaixo notei que
B C A.

FALTA FIGURAS

Exercicio 12 (ANPEC 2012, Questao 2)

Julgue as afirmativas:

(0) Seja f : Z — Z, tal que f(z) = 2 se x ¢ par ¢ f(x) = 251 se x ¢ fmpar.
Entao f é bijetiva.

(1) Se f: Q — Q, f(x) = 2%, entdo f & sobrejetiva.

(2) Se f(z) =z +1, entdo (fo fo f)(x) = f3(z) = L2+ 322 + 32 + L.

@ Se f(x —8) =2x — b5, entdo f(4x + 1) =8z + 13.

(4) Seja AC Reh: A— R, tal que v2z — 1h(r) = In(3—32) € R. Entdo
Ac (3.1).

Solucao

@ Falso.

Para x = 2, temos f(2) =1, e para x = 3, obtemos f(3) = 1. Assim, a



12.2. QUESTOES ANPEC RESOLVIDAS 169

funcao f nao é injetora. Portanto, concluimos que f nao é bijetora.

@ Falso.

Para y = —1 € Q nao existe um z € Q tal que f(z) =2 = —1.

Portanto, a funcao f nao é sobrejetiva.

@ Falso.

Da hipoétese, juntamos

(fofof)x)=f(f(f(x)=f(flz+1))=flz+2)=z+3.

@ Verdadeiro.
Dado que f(x —8) = 2z — 5, entdo f(x — 8) = 2(x — 8) + 11, logo
f(z) =2x + 11.
Agora, f(drx +1) =24z + 1) + 11 = 8z + 13.

@ Verdadeiro.
Da fungao
In(3 — 3x)
T Vw1
obtemos 3 —3x >0e2x —1>0,entdo 1 >z ex > 1/2.
Portanto o Dom(h) = (1/2,1) = A. Também se cumpre que A C

(1/2,1).

h(z)

Exercicio 13 (ANPEC 2010, Questao 1)

Considere os conjuntos

A={reR/|lz=3|+|z—2|=1}; B={r e R/3+ 2z — 2? > 0};
C={reR/1<i<2eD={zecR/4<2* <9} Julgue as
afirmativas:

@ A é um intervalo aberto;

@ Se X C Ae X ¢ B, entao X é um conjunto unitario;

(2)2€ (ANC);
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(3) A=D;
@ {¢.2)men}cBxC

Solucgao

@ Falso.

Considere o seguinte intervalo
FALTA FIGURA

temos trés casos

(i) Se x < 2, entao
|z = 3|+ |z — 2] =1,
—r+3—-—x+2=1,
T = 2.

Logo # < 2 e x = 2. Portanto, para z < 2 a igualdade |z — 3| +

|z — 2] = 1 ndo é verdade.

(i) Se 2 <z < 3, entao
o =3|+ |z —-2|=1
—r+3+x—-2=1
1=1

Logo para todo = € [2,3] a igualdade é verdade.

(iii) Se z > 3, entao
|z —=3|+ ]z —2]=1
r—3+xr—-2=1
T =3.

Logo © > 3 e x = 3. Portanto para z > 3 a igualdade |z — 3| +

|x — 2| = 1 ndo é verdade.
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Assim, de (i), (ii) e (iii) temos x € [2,3]. Portanto A = [2, 3].

@ Falso.

Do item @, temos A = [2,3]. Agora determinemos o intervalo para o

conjunto B.

0 < —a®+ 2z +3,
0> 2% —22x—3,

0> (x—3)(z+1).
Considere os seguinte intervalo
FALTA FIGURA

Se x < —1, entao a ultima desigualdade ¢ falsa. Se x € (—1, 3), entao a
desigualdade é verdadeira. Finalmente, se z > 3, entao a desigualdade
¢ falsa. Portanto o conjunto B = (—1, 3).

Consideramos o conjunto x = {2,3}. Notei que x C Ae x ¢ B.

@ Falso.

Do item ®7 temos A = [2,3]. Determinemos o intervalo para o con-

junto C.
1
1< — <2,
x

1< <1
—<u .
2

Logo o conjunto C' = (0.5,1). A interse¢cio ANC = ¢ = (0.5,1). Entao
2¢ AnC.
@ Verdadeiro.

Do item @, obtemos A = [2,3]. Determinemos o intervalo para o
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conjunto D.

—3<x< -2 \ 2<zr<3

Assim, o conjunto D = ([-3,—-2]U[2,3]) "R, = [2,3] = A.
@ Verdadeiro.
Do item @ e @, temos B = (—1,3) e C = (0.5,1), logo B x C' =
{(z,y)/z € (-1,3) ey € (0.5,1)}.
Agora determinemos o intervalo para o conjunto
1 n+1 .
M= {<ﬁ’n+2)/n€N }
Dado que n € N* = {1,2,3, ...}, entdo n > 1, logo 0 < 1/n < 1.

Agora determinemos o intervalo (n + 1)/(n + 2), entao

n+1_n+2—1_1 1

n+2  n+42 n+2
Ja que n > 1, entao n 4+ 2 > 3. Assim

1 1
n+2 <§’

—1 —1

?< n+ 2

3 n+1

<
3 n+2

0<

<0,

< 1.

Logo
M = {(z,y)/z € (0,1) ey € (2/3,1)}.
Portanto M € B x C.

Exercicio 14 (ANPEC 2008, Questao 3)
Seja f: X — Y uma funcao qualquer. Para cada subconjunto H C Y, seja
fTYH)={re X: f(x) € H} a imagem inversa de H por f. Se A,B CY

sao subconjuntos quaisquer de Y, entao julgue as afirmativas:
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(© fH(AUB) = [T(A) U f(B).

@ fHANB) = fH(A) N f(B).

(2) se A C B, entdao f~1(B) C f~'(A).

(3) f71(A°) # [f ' (A)]°, em que o superescrito ¢ denota o complementar

do conjunto subjacente.
OF

Solucao

@ Verdadeiro.
Notei que se A,B C Y, entdo AU B C Y. Da hipétese f~1{(AU B) =
{reX: f(z) e AU B}.
Mostremos f~'(AUB) C f~Y(A)Uf~Y(B). Sejax € f~(AUB), entao
f(x) € AU B, logo f(x) € A ou f(x) € B, assim temos = € f~!(A) ou
x € f~Y(B). Portanto x € f~1(A)U f~1(B).
Agora mostremos que f~'(A)U f7Y(B) € fTY(AU B). Sejar €
YA U fY(B), entao x € f1(A) ouz € f7YB). Sex € f1(A)
entdo f(r) € AC AUB logo z € f7'(AUB). Se z € f~}(B) entao
f(x)e BC AUB,logox € f~'(AUB).
Portanto f~' (AU B) = f~Y(A)U f~1(B).

@ Verdadeiro.
Notei que se A,B C Y, entao AN B C Y. Da hipotese f~1(AN B) =
{r e X: f(z) e An B}.
Mostremos que f~{(ANB) C f~1(A)N f~Y(B). Sejaxz € f~' (AN B),
entdo f(x) € ANB, logo f(x) € Ae f(z) € B, assim temos z € f~1(A)
ez € f~YB). Portanto x € f~1(A) N f~1(B).
Agora mostremos que f~1(A)Nf~H(B) C f1(ANB). Sejaz € f~1(A)N
f7YB), entao z € f71(A) ex € f7YB) logo z € f'(AN B), logo
f(x) € Ae f(z) € B. Dado que f(z) € AN B, entao x € f~'(AN B).
Portanto f~1 (AN B) = f~1(A) N f~(B).
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@ Falso.

Um contraexemplo é o caso em que A = @ e B # &, note que
A C B CY. Por defini¢do de f~! temos f~1(A) = @ e f71(B) # 2.
Portanto f~'(B) ¢ f~'(A).

@ Falso.
Mostremos que f~1(A¢) C [f7!(A)]°. Seja x € f71(A), entao f(x) €
A¢ logo f(z) € A, da definicdo de f~! temos x ¢ f~1(A), consequen-
temente x € [f~1(A)]°.
Mostremos que [f~1(A)]® € f71(A°). Seja x € [f~'(A)]° entdo = ¢
F7YA), por isso f(x) & A, logo f(x) € A, de modo que = € f~1(A°).
Portanto f~1(A¢) = [f~1(A)].

@ Verdadeiro.
Da defini¢ao de f~! temos f~}(2) = @.

Exercicio 15 (ANPEC 2006, Questao 6)
Avalie as opgoes
(0) Seja f :[0,7] = R, f(x) = cos(x), entdo f ¢ injetora.
(1) O conjunto {z € R;2? — 2 — 2 > 0} é um intervalo aberto de R.
(2) Defina a imagem de D sob f como {f(z);z € D} com notagao f(D).
Entéao para dois conjuntos D e D’ quaisquer f(DND') = f(D)N f(D’).
(3) Defina a imagem de D sob f como {f(z);z € D} com notagao f(D).
Entao para dois conjuntos D e D" quaisquer, f(D N D’) é um subcon-
junto de f(D) N f(D').
(4) Defina a imagem inversa de D sob f como {z € dom(f); f(z) € D}
com notagao f~(D). Entao, tem-se f~1(DND") = f~YD)n f~YD).

Solucgao
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@ Verdadeiro.

O grafico da funcdo cos(z) no intervalo [0, 7] é dada por
FALTA FIGURA

O gréfico é uma funcao injetora, ja que toda reta horizontal toca em
apenas um ponto do grafico.

portanto a funcao f é injetora.

@ Falso.

O conjunto
{(reRz*—12-2>0}={r € R;(xr—2)(z+1) >0}
Logo

FALTA FIGURA

Portanto o intervalo aberto é (—oo, —1) U (2, +00).

@ Falso.

Definamos D = {1,2}, D' = {—1,2} e f(z) = z*. As imagens f(D) =
{14}, f(0) = {1,4} e (DN D) = f({2}) = {4}. Entao f(DND') #
FD)NfD"),

@ Verdadeiro.
Seja f(xg) € F(DND") = f{f(z);z € D}, entdo o € D e zyp € D".
Logo f(zo) € f(D) e f(xo) € f(D'), assim f(zo) € f(D) N f(D').

@ Verdadeiro.

Mostremos que :
fOND) D) N D) e fFUD)N D) C fFH(DND)

(i) fH(DND)c fHD)NfHD)
Seja x € f~Y(D N D), entao f(x) € DN D', logo f(x) € D
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e f(x) € D'. Da definigdo da imagem inversa, temos que x €
F~YD)exz € f~1(D’). Portanto, obtemos z € f~1(D)N f~1(D’).

i) F(D) N f(D) € FHDAD)
Seja x € f~YD)N f~YD'), entao x € f~YD) e x € fHD),
logo f(z) € D e f(x) € D', assim f(z) € DN D’. Da defini¢ao
da imagem inversa, juntamos que x € f~1(D N D").

Podemos concluir, de (i) e (ii), que

foND)=fH(D)n (D)

Exercicio 16 (ANPEC 2005, Questao 4)
Dadas as fungdes f(z) = £=2 ¢ g(z) = v/z — 1, avalic as afirmativas:

o1
© go fla) = /=25

(1) O dominio da fungao composta h = go f é [~1,1) U [2, +00).
@ A funcao f é injetora.

(3) O dominio da fungao u = f + g é (—o0, —1) U (1, +00).

@ O dominio da funcao g esta contido na imagem dela.

Solucao

g0 fla) =9 =957 ) = [T -1 = T

@ Verdadeiro.
Do item @, obtemos

2 —x—2

go f(x) =

r—1
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Logo

552—1'—2: (x —2)(x+1) >0

z—1 r—1
(x=2)(z+1)(x—1) >0

FALTA FIGURA

Assim, temos x € [—1,1) U [2,400).

@ Falso.

Para z =0 e z = 3, temos f(0) = f(3) = 3.

@ Falso.

Os dominios Dom(f) = R—{1} e Dom(g) = {1, +o0}. Logo, Dom/(f+
g) = Dom(f) N Dom(g) = {1, +oc}.

@ Verdadeiro.
Dom(g) = {1,400} e Im(g) = [0,+00). Entao Dom(g) C Im(g).

Exercicio 17 (ANPEC 2003, Questao 1)
A respeito dos conjuntos A, B,C e D definidos abaixo, no R, assinale V

(verdadeiro) ou F (falso):

@AUB:BUC em que, A= {x;|z| < 3}

(D) (ANB)U(ANC)=A B = {z;2% + 27 < 3}

(2) (BNC) =10 C={x;1<e”® <3}

(3) (BUC)D A D ={(z,y); |z] <4, |y[ > 1}
(4) BxCcCD.

Solucgao
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@ Falso.

Determinemos o conjunto A. Ja que |z| < 3, entdo —3 < = < 3, logo
A = (—3,3). Agora determinemos o conjunto B, entao z? + 2z < 3,
logo 22 + 22 — 3 < 0, assim (z + 3)(z — 1) < 1, considere o seguinte
intervalo

FALTA FIGURA

Logo = € (—3,1), isto ¢ B = (—3,1). Finalmente, determinemos o

conjunto C'.
1< e <3,
l<ax <3

Assim, obtemos ¢ = (1,3). Os conjuntos AUB = (=3,3) e BUC =
(—3,3) — {1}. Portanto AUB # BUC.

@ Falso.

Do item @, temos A = (—3,3),B=(-3,1) e C' = (1,3). Logo
(ANB)U(ANC)=(-3,3) — {1} # A.

@ Verdadeiro.
Do item @, temos B = (—3,1) e C = (1,3), logo BNC = 0.

@ Falso.

A unido BUC = (-3,3) — {1}, logo A ¢ BUC.

@ Verdadeiro.

O produto cartesiano dos conjuntos B e C' é
BxC={(z,y)/z€(-3,1) e ye(1,3)}

Agora determinemos os intervalos para o conjunto D. Ja que |z| <4 e
ly| > 1, entdo x € (—4,4) ey € (—o0, —1) U (1, +00). Logo

D ={(x,y)/z € (—4,4) e y € (—o0,—1) U (1,+00)}.
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Portanto B x C' ¢ D.

Exercicio 18 (ANPEC 2003, Questao 3)

Considere as funges f e g dadas por f(z) = (10— )2 e g(x) = (z —5)
Assinale V (Verdadeiro) ou F (Falso):

(0) O dominio de (f + g) & [5,10].

(1) O dominio de (g/f) é [5,10].

(2) O dominio de (f/g) & (5, 10].

(3) O dominio da funcdo composta (g o f) = [5, +00).

(4) Seja k > 0. O dominio da fungdo (kf) é [10k, +-00).

1/2.

Solucgao
@ Verdadeiro.
Os dominios Dom(f) = (—o0,10] e Dom(g) = [5, +0), entao

Dom(f + g) = Dom(f) N Dom(g) = (—o0,10] N [5,+00) = [5, 10].

@ Falso.

O dominio
Dom(g/f) = Dom(g) N Dom(f) N {x € R f(x) # 0}
Dom(g/f) =[5, +00) N (=00, 10] N (=00, 10) = [5, 10).
(2) Verdadeiro.
Dom(f/g) = Dom(f) N Dom(g) N {z € R : g(x) # 0}
Dom(f/g) = (—o0,10] N [5,4+00) N (5, 4+00) = (5, 10].

@ Falso.

As fungoes f e g s@o definidas como
fi(=00,10] = [0,+00) e g:[5,+00) — [0,+00).

Para que a funcao composta g o f esteja bem definida a imagem de f

tem que ser igual ao dominio de g. Dado que

Dom(g) = [5,+00) C £m(f) = [0, +00),
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podemos definir as fungoes
f:A—=[5,400) e g:[5,+o0) — [0,+00).
Agora, temos que achar o conjunto A. Entao
5< f(z) =vV10 —x,
25 < 10 — z,

r < —15,

logo A = (—o0, —15], isto é que o dominio da fungao go f é (—oo, —15].

A fungao (kf) é definida por (kf)(x) = kf(z) = kv/10 —z. Logo, o
dominio de (kf) é (—o0, 10].

Exercicio 19 (ANPEC 1999, Questao 5)
Se f(z) =2z e g(x) = 2z — 2, calcular

flg(@)) = g(g(x)) + 97" (f(x)) para x = -3.

Solucgao

Para x = —3, temos g(—3) = —8 e f(—3) = —6. Logo

F(9(=3)) —g(g(=3)) + g ' (f(=3)) = f(—8) —g(—8) + g '(—6) =2+ g~ ' (—6).

Da funcao g(z) =y = 2z — 2, temos = = y/2 + 1. Assim, a funcdo inversa
g '(y) =y/2+ 1. Portanto, 2+ g~*(—6) = 0. A resposta ¢ zero.

Exercicio 20 (ANPEC 1996, Questao 12)
Identifique as afirmativas verdadeiras e falsas.
seja:

I = conjunto de todas as pessoas inteligentes.

R = conjunto de todas as pessoas ricas.
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RJ = conjunto das pessoas que moram no Rio de Janeiro.

Entao:

@ I* "R = Conjunto de pessoas ricas porém nao inteligentes.

@ RJ°N (I U R) = Conjunto das pessoas ricas fora de Rio de Janeiro ou
das pessoas inteligente fora de Rio de Janeiro.

@ RJUR = Conjunto das pessoas ricas ou das pessoas que moram no Rio
de Janeiro ou das pessoas ricas que moram no Rio de Janeiro.

@ (TURJ)°*NR® = Conjunto das pessoas nao inteligentes, nao ricas e que

nao moram no Rio de Janeiro.
(4) RIURI) = 2.
Solucgao
@ Verdadeiro.
@ Falso.
@ Verdadeiro.

@ Verdadeiro.
@ Verdadeiro.

Exercicio 21 (ANPEC 1996, Questao 13)

Sejam A, B,C' e D conjuntos contidos em um conjunto universo U. Indique

si as afirmativas abaixo sao verdadeiras ou falsas:

@ Se A°N B¢ =& entao AUB =U.

(1) (AUB)—C=(A-C)U(b—c).

@ Se A e B sao finitos entao o nimero de elementos das partes de AU B
é igual ao numero de elementos das partes de A mais o numero de
elementos das partes de B.

3) (AUB)x C=(AxC)U(Bx ().

(4) (Ax B)U(C x D)= (AUC) x (BUD).

Solucgao

@ Verdadeiro.
@ Verdadeiro.
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@ Falso.

@ Verdadeiro.

@ Falso.

Exercicio 22 (ANPEC 1995, Questao 9)
A respeito das trés subconjuntos de R definidos por
A={(z,y) tal que z*+y*=1}
B={(z,y) talque (x—1)>+(y+1)*<1}
C={(z,y) talque |2+ [yl <1}
Indique se as afirmativas abaixo sao verdadeirasou falsas:
(0) O conjunto BN C tem area inferior a 1/3.
@ O conjunto A N BN C é vazio.
@ O conjunto A N B tem area igual a zero.
@ O conjunto A N C possui o dobro de elemento do conjunto A N B.

Solucgao

@ Verdadeiro.

@ Falso.

@ Verdadeiro.

@ Falso.

Exercicio 23 (ANPEC 1994, Questao 1)

Sejam A e B dois conjuntos quaisquer. Indique se as afirmativas sao verda-

deiras ou falsas:

@ A = B se e somente se para todo z € A tem-se que, x € B e para todo
r € B tem-se que = € A.

(1) A-B=AnB-

(2) (AUB)N(AUB®) = (AUB)N (A°UB).

(3) Seja A = {1,2,3,4} e B={1,2,3,4}. Entdo A C B.

@SejaA:{$:0§x§10}eB:{x:5§x§15}.
logo A-B={z:0<z<5 e 10 <z <15}
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Solucgao

@ Verdadeiro.
@ Verdadeiro.

@ Falso.

@ Verdadeiro.

@ Falso.

Exercicio 24 (ANPEC 1994, Questao 6)

Determine o grau de homogeneidade da fungao abaixo:
VE— Y
ER

Solucgao

f(z,y) =xIn

A funcao f é homogénea de grau k se:

ft(z,y) =t f(z,y)
VBT Vi
\/E+\/_ VT + /Yy

VIVE VT VBT

e T
tavlnM t*21n VT - \/_
NEENG NN

t =tk

Portanto, o grau é k = 1.

Exercicio 25 (ANPEC 1991, Questao 2)

Dados os conjuntos
A={(z,y) |y <3+2x,x € R},
B={(z,y) |y <3+ 3z, € R},
C={(z,y) |y <2+ 2zx,x € R}.
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@ Todo elemento de C' pertence a B.
@ Todo elemento de C' pertence a A.
@ AN B é um conjunto convexo.

@ AU B é um conjunto convexo.
@ C'N B é um subconjunto de A.

Solucao

@ Verdadeiro.
Seja (z,y) € C, entao y < 2+ 2x, logo y < 2 4 2z < 3+ 2z. Portanto
(z,y) € B.

@ Verdadeiro.
Primeiro calculamos a intersecao das retas y = 3+ 2x e y = 3 + 3.

Entao a interse¢ao é o ponto (0, 3).
FALTA FIGURA

A interse¢ao A N B é convexo da figura acima.

@ Falso.

FALTA FIGURA

Da figura, A U B nao é convexo.

@ Verdadeiro.
Do item @, temos C' C A, logo BNC C A.

Exercicio 26 (ANPEC 1990, Questao 1)

Dados os conjuntos
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A=1{1,2,3,4} B=1{1,3,5} C={0}
determine quais das seguintes afirmacoes sao verdadeiras ou falsas.
@ A X C tem 0 elementos.
(1) P(P(B)) tem mais de 200 elementos [nota: se x é um conjunto, P(x) é

um conjunto das suas partes].
(2) (ANB)X A tem mais de 5 e menos de 10 elementos.
(3) (AUB)X(ANB) = (ANB)X(AUB).
(4) (ANB)NC = (AUB)NC.
Solucgao

@ Falso.

O produto de A x C' = {(1,0);(2,0); (3,0); (4,0)} tem 4 elementos.

@ Verdadeiro.
O conjunto de partes de B tem P(B)
conjunto de partes de P(B) tem P(P(B)) = 2% = 256.

23 = 8 elementos. Entao, o

@ Verdadeiro.
O conjunto AN B = {1, 3}, logo

(ANB) x A={(1,1);(1,2);(1,3); (1,4); (3,1);(3,2);(3,3); (3,4) }

Portanto (AN B) x A tem 8 elementos.

@ Falso.

Os conjuntos AU B ={1,2,3,4,5} e AN B = {1, 3}.
(5,1) € (AUB) x (AN B), mas (5,1) ¢ (AN B) x (AU B).

@ Verdadeiro.

Como
(ANB)NC =10, (AUB)NC =0,
entdo (ANB)NC =(AUB)NC.






CAP{TULO 13

Geometria Analitica

13.1. Questoes ANPEC Trabalhadas

13.1.1. Retas no plano. Vamos comecar olhando para questoes que envolvem
retas em R? (ver Se¢io[2.4). Uma reta na diregio (u,v) é ortogonal ao vetor (—v, u).

Se a reta passa por (Zg, yp) conhecido, entdo um ponto (z,y) qualquer da reta satisfaz

[(z,y) — (20, %0)] - (—v,u) = 0.
Logo,
—vz + uy + (vrg — You) = 0.
Concluimos que se a reta é dada pela equacao
ar+by +c=0,

entdo ela é ortogonal ao vetor (a,b).
Considere as seguintes questoes.
ANPEC 2017, Questao 11.
@ Para que as retas ayx + b1y +c¢; = 0 e asx + by + co = 0 sejam
perpendiculares deve-se cumprir ajas + bi1by = 1;
Sabemos que a primeira reta é ortogonal a (aq, b1), e portanto tem a diregao (—by, a;).
Da mesma forma, a segunda reta tem a dire¢ao (—by, ay). Para serem ortogonais,

estas direcoes teriam que ser ortogonais:
(=b1,a1) - (—527%) = 0.
Logo, a afirmativa é falsa.

10ltima Atualizagao: 27/04,/2022
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@ Para que as retas a1z + b1y + ¢4 = 0 e asx + boy + co = 0 se
interceptem em um tnico ponto deve-se cumprir a;by # asb;.

As duas retas se interseptam num s6 ponto se e somente se nao sao paralelas, i.e., se
as diregoes (—by,a1) e (—ba, az) nao estao alinhadas. Se as diregdes forem alinhadas,

existe a # 0 tal que
(_blaal) = Oé(—b2;a2),
i.e., by = abs e a; = aay. Supondo by # 0 e ay # 0, temos

a1
by a2 '

o
Logo, para nao haver alinhamento, temos que ter aiby # agb;.

OBSERVACAO 13.1. para nao ter a restricao by # 0 e as # 0, basta ver que
a1 = aay — a1by = aagsby = CLQ(CYbQ) = aqb;.

Outra solucao (talvez mais simples) é apresentada na pagina m

ANPEC 2013, Questao 2. As seguintes retas sao dadas:

Ly 4z + 3y — 12 =0, Ly:3x+y—6=0.

Considere agora a seguinte afirmativa:

@ A equagao da bissetriz do maior dngulo que formam L, e Ly é

10z — 25y + 48 = 0.
A reta Ly tem dire¢do d; = (—3,4), e a reta Ly tem diregdo dy = (—1,3). A reta
L3 tem dire¢ao d3 = (—25,10) (podemos até dividir por 5 e simplificar as contas e
afirmar que Lj tem diregdo (—5,2)). Se Lj é bissetriz, entdo o moédulo do cosseno
dos angulo entre as retas Ly, L3 e Ly, L3 ¢ o mesmo. Fazendo as contas

d; - ds; dy - d;
[dulllids|T | lid2]ll|ds]]
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obtemos

)

—75440 —25+ 30
|-
que é uma contradi¢ao. Portanto a afirmativa é falsa. Para uma solugao alternativa,
ver pagina [I8§]
Uma outra solucao baseia-se no fato da reta bissetriz ter que ser equidistante

tanto de L; como de L,. Usando que a distancia de um ponto (p;,p2) & uma reta
ax + by + ¢ = 0 ser dado por (2.4.3)), i.e., a distancia é dada por

lap1 + bps + ¢

Basta entao checar que um ponto da reta L3 nao sera equidistante de Ly e Lo.

ANPEC 2011, Questao 2. Nesta questao, as seguintes informacoes sao dadas:

Considere as retas r, e r9, no plano, definidas por

a1 x+biy+cp =0
a2I+b2y+02:O
em que ny = (ay,by) e ng = (ag, by) sdo vetores nao nulos ortogonais

a ry e 1o, respectivamente. Denotamos por d(P,r) a distancia de

um ponto P a uma reta r do plano.

Um dos itens da questao pede ara determinar se a afirmativa abaixo é verdadeira

ou falsa:
@ Considere em 7 os valores ¢; = 0 e ny = (1,—1). Se pontos
distintos P = (3,y1) e Q = (3,y2) sdo tais que d(P, 1) = d(Q, ) =
V2, entdo y; + ys = 6.

Como ¢; =0eny = (1,—1), aretar é dada por z —y = 0, e a distancia dos pontos
P=(3,y1) e Q= (3,y2) até ry sdo

Bl _B-wl_ 5
V141 J1+1 '
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Logo, |3—y1| = |[3—y2| = 2 ¢ entdo y; e yo tomam os valores 1 e/ou 5. Como eles sdo
distintos, entao y; e y» tém que tomar valores distintos, resultando em y; + y» = 6.

Logo, a afirmativa é verdadeira.

13.1.2. Planos e retas no espacgo. Boa parte das questoes da ANPEC em
geometria analitica envolve planos, retas ortogonais ou neles contidas. Vale lembrar
que um plano P é definido por um ponto a ele pertencente e um vetor normal a P
(ver Secao : seja X € P e n vetor ortogonal a P. Entao

P={xeR’: (x—%) -n=0},

ie.,
axy + bxy + cxs +d =0,

coma=mny,b=ny, c=n3,d=—X-n.

Outra forma de se definir um plano P é dando trés pontos em P que nao sejam
colineares. Pode-se entao definir um vetor normal ao plano via produto vetorial; ver
pagina21]

A equagao vetorial da reta passando por um ponto (pi, ps, p3) e ortogonal a P é

(plvp?ap?)) + t(a7 b7 6)7

onde t € R.
A distancia de um ponto p = (Z, 9, 2) ao plano dado por ax + by +cz+d =0 ¢é

dada por (ver (2.6.1))
laz + by + cZ + d|

va? + b2+ 2

ANPEC 2019, Questao 3. Por exemplo, nesta questao, dois planos sao dados:

Sejam P e () dois planos cujas equagoes cartesianas sao
r+2y—3z=1, 20 —y+2z =3,

respectivamente.

Com estas informacoes, podemos responder ao primeiro item
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@ A equagao vetorial da reta ortogonal ao plano P, que passa pelo
ponto (—2,0,2) € P, é (x,y,2) = (—2,0,1)+1(1,2,—3), para todo

t real.
Pela equagao que define P, sabemos que (1,2, —3) é ortogonal a P. Como 2y € P,
entao zg = —1. A reta entao é dada por

(_27 07 _1) + t(la 2a _3)a

e nao corresponde a reta da afirmativa. Esta é portanto falsa.

@ Um vetor ortogonal ao plano gerado pelas retas ortogonais aos
planos P e @ é (1,—8,—5).

Pelas equagoes temos que (1,2,—3) e (2,—1,2) sdo ortogonais a P e (). Como

estes vetores nao sao colineares, entao eles geram um plano, ortogonal a

€1 € (S
(1,2,-3) x (2,-1,2) =det | 1 2 -3
2 -1 2

= 461 — €3 — 682 — 463 - 361 — 262 = (]_, —8, —5)

A afirmativa é portanto verdadeira (veja uma solugao alternativa na pégina |[196]).

@ Sejam Lp a reta ortogonal a P passando pelo ponto (—2,0, z) €
P e Lg areta ortogonal a () passando pelo ponto (1,y0,2) € Q. Lp

e Lg tém um ponto em comum.

Ja vimos no primeiro item que (—2,0, 29) € P implica em 2z = —1. Se (1,y,2) € Q

entao yo = 3. As retas ortogonais sao

(_2a07_1)+t(1727 _3)7 (17372)+S(2a_1a2)7
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onde t, s € R. Para que estas duas retas tenham ponto em comum, tem que existir
t, s € R tais que (—2,0,—1) +¢(1,2,-3) = (1, 3,2) + s(2,—1,2), i.e,

t—2s =3,

20+s=3

—3t—2s=3
Multiplicando a primeira equacao por —2 e somando a segunda, temos bs = —3. Da

primeira equacao temos ¢t = 9/5. Note que estes valores ndo satisfazem a terceira

equagao, e portanto tal solu¢ao nao existe. A afirmativa é, portanto, falso.

@ A equagao cartesiana do plano gerado pelas retas Lp e Ly do
item (3) e que contém o ponto (1,1,1) é x — 8y — 5z + 12 = 0.

Ja vimos no item @ que o vetor ortogonal a estas retas ¢ (1, —8, —5). Portanto, o

plano é dado por

xr—8y—>5z+d=0.
Para determinar d, basta impor que (1, 1, 1) pertenga ao plano, i.e., d = —1+4+8+45 =
12. Logo, a equagao do plano é

r—8y—52+12=0,

e a afirmativa é verdadeira.

ANPEC 2018, Questao 3.
Seja ||| = Vi - 4. Entao, se @ e ¥ sdo perpendiculares, temos que
1@ — 7|1* = ||l — [|7]]*.
Note que
i —-v|P=(w—7)- (d—0)=td-d—20-V+v-V=1u-u+v -v=|d?*+ 7>

Portanto, a afirmativa é falsa. Note que a conta acima nem precisaria ser feita, pois

@ — 7||* = ||d]|*> — || 7||* nao pode ser verdade. De fato, o lado direito da “igualdade”

pode ser negativo, o que nunca acontece com uma norma (basta tomar @ = 0 e

7#0).
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13.1.3. Conicas. Estas sao as questoes ANPEC envolvendo conicas, que nao
sao “apenas’ questoes de calculo.
ANPEC 2013, Questao 2.

Dadas as retas Ly : 4dx 4+ 3y —12=0¢ Ly : 3x +y — 6 = 0, analise
as seguintes afirmativas:
@ A hipérbole equildtera, que tem como assintotas os eixos

coordenados e é tangente a L1 e Loy, é xy = 3.

Uma hipérbole equilatera tem a forma X? — Y2 = a2, com a # 0. Ou, de forma
equivalente, (X +Y)(X —Y) = a?. Introduzindo as varidveisz = X+Y ey = X -V,
temos que

Ty = a’.
Note que as assintotas de uma hipérbole deste tipo sao dadas pelos eixos coordenados.
A hipérbole sugerida pelo item tem @ = v/3.

Para descobrir se L e Ly a tangenciam, temos que descobrir se s6 existe um ponto
pertencendo as retas e a hipérbole. Note que, como y = 3/, a reta que tangencia a
hipérbole num ponto (z,y) tem que ter inclinagao da derivada —3/z.

A inclinagao de L; é —4/3, e para um ponto (x,y) da hipérbole ter a mesma

inclinagao, temos que ter

3 4
2 3
Portanto x = —3/2 ou x = 3/2. Os pontos pertencentes a L; seriam (—3/2,6)

ou (3/2,6). Note que (—3/2,6) nao pertence a hipérbole, o pode portanto ser des-
cartado. Por outro lado, o ponto (3/2,6) pertence a reta e a hipérbole, e tanto a
reta como a hipérbole tém a mesma inclinacao neste ponto. Entao é um ponto de
tangente.
De forma anéloga, podemos ver que L, tangencia a hipérbole. Como L, tem
inclinagao —3, entdo um ponto de tangente (z,y) tem que satisfazer
_3

T2
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ie., x =—1ouzxz=1. Como (—1,9) pertence a reta mas nao a hipérbole, podemos
descarta-lo. Ja o ponto (1,3) pertence a reta e a hipérbole, e neste ponto a reta e a
hipérbole tém a mesma inclinagao. Este é portanto um ponto tangente.

A afirmativa é verdadeira.

ANPEC 1993, Questao 2. Considere as seguinte afirmativas a respeito da
equacao y? — 22 = 1:
@ A equagao dada representa uma hipérbole.

Verdade. Um conjunto de pontos (z, %) do plano caracterizados por uma equagao da
forma ax?® + bry + cy? + dx + ey + f = 0, serd uma hipérbole se b* — 4ac > 0. No
exemplo, a = —1,b=0e c= 1. Logo b* — 4ac =1 > 0.

@ O gréfico da equagao dada intercepta o eixo Ox nos pontos (0, 0)

e (0,—2).
Falso: (0,0) nem pertence a hipérbole.

@ O gréfico da equagao dada possui dois focos, nos pontos (2, 3)

e (2,—5).
A afirmativa é falsa. Na verdade, os focos da hipérbole dada sao os pontos (0, —1) e
(0,1). Mas, supondo que tal informagao nao fosse conhecida, note que a propriedade

que caracteriza hipérboles é que um ponto (z,y) a ela pertencente tem constante o

modulo da diferencga entre as distancias até os focos f, e f,, i.e.,

|d(x, f1) —d(x, fy)| =1

Ver (2.7.1). Como os pontos (0, —1) e (0, 1) pertencem a hipérbole da questao, basta
checar se as diferengas das distancias até (2,3) e (2, —5) s@o constantes.

Primeiro, consideramos o ponto (0,1):

110, )= (2,3)l1=11(0, 1) =(2, =5)[] = [l(=2, =2)|=I|(=2, 6))l[| = |VB-v40| = V40—-/8
Fazendo as contas agora para o ponto (0, —1):

110, =1)=(2,3)l|= 110, =1)=(2, =5)[| = [I(=2, =) |~ [|(~2. )| = |v20-v/20] = 0

Como os valores sao diferentes, os pontos (2,3) e (2, —5) néo sao focos.
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ANPEC 1992, Questao 2. Esta questao comega definindo duas esferas por

224> +22—62—8y—424+20 = 0 e 2% +1y°+ 22 —62—8y—102+41 = 0.

Completando quadrados, temos que as esferas sao dadas por
(=374 @y—4°+(z-27=3  (2-37+(@y—4)7+ (-5 =3

@ Ambas se situam inteiramente no primeiro octante.

Note que o ponto (3, 4,2) pertence a segunda esfera, apesar de ndo estar no primeiro

octante. Logo, a afirmativa é falsa.

@ Sua interse¢ao define um circulo situado num plano horizontal.
(paralelo a OXY).

A afirmativa é verdadeira. Tirando a diferenca entre as equagcoes, vemos que

(5= 22— (2—5)2 =0 —> z:;.

Portanto, os pontos (z,y, z) da intersa¢ao tém z = 7/2 constante, e satisfazem

(x=3)°+(y—-4)"=9-

>~ ©

@ O segmento de reta definido pelos seus centros é ortogonal ao
eixo vertical. (OZ).

Os centros sao (3,4, 2) e (3,4,5). Logo, o segmento definido por este pontos é paralelo

ao eixo OZ, e nao ortogonal.

@ As esferas nao se interceptam.
Falso. Ver solucao do item @

@ As esferas sao concéntricas.

Falso. Os centros sao (3,4,2) e (3,4,5).
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13.2. Questoes ANPEC Resolvidas

Exercicio 1 (ANPEC 2019, Questao 3)

Sejam P e () dois planos cujas equagoes cartesianas sao v + 2y —3z =1 e

2x — y + 2z = 3, respectivamente.

Classifique as afirmagoes abaixo segundo a sua veracidade:

@ A equacgao vetorial da reta ortogonal ao plano P, que passa pelo ponto
(—=2,0,29) € P, é (x,y,2) = (—2,0,1) + t(1,2,—3), para todo t real.

@ A equacao paramétrica da reta ortogonal ao plano (), que passa pelo
ponto (1,49,2) € Q, é x = 1+t;y = 3+ 2t; 2 = 3 — 2¢; para todo ¢t real.

@ Um vetor ortogonal ao plano gerado pelas retas ortogonais aos planos
Pe@é(1,-8,-5).

@ Sejam Lp a reta ortogonal a P passando pelo ponto (—2,0,2p) € P e
Lg a reta ortogonal a () passando pelo ponto (1,y0,2) € Q,Lp e Lg
tém um ponto em comum.

@ A equacao cartesiana do plano gerado pelas retas Lp ¢ Lg do item (3)
e que contém o ponto (1,1,1) é z — 8y — 5z + 12 = 0.

Solucao

@ Falso.

Dado que (—2,0, z9) € P, entao da equagao do plano P, temos zg = —1.
Também da equagao do plano P, obtemos o vetor normal 77, = (1,2, —3).

A equacao vetorial da reta ortogonal ao plano P é
(x,y,2) = (—2,0,—1) + ¢(1,2,—3)

@ Falso.

Ja que (1,70,2) € Q e da equagao do plano @, temos yy = 3. Também
da equacdo cartesiana do plano (), temos o vetor normal 7ig = (2, —1, 2).

Assim, a equacgao vetorial da reta ortogonal ao plano @) é

(x,y,2) = (1,3,2) +t(2,—1,2).
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Logo, a equacao paramétrica é

r=14+2t, y=3—-t z2z=2412

@ Verdadeiro.
Das equagoes cartesianas dos planos P e (), obtemos os vetores normais
np = (1,2,—-3) e g = (2, —1,2), respectivamente. Note que os vetores
nip € flg nao sao paralelos, entao podemos formar um plano com estos
vetores. Se (1,8,—5) é ortogonal ao plano gerado pelo vetores 7ip e
ng, entdo (1,8, —5) tem que ser ortogonal aos vetores 7ip e 7. Isso é

verdade ja que
(1,2,-3).(1,-8,-5) =0,(2,—1,2).(1,-8,5) =0

@ Falso.

Dos item @ e @, temos que
np=(1,2,-3), z20=1, fig=1(2,-1,2) e yo = 3.
As equagoes vetoriais das retas Lp e Lg sao, respectivamente,

(x,y,2) = (—2,0,—1) + t(1,2, —3).
(z,y,2) = (1,2,3) + s(2, -1, 2).

Para ver se as retas Lp e Lo tem um ponto em comum temos que

igualar as duas ultimas equagoes
(—=2,0,—1)+1¢(1,2,-3) = (1,3,2) + s(2, -1, 2).

Portanto nao existem ¢ € R e s € R tal que cumpra o sistema anterior.

@ Verdadeiro.
Do item @, obtemos que (1,—8,—5) é ortogonal as retas Lp e Lg
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entao

(1,-8,—5).((z,y,2) — (1,1,1)) = (1, -8, =5)(z — 1,y — 1,z — 1) = 0.

Portanto

r—8y—52+12=0.

Exercicio 2 (ANPEC 2018, Questao 3)

Considere 7,7 e W como vetor em R3 e s,t € R. Verifique a veracidade das

7N

afirmacoes abaixo, em que o produto interno é denotado por e o produto

vetorial por 7 x ”:

@ O conjunto A = {Z € R® : # - 7 = 10} é um plano perpendicular ao
vetor U/,

(1) A reta definida por #(t) = t7 e o plano #(s,t) = sV + tf nunca se
encontram;

@ Dados os vetores 7 e w, o plano definido pela equacao paramétrica
Z(s,t) = sV + tw coincide com o plano definido pela equagao @ - (¥ X
w) = 2;

@ Seja || 7 ||= V@ - 4. Entdo, se @ e ¥ sdo perpendiculares, temos que
la—v|*=|lal*— |l 7%

@ Sejam p, ¢ e ¥ pontos no espaco que definem um tridngulo A e sejam
ti,to e t3 € R. Se ty + ty + t3 = 1, entdo o ponto & = t1p + tof + t37
encontre-se no plano definido pelo triangulo A.

Solucgao

@ Verdadeiro.

Lembre que um vetor é perpendicular a um plano se ele é ortogonal a
todos os vetores a esse plano. Lembre também que dois pontos definen

um unico vetor.

Sejam os pontos T e i € A, entao o vetor Ty esta no plano A. Logo da
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definicao de A, temos

e
%
Assim, (y — 7).0 = 0, isto é Zy = 0.

@ Falso.

Dado que Z(t) = tv e Z(s,t) = sv + tw é para todo s,t € R, podemos
considerar t = s = 0, entdo #(0) = 0 e #(0,0) = 0. Logo, a intersegao

da reta e o plano é diferente do vazio.

@ Falso.

Dado que é para todos os vetores ¢ e w, podemos considerar v = w = 0,
entao da hipotese Z(s,t) =0 e Z.(¥ x W) = 0 = 2 (contradigao ).

Portanto, os planos nao coincidem pelo menos para v = w = 0.

@ Falso.

Ja que U e U sao perpendiculares, temos 4.0 = v.4 = 0. Entao
|@ — | = (@ — 0).(7 — 0)
= U.U — UV — vU + U
= [[al* + [|7]]*
@ Verdadeiro.
Da hipotese temos que t = 1 — t, + t3, entao

T=(1—ty—t3)p+tag + ts7 = to(¢— D) + t3(r — p) + p.

Logo ¥ = Q@ + tgﬁ + p. Assim, o ponto ¥ encontra-se no plano defi-
nido pelo triangulo A, ja que os vetores Pﬁ e ]7 pertence ao triangulo
A.

Exercicio 3 (ANPEC 2017, Questao 11)

Analise a veracidade das seguintes afirmagoes :
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@ Para que as retas a1z + by +¢; = 0 e asx + boy + co = 0 sejam
perpendiculares deve-se cumprir ajas + biby = 1;

@ Para que as retas a;x + b1y + ¢ = 0 e asx + boy 4+ co = 0 se interceptem
em um unico ponto deve-se cumprir a;bs # asby;

@ Ao girar o vetor (4,2v/3) de um angulo de 60° em sentido anti-horario
resulta o vetor (3v/3, —1);

@ A reta definida pelas equagoes 20 +3y+4z+5=0e —x+2y—32+4 =0
é perpendicular ao plano dado por —17x + 2y + 7z + 10 = 0;

@ Para que a reta que passa por (—1, —1) e tenha dire¢ao dada pelo vetor

2

(1,b) seja tangente a parabola y = x*, o valor de b pode ser 0,82 ou

—4,82 (usando apenas duas casas decimais).

Solucao
@ Falso.

ar+biy+cp =0 st + boy +co =0

ny = (Gh b1) Ty = (Gz,bQ)

ny - ﬁg =0 = (al, bl) . (ag,bz) =0 = aiag + blbg = 0.

@ Verdadeiro.

a1$+b1y+0120
asx + by +co =0

b b
@ n S P O , Denotemos D = @ n .
az Qa2 Y C2 az Qo

Se D # (0 = existe uma tnica solugao .

Se D = 0 = existe infinitas solugdes ou nao existe solugao .

a,lbg — a2b1 7é 0 = ale 7£ a2b1.
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@ Falso.
tg(a) = 2v/3/4
(a4 600y — 19 F9(00)  BEL N  -3V5
[ tg(a)tg(60)  1_2AA 1
o ponto & (—3+/3,1).
@ Verdadeiro.
20 +3y+42+5=0
—r+4+2y—324+4=0
denotemos = = A entao
(13.2.1) 22X+3y+424+5=0
(13.2.2) —“A+2y—32+4=0
3x(13.2.1) + 4(13.2.2) = 2A+ 17y +31=0=y = _1—:;1 — 137)\
2x(13.2.1) + 3(13.2.2) = "TA+ 172 —2=0= 2z = 137 — 1—77)\
r=A
T I TN A
R T = a = (17,-2,-7)
17 17 a = (-17,2,7)

a é perpendicular a —17x + 2y + 72 + 10 = 0.

@ Verdadeiro.
X=p+td
(r,y) = (=1, =1) + t(1,b) = (z,y) = (~1 +t,—1 +tb)
r+l="0 y=2a°

br+b=2>+1 = 22—br+1—-b=0

P—4(1—0)=0 = b +4b—4=0

201
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b=-4,82 ou b=0,82.

Exercicio 4 (ANPEC 2016, Questao 2)
Seja (xo, yg) o ponto da parabola y = 22? +5 que esta mais proximo da reta

y = x. Calcule g—z e apresente como resposta a parte inteira desse valor.
Solucgao

Resposta 20

Exercicio 5 (ANPEC 2015, Questao 1)

Considere os seguintes conjuntos: U = {(z,y) € Ri|zy > 150} e G =
{(:B,y) € R%|2z + 3y < g}, em que g € R,. Analisar a veracidade das
seguintes afirmacoes :

@ Se g < 60, entao UNG = {};

@ Se g > 60, entdo U UG = R%;

@ Quando g = 100, o maior valor da abscissa x, em U N G, é 45;

@ Se g = 60, o conjunto U N G é unitério;

@ Existe um valor de g € R, , para o qual G C U.

Solugao

Preliminares

Grafiquemos os conjuntos C' e G
FALTA FIGURA

@ Verdadeiro.
Note na figura, para que a interse¢ao entre G NU # ¢, as curvas xy =
150 e 2z 4+ 3y = g tem que ter pelo menos um ponto de intersegao .

Para obter os pontos de intersecao das curvas temos que resolver

Be 42y =0
(13.2.3) { v

3z 4 10y = 22



13.2. QUESTOES ANPEC RESOLVIDAS 203

Assim, obtemos 3y — yg + 300 = 0. Logo

_gE /9> —4x3x300
2x6
Entao, para que existe intersecao entre as curvas tem que se cumprir
g* — 4 x 3% 300 >0, assim |g| > 60.
Dado que trabalhamos com ntimeros positivos, temos g > 60. Portanto,
se g < 60 entao GNU = ¢.

@ Falso.

Da figura anterior, temos UN G # R? para todo g > 60.

@ Verdadeiro.
Para obter o maior valor da abcissa = temos que resolver o sistema (1),
para g = 100. Assim, obtemos 2% — 50z + 225 = 0. As solucoes da
equagao anterior sdo x = 5 e x = 45, logo = € [5,45]. Portanto o maior
valor de x, em UN G, ¢é 45.

@ Verdadeiro.
Da figura 1, para que a intersecao U N G tenha um tnico elemento, as
curvas xy = 150 e 2x 4+ 3y = g tem que ter um ponto de intersegao .
Isto acontece, do item @, se g2 —4 x 3 x 300 =0, isto & g = 60.

@ Falso.

Da figura 1, para qualquer valor de g € R, temos que G € U.

Exercicio 6 (ANPEC 2013, Questao 2)
Dadas as retas L1 : 4o +3y — 12 =0 e Ly : 3xv +y — 6 = 0, analise as
seguintes afirmativas:
(0) Um vetor unitario paralelo a reta L; é o (—3/5,4/5).
@ A equacao da reta perpendicular a Lo, que passa pela intersecao de Ly
e Ly, 6x—3y+6=0.
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@ A equacao da bissetriz do maior angulo que formam L; e Ly é 10x —
25y +48 = 0.

@ Um vetor perpendicular a reta Lo é (=3, 1).

@ A hipérbole equilatera, que tem como assintotas os eixos coordenados

e é tangente a Ly e Ly, é xy = 3.
Solucgao

@ Verdadeiro.
Um vetor normal a reta L; é 7i; = (4, 3), entdo um vetor paralelo a reta

Ly é d; = (—3,4). Logo, um vetor unitéario paralelo a reta L, é

a, (—3,4) (—3 %)

Fal 5 575

@ Verdadeiro.
Primeiro calculemos a intersecao das retas L, e Lo, para isto temos que

resolver o sistema

dr +3y — 12 =
3Jr+y—6 =

Entao, a interse¢ao de L; e Ly é o ponto (6/5,12/5).

Um vetor perpendicular a reta Lo é (3,1). Logo, a equagao vetorial da
reta paralela ao vetor (2,3) e que passa por o ponto (6/5,12/5) é dada
por

(z,y) = (6/5,12/5) + (3, 1).

Da igualdade anterior, obtemos a equacao cartesiana x — 3y + 6 = 0.

@ Falso.

Seja a reta L3 : 10x — 25y + 48 = 0. Entao, os coeficientes angulares
das retas Ly, Ly e L3 sdo my = —4/5, my = —3 e m3 = 2/3, respectiva-

mente. Suponhamos que L3 é a equagao da bissetriz do maior angulo
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que formam L; e Lo, entao o angulo o das retas L, e L3 é igual ao

angulo [ das retas L3 e Lo, isto é

tan(a) = tan(f)

_‘1+m3m2

1+m3m1
Esl _ 3+3]
1= 2 - 23
26 17 .
=71 (Contradigao !).

Portanto, a reta L3 nao é bissetriz das retas L; e Lo.

@ Falso.

O vetor perpendicular a reta 3z +y —6 =0 ¢ (3,1).

@ Verdadeiro.

Se a hipérbole com uma reta tem um tnico ponto de intersecao , entao
essa reta é tangente a hipérbole.

Calculemos a intersecao da hipérbole xy = 3 e areta Ly : dx+3y—12 =
0, entao 4% + 3yr — 12z = 0, assim 42% — 122 +9 = 0, logo =z = 3/2
e y = 2. Agora calculemos a interse¢ao da hipérbole zy = 3 e a reta
Ly : 3z +y—6=0, entdo 322 + 2y — 62 = 0, assim 322 — 62 + 3 = 0,
logox=1ey=3.

Dado que a intersecao da hipérbole com as retas Ly e Ly é um tnico
ponto (3/2,2) e (1,3), respectivamente, podemos concluir que L; e Lo

sao tangentes a hipérbole.

Exercicio 7 (ANPEC 2012, Questao 3)

Julga as afirmativas
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(1) As circunferéncias C de centro em (0,0) e raio 1 e Cy de centro em
(1,0) e raio 2 se interceptam num tnico ponto.

@ Os pontos (1,1), (2,3) e (a, —8) pertencem a mesma reta se e somente
sea=1.

@ Sejam P = (3,—1,2) e Q = (4,—2,—1). A equagdo do plano que passa
por P e é perpendicular ao vetor PQ) é x —y — 32+ 2 = 0.

@ Sejam m, k € R. Se os planos 2z+ky+32—5=0emx—6y—62+2 =10

sao paralelos, entao k +m = —1.

Solucgao

@ Falso.
p=(1/3,2/5)
X=p+ta

(2,y) = (1/3,2/5) + t(5,—3) = (1/3 + 5t,2/5 — 3t)

r—1/3  —y+2/5

g 3 =3r—1=-by+2=3r+5y—3=0.

@ Verdadeiro.
Pryt=12 e (z—1)2 4y =2
(-1 +1—-2°=4
=2 +14+1-22=4 = z=-1 A y=0.

@ Falso.
(1,1), (2,3) e (a,—8)
1= (273) - (17 1) = (172); dy = (CL, _8) - (1’ 1) = (a -1, _9)
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@ Verdadeiro.

PQ=Q—P=(4,-2-1)— (3,-1,2) = (1,~1,-3)
n=(1,-1,-3); P=(3,—-1,2); 7L plano

ﬁxﬁ:O

((2.,2) = (3,-1,2)) (1,-1,-3) = 0
(r—=3,y+1,2z—2)(1,-1,-3) =0
r—3—y—1—-3246=0
r—y—32+2=0
r—y—32+2=0.

@ Verdadeiro.

2 +ky+32—5=0 . mx — 6y —6z4+2=0
n; = (2,k,3) iy = (m, —6, —6)
(m,—6,—6) = t(2,k,3)
t=-2, k=3, m=—-4 = —-4+3=1

Exercicio 8 (ANPEC 2011, Questao 2)

Considere as retas r; e ry, no plano, definidas por

asT + boy +co =0

em que n; = (ag, by) e ng = (ag, be) sdo vetores ndo nulos ortogonais a 1 e

{ a11’+bly+61:0

9, respectivamente. Denotamos por d(P,r) a distancia de um ponto P a
uma reta r do plano. Julgue as afirmativas:

@ Se as retas ry e 79 sao perpendiculares, entao ajas + biby = 0.



208

13. GEOMETRIA ANALIiTICA

@ Se (1,1) € r; e r; é paralela a reta dada por 2z + 3y — 6 = 0, entdo
(3,2) € 7.

@ Considere em 7y os valores ¢; = 0 e n; = (1, —1). Se pontos distintos
P = (3,y1) e Q = (3,y) sdo tais que d(P,r) = d(Q,r1) = v/2, entdo
y1 +y2 = 6.

@ Asretas y = z, y = 1 e y = —x + 2 se interceptam formando um
triangulo.

@ Se asbocy #0 e & = b1 = <, entao 71 e 7y representam a mesma reta.

az

Solugao

@ Verdadeiro.

@ Falso.

@ Verdadeiro.Ver solu¢ao na pagina m

@ Falso.

@ Verdadeiro.

Exercicio 9 (ANPEC 2010, Questao 8)

Julgue as afirmativas:

@ Se u = 2e; + ey — e3, entao v = ( — % — ¢ um vetor unitario,
paralelo a u, em que e; = (1,0,0), ey = ( ee;=(0,0,1);

@ Sejam u = (z,1,0), v = (-2,9,3) e w = (y,—1,—1), tais que u é
perpendicular a v e a w. Entao 22 = 1/2;

@ Considere os pontos P, = (x,1,0) e P, = (—2,y,3). Se a distancia de

P, a P, ¢ igual a distancia de P, ao plano xy, entao z =1 ey = —2;

12
55
1,0)

(3) Seja (a,b) um ponto na intersecio da circunferéncia de centro (0,0) e
raio 1 com a reta y = 2z. Entao a? = 1/2;
@ Seja r a reta tangente ao gréfico de y = 22* —3x+5 , no ponto (1,4). A

equagao da reta perpendicular a r e que passa por (—1,2) 6y = —x+ 1.

Solucgao
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@ Verdadeiro.

A norma do vetor v é

\/ —9\2 1\ 2 1\ 2

= — — -] =1

v ( 3 ) * (2) i (3>

Assim, o vetor é unitario. também o vetor v é paralelo a u, ji que

_ =1
UV = 3U,.

@ Verdadeiro.

@ Verdadeiro.
Derivando a funcao y temos 3y’ = 4x — 3. Agora, a pendente da reta
r éy'(1) = 1. Logo, a pendente da reta s perpendicular a reta, é —1.
Assim, a equagao da reta s que passa por (—1,2) é

y—2

z+1

y=—x+ 1

Exercicio 10 (ANPEC 2004, Questao 1)
Assinale V (verdadeiro) ou F (falso):
(0) Para todos a € Re b € R, se a < b entdo |a| < |bl;

(1) {xER\’x—% <2}: (—%,g};

@ {zeRl|z+2|+|r -4 <6} = (-24);

@ Se {(x,y) ERHx|+}y| < 1} entao r +y > —1;
@ {z eR2-2? -9 <6z — 2%} = (0,3).

Solucgao

@ Verdadeiro.
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@ Falso.

Exercicio 11 (ANPEC 2003, Questao 2)

Assinale V(verdadeiro) ou F(falso):

@ A equagao da reta que passa por Py(2, —1) e é perpendicular a reta que
passa pelos pontos P;(2,—2) e P»(5,0) é 3z + 2y = 5.

@ Asretas agr+byy—co=0 e ax+biy—ci =0 interceptam-se
caso  apay + bpby = 0.

@ Se existe A € R tal que x9 =34+ ANz —2), Yo =5+ Ay —3)
e zo = 4+ Mzo — b), entao o ponto Py(zo, Yo, 20) esta sobre a reta
determinada por Pi(2,3,5) e P»(3,5,4).

@ Se a distancia de ponto P(z,y,2) ao ponto Q(1,—2,0) ¢ 5, entao x* +
y? + 2% — 22 + 4y = 20.

@ A equagao do plano perpendicular ao plano 2x — 3y + 2 — 5 =0 e que
passa pelos pontos Py(2,—6,4) e P1(3,—6,5) é 3z +y —3z=0.

Solucgao

@ Falso.

Seja L; a reta que passa por os pontos P, e P,. Denotemos como Lo
a reta perpendicular & L;. A pendente da reta L; é m; = 2/3, logo a
pendente da reta Ly é my = —3/2. Dado que o ponto Py(2, —1) esta na

reta Lo, entao a equacao desta reta é
-3 y+1

2 r-—2

3v+2y—4=0.

@ Verdadeiro.
@ Verdadeiro.
@ Verdadeiro.

@ Falso.
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Exercicio 12 (ANPEC 2002, Questao 2)

Considere os planos 7 e 7y definidos pelas seguintes equacoes :

mirx—y+2z2=3 e m:2r+3y—z2==6

Responda V (verdadeiro) ou F (falso):

@ O vetor dire¢ao da reta intersegao aos planos 7 e m é: (1,1, —1).

@ A equagao do plano passando pelo ponto P(2,1,1) e perpendicular a
reta intersecao de m com my é: x —y — 2z = 0.

@ A equacao do plano contendo a reta intersecao de m; com 7o € 0 ponto
Q(l,—2,1) é: 3z —y+42=09.

@ O ponto sobre o plano 7 que estd a menor distancia de Q(1, —2,1) tem
coordenadas: (2/3,5/3,1/3).

@ A menor distancia entre o ponto Q(1,—2,4) e o plano 7, é: V/14.

Solucao

@ Falso.

Seja L a reta interse¢ao dos planos m; e my. Das equagoes dos planos
7 e Ty temos os vetores normais 7; = (1,—1,2) e My = (2,3,—1),
respectivamente. O vetor direcao da reta L é o produto vetorial dos

vetores normais aos planos m e mo, isto é

i j k
n=nixny=det |1 —1 2| =s(-1,1,1).
2 3 -1

Dado que 77 = s(—1, 1, 1) é vetor dire¢ao da reta L, entao m = (—1,1,1)

também é vetor direcao .

@ Verdadeiro.
Ja que m = (—1,1,1) é vetor diregao da reta L, entdo mi é vetor normal

ao plano (m3) perpendicular a reta L. A equagao normal do plano 73 é

%
Px.m =0,
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logo
(X —P).(-1,1,1) =0,

<(x,y, 2) — (2,1, 1)).(—1, 1,1) =0,

r—y—z=0.

@ Verdadeiro.
Da equagdo do plano 3z — y + 4z = 9, temos (3,1,4) (z,y,2) =
(3,1,4) (1,-2,1), logo (3, 1,4) ((x, Y t) — Q) — 0. Entdo i = (3,1,4) ¢
o vetor normal ao plano anterior, e o ponto () pertence ao plano. Note

que 7 é normal & reta intersecao de 7; com ms.

@ Falso.

O ponto (2/3,5/3,1/3) nao esta no my, dado que
2 5

2
3 37373

@ Verdadeiro.

Exercicio 13 (ANPEC 2001, Questao 3)
Assinale V' (verdadeiro) ou F' (falso):
@ O plano {(x,y,2) € R®: =2z —5y+9z = 15} contém os pontos (1,2, 3)
,(—1,1,2) e (2,—2,1);
@ O plano {(z,y,2) € R® : x + 2y + 3z = 12} ¢ ortogonal ao plano
{(z,y,2) eER3:x+y — 2 =1T};
@ A interse¢io dos trés planos {(z,y,2z) € R® : = + 2y + 32 = 4},
{(z,y,2) ER*:x+y+2=06} e {(r,y,2) ER*: 20+ 3y +42 =10} é
o conjunto vazio;
(3) O plano {(z,y,2) € R®: x+2y+3z = 20} é tangente & bola {(z,y, 2) €
R3: (x —2)*+ (y — 3)> + 22 = 11} no ponto (3,4, 3);
(4) A distancia entre os planos {(z,y, z) € R®: 2+2y+3z = 12} e o plano
{(z,y,2) € R®: 2+ 2y + 3z = 13} & menor do que 1(um).
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Solucgao

@ Verdadeiro.
@ Verdadeiro.

@ Falso
@ Falso
Para que o plano seja tangente a bola a intersecao entre ele € um tnico
ponto.
x4+ 2y +32=20
(r—2)*+(y—3)32+22=11
Para 2 =0

rT+2y=20=2=20-2y

(z -2+ (y—3)* =11

(18 —2y)* + (y — 3)* = 11

18% —4 x 18y +4y* +y* — 6y +9 =11

5y — 78y + 182 —2 =10

A =78 —4(5)(18% —2) £ 0

@ Verdadeiro.
Seja P = (2,1,2) um ponto ao plano [z + 2y + 3z = 12].

Sejam o ponto P = (g, Yo, 20) € 0 plano 7w : ax + by +cz+d =0. A

distancia de P e 7, serd dada por

awo + bug + 2o + d

d(P,m)
242461 |
apgy =22 Ly

V12422432 V14
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Exercicio 14 (ANPEC 2000, Questao 5)
Calcule a distancia entre a origem (0,0,0) e o ponto sobre a superficie 22 —
xy = 1 que lhe é mais proximo (da origem).
Solucgao
Resposta 1

Denotemos 6 = (0,0,0) e ¥ = (x,y, 2) um ponto da superficie z* — zy = 1.

d(0,7) = /a2 + y? + 22

=Vt 2+ 1+ay

derivando temos

Ad = 2z +y,2y+z) = (0,0)

Exercicio 15 (ANPEC 1999, Questao 2)

Com relagao a inequacao:
202 — 13z + 13 < (v — 2)(z — 3)

@ O maior valor de z que a satisfaz é 4 e o menor é —2.
@ O menor valor de x que a satisfaz é 1 e o maior é 5.
@ E satisfeita para quaisquer valores de x compreendidos entre 1 e 7.

@ Somente ¢ satisfeita com x menor do que 13 ou maior do que 16.

Solucao

@ Verdadeiro.

@ Falso.
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Exercicio 16 (ANPEC 1994, Questao 3)
Sejam os seguintes pontos:
A=(a,4) B=(-1,2) C=(4,-1) D=(3,1) E=(8,4)
Determine « de tal modo que a reta contendo os pontos A e B seja perpen-
dicular a reta contendo os pontos C e D. Em seguida, determine 3 de forma

que a reta contendo E e B seja paralela a reta contendo C' e D. Qual o valor
de (a+ fB)?

Solucgao

Resposta 1

Exercicio 17 (ANPEC 1994, Questao 12)

Calcule a érea compreendida entre as curvas:

y—xz=0; y=0; y+2—-6=0 e y—ao+4=0.
Solucao

Resposta 8

Exercicio 18 (ANPEC 1994, Questao 13)

Assinale as proposicoes verdadeiras e as falsas:

@ A interse¢ao das curvas y —x +2 =0, y+2—8 =0e y =0 forma
um triangulo isosceles.

@ Dois pontos satisfazem as equagoes : (z —4)> + (y —4)> =8 =0 e
r+y—4=0.

(2) No espago bi-dimensional (z, y) a distancia entre os pontos (a, b) e (b, a)
é [2(b— a)?]V/2.

@ A equacao 2% + y? — 22 = 0 representa um circulo cujo raio é dois.

@ As equagoes a1x + asy + az = 0 e byx + bay + b3 = 0 contém o ponto
(x0,%0). Entdo, para uma dada constante ¢, a equacdo (a;x + asy +

az) + c(bix + bay + b3) = 0 contera o ponto (g, yo)-

Solucgao
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@ Verdadeiro.

Denotemos
Liy:y—ax+2=0 Ly:y+2x—-8=0
(1) Intersegao das retas Ly e Ly

y—x+2=0

L31

y=20

=y=3 e x=5=P =(3,5)

y+x—8=0

(2) Intersecao das retas Ly e L

2 42=0
ot —y=0 e z=2=P=(0,2)
y=0
(3)
_8=0
y+ , SU=0 e w=8>P=(08)
y =

(*) Distancia dos pontos Py e P, /32 + 3% =3v/2
(*) Distancia dos pontos P; e Py /32 + 32 = 3v/2

(*) Distancia dos pontos Py e P; V62 =6

@ Falso.

(-4 +(y—4°-8=0
r+y—4=0

r=4—-y

(A-—y—4)>+(y—4)>-8=0
v 4+ y* =8y +16—-8=0
2y° — 8y +8=0

v —4dy+4=0

y = 2.
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@ Verdadeiro.
V=0 + (@07 = v/2a b

(3) Falso (Gabarito é Verdadeiro).

r—2r+y°=0

= (z—-1)7+¢y*=1
r—2r+1—-1+9y%2=0 ( )yt

@ Verdadeiro.

ai1xo + a2%Yo + as = 0

= Cbll’o + Cbgyo + Cb3 = 0.
blxo + beo + bg =0

Exercicio 19 (ANPEC 1993, Questao 2)
Indique quais das afirmativas abaixo sobre a equacdo y* — x? = 1 sdo ver-
dadeiras e quais sao falsas:
@ A equacao dada representa uma hipérbole.
@ O grafico da equagao dada intercepta o eixo Ox nos pontos (0,0) e
(0, —2).
@ O gréafico da equagao dada possui dois focos, nos pontos (2, 3) e (2, —5).
@ A reta y = 1 é tangente ao grafico da equacao dada.
@ A reta x = 1 intercepta o grafico da equagao dada em dois pontos

distintos.
Solucao
@ Verdadeiro.
A conica
Ar? + Brd+ Cy* + Dz + Ey+ F =0

0 —4(1)(—=1) > 0 Hipérbole.
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@ Falso.

Intersecao om o eixo OX.
Seja y = 0, entao

v = —1 = ndo existe x € R|z? = —1].

@ Falso.

A=124+12=c=+V2
FALTA FIGURA

@ Verdadeiro.

Intersecao da reta e a superficie

W — a2 =1
y=1
x=0.

@ Verdadeiro.

g — a2 =1
r=1

y'=1=y =41

Exercicio 20 (ANPEC 1992, Questao 2)

Dadas as duas esferas representadas respectivamente por: z? + y? + 22 —

6r —8y —4z+20=0¢e 22+ 3> + 22 — 62 — 8y — 102 + 41 = 0. Indique as

afirmativas verdadeira ou falsas:

@ Ambas se situam inteiramente no primeiro octante.

@ Sua intersegao define um circulo situado num plano horizontal. (para-
lelo a OXY).
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@ O segmento de reta definido pelos seus centros é ortogonal ao eixo
vertical. (0Z).
@ As esferas nao se interceptam.

@ As esferas sao concéntricas.

Solucao

@ Falso.

Assim como os eixos coordenados em um sistema de coordenadas no
plano cartesiano dividem o plano em quatro quadrantes, igualmente
os planos coordenados em um sistema de coordenadas tridimensio-
nal dividem o espaco tridimensional em oito partes chamadas de oc-
tante: (+,+,+) primeiro octante, (—, +, +) segundo octante, (—, —, +)
terceiro octante, (+,—,+) quarto octante, (4, -+, —) quinto octante,
(—,+, —) sexto octante, (—, —, —) sétimo octante, (4, —, —) oitavo oc-

tante. Das equacgoes das esferas, completando quadrados temos
(=32 +(y—42+(2-22=3" e (-3 +(y—4)>+ (2 —5)*=3%
Note que (3,4,—2) é um vetor da segunda esfera (ultima equagao ).

Entao a segunda esfera tem pontos no quinto octante.

@ Verdadeiro.
Sejam (z,y, z) os pontos de interse¢ao das esferas, entao
2, .2 2 _
4y +2°—6x—8y—4z4+20=0
—? — P — 22 +6x+8y+ 10z — 41 =0.

Somando as duas ultimas equagbes tém-se: z = 21/6, esta equagdo é

um plano paralela a OXY.

@ Falso.

Do item @, e das equacao das esferas temos os centros (3,4,2) e
(3,4,5). Entao, o segmento de reta v = (3,4,5) — (3,4,2) = (0,0, 3),



220 13. GEOMETRIA ANALITICA

logo ¥ ¢ paralelo a eixo vertical (0Z).

@ Falso.

Do item @, as esferas se intersectam em um circulo situado num plano
OoXY.

@ Falso.

Duas esferas sao concéntricas se tdm o mesmo centro. Do item @,
temos os centros diferentes (3,4,2) e (3,4,5).

Exercicio 21 (ANPEC 1992, Questao 3)
Determine a area do triangulo formado pelos pontos a = (3,3,3), b =
(1,1,2), c = (1,3,1).

Solugao

Resposta

Exercicio 22 (ANPEC 1991, Questao 3)
Analise os seguintes pares de retas e assinale se falsa ou verdadeira cada
afirmacao correspondente.
@ 3r — 5y =1 e 2z + y = 2 sao perpendiculares.
@ 2x + 7y =1 e x —y = 5 nao sao perpendiculares.
@ 3x — 5y =1 e 5z + 3y = 7 sao perpendiculares.
@ —r+y=2ex+y =29 nao sao perpendiculares.
@ y — 2z = 3 e 6 — 3y = 2 sao perpendiculares.

Solucao

@ Falso.

Sejam as retas L : 3z — 5y =1¢e @ : 2z +y = 2. Os vetores ortogonais
para as retas L e () s@o i, = (3,—5) e 7ig = (2,1), respectivamente.

O produto de 7i;, x fig = (3,—5) x (2,1) = 1, entdo 1, e 7 nao sao



13.2. QUESTOES ANPEC RESOLVIDAS 221

perpendiculares, portanto L e () nao sao perpendiculares.

@ Verdadeiro.
Sejam as retas L : 2x + 7y =1e Q) :  —y = 5. Os vetores ortogonais
para as retas L e @ sao 7i, = (2,7) e fig = (1, —1), respectivamente.
O produto de 7, X g = (2,7) x (1,—1) = =5, entao 7iy, e 7y nao sao

perpendiculares, portanto L e () nao sao perpendiculares.

@ Verdadeiro.
Sejam as retas L : 3x —by =1e @ : bx+ 3y = 7. Os vetores ortogonais
para as retas L e () sdo i, = (3,—5) e rig = (5, 3), respectivamente. O
produto de 7i;, X g = (3,—5) x (5,3) = 0, entdo 7y, e 7y sdo perpen-

diculares, portanto L e () sao perpendiculares.

@ Falso.

Sejam asretas L: —x+y=2e @ : z+y =9. Os vetores ortogonais
para as retas L e () sdo iip, = (—1,1) e 7ig = (1, 1), respectivamente. O
produto de 7i;, x g = (—1,1) x (1,1) = 0, entdo 7y, e Mg sao perpen-

diculares, portanto L e () sao perpendiculares.

@ Falso.

Sejam as retas L : y —2x =3 e Q : 62 — 3y = 2. Os vetores ortogonais
para as retas L e () sdo 7, = (—2,1) e fig = (6, —3), respectivamente.
O produto de 7, x g = (—2,1) x (6,—3) = —15, entao 7y, e rig nao

sao perpendiculares, portanto L e () nao sao perpendiculares.

Exercicio 23 (ANPEC 1991, Questao 9)

Calcule a distancia entre os valores A =

8
eB=
6

Solucgao
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A distancia de A e B é ||A — Bl = [|(8,6) — (—4,-3)]| = [[(12,9)| =
V122 + 92 = 15.

Exercicio 24 (ANPEC 1991, Questao 11)

ai

Sabendo-se que a = |ay| € um vetor de plano z + 2y + z = 0 e que
as

ai; + a3 = —2, determine as.

Solucao
Comoa € P : x+2y+z = 0, entao a;+2as+a3z = 0. Dado que a;+a3 = —2,

das duas ultimas equagoes temos as = 1.



CAP{TULO 14

Algebra Linear

[

Neste capitulo trataremos resumidamente de vérias nocgoes de algebra linear,
como operacoes com matrizes, matriz inversa, transposta e adjunta, resolucao de
sistemas lineares, determinantes, regra de Cramer, espagos vetoriais e subespagos,
base e dimensao, produto interno, ortogonalidade, projecoes, transformacoes linea-
res, nucleo e imagem, matriz de uma transformacao linear. Autovalores e autoveto-
res, polindmios caracteristicos, operadores diagonalizaveis, operadores auto-adjuntos,

operadores ortogonais, e formas bilineares.

14.1. Questoes ANPEC Trabalhadas

14.1.1. Matrizes, determinantes, matrizes inversas, regra de Cramer,
sistemas lineares.
ANPEC 2021, Questao 13.
@ Se A, B e (' sao matrizes n x n, sendo A e C invertiveis, e 0,,xs,
representa a matriz n X n cujas entradas sao todas iguais a zero,

entao a matriz D, 2n X 2n, definida por

A O’ILXTL
B C

I

é inversivel.
Se a matriz D for invertivel, entao existem X, Y. W, Z, matrizes n X n tais que

X Y] L 0]

W Z

A O’VLX’VL
B C

OHX’I’L [TLXTL

10ltima Atualizagao: 23/08/2022
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onde I, é a matriz identidade n x n. Multiplicando os blocos, obtemos
AX = I,xp, AY = 0,4n, BX + CW = 0,,4n, BY +CZ = 1I,,«,,.
Entao,

X =A" Y = 0pxn, W=-C"'BX=-C"'BA™!,
Z =C Iyn — BY)=0C"".

ANPEC 2017, Questao 2. Esta questao comeca fornecendo algumas defini-

goes:

Uma matriz M € R™" é chamada idempotente se M? = M. Uma
matriz N € R™" é chamada nilpotente se existe un ntmero inteiro

positivo k tal que N* = 0 (matriz com todas as entradas nulas).
A seguir avaliamos cada um dos quesitos.
@ O determinante de uma matriz nilpotente é zero;

A afirmativa é verdadeira pois
0 = det(0) = det(N*) = (det(N))".

@ Se M € R™" ¢ nilpotente, entao existe um ntmero inteiro r tal

que

(I-M)y'=I+M+---+M

Para confirmar a veracidade da afirmativa, basta multiplicar

I-MYI+M+--+M)=I4+M+---+M —MI+M+---+M")
=I+M+-+M -M-M—- =M —M"'=T-M*" =1

@ A soma de matrizes nilpotentes ¢ uma matriz nilpotente;
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Falso. Considere as sequintes matrizes nilpotentes

() ()

A soma destas matrizes A + B = I é a matriz identidade, que nao é nilpotente,
pois I¥ = I para todo k € N. Portanto, a soma de matrizes nilpotentes nao é

necessariamente nilpotente.
@ O determinante de uma matriz idempotente é sempre 1;

Falso. Note que se M é idempotente,
[det(M)]* = det(M?) = det(M)

e portanto det(M) =1 ou det(M) = 0.
@ A matriz M € R™™ é idempotente se, e somente se, (I — M) é

idempotente.
Verdadeiro. Note que
(I —-M)?*=1-2M+ M?
Entao, se M é idempotente temos que
(I-M?=1-2M+M*=1-2M+M=1- M,
e portanto I — M é idempotente. De forma analoga, se I — M é idempotente, entao
I-M=(I—-M)?*=1-2M+ M?

i.e., M = M? & idempotente.

ANPEC 2015, Questao 4. A questao comeca por definir uma matriz de Mar-
kov:
Uma matriz de Markov é uma matriz quadrada, que em cada en-
trada tem um ntimero nao negativo e a soma das entradas de qual-
quer coluna é igual a 1. A ordem de uma matriz de Markov é o

namero de linhas (ou colunas) dela.

Vamos agora avaliaar a veracidade daas afirmativas.
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@ A soma de duas matrizes de Markov da mesma ordem é uma
matriz de Markov;

Note que a identidade I é matriz de Markov, mas 2/ = [ + I nao o é. Falso.

@ O produto de duas matrizes de Markov da mesma ordem é uma

matriz de Markov;

Para ver que a afirmativa é verdadeira, basta supor que A e B sejam de Markov de
ordem n, e definir C = AB. Entao as entradas de C' s@o nao negativas (por serem
produtos e somas de valores nao negativos). Para checar que a soma das colunas de

C resulta em 1, basta ver que C;; = ZZ:1 A By; e portanto
D Cy=2 > AuBiy=3 3 AwBy=) Aw) Bij=) Awx=1,
j=1 j=1 k=1 k=1 j=1 k=1 j=1 k=1

onde usamos que a soma dos termos das colunas de A e B resultam em 1 por serem
de Markov.

@ A inversa de uma matriz de Markov (quando ela exista) é tam-

bém uma matriz de Markov;

Falso, e basta tomar o contraexemplo:

L[t o
~\o 0,9/
o L (09 -0
09\ o0 1

@ Se M € R™™ é uma matriz de Markov e v € R™*! é um vetor

de componentes nao negativos que somam 1, entao Mv € R™*!

de Markov. Mas

nao é de Markov.

também é um vetor de componentes nao negativos que somam 1;

Verdadeira, com resolu¢ao muito semelhante a da questao @:

Z(MV)]' = ZZMjka = ZZMjkl/k = ZVkZMjk = Zl/k = 1.
k=1 j=1 k=1

j=1 j=1 k=1 k=1 j=1
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@ Se aw € [0,1] e M, N € R™™ sdo matrizes de Markov, entao

aM + (1 — «)N também ¢é uma matriz de Markov.

Verdade, com resolugao semelhante ao item anterior. Primeiro note que os termos
de aM + (1 — )N serao todos ndo negativos, pois a € [0,1]. Além disto,

n

> aMi; + (1 — a)Ny] :azn:Mij+(1—a)Zn:Nij:a+(l—a) = 1.

j=1 j=1

ANPEC 2007, Questao 3. Considere as seguintes informgoes.

Seja (, ) o produto escalar usual de R"*' e V = Vi A--- AV, € R™!
o produto vetorial de vetores linearmente independente V4, ..., V,, €
R™ 1. Por definicao <V, W> = det Ay, em que

w
Vi
Aw = |
Va
¢ a matriz cujas linhas sao os vetores W, V;,...,V, € R""L.

A definigao de produto vetorial acima segue . A seguir, julgue os itens abaixo.
@ <V,V}> =0, para todo i € {1,...,n}.

Verdade. Note que

(V,Vi) =det Ay, =det | | =0

pois ha duas linhas repetidas na matriz.

(1) det Ay # [V
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Falso, pois, por definicao,

det Ay =(V,V) = |V|*.

(2)V #£0.

Verdadeiro. Seja W um vetor que seja LI com respeito a Vi,...,V,. Entao

W
%

(V,W) = det Ay = det | | | #0
Va

pois as linhas de Ay sao LI. Se V fosse nulo, teriamos <V, W> = 0, o que nao ocorre.

(3) det(AyAL) = [V]> det(gy;), em que g;; = (V;, V).

Verdadeiro. Denotamos V', etc, como sendo o vetor coluna de V', note que

% V2 ViV, L VY,
Vil L L . ViV ViVy ... Vi,
ApAl = | ! h‘% . w]z o
Vi ViV VIV LV,
V2 o ... o0 V2 0o ... 0
|0 Vivi ... ViV, 10 g g

onde usamos que V'V = 0; ver item (1). Portanto, det(Ay AL) = [V det(gs).

@ V] = /det(gi;).

Verdadeiro, pois

det(Ay AL) = det(Ay) det(A,) = [det(Ay)]? = |V|*
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onde usamos o item @ Usando agora @,
V2 det(g;;) = det(AyAL) = [V]*.

Portanto, det(g;;) > 0 e |V| = /det(gi;).

ANPEC 2002, Questao 6.

@ Seja I uma matriz identidade n x n e X uma matriz n x k
com posto igual a k. Entdo, se A = [ — X(X'X) 1 X'] entao A é
simétrica de det(A’A) > det(A).
Falso. A matriz A é de fato simétrica. Entretanto, tomando-se k =ne X =1 a
matriz identidade, temos A = 0 é a matriz nula. Portanto, det(A’A) > det(A) nao

vale em geral.

@ Sejam A e B matrizes quadradas de mesma dimensao. Se AB =
BA entao
det [(A + B)?] = det(A)? + 2det(A) det(B) + det(B)?.
Falso. Considere matrizes 2 x 2 com A =1 e B = —I. Entao det[(A+ B)?)|=0¢

det(A)? + 2det(A) det(B) + det(B)? = 4,

pois det(—1) = 1 em dimensao dois.

14.1.2. Espacgos vetoriais, base, independéncia linear, dimensao. Lem-
bre que que um conjunto de vetores {vy, ..., vy} dum espago vetorial V' é linearmente

independente (LI) se
051V1+"‘+05kvk20 — alz...:akzo_

Ver pagina |35]
Para definicao de um subespago W C V' basta que
(1) W#0
(2) seu,veWeacRentaou+aveW
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Ver Secao [3.5.1]

ANPEC 2022, Questao 2. Nesta questao, V é um espaco vetorial, e pede-se

para que afirmativas sejam checadas quanto a suas veracidades.

@ Se {vy,v9,v3} € V & um conjunto linearmente independente,
entdo o conjunto {v; — v, vy — v3,v3} também é linearmente inde-

pendente.

Para checar se {v; —v3, vy —v3, v3} € linearmente independente, supomos que existam

constante aq, as, ag tais que
Ozl(Ul - Ug) + 012(1)2 — ’Ug) + a3v3 = 0.

Entao

Q101 + oV + (—ag — ag + ag)us = 0.
Como {vy,v9,v3} € LI, entdao oy = g = —a; — g+ a3 = 0. Logo, ag = ap = a3 = 0.
Portanto, o conjunto {v; — v3,ve — v3,v3} também é linearmente independente, e a

afirmativa é verdadeira.

@ Se W7 e W, sao subespagos vetoriais de V, entao o conjunto
{wy; —wy 1wy € Wi, wy € Wy} também é um subespago vetorial de
V.

Para checar a validade da afirmativa, defina W = {w; — wy : wy € Wi, wy € Wa}.
Veja que Wi C W e Wy C W, e portanto W é nao vazio. Além disto, sejam u,
v € W. Entao

U = Uy — U, U = V1 — Vg,

para algum uy, vy € Wy e ug,v9 € Wy, Entao, para todo o € R,
u+av = (u; —ug) + vy — v3) = (ug + avy) — (uz + avg) € W,

pois u; + avy € Wi e us + avy € Wy, Entao a afirmativa é verdadeira.

@ Para o caso em que V = R3, e A e B sao duas matrizes reais

3 x 3, suponha que W; é o nucleo de A e W5 é o nucleo de B.



14.1. QUESTC)ES ANPEC TRABALHADAS 231
Portanto, W; e W, sao subespacos vetoriais de V', e o conjunto
{wy +wy € R? 1wy € Wi, wy € Wa} ¢ o nticleo da matriz A + B.
Note que dado W = {w; +wy € R : wy € Wi, wy € Wa}, se wy € Wi, wy € W,

entao wy, + wy € W. Entretanto
(A + B)(U}l + w2) = A(w1 + U)Q) + B(U)l + U}2) = AUJQ -+ Bwl,

e nao ha motivos para que esta soma resulte no vetor nulo. Tome, por exemplo,
A sendo a matriz nula e B matriz identidade. Entdo os ntucleos sdo W; = R? e
W, = {0}. Neste caso, W = R? nio é o nicleo de A+ B = I (matriz identidade). A
afirmativa é falsa.
@ Para o caso em que V = R2, qualquer elemento do conjunto
{(z1,29) € V : &y — 29 = 1} pode ser expresso como a soma de

(1,1) com algum elemento do conjunto {(x1,z3) € V : 21 —x9 = 0}.

A afirmativa é falsa. Note, por exemplo, que (1,0) € {(z1,22) € V : 21 — 29 = 1},
mas se
(1,0) = (1,1) + (a1, z2),
entao (z1,z2) = (0,—1) ¢ {(z1,22) € V : 21 — 29 = 0}.
@ Para o caso em que V' ¢é o conjunto das matrizes reais 2 X 2, em
que a soma entre matrizes e a multiplicacao por escalares sao feitas

da forma padrao entrada a entrada, o subconjunto das matrizes

c - .
] com ad = 0 nao forma um subespago vetorial
c

a
reais do tipo [
de V.

Verdade, este subconjunto nao forma um subespaco vetorial. De fato, as matrizes

o) loo)

pertencem ao subconjunto, mas a soma

o) =0 5) =6,
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nao satisfaz ad = 0.

14.1.3. Produto interno, ortogonalidade, projecoes. Ver revisao de pro-

duto interno e suas aplicagoes na Secao |3.6|

ANPEC 2021, Questao 3. Nesta questao, a seguinte afirmativa é proposta:
@ Considere V = R*,n > 1. E dada uma forma bilinear que

associa a cada par de vetores (v,w) € R" x R" o ntimero real (v, w).
Sabe-se que essa forma bilinear ¢ um produto interno. Entao a

igualdade (v +vg, w1 +wq) = (vy, wy) + (ve, wo) vale para quaisquer

vetores vy, Uy, Wi, wy € V.

A afirmativa é falsa. Deveria ocorrer

<Ul + Vg, Wy + ’LU2> = <’Ul,w1 + U)2> + <U2,’U}1 + ’LUQ)
= <Ul7w1> + <U1,w2> + <U2,7~U1> + <02aw2> # <U1,w1> + <v2,w2).

em geral. Por exemplo, tome v; = v9 = w; = wy = u. Entao

(2u, 2u) = 4{u,u), (u, u) + (u, u) = 2(u, u).

ANPEC 2021, Questao 13.

@ A funcio f : R? x R? — R definida por f(z,y) = 2z1y; +
4x1ys + 422y1 + 1022y2, em que x = (1, 72) € y = (Y1, y2), satisfaz
as propriedades de um produto interno em R2.

A afirmativa é verdadeira. Note que a funcao pode ser escrita na forma

= (o) (§0) () -6 =) ()

= 2£L'1y1 + 4I1y2 + 41’2y1 + 10l‘2y2.

onde z = (z1,22) e ¥y = (y1,%2). Um produto iterno em R? tem que satisfazer

(1) -2 > 0 para todo x € R? com z # (0,0)
(2) x-y =1y x para todo z, y € R?
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(3) (az) -y = a(zr - y) para todo a € R e todo x, y € R?
(4) (x+vy)-z2=2z-2+y- 2z paratodo z, y, 2 € R
Ver a definigao [3.6.1}
Se A é uma matriz 2 x 2, veja que toda fungao da forma f(z,y) = x' Ay satisfaz

os itens (2), (3), (4) acima. O item (1) é o tnico que nao é claro. Considere entao

2 4
A= .
4 10
Temos que mostrar que z'AX > 0 para todo vetor z nao nulo. Das contas acima,

' AX = 207 + day 20 + 4wowy + 1023 = 2(27 + 4a125 + 523) = 2(z1 + 229)% + 223 > 0.

Para a expressao acima se anular, temos que ter (z; + 2x9)? = 0 e 23 = 0, i.e., a
expressao somente se anula se x; = x9 = 0. Logo f(z,z) > 0 sempre que x; # 0 ou
T2 # 0.

A forma acima é correta, mas um pouco longa. Ela pode ser encurtada para
quem tem nogoes de matrizes SPD (simétricas positivas definidas). Uma matriz A ¢é
SPD se for simétrica e se for positiva definida, i.e., z' Az > 0 sempre que x # (0,0).

Uma matriz simétrica é positiva definida se e somente se os autovalores de A
forem todos positivos. Como a matriz A é simétrica, basta calcular seus autovalores

e checar que sao positivos:
2=N10-X)—-16=0 = N\ —12A+4=0.

Como o produto e a soma das raizes sao positivos, entao ambas as raizes sao positivas.

14.1.4. Transformacgao linear, nicleo, imagem, representagao matricial,
posto. Vale a pena rever rapidamente o conceito de posto. Ver subsecao para

detalhes. Definimos o posto de T': V' — W como a dimensao de sua imagem:
posto T = dimIm(7") < dim W, postol = dimV —dim N(T') < dim V,

onde usamos o Teorema da niicleo e da imagem. Se A é a matriz representando

T, entao o posto de A é o namero de colunas LI de A, também chamado de posto
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sequndo colunas de A. Analogamente, definimos o posto sequndo linhas de A como

sendo o numero de linhas de A que sejam LI. Vale o seguinte resultado:
posto segundo colunas = posto segundo linhas.

Os espagos gerados pelas linhas e colunas sao diferentes em geral, apenas suas di-
mensoes sao iguais.

Definimos também, a nulidade de um operador T ou de uma matriz A como
sendo a dimensao de seu nucleo.

Note que hé relagao entre as dimensoes do ntcleo e imagem de uma transformagao
linear T e o posto e nulidade da matriz [T]}}, que representa esta transformagao (em

quaisquer bases V e W):
dim Im(T") = posto([T]}), dim N(T) = nulidade de ([T]3,,).
Note que pelo Teorema [3.7.2] que
dim N(T) = nulidade de ([T]}},) = ntimero de colunas de [T]},, — posto([T]},,)-

Outra forma de se definir posto de uma matriz é via sua forma escalonada. Dada

uma matriz em forma escalonada, seu posto é igual ao niimero de linhas nao nulas.

ANPEC 2021, Questao 13. Julgue a veracidade das seguintes afirmativas:
@ Considere uma transformacao linear T : R* — R? que trans-
forme o hiperplano A = {(z,y,2) € R* : x + y + z = 1} na reta
B ={(x,y) € R* : x +y = 1}, isto é, a imagem de A por T é B.
Entao qualquer ponto no hiperplano {(z,y,z) € R®: x+y+2 = 0}

é levado a um ponto na reta {(z,y) € R* : 2 + y = 0}.

T Tnw T Tis
Ty Ty Tos

a matriz que faz tal transformacao linear. Como e; = (1,0,0)" € A, e; = (0,1,0)" €

Verdadeiro. Seja

A, e3=(0,0,1)" € A, as imagens Te; e Tey e Tes estao em B. Mas todo ponto de
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B é da forma (a,1 — ), onde a € R. Isto quer dizer que

T} T,
1y _ Te, = 651 ’ 12| _ Te, — (%) 7
Ty I - Th 1—ay

para aq, s, a3 € R desconhecidos. Logo,

T — aq Qo a3 .
1—0[1 1—@2 1—043

Considere agora um ponto p = (x,y,z) onde x + y + z = 0. Este ponto pode ser
escrito como p = (z,y, —r — y). Queremos mostrar que a soma das coordenadas de

Tp é zero:

X
< oy + Yoy + (=2 — y)as )
T Y = .

ry (1 —ap) +y(l —ag) + (1 —az)(—z —y)

Somando as coordenadas, obtemos

rag +yas + (—r —y)ag +x(1 —ay) +y(1 —ag) + (1 — az)(—x — y) = 0.

@ O subespaco em R? de dimensao 2 e que contém o conjunto {x €

1 1

R3:2=1t|-2|,t€ R} e o vetor |2| tem como complemento
5 3
ortogonal o conjunto {(z1,22,25) € R® : =% + 25 — 2L = 0} N

{(l’l,.ﬂfg,ﬂfg) € R?) . 31’1 + 21’2 -+ XT3 = 0}
Falso. Note que o conjunto
Ty 5% 21

{(1‘1,952,3:3) € R3 . —? + X9 — T = O} N {(CCl,l'Q,xg) € Rg : 31’1 —|—2$2 + T3 = O}

é ortogonal ao vetor (3,2,1). Mas este vetor ndo é ortogonal a (1,2,3), e portanto

nao pode pertencer ao complemento ortogonal.
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ANPEC 2019, Questao 14. Esta questao comega por apresentar as seguintes

informagoes:

Considere o operador linear definido por T'(z,y) = (x + y,x — y).
Seja D a regiao do plano limitada pelas retas: x+y = 1,0 =0;y =
0.

A primeira afiurmativa a ser avaliada é a seguinte.
. ) 1 1
@ A matriz que representa o operador T' é dada por L1l

A afirmativa é falsa. De fato, temos

T(r,y) = (@ +y,x—y) = [1 1] H

4

@ A reta x +y = 1 é transformada por T em uma reta horizontal.

Logo, a matriz que representa o operador T' é

A afirmativa é falsa. Dado que x +y = 1, entdao y = 1 — x. Agora, aplicamos &

transformacao linear
T(x,1—x)= (1,14 2x).
Portanto, a imagem T'(x,1 —x) = (1,1 + 2x) é uma reta vertical.

@ As retas x = 0 e y = 0 sao transformadas por T" em duas retas

ortogonais.

A afirmativa é verdadeira. Note que

T(JZ,O) = (IL‘,CL’), T(an) = (y, _y)a

que parametrizam as retas y = x e y = —x. Como (z,z) e (y,—y) sdo ortogonais

para todos x, y € R, entao as retas sao ortogonais.

@ O operador T transforma a regiao D em um retangulo.
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Uma transformacao linear “levam retas em retas”. Portanto, nao é possivel que T

leva “trés lados em quatro”. Veja que
T(z,0) = (x,x), T0,9) = (y,—y), T(x,1—x)=(1,2z—1),

que determina um triangulo.

@ A area da regiao T'(D) é a metade da area de D.
A afirmativa é falsa. Do item anterior, a area da regiao D é 1/2. A area da regiao
T(D) é 1. Logo, a area de D é a metade da area da regiao 7'(D).

Na verdade, como o determinante de T' é dois, a transformacao “dobra” a area.

ANPEC 2018, Questao 12. As seguintes informagoes sao fornecidas:
O conjunto V = R3 é um espaco vetorial sobre o corpo dos reais
dotado com o produto interno usual (ou seja, dotado do produto
interno (z1, 2, 23) (Y1, Y2, Y3) = T1y1 + Taya + T3Y3).

Considere agora as afirmativas abaixo.

@ Se os vetores vy, 5 e v3 geram V,ese T : V — V é um operador
linear, entao a imagem de T' é gerado pelos vetores T'(11), T (v2) e
T(vs);

Verdadeiro, pois se x = x1v1 + TaVs + T3V/3, entao
T(x) = T(l'lVl + Xoly + SC31/3) = .Z'lT(Vl) -+ iL'QT(l/Q) -+ $3T(V3).

Logo, todo elemento da imagem é combinagao linear de T'(v1), T (o) e T(v3)

@ Considere U = R? como um espaco vetorial e seja A : V — U

aplicacao linear. Neste caso, o ntcleo de U tem dimensao maior ou

igual a 1;
Este item foi anulado (seria por causa de conflito de notagao R e R, ou por usar
“nucleo de U” ao invés de “nicleo de A”7). Lembrando o Teorema do nucleo e da
Imagem (Teorema[3.7.2), para A : V — U, tem-se dim N(A)+dimIm(A) = dimV =
3. Logo

dim N(A) =3 —dimIm(A4) = 3 — dim Im(7).
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Como Im(A) C U, que tem dimensao dois, entdo dimIm(A) < 2. Portanto,
dim N(A) =3 —dimIm(A) > 1.

A afirmativa é entao verdadeira.

ANPEC 2017, Questao 4. As afirmativas a serem julgadas vém a seguir.

@ Seja T:R" — R" uma transformagao linear. Se T ¢é injetora,

entao T também é sobrejetora;

Verdadeiro. Pelo Teorema do nicleo e da Imagem (Teorema |3.7.2)), dim N(7T)
dim Im(7") = dim R", e portanto,

_|_

dimIm(T) =n—0=n.

Logo, T ¢é injetora.

@ Seja T:R" — R™ uma transformacao linear tal que as colunas
da matriz que a representa sao linearmente independentes. Entao

o posto de T é m;
A afirmativa é falsa, no caso de n < m. Neste caso, o posto é no maximo n.
. . . . 1
Como contraexemplo, considere a transformacao R — R? induzida pela matriz [1 )

Logo A tem uma coluna L.I., com posto de A é 1 # 2.

@ Sob as mesmas condi¢oes do item anterior, podemos afirmar

que existe um vetor v # 0 tal que Tv = 0;

A afirmativa é falsa. Considere o contraexemplo do item anterior, entao 7'(v) =
(v,v)" # (0,0), para todo v # 0.
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ANPEC 2013, Questao 04. Considere § = {v1,..., v} um conjunto de veto-
res de R™. Julgue as afirmacgoes abaixo.

@ Se todos os vetores de conjunto 5 forem linearmente indepen-
dentes, entao o nicleo da matriz, cujas colunas sao os elementos de

B, é o subespaco nulo.

Verdadeiro. Note que se

A= |:V1 Vm]
é a matriz cujas colunas sao dadas pelos vetores v/, ..., ,, Entao o nucleo de A é
dado pelos vetores & = (z1, ..., z,, tais que A¥ =0, i.e.,
T 0
R =
Tm 0
Logo, 14 + -+ + xpihy, = 0. Mas como = {vy,...,v,} é conjunto LI, entao
ry =--+=ux, =0. Logo, somente o vetor nulo pertence ao niicleo de A.

@ Se todos os vetores de conjunto [ forem linearmente indepen-

dentes, entao o posto da matriz, cujas colunas sao os elementos de

B, ém.
Verdadeiro. Por defini¢ao, o posto da matriz A definida no item @ é a dimensao de
sua imagem. Como os m vetores s@o LI, a dimensao da imagem é m (em particular,

note que m < n).

14.1.5. Resolugao de sistemas lineares (existéncia, unicidade de solu-
goes).
ANPEC 2016, Questao 8. Considere as seguintes informacoes.
Seja A(x) = b um sistema de equagoes lineares, com A uma matriz
de ordem m X n e b um vetor de ordem m x 1.
As afirmagoes a seguir tém que ser avaliadas em relacao as suas veracidades.

@ Se A for uma matriz quadrada nao nula com determinante nulo,

entao o sistema nunca tem solucao;



240 14. ALGEBRA LINEAR

A afirmativa é falsa. Basta considerar m=n=1¢ A = 0. Entdo o “sistema”
Oz=0

tem infinitas solugoes.
@ Se A tiver posto méaximo, entao a solucao do sistema é tnica;
O posto maximo de uma matriz m X n é o menor valor entre m e n.

A afirmativa é falsa. Considere, como contraexemplo, o sistema

Al =0,
T2

t
onde A = (1 1). Entao a matriz A tem posto maximo igual a 1, mas (—x x) é

solugao para todo = € R. Logo, o sistema acima tem infinitas solucoes.

@ Se, no item anterior, tivemos m < n, entao a solugao é tnica;

Falso. Basta ver contraexemplo de @

@ Se A for uma matriz diagonal com determinante |A| # 0, entao

a média geométrica de z1, xo, ..., x, € inversamente proporcional a
V|A|, em que (z1,x9,...,2,) é solu¢ao do sistema.
A afirmativa é verdadeira. A média geométrica de xq,xs,..., T, é YT1Tg - Tp.

Como A é diagonal, a solucao de Ax = b é dada por

b b2 bn
a1 a2z 77 an )’

onde ay, as,...,a, sao os elementos da diagonal de A. Logo, |A| = ajay---a,, e a

média geométrica da solugao é dada por

./ b1 bo b, Ubrby - -+ by, /b1by - - - by,

apaz  ap Y a1azan, YA

Entao, de fato a média geométrica da solugao é inversamente proporcional a {/|A|.
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ANPEC 2012, Questao 4. Considere o seguinte.
Seja A = (a;;) uma matriz n X n com entradas a;; € R.

@ Seja b € R™. Se Ax = b possui infinitas solugoes, entao existe

¢ € R", tal que Ax = ¢ admite uma tnica solucao.
A afirmativa é falsa. O motivo é que A possui um niicleo nao trivial, i.e., N(A) # {0}.
De fato, seja S o conjunto de solugoes do sistema. Se T é tal que Az = b, entao
y—x € N(A) para todo y € S. De fato,

Aly—z)=Ay—Az=b—-0b=0.
Como S contém infinitos elementos, entdo N(A) contém infinitos elementos.
Suponha agora que z resolve Ax = c¢. Entao
Alx+z)=Ar+az=Az =c

para todo z € N(A), e a solugao nao ¢é unica pois N(A) # {0}.

ANPEC 2011, Questao 5. Considere as seguintes informacgoes.

Seja A = (a;;) uma matriz real n x n. Considere o sistema Az = b

abaixo:
1171 + ajpxe + - -+ ATy, = by

A21T1 + Q22T + * ++ + AopTy = b2

Ap1T1 + ApaX2 + -+ + AppTy = bn

@ Se o posto de A é menor do que n, entao o sistema nao tem

solugao ou possui um namero infinito de solugoes.
Verdade. Lembre-se que posto A = dimIm(A). Entao posto A < n implica que
dimIm(A) < n, e portanto A : R” — R" néo ¢é sobrejetora. Entdo o sistema acima
pode nao ter solugao. Mas pelo Teorema do nicleo e da imagem (Teorema (3.7.2))),

o ntucleo de A é nao trivial pois
dim N(T) = dim R" — dim Im(7") = n — dim Im(7") > 0.

Como entao N(A) # {0}, se o sistema tiver solu¢do tera infinitas solugoes.
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@ Se by =by=---=b,=0¢e0 éautovalor de A, entao o sistema

possui uma tnica solugao.

Falso. Note que 0 é autovalor de A, entao existe autovetor £ € R™ tal que Az =
0z = 0. Logo & € N(A) e & # 0, por definigao de autovetor. Logo, tanto & como 0

resolvem Ax = 0.

14.1.6. Autovalores, autovetores, diagonalizacao de matrizes.
14.1.6.1. Autovalores, autovetores. Relembrando a Secao [3.8 pela definicao de

autovalor \ e autovetor x # 0 temos que
Ax = Ax,

onde A é matriz n x n. Chamamos (x, A) de autopar. Note que tal sistema s6 tem
solucdo se P(\) = 0, onde definimos o polindémio caracteristico P(\) = det(A — AI).
Note que P(A) = 0. Como P ¢ um polinéomio, entdo P(A) = 0 sempre tem solugoes.

Sejam Aq, ..., \, raizes de P nao necessariamente distintas. Entao podemos escrever
PA) = A =X)A=X2) ... (A= Ap).

Se quisermos considerar \; # ... # )\ raizes distintas, entdao temos que levar em

conta as multiplicidades algébricas e escrevemos
PA) = (A =XA)" (A=) .. (A= M)

A dimensao do espaco
Ey,={veV:Tv=\v}

¢ a chamada multiplicidade geométrica de A;.

ANPEC 2017, Questao 4. As afirmativas a serem julgadas vém a seguir.
@ Seja T : R* — R? a transformacao linear dada por T'(z,y) =

(2x — by, x — 2y). Entao existe um subespaco unidimensional V' de
R? tal que TV C V;

Suponha que tal espago V exista, esejax € V com z # 0. Como Ax € V| entao temos
obrigatoriamente que ter Ax = Az para algum escalar A\, pois V' é unidimensional.

Logo, = tem que ser um autovalor.
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Da transformacao linear 7', temos a seguinte matriz

9 _
A= > :
1 =2
entdo det(A —AI) = (2—N)(—=2—A)+5 = A+ 1 = 0. Logo, os autovalores sao =+i.

Portanto, a tnica forma de termos Az = AX, é se x for vetor com componentes nos

complexos, e nunca um vetor de R2.

ANPEC 2018, Questao 12. As seguintes informacgoes sao fornecidas:

O conjunto V = R3 é um espaco vetorial sobre o corpo dos reais
dotado com o produto interno usual (ou seja, dotado do produto
interno (1,2, ¥3) (Y1, Y2,Y3) = T1y1 + T2y + T3Y3).-

Considere agora as afirmativas abaixo.

@ Se T : V. — V ¢é& um operador linear, entao seu polinébmio

caracteristico ¢ de segundo grau;

Falso, pois T é aplicacao linear de R? em R?, e pode ser representada por uma matriz
3 x 3. Seu polindmio caracteristico é portanto de terceiro grau.

14.1.6.2. Diagonaliza¢ao de Matrizes. Dizemos que uma matriz ou operador 7T :
R™ — R™ é diagonalizdvel se existe uma base de R™ formada por autovetores. Uma
forma de se definir matrizes diagonalizaveis, é exigir que sejam similares a uma matriz
diagonal.

Dizemos que duas matrizes A e B sao similares se existe uma matriz P inver-
tivel tal que B = P~'AP. Pelo Teorema , matrizes similares tém o mesmo
determinante, mesmo trago, mesmo polinémio caracteristico, e mesmos autovalores.

Note que se a matriz A é diagonalizavel e D = P 'AP ¢é diagonal, entao as
colunas de P sao exatamente os autovetores de A, e a diagonal de D os autovalores.

Algumas propriedades interessantes vém a seguir:

e Se os autovalores Ai,..., \; sao distintos, entao os autovetores vy,..., vy
correspondentes sao LI

e Se os n autovalores forem distintos, entao existe uma base de autovetores
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e Se A é simétrica e \; # )y, entao os autovetores correspondentes sao orto-
gonais
e Se A é simétrica entao existe base ortogonal de autovetores

e Se A é simétrica entdo seus autovalores sao reais

ANPEC 2018, Questao 12. As seguintes informacoes sao fornecidas:

O conjunto V = R3 é um espaco vetorial sobre o corpo dos reais

dotado com o produto interno usual (ou seja, dotado do produto
interno (z1, 2, 23) (Y1,Y2,Y3) = T1y1 + T2y2 + T3y3).-
Considere agora a afirmativa abaixo.

@ Se T : V — V é um operador linear auto-adjunto, entao seus

autovetores associados a autovalores diferentes sao ortogonais;

A afirmativa é verdadeira pois se A\; # Ay sao autovalores com autovetores v e vo,

entao

)\1V1 * Vo = TV1 *Vo = V- TV2 = V- )\2V2.

Logo, (A1 — A2)vy - vo = 0. Como A\; # Ay, segue-se que vy - vo = 0.

ANPEC 2021, Questao 13.

1 4
@matriz A=10 —% 3 | é diagonalizavel.
0 —35 2

A afirmativa é falsa. Para ver isto, vamos primeiro calcular os autovalores:
=X 1 4
1 1

SA 3 | =G N5+
2—A

det(A — AI) = det 0o -1
0o -
Logo o primeiro autovalor ¢ A = 1/2. Os outros autovalores resolvem \? — 3/2\ +
1/2 = (A—=1/2)(A—1) = 0. Logo, os autovalores sao A = 1 e A = 1/2, sendo

este dltimo com multiplicidade algébrica dois. Para saber se existe uma base de



14.1. QUESTOES ANPEC TRABALHADAS 245

autovetores, precisamos descobrir se ha dois autovetores LI relacionados a A = 1/2,

i.e., precisamos descobrir a multiplicidade geométrica deste autovalor:

0 1 4 ’U2—|—4U3:0
(A=zDv=10 -1 3|v=0= (-0+33=0 = vy=uv3=0.
13
0 =3 3 —vy + 3v3 = 0

Logo, todo autovetor associado a A = 1/2 é da forma «(1,0,0), onde o pode ser
qualquer niamero real. A dimensao do autoespacgo é portanto um, e nao existe base

de autovetores de A.

ANPEC 2015, Questao 15. Analise a veracidade da seguinte afirmagcao:

@ O nitcleo da transformacao definida por uma matriz A € R3%3
é 2x1 + x5 — 3x3 = 0, entao essa matriz tem somente um autovalor

nao nulo.

Falso. Basta considerar a matriz

Note que
T 20 +y — 3z
Alyl = |22 +y—3z
z 20 +y — 32
Entao, A tem o nucleo exatamente como descrito no enunciado. Se A # 0 fosse

autovalor com autovetor p = (z,y, z), entao

20 +y — 3z x
2e+y—3z| = A |y]|,
20 +y — 3z z

e entdo r = y = 2. Mas entdo p = (z,z,2z). Mas neste caso, Ap = (0,0,0)" e

portanto todo autovetor pertence ao nticleo de A. Logo, todo autovalor é zero.
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ANPEC 2014, Questao 6.

Considere a matriz cujas colunas sao:

(0,5,1,0) (5,0,5,0), (1,5,0,5), (0,0,5,0).

Antes de resolver as questoes, note que a matriz, que chamaremos de A, é dada por

05 10

5 0 5 0
A=

1 505

0050

@ A matriz tem pelo menos um autovalor que nao é real.

Falso, pois a matriz é simétrica, e portanto todos autovalores sao reais.
@ A soma dos autovalores é zero.

Verdade, pois a soma dos autovalores corresponde ao trago da matriz, que é zero.
@ A matriz tem inversa.

Verdade. Uma possivel solu¢ao vem do calculo do determinante. Mas uma ideia
alternativa é ver se o nticleo da matriz é {0}. Para tal, considere x = (&1, x2, 3, x4)"

solugdo de Az = 0. Entao

(1) Da linha 4 tem-se x4 =0

(2) Da linha 1 tem-se 9 =0

(3) Da linha 3 tem-se z; =0

(4) Da linha 2 tem-se 9 =0

Logo x = 0 é a tnica solucao possivel. Entao a matriz é invertivel.
@ A matriz tem 4 autovalores positivos.

Falso, pois pelo item @, a soma dos autovalores é zero. Nao é possivel que todos

autovalores sejam zero, pois a matriz é invertivel (ver item @)

@ A matriz tem um autovalor zero.
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Falso, pois pelo item @, a matriz é invertivel, e portanto tem ntucleo trivial igual a

{0}. Se existisse autovalor nulo, o nicleo nao seria trivial.

ANPEC 2008, Questao 2. Considere as seguintes informagoes.

Se V o espaco vetorial das matrizes 2 x 2 identificado como R*
de sorte que cada matriz (a;;) € V seja identificada com o ponto
(a11, a1, a13,a14) € R*. Denote por A\ < Xy < A3 < )4 os auto-
valores do operador linear 7' : V' — V dado por T(A) = A’, em

que A’ é a transporta da matriz A. Sejam F,B,C,D € V tais
E B

que M = N ¢ a matriz, na base canonica de V = R*, do

C
operador linear T : V — V.

Antes de considerar as afirmativas, note primeiramente que

VZ{A:

O operador linear T satisfaz T'(A) = A’ i.e.

11 a2

21 A22

: 4
: (a117al2,(121,022) eR }

T(an; a12, A21;, Cl22) = (au, a21, A12, CL22) .

Usando notagao matricial, M € R** (matriz 4 x 4) representa T e é tal que

a11 a11

M Q12 _ 21

a21 a12

22 22

Logo,
1 1 0 0 0 1 0 0
0 0 1 0 0 1 0 0
M|l =17, M| |=|1], M| |=||, M||=

0 0 0 1 1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1
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Entao

o O o
o = O O
o O = O
_ o O O

Assim

FE =

10 0 0 0 1 00
00]’ :lo 0]’ C:_o o]’ D:[O 1]'
A seguir, julgue as afirmativas abaixo.
@ M=X=XM=MN=1e(TA= A< A ésimétrica).
Falso. Note que T' preserva todas as matrizes simétricas, i.e., T(A) = A se A for

simétrica. Como o espago das matrizes simétricas 2 x 2 é gerado por

TN

ele tem dimensao trés. Em termos de multiplicagao por M, isto equivalke a dizer
que Me; = e, Mey; =e; e Mv = v onde v = (0,1,1,0). Logo, o autovalor A = 1

tem multiplicidade geométrica trés. O outro autovalor de M corresponde & operagao

0 0 0
—1 1 —1
M = = — ,
—1
0 0 0

Portanto —1 também é autovalor.
(1) |A]? = |T(A)|> = N*|AJ?, sempre que se tenha T(A) = AA.
Verdadeiro. Sabemos pelo item @ que os autovalores sao —1 e 1 (este tltimo com

multiplicidade algébrica e geométrica trés). Logo,
T(A)] = [MAJ* = XA = A

sempre que A for autovetor.

@ M =—-1le(TA=\A<%& Aé anti-simétrica).
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Verdadeiro. Do item @ temos A\; = —1 é o menor autovalor. Agora provemos que
T(A) = —A se e somente se A ¢ anti-simétrica.
Supondo T(A) = —A, segue-se da definigao T'(A) = A® que A = —A". Isto &, A
é anti-simétrica. Supondo agora que A = —A?, temos que T(A) = A* = —A.
@ Trago (M) =0 e det M = —1.
Falso. O traco ¢ a soma dos autovalores, e pelo item @ tem-se tr(M) = 2. (O

determinante é de fato igual a —1).

@ E + D é a matriz identidade de V.

Verdadeiro. Dado que F =

0 0 0
0] eD = [() 1] , entao £+ D é a matriz identidade.

ANPEC 2004, Questao 4. Considere a seguinte afirmativa, feita sem nenhuma

informagao adicional sobre a matriz X:

@ Se X é uma matriz inversivel e simétrica, entao seus autovetores

sao dois-a-dois ortogonais.

O gabarito aponta a afirmativa como verdadeira. Entretanto, considere a matriz
identidade n x n. Entao todos os vetores do R" sao autovetores, e nem todos sao
ortogonais entre si. A afirmativa é portanto, falsa.

Uma afirmativa vedadeira seria que existe uma base de autovetores ortogonais
entre si. Ou se a questao acrescentasse a informacao que todos os autovalores sao

distintos, entao a afirmativa seria verdadeira.

14.1.7. operadores ortogonais. Caso a inversa de uma matriz (ou operador)
A seja igual & sua transposta, i.e., A7! = A® (a notagao A’ para transposta também

é utilizada), dizemos que A é ortogonal. Note que se A é ortogonal, entao
(det A)? = det Adet A’ = det(AA’) =det I =1,

e portanto det A = +1.
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Segue-se da definigao de matrizes ortogonais, que os seus vetores colunas e vetores
linhas sdo ortonormais (ou seja, sdo ortogonais entre si e todos tém norma um).

Finalmente, as afirmativas abaixo sao todas equivalentes entre si:

e A ¢é ortogonal
e A leva bases ortogonais em bases ortogonais
e Au- Av =u-v, para todo u, v R"

e A preserva normas, i.e., ||Au|| = ||ul| para todo u € V.

ANPEC 2019, Questao 13. As seguintes informacgoes sao fornecidas.
cos(f) —sin(6)
sin(f)  cos(0)

linear em R? e o produto interno entre u = (uy,us) e v = (14, 15)

Considere a matriz A = ( > como um operador

definido por u- v = w1y + usls.
Considere agora as afirmativas abaixo.
@ A matriz A nao corresponde a um operador ortogonal.

Falso. Basta tomar o produto

At — (cos(@) —sin(&)) ( cos(0) sin(@)) _ (1 0)
sin(f)  cos(6) —sin(#) cos(0) 0 1

para ver que A é ortogonal.

@ O polin6émio caracteristico de A é A2—2)\ cos(6)+1 e suas raizes
sao complexas se # # 0 (ou seja, envolvem uma raiz quadrada de

um nimero negativo).
Falso. Para achar o polindmio caracateristico, calculamos
det cos(f) — A —sin(0)
sin(d)  cos(f) — A
= A% — 2cos(0)\ + cos?(#) + sin*(6) = A* — 2cos(A)\ + 1.

) = (cos(f) — \)? + sin®(0)
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Suas raizes sao dadas por

cos(f) + % 4cos?(f) — 4 = cos(f) & \/cos2() — 1 = cos(f) & 1/ — sin(6)

que de fato sdo complexas sempre que sin(f) # 0. Portanto, as raizes sdo reais se

0 = km para todo k € Z, e nao somente para k = 0 como afirma a questao.

@ A é uma matriz de rotacao, logo, para todo vetor v € R?, temos
que se o vetor u = Av, entao |jul| = [|v||.

Verdade. Vimos no item @ que a matriz é ortogonal, e portanto ela preserva normas:

lv|? =v-v=1vv=_(Au)'AU = v' A" Au = v'u = |Jul]*.

@ Sejam u e v dois vetores com o mesmo comprimento (ou seja,
|lu|| = [|v]]). Entao u- Au = v- Av.

Verdade. Vimos no item @ que a matriz é ortogonal, e portanto ela preserva
produtos internos:

u-Au=u-u=|ul*=|v]P=v-v=v-Av.

0 1
Falso. Podemos, é claro, substituir ¢ = 7 na matriz:

2007
e )60 -09) 60

De forma mais elegante, podemos ver que como A é matriz rotagao, duas rotagoes

de 7/4 corresponde a uma rotagao de 7/2, que nao corresponde a identidade.

1
@Se@z%,enﬁm/ﬁ:( O).

e calcular
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Finalmente, poderiamos ainda ver que se A? = I, entdo A = A~!. Como A é
ortogonal, entdao A = A~ = A’ e A seria simétrica, o que é falso para 0 # km e
kelZ.

14.2. Questoes ANPEC Resolvidas

Exercicio 1 (ANPEC 2022, Questao 2)

Seja V' um espaco vetorial sobre os niimeros reais. Classifique as seguintes

afirmacoes como verdadeiras ou falsas:

@ Se {v1,v2,v3} € V & um conjunto linearmente independente, entao o
conjunto {v; — v3, vy — v3,v3} também é linearmente independente.

@ Se W7 e Wy sdo subespagos vetoriais de V, entao o conjunto {w; — wy :
wy € Wi, wy € Wa} também é um subespago vetorial de V.

@ Para o caso em que V = R3, e A e B sao duas matrizes reais 3 x 3,
suponha que W é o nucleo de A e W5 é o niicleo de B. Portanto, W,
e W, sao subespagos vetoriais de V, e o conjunto {w; +wy € R3 : w; €
Wi, wy € Wi} é o nicleo da matriz A + B.

@ Para o caso em que V = R?, qualquer elemento do conjunto {(xy,xs) €
V :xy — xe = 1} pode ser expresso como a soma de (1,1) com algum
elemento do conjunto {(z1,x2) € V : 21 — x5 = 0}.

@ Para o caso em que V' é o conjunto das matrizes reais 2 X 2, em que a
soma entre matrizes e a multiplicagao por escalares sao feitas da forma

padrao entrada a entrada, o subconjunto das matrizes reais do tipo

a ¢
[ ] com ad = 0 nao forma um subespaco vetorial de V.
c

Solucao
@ Verdadeiro.

Para checar se {v; —vs, vo—v3, v3} € linearmente independente, supomos

que existam constante aq, ao, ag tais que

CM1(U1 - Ug) + 012(1)2 — ’Ug) + a3v3 = 0.
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Entao
a1V + QU + (—Oél — Qg + ag)vg =0.

Como {v1,vy,v3} € LI, entdo ag = ag = —ay — s + az = 0. Logo,
a; = as = ag = 0. Portanto, o conjunto {v; — v3, vy — v3, v3} também
é linearmente independente.

@ Verdadeiro.
Para checar a validade da afirmativa, defina W = {w; — wq : wy €
Wi, wy € Wat. Veja que Wy € W e Wy C W, e portanto W é nao

vazio. Além disto, sejam u, v € W. Entao
U= u; — Us, v = v; — Vg,
para algum uqy, vy € Wy e ug, v9 € Wy, Entao, para todo a € R,
u+av = (u; —ug) + a(vy — v3) = (ug + avy) — (uz + avy) € W,

pois u; + avy € Wy e ug + avy € Wi,

@ Falso.

Note que dado W = {w; + wy € R3 : w; € Wy, wy € Wa}, se wy €
Wi, we € Woy, entao wy + wy € W. Entretanto

(A+ B)(w +wy) = A(wy + wy) + B(wy + we) = Awy + Bwy,

e nao ha motivos para que esta soma resulte no vetor nulo. Tome,
por exemplo, A sendo a matriz nula e B matriz identidade. Entao os
niicleos sdo Wy = R? e W, = {0}. Neste caso, W = R® néo ¢ o nicleo
de A+ B = [ (matriz identidade).

@ Falso.
A afirmativa é falsa. Note, por exemplo, que (1,0) € {(z1,25) € V :

xr1 — To = 1}, mas se
(1,0) = (1, 1) -+ (%1,1‘2),

entdo (1, 22) = (0,—1) & {(z1,22) €V : 21 — 29 = 0}.



254 14. ALGEBRA LINEAR

@ Verdadeiro.

De fato, as matrizes

bo) o)

pertencem ao subconjunto, mas a soma

o0) =056

nao satisfaz ad = 0. Entao o subconjunto nao forma um espago vetorial.

Exercicio 2 (ANPEC 2021, Questao 3)

Seja V' um espacgo vetorial sobre os nimeros reais que contém pelo menos

um subespaco vetorial de dimensao 1. Julgue como verdadeiras ou falsas as

seguintes afirmativas:

@ Se v € V nao ¢é o vetor nulo, entdao o subespaco vetorial de V' gerado
pelo conjunto {w € V : w # v} é diferente de V, ou seja, ele ¢ um
subespago proprio de V.

@ Se Wi e Wy sao subespagos vetoriais de V', entao tanto a uniao W; UW,
quanto a intersecao Wi N W5 sao também subespacos vetoriais de V.

@ O conjunto de todas as matrizes de niimeros reais 2 x 2 invertiveis, acres-
cido da matriz nula, em que a soma de seus elementos e a multiplicacao
por escalares sao feitas da forma padrao componente a componente,
nao é um exemplo de espago vetorial V.

@ Se A ={vy,vg,...,v,} €V éum conjunto de vetores linearmente inde-
pendentes, e w € V nao pertence ao subespago gerado pelos vetores em
A, entdo AU {w} é um conjunto linearmente independente de vetores.

@ Considere V = R",n > 1. E dada uma forma bilinear que associa
a cada par de vetores (v,w) € R" x R™ o numero real (v,w). Sabe-
se que essa forma bilinear é um produto interno. Entao a igualdade
(U1 + Vo, w1 + wy) = (v, wy) + (ve,ws) vale para quaisquer vetores

V1, Vg, Wy, Wy € V.
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Solucgao

SIOICIO,

@ Falso.

Considere V' = R*,n > 1. E dada uma forma bilinear que associa
a cada par de vetores (v,w) € R" x R™ o numero real (v, w). Sabe-
se que essa forma bilinear é um produto interno. Entao a igualdade
(V1 + vy, wy + we) = (v, wy) + (vg, we) vale para quaisquer vetores
U1, Vg, W1, we € V.

A afirmativa é falsa. Deveria ocorrer

<U1 + V9, W1 + UJ2> = <Ul,w1 + w2> + <’U2,U}1 + w2>

= (v, w1) + V1, w2) + (va, wi) + (U2, wa) # (V1,w1) + (v2, Wa).
em geral. Por exemplo, tome v; = vo = w; = wy = u. Entao
Qu,20) = A, ), {uu) + (u, ) = 2u,u).

Exercicio 3 (ANPEC 2021, Questao 13)
Julgue a veracidade das seguintes afirmativas:
@ Se A, B e C' sao matrizes nxn, sendo A e C' invertiveis, e 0,,y,, representa

a matriz n X n cujas entradas sao todas iguais a zero, entao a matriz

A Opxn
D, 2n x 2n, definida por D = B “"1, & inversivel.
1 4
(1) A matriz A= |0 —1 3| ¢ diagonalizavel.
0 -1 2

2
@ Considere uma transformacao linear 7' : R® — R? que transforme o

hiperplano A = {(z,y,2) € R® : x +y+ 2z = 1} nareta B = {(z,y) €
R? : x +y = 1}, isto ¢, a imagem de A por T' ¢ B. Entao qualquer
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ponto no hiperplano {(z,y,z) € R® : x +y + z = 0} & levado a um
ponto na reta {(z,y) € R* : x +y = 0}.

@ O subespaco em R? de dimensao 2 e que contém o conjunto {x eR3:

1 1
r=1t|-2|,t¢€ R} e o vetor [2| tem como complemento ortogonal o
5) 3
conjunto {(z1,2s,23) € R®: =L 25 — 320 =0} N {(21,22,23) € R?:
3r1 + 229 + x5 = O}.
(4) A fungio f : R?xR? — R definida por f(z,y) = 22,y +421ys +479y: +
10z2y9, em que = = (z1,22) € y = (y1,¥y=2), satisfaz as propriedades de

um produto interno em R2.
Solucao
@ Verdadeiro. Se a matriz D for invertivel, entao existem X, Y. W, Z,

matrizes n X n tais que

A OTLXTL
B C

X Y
W Z

[TLXTL OTLXTL]

OTLXTL '[nXTL

onde I,,», é a matriz identidade n xn. Multiplicando os blocos, obtemos
AX - Ian7 AY - Oan, BX + CW — Oan, BY + CZ - Ian.
Entao,

X=A" Y = 0pxn, W=-C"'BX=-C"'BA™!,
Z =C  Iyn — BY)=0C"".

(1) 777,
(2) 777.
(3) 777.
(4) 777
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Exercicio 4 (ANPEC 2020, Questao 7)

Dado um nimero real r € R, considere as matrizes

1 » 0 1/v/10 —3/v35 3//14
A,=13 -2 -1 |eB= 0 5/v/35  2/\/14
0 —1 1 3/V10 1/v35 —1/V14
(0) A equagao caracteristica de A, & (1 — A\)(A> + X\ —3(1 + 1)) = 0.
@ Todos os autovalores associados a matriz A, sao nimeros reais se, o
somente se, 7 = 3.
@ Os autovalores da matriz Az sao —4,1 e 3.

@ As colunas da matriz B sao autovetores da matriz As.

—4 0 0

@ O produto das matrizes B'A3B ¢ igual a matriz 0 10
0 0 3

Solucao
@ Verdadeiro.
Dado que A,z = Az, entao (A, — AI) =0, logo
1—A r 0
det(A, — XI) = det 3 —2-X -1 |=0-M)N+Ax=31+r)=0.
0 —1 1—A

@ Falso.

(i) (=) Todos os autovalores associados & matriz A, sdo ndimeros
reais entao r = 3 (Falso).
Considere o seguinte contraexemplo. Para r = 1, os autovalores
A1 =1, Ay = 2 e \3 = —3 sao nimeros reais.

(ii) («) Se r = 3 entao todos os autovalores associados & matriz A,
sao numeros reais (Verdadeiro). Demonstracao: Para r = 3 temos
a seguinte equagao (1 — A\)(A\2 + X — 12) = 0, onde os autovalores

A1 =1, Ay =3 e A\ = —4 sao numeros reais.

F<<—V
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F.

@ Verdadeiro.

Ver item @

@ Verdadeiro.
Do item @, os autovalores de A3 sao Ay =1, Ay =3 e A= —4.

(i) Para \; = 1, temos o seguinte sistema de equagoes

0 3 0 T
3 -3 -1 z2 | =101,
0 -1 0 T3

resolvendo o sistema de equagoes, temos xo = 0 e x3 = 3x;. En-
tao para x; = 1/v/10, obtemos (1, x2,z3) = (1/4/10,0,3/v/10) o

qual é a primeira coluna da matriz B.

(ii) Para Ay = 3, temos o seguinte sistema de equagoes

—2 3 0 il
3 -5 -1 x| =101,
0 -1 -2 T3
resolvendo o sistema de equagoes, temos zo = 2x1/3 e w3 =

—21/3. Entdo para z; = 3/1/14, obtemos
(21,2, 73) = (3/V/14,2/V14, =1/V14),

que ¢é a terceira coluna da matriz B.

(iii) Para A3 = —4, temos o seguinte sistema de equagdes
5 0 T
2 -1 ) =
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Resolvendo o sistema de equagoes, temos x; = —3xy/5 e x5 =
x9/5. Entao para xs = 5/v/35, obtemos

(xlv x27x3) = (_3/\/%7 5/\/%7 1/\/%)7

que ¢é a segunda coluna da matriz B.

@ Falso.

Exercicio 5 (ANPEC 2019, Questao 6)

Considere a equagao do plano

1 1 0
p(s,t)=10s+|-1]t+]0
1 1 1
e a equagao da reta
a
r(u)=|b|wu
0

Além disto, considere as matrizes:

1 1 —a 0 1 —a
A=1[0 -1 —-b|, Ni=|0 -1 —b|,
1 1 0 -1 1 0
1 0 —a 1
No=10 0 -b Ns=10 -1 0 |,
1 -1 0 1 -1
cujos determinantes sao: det A = —a, det Ny = b+ a, det Ny = —b e

det N3 = 1. Com base nestas informacoes, indique quais dos itens abaixo
sao verdadeiros e quais sao falsos:

@ Sea=2eb=1, entdao A é uma matriz nao-singular.
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@ Se a = b, entao a equagao

1 1 —a T 0
0 -1 -b ) == 0
1 1 0 T3 -1

tem infinitas solugoes.

@ Segundo a Regra de Cramer, a solucao para o sistema de equacgoes

lineares
1 1 -—a T 0
0 -1 —=b zo | =10
1 1 0 T3 —1
é
det N3 det A det Ny
T detA T ety T detA”
@ Os parametros s,t e u, para os quais o plano p(s,t) se encontra com a
1 1 —a s 0
reta r(u), satisfazem a equagdo | 0 —1 —b t | = 0
11 0 U —1

@ Se a = 0, entao o plano p(s,t) e a reta r(u) nado se interceptam.
Solucgao

@ Verdadeiro.

@ Verdadeiro.
@ Verdadeiro.

Exercicio 6 (ANPEC 2019, Questéao 13)

cos(f) —sin(0)
sin(f)  cos(6)
em R? e o produto interno entre u = (uy,us) e v = (v1,v) definido por

Considere a matriz A = ( ) como um operador linear

u-v = uiy + usi. Classifique os itens como falsos ou verdadeiros:
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@ A matriz A nao corresponde a um operador ortogonal.

@ O polinémio caracteristico de A ¢ A2 — 2X\ cos(f) + 1 e suas raizes
sao complexas se 6 # 0 (ou seja, envolvem uma raiz quadrada de um
niamero negativo).

@ A é uma matriz de rotacao, logo, para todo vetor v € R?, temos que se
o vetor u = Av, entao || u ||=[| v ||

(3) Sejam u e v dois vetores com o mesmo comprimento (ou seja, || u ||=||
v ||). Entao u- Au = v- Av.

1 0
@Se@z%,entéofl?:( )

01
Solucgao

Ver resolucao da pégina 250

@ Verdadeiro
@ Verdadeiro

@ Falso

Exercicio 7 (ANPEC 2019, Questao 14)
Considere o operador linear definido por T'(z,y) = (z + y,x — y). Seja D
a regiao do plano limitada pelas retas: x +y = 1;2 = 0;y = 0. Julgue as

seguintes afirmativas:

1 1
@ A matriz que representa o operador T' é dada por [ ) 1] :

@ A reta z +y = 1 é transformada por T em uma reta horizontal.

@ As retas x = 0 e y = 0 sao transformadas por 7" em duas retas ortogo-
nais.

@ O operador T transforma a regiao D em um retangulo.

(4) A area da regido T(D) é a metade da drea de D.

Solucgao
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@ Falso.

Da hipotese, temos

1 -1

il

Logo, a matriz que representa o operador T' é

1 ]
1!
@ Falso.

Dado que x +y = 1, entdo y = 1 — x. Agora, aplicamos a transforma-

T(r,y) = (@ +y,x—y) = [1 1

¢ao linear T'(x,1 — z) = (1,1 + 2z). Portanto, a imagem 7'(z,1 — z) =

(1,14 2x) é uma reta vertical, ver figura abaixo.

FALTA FIGURA

@ Verdadeiro.
Aplicando (0,y) na transformagao linear 7', temos 7'(0,y) = (y, —y) =
y(1,—1). Da mesma forma para os pontos (x,0), obtemos T'(z,0) =
(x,z) = z(1,1). A equagao T'(0,y) = y(1,—1) é a equagao vetorial da
reta com vetor dire¢ao (1, —1). A equacao T'(x,0) = x(1,1) é a equagao
vetorial da reta com vetor diregao (1,1). Dado que o produto escalar,
dos vetores diregoes, é (1,—1)(1,1) = 0, portanto as retas sdo ortogo-

nais.

@ Falso.

Denotemos T'(z,y) = (x+y,z—y) = (u,v|, entdaou = x+yev =x—y.
Das duas equagoes anteriores temos = = (u+v)/2 e y = (u—wv)/2. Dado
u=xz+yex+y=1, entao u = 1. Para x = 0, obtemos u + v = 0,
ja que z = (u+v)/2. Paray = 0 e dado que y = (u — v)/2, obtemos

u—v = 0. A seguir graficamos as regidves D e T'(D).
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FALTA FIGURA

Portanto, o operador 7' transforma a regiao D em um triangulo.

@ Falso.

Do item anterior, a area da regiao D é 1/2. A area da regiao T(D) é

1. Logo, a area de D é a metade da area da regiao T'(D).

Exercicio 8 (ANPEC 2018, Questao 6)
Classifique as afirmagoes abaixo segundo a sua veracidade:

@ Considere o sistema de equagoes lineares:

ox + 2y = 0,
3z + 10y = 22.
Como solugao deste sistema, temos que x = —1 e que y é positivo;
@Sejam as matrizes A = (; i) e B = ((1) (2)>’ e seja r =

(71, 22)" uma matriz coluna. Neste caso, temos que a equacao (AB)z =
(2,2)T tem infinitas solucoes;

@ Considere as equacoes Zizl kx, = 1e ZZ:1 k?x;, = 2. Entdo, z; =
x9 = 1 é solugao do sistema formado por estas equagoes;

@ Considere a matriz A 4 X 4, a matriz coluna x = (1,79, 73,74)7 € a

equacgao Az = b. Considere que b e que a inversa de A sao:

7

ATl =

O = O =
O = = O
g D W O
ot Ot W

S O NN =

Entéao, a solugao sera x = (1,2,3,0);

@ Se uma matriz tem inversa, entao ela é singular.



264 14. ALGEBRA LINEAR
Solucao

@ Verdadeiro.
Obtendo uma matriz ampliada, que reduzimos a uma forma triangular

superior:

5 2 : 0 12/5: 0 1 2/5 : 0
— e :
310 : 22 310 @ 22 0 44/5 : 22

Logo obtemos o seguinte sistema de equagoes

2

Zu=0
x+5y

%y:22.

Usando a segunda equagao obtemos y = g

finalmente z = —1.

@ Falso.

Multiplicando as matrizes A e B, temos

w-(12)(22)- (1)

Do produto de matriz AB temos o seguinte sistema de equacoes

lr +4y =2
20 4+ 8y =2

denotemos a determinante de AB por

det(AB):<; :):O

Observagao: Se det(AB) # 0 entdo o sistema tem uma tnica solugao, se
det(AB) = 0 entao o sistema tem infinitas solugdes ou nao tem solugao.
Como det(AB) = 0 entao o sistema tem infinitas solu¢des ou nao tem

solugao.

Dado que 1 =

5 £ 2 entdo o sistema ndo tem solucdo. Para que o

2

Q0 [~
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sistema tenha infinitas solugoes, os trés pardmetros tem que ser iguais.

@ Falso.

Duas equacgoes Ezzl kx, = 1e Zzzl k?x;, = 2, juntamos o seguinte
sistema de equacgoes

11’1 + 21’2 =1

1331 + 4.1'2 = 2.
A seguir vamos efetuar algumas transformacoes elementares nas linhas

da matriz ampliada

1 2 :1 1 2 1
— .
1 4 : 2 0 2 :1
Voltando a forma de equagdes, temos da tltima linha que zo = 1/2. Da

primeira linha obtemos = = 0.

@ Verdadeiro.
Da equacao Ax = b, obtemos v = A~1h. Multiplicando as matrizes A"

e B temos

ATl =

O = O =
O = = O
T DY W O
ot ot W
S O N =
S W N =

@ Falso.

As matrizes sao singulares se forem matrizes quadradas e se seu deter-

minante for igual a zero.

10 10
Seja a matriz identidade A = ( 01 ), onde A™1 = ( 01 ) e a

determinante det(A) # 0. entdo A nao é singular.

Exercicio 9 (ANPEC 2018, Questao 12)

Verifique a veracidade das questoes abaixo, considere que o conjunto V = R3
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¢ um espaco vetorial sobre o corpo dos reais dotado com o produto interno

usual (ou seja, dotado do produto interno (xy, xa,x3): (Y1, Y2, y3) = T1y1 +

ToYa + T3Y3):

@ Se T :V — V & um operador linear, entao seu polinémio caracteristico
é de segundo grau;

@ Se os vetores v, 15 € v3 geram V, ese T : V — V é um operador linear,
entao a imagem de T' é gerado pelos vetores T'(v), T'(vs) e T'(v3);

@ SeT :V — V é um operador linear auto-adjunto, entao seus autoveto-
res associados a autovalores diferentes sao ortogonais;

@ Considere U = R? como um espaco vetorial e seja A : V — U aplicacao
linear. Neste caso, o nucleo de U tem dimensao maior ou igual a 1;

@ E possivel achar 4 vetores em V, diferentes do vetor nulo e que sejam

ortogonais entre si.

Solucgao

@ Falso.

Considere o seguinte contraexemplo.

T:R> = R?

10 0 x
(x,y,z)%T(x,y,z):(x,x,y—z): 10 0 )

01 -1 z

entao

1 0 O 1 00 1—X 0 0

det( 1 0 0 -A|l 010 )zdet 1 - 0
01 -1 0 01 0 1 —1-=A

=(1=XN(=N(-1=X)=X1=X=0.

Note que o polindmio caracteristico ¢ de terceiro grau.

@ Verdadeiro.
SejaY € Im(T) C V, onde Im(V') denota a imagem de 7. Logo, existe
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x €V tal que T(x) =Y. Ja que X € V| entdo existem aq, ag, a3 € R

tal que x = aq, 1y + ao, s + az, 3. Assim,
T(x) = T(a1vy + agvs + azvs) = aqT(11) + aoT (1) + asT(v3) =Y.

Portanto a imagem de T é gerado pelos vetores T'(v1), T (v2) e T'(v3).

@ Verdadeiro.
Um operador T : V' — V é autoadjunto se e somente se <T:Jc,y> =
<x, Ty>,Vm, yeV.
Sejam A1 e Ay autovalores diferentes associados a autovetores 14 e vo,

entao,
(v ) = (A, o) = (T(n),va) = (1, T(1a)) = (1, Aate) = Ao, 1),
logo,
()\1 — )\2) <V1, V2> = 0.

Dado que A\; # )Xo, entao <1/1, V2> = (0. Portanto, os autovetores associ-

ados a autovalores diferentes sao ortogonais.

(3) Falso ( No gabarito é Verdadeiro) .
O espac¢o U nao é um operador.
Verdadeira. Se trocamos o enunciado U por T, o enunciado é verda-
deiro. A seguir fazemos a demonstracao, usando dois enunciados.
Teorema do ntcleo e da imagem: Sejam U e V espacos vetoriais de di-
mensao finita sobre um corpo K. Considere uma transformagao linear
T:V —V, entao:

dim(V) = dim(N(T)) 4+ dim(Im(T))

Teorema: Se W é um subespaco de um espaco vetorial de dimensao

finita, entao

dim(W) < dim(V)
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Do teorema do nicleo e da imagem temos

dim(V) = dim(N(T)) + dim(Im(T)),
dim(R?) = dim(N(T')) + dim(Im(T)),
(14.2.1) 3 = dim(N(T)) + dim(Im(T)),

Agora, dado que Im(T) C U = R?, entdo pelo teorema obtemos

dim(Im(t)) < dim(R?) = 2.

Da ultima desigualdade e da equacao (|14.2.1)), juntamos

1 < dim(N(T)).

@ Falso.

Sejam os vetores nao nulos

Vi = (Vir, Viz, Vi3)
Vo = (Var, Vag, Va3)
Vy = (Va1 Vaa, Va3)
Vi = Va1, Vaa, Vi3)

e consideremos a equagao
Oél‘/h QQ‘/Q; C¥3‘/E‘37 OZ4‘/;L =0
Logo, da equagao anterior, obtemos

a1 Vin + Vo +asVs +ayVyy =0
o Vig + agVag + azViy + agViye = 0
a1 Vig + aVas + asVsy + Vi3 = 0.

Um sistema linear homogéneo com mais incognitas que equagoes tem

infinitas solugoes. Portanto, o conjunto {Vi, V5, V3, V,} é linearmente

dependente.
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Se {V4, Vs, V3, V4 } € linearmente dependentes, entdo um deles é combi-

nacao linear dos demais. Suponhamos que
Vi = aVo + asVs + a4 Vi

Dado que V; é nao nulo, entao existe a; € {az, as, as} diferente de zero.

Suponhamos que ay # 0, logo

(Vi, Vo) = (asVa + asVs + a4Vy, Va)
<‘/17 ‘/2> — a2<‘/27 ‘/2> + CL3<‘/E)), ‘/2> + a4<‘/217 ‘/2>
(Vi, Vo) = ao| V4| >

Ja que V5 é nao nulo ay # 0, entao <V1, V2> # 0.

Exercicio 10 (ANPEC 2017, Questao 2)

Uma matriz M € R™" é chamada idempotente se M? = M. Uma matriz
N € R™™ é chamada nilpotente se existe un ntimero inteiro positivo k tal
que N* = 0 (matriz com todas as entradas nulas). Classifique as seguintes
afirmagoes segundo a sua veracidade:

@ O determinante de uma matriz nilpotente ¢é zero;

@ Se M € R"™" é nilpotente, entao existe um nimero inteiro r tal que

(I-M)y'=I+M+- -+ M

@ A soma de matrizes nilpotentes é uma matriz nilpotente;

@ O determinante de uma matriz idempotente é sempre 1;

@ A matriz M € R™" & idempotente se, e somente se, (I — M) é idem-

potente.
Solucao

@ Verdadeiro. A afirmativa é verdadeira pois

0 = det(0) = det(N") = (det(N))*.
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@ Verdadeiro. Para confirmar a veracidade da afirmativa, basta multi-
plicar
I-—MYT+M+ - +M)=T+M+-- -4+ M —MI+M+---+M")
=I+M+-- M -—M-M - - M —MT' =T M =1

Considere o seguinte contraexemplo. Sejam as matrizes nilpotentes

(1) ()

A soma destas matrizes é

()00 ( )

Entdo, I* = I para todo k € N*. Portanto, a soma de matrizes nilpo-

tentes nao é necessariamente nilpotente.

@ Falso. Note que se M é idempotente,
[det(M)]? = det(M?) = det(M)
e portanto det(M) =1 ou det(M) = 0.

@ Verdadeiro.

Note que
(I —M)>=1-2M + M?

Entao, se M é idempotente temos que
(I-M?=1-2M+M*=1-2M+ M =1- M,

e portanto I — M é idempotente. De forma analoga, se I — M ¢ idem-

potente, entao
I—M=(I—-M)?=1-2M+ M?

i.e., M = M? é idempotente.
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Exercicio 11 (ANPEC 2017, Questao 4)
Classifique as seguintes afirmagoes como verdadeiras ou falsas:
@ Seja T:R" — R" uma transformagao linear. Se T ¢é injetora, entao T
também é sobrejetora;
@ Seja T:R? — R? a transformacao linear dada por T(x,y) = (2x+ 5y, x —
2y). Entdo existe um subespaco unidimensional V de R? tal que TV C
Vi
@ Seja T:R" — R™ uma transformagao linear tal que as colunas da matriz
que a representa sao linearmente independentes. Entao o posto de T é
m;
@ Sob as mesmas condi¢oes do item anterior, podemos afirmar que existe
um vetor v # 0 tal que Tv = 0;
@ Seja T:R" — R" e G:R" — R" duas transformagoes lineares. Entao
todo autovalor de TG ¢ também um autovalor de GT, em que TG e

GT sao as duas compostas das transformacoes T e G.
Solucao

@ Verdadeiro.

Se T é injetora e {ey, ez, - ,€,} é uma base de R" entao
{T(el)a T(€2)7 e ,T(@n)}
¢ uma base de R". Seja y € R", entao existem aq, as, ..., a, tal que

y=a1T(e1) +exT(a2) + -+ + a,T(cw,)
=T (are1 + esan + - + @),

logo existe © = aje; + eag + - - - + aay, € R™ tal que T'(x) = y.

@ Falso. Ver resolucao da pagina .

@ Falso.

Um contraexemplo ¢ T : R — R? tal que T = (v,v)!, entao T(v) =
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1 1
[ v, onde A = . ¢ a matriz de T. Logo A tem uma coluna L.I. E
0

posto de A é 1 # 2.

@ Falso.

Considere o contraexemplo do item anterior, entdo T'(v) = (v,v)" #
(0,0), para todo v # 0.

@ Verdadeiro.
Observagao: Se T e G sao transformagoes lineares entao TG e GT
também sao transformacoes lineares de R" em R".
Sejam A, B, AB e BA as matrizes das transformacoes lineares T, G, TG
e GT, respectivamente.
Agora, seja v # 0 um autovetor e A seu autovalor correspondente de
AB, entao ABv = Mv,onde denotamos w = Bwv. Aqui temos duas
possibilidades w = 0 ou w # 0.
Se w = 0, temos ABv = Av = 0, entao A = 0 dado que v # 0.
Logo A = 0 é um autovalor de BA ja que det(AB) = det(BA) = 0.

Para w # 0, fazemos
BAw = BABv = B(ABv) = B(A\v) = ABv = Aw

por tanto A é um autovalor de BA.

Exercicio 12 (ANPEC 2016, Questao 4)
Uma matriz de permutacao é uma matriz quadrada, cujas entradas sao
nimeros 0 ou 1 e tal que em cada linha e em cada coluna ha exatamente
um namero 1. Analise a veracidade das seguintes afirmacoes:
@ Soma de matrizes de permutacao da mesma ordem é uma matriz de
permutacao;
@ Produto de matrizes de permutagao da mesma ordem é uma matriz de

permutagao;
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@ Se M € R™™ ¢ uma matriz de permutacao e v € R™! é um vetor

qualquer, entao Mv e v tém a mesma norma;

@ Seja M € R™"™ uma matriz de permutacao e s = {[V1-~~Vn]T €

R vy = 1}. A transformagao linear T'(v) = Mv deixa inva-
riante o conjunto S (ou seja, T'(S) C 5);

@ Se M € R™™ & uma matriz de permutagao e M? = MM = I (matriz
identidade), entdo M = I.

Solucgao

@ Falso.

Considere o seguinte contraexemplo. Sejam as matrizes permutagao

(1) e-(2)

A soma das matrizes A e B nao é permutacao, isto é

11
A+B:( )
11

@ Verdadeiro.
@ Verdadeiro.
@ Verdadeiro.
O conjunto T'(S) = {Mv; v € S}.
Seja x € T(S), entao existe v = [v1---1,]7 € S, onde Y1 | v; = 1 tal
que
x = Muv.
Denotemos a matriz M = [e; - - en]T, onde e; sao linhas 1 x n, entao
el e
€9 eal

r=| |v=

en el
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Somando a equagao anterior

Zazizy(el+eg+---+en)
Zmi:l/(lvlf" 71>
i=1

Portanto xz € S.

@ Falso.

Exercicio 13 (ANPEC 2016, Questao 8)

Seja A(x) = b um sistema de equagoes lineares, com A uma matriz de ordem

m X n e b um vetor de ordem m x 1. Analise a veracidade das seguintes

alternativas:

@ Se A for uma matriz quadrada nao nula com determinante nulo, entao
o sistema nunca tem solugao;

@ Se A tiver posto méaximo, entao a solucao do sistema é tnica;

@ Se, no item anterior, tivemos m < n, entao a solucao é tnica;

@ Se o vetor b for combinacao linear das colunas da matriz A, entao o
sistema tem pelo menos uma solugao;

@ Se A for uma matriz diagonal com determinante |A| # 0, entao a medida

geométrica de x1, s, ..., T, é inversamente proporcional a "y/|A|, em
que (21,9, ...,2,) é solu¢do do sistema.
Solucgao

@ Falso.

Considere o seguinte contraexemplo para a afirmativa. Seja o sistema
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() ()-(2)

este sistema tem infinitas solugoes.

de equagoes

@ Falso.

275

Se A tiver posto méximo, entao a solu¢ao do sistema é tinica. Conside-

remos o seguinte contraexemplo, seja a seguinte equacao

(1 1>(“)=1,

onde A = [1 1]. Notei que o posto de A é 1, este valor é o posto

méximo. Por outro lado, a equagao anterior tem infinitas solucoes.

@ Falso.

@ Verdadeiro.
@ Verdadeiro.

Exercicio 14 (ANPEC 2015, Questao 4)

Uma matriz de Markov é uma matriz quadrada, que em cada entrada tem

um nimero nao negativo e a soma das entradas de qualquer coluna ¢é igual

a 1. A ordem de uma matriz de Markov é o ntimero de linhas (ou colunas)

dela. Afirmamos:

@ A soma de duas matrizes de Markov da mesma ordem é uma matriz de

Markov;

@ O produto de duas matrizes de Markov da mesma ordem é uma matriz

de Markov;

@ A inversa de uma matriz de Markov (quando ela exista) é também uma

matriz de Markov;
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@ Se M € R™™ é uma matriz de Markov e v € R™1 é um vetor de

componentes nao negativos que somam 1, entdo Mv € R™*! também é

um vetor de componentes nao negativos que somam 1;

@ Se a € [0,1] e M, N € R™™ sao matrizes de Markov, entao aM + (1 —

a)N também é uma matriz de Markov.

Solucao

@ Falso. Note que a identidade I é matriz de Markov, mas 2] = I + [

nao o é. Falso.

@ Verdadeiro. Para ver que a afirmativa é verdadeira, basta supor que A

>_C
j=1

e B sejam de Markov de ordem n, e definir C' = AB. Entao as entradas
de C' sao nao negativas (por serem produtos e somas de valores nao
negativos). Para checar que a soma das colunas de C resulta em 1,

basta ver que Cj; = ZZ:1 A, Byj e portanto
= ZZAikBkj = ZZAikBkj = ZAikZBkj = ZAik =1,
j=1 k=1 k=1 j=1 k=1 j=1 k=1

onde usamos que a soma dos termos das colunas de A e B resultam em

1 por serem de Markov.

@ Falso. Basta tomar o contraexemplo:

1 0,1
A= ’ ,
0 0,9
de Markov. Mas

o L 09 —o
09\ o0 1

nao é de Markov.

@ Verdadeiro. Resolugao muito semelhante & da questao @:

n

Jj=1

n

Z(MV)J' = ZZMjka = ZZMjkl/k = ZVkZMjk = Zyk = 1.
k=1 j=1 k=1

j=1 k=1 k=1 j=1
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@ Verdadeiro.
Resolucao semelhante ao item anterior. Primeiro note que os termos de

aM + (1 — a)N serao todos nao negativos, pois a € [0,1]. Além disto,

n

Y laMy+(1-a)Nyl=ad My+(1-a)) Ny=a+(l-a)=L1
j=1 j=1 j=1
Exercicio 15 (ANPEC 2015, Questao 15)
Analise a veracidade das seguintes afirmacoes:
@ Se \; # 0 é autovalor de A € R"*" entao A é invertivel (possui inversa)

e um autovalor da inversa é A\, ';
5 2

@ Os autovetores da matriz 5 10 nao sao ortogonais;

@ Uma matriz positiva é aquela cujas entradas sao todas positivas. Por-
tanto toda matriz positiva tem determinante nao nulo;

@ Seja V um espaco vetorial de dimensao n, com n inteiro positivo. Entao
um conjunto de n + 1 vetores é mais do que suficiente para gerar todo
o espaco V;

(4) O niicleo da transformacio definida por uma matriz A € R**® é 2z, +

ro — 3x3 = 0, entao essa matriz tem somente um autovalor nao nulo.

Solucgao

11
11

O polinémio caracteristico de A é det(A—AI) = (1 —-A)(1—X)—1, de

modo que a equagao carateristica é A(A —2) = 0.

@ Falso.

Seja a seguinte matriz

A:

Assim, os autovalores sao A\ = 2 e Ay = 0. Notei que A nao é inversivel.

Portanto, o enunciado é falso.
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@ Verdadeiro.

A equacao caracteristico de A
5 2
A=
-2 10

5—A 2
-2 10—\

é

det(A—)J)zdet( )z(A—Q)()\—6):O.

Entao, os autovalores sao: Ay =6 e Ay = 9.
Sabemos que se A é um autovalor e ¥ = (v, v2) 0 autovetor correspon-
dente entdao AU = A\, logo (A — A\I)v = 0.

(i) Para A = A\; = 6, temos

-1 2 U1 o 0
-2 4 vy 0/
Logo, v; = 2v,. Consideremos vy = a # 0, entao para \; = 6

2

temos um autovetor U] = a 1

(ii) Para A =Xy =9

(2)(0)-(0)

Assim, vy = 2v;. Consideremos v; = b # 0, entao para Ay = 9

. 1
temos um autovetor Us = b

Logo, <171,172> = 2ab+ 2ab =4ab # 0, jaAque a #0 e b # 0.

@ Falso.

Consideremos a seguinte matriz positiva

11
11

A=
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O determinante desta matriz é nulo.

@ Falso.

Seja v = R? com dimensao 2. Consideremos que o conjunto

{(1,1),(1,2),(2,3)}
gera todo R?, isto é: Para todo x € R? existem «, 5,60 € R tal que
r=a(l,1)+ p(1,2) +6(2,3)
= a(1,0) +a(0,1) + B(1,0) + 28(0, 1) + 26(1,0) + 36(0, 1)
r=(a+B+20)(1,0)+ (a+ 28+ 360)(0,1).

Entao, para gerar todo R? se precisa s6 de dois vetores.

@ Falso

Do enunciado, 2z1 + x5 — 3x3 = 0, entao o dominio é um subconjunto
de R3. Agora, dado que A € R3*3 e 0 dominio estd em R3, temos que
a imagem é um subconjunto de R?®. Logo, a transformacao ¢ definida

por A : R® — R3, onde o nicleo.
N(A) = {z = (z1,72,23) € R Ax = (22, + 25 — 323,0,0) = (0,0,0)}.

Se consideramos

-3
A= =31,
2 1 -3
a transformacdo Ax = (2x; + zy — 373,271 + 29 — 373,271 + T2 —
3z3). A equagao caracteristica de A ¢ det(A — AI) = A3 = 0. Entao,
os autovalores sao A\; = Ay = A3 = 0. Assim, a matriz A nao tem

autovalores nao nulo.
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Exercicio 16 (ANPEC 2014, Questao 2)
Considere a transformagao linear T : R* — R3, definida por T(z,y) =
(2x 4 2y, x,y — x). Julgue as seguintes afirmativas:
@ A matriz que representa T em quaisquer bases tem 3 colunas.
@ A transformacao linear nao é sobrejetora.
@ Existe um vetor nao nulo que é levado ao vetor zero.
@ O sistema T'r = v sempre tem solugao para v na imagem da 7.
@ A imagem de T é um plano que passa pela origem e tem vetor normal
(0,4,2).

Solugao

@ Falso.

Da hipoétese, temos

2 2
T(x,y) =2z +2y,z,y—z)=|1 0 [x]

Assim, a matriz que representa T' tem 2 colunas e 3 linhas.

@ Verdadeiro.
Seja o vetor (0,0,1) € R3, tal que T'(z,y) = (22+2y,x,y—x) = (0,0,1).
Entao 2z +2y =0, z=0ey —x = 1. Logo nao existe (z,y) € R? tal

que resolva o sistema

20 4+2y =0
z=0
—r+y=1

Portanto T nao é sobrejetiva.
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@ Falso.

Seja (z,y) € R? tal que T'(z,y) = (0,0,0). Entao

20 + 2y =0,
=0,
—r+y=0.

Logo, z = 0 e y = 0. Portanto, se T'(z,y) = (0,0,0) entdo x =y = 0.

@ Verdadeiro.
Se v estd na imagem de T', entao existe um vetor x tal que Tz = v.
Assim o sistema T'x = v sempre tem solugao para todo v na imagem
de T.

@ Falso.

Da hipoétese, temos
T(z,y) = 2z 42y, 2,y —x) = (0,0,0) + x(2,1,-1) + (2,0, 1).

A imagem de T' é um plano que passa pela origem e tem vetores diretores

(2,1,-1) e (2,0,1). Agora calculemos o vetor normal (produto vetorial)

(2,1,-1)x(2,0,1) ;i 1 e T ) S L (1,—4,-2)
y Ly T y Uy L) = - =1 - =\, =% —4).
9 0 1 0 1 j21 2 0

Assim, os vetores normais a imagem de T sao t(1, —4, —2) para todo
t € R. Note que nao existe t € R tal que (0,4,2) = t(1,—4, —2).

Exercicio 17 (ANPEC 2014, Questao 6)

Considere a matriz cujas colunas sao:
(0,5,1,0) (5,0,5,0), (1,5,0,5), (0,0,5,0).

Julgue as seguintes afirmativas:
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@ A matriz tem pelo menos um autovalor que nao é real.
@ A soma dos autovalores é zero.

@ A matriz tem inversa.

@ A matriz tem 4 autovalores positivos.

@ A matriz tem um autovalor zero.

Solucao
@Falso.
Seja a matriz
0510
5050
A=

1 505
0050

Logo A = A!, entao a matriz A é simétrica.

Teorema: Se A é uma matriz simétrica, entao seus autovalores sao reais.

@ Verdadeiro.
Lembrei o seguinte teorema A soma das autovalores de uma matriz A

é igual ao trago da matriz. entao trago (4) = 0.

@ Verdadeiro.
Dado que det(A) = 625, entao A~L.

@ Falso.

Sejam A, A2, A3 e A4 autovalores de A. Dado item @ det(A) # 0,
entao A\ Z 0, Ao #0, A3 #0 e Ay # 0. Por outro lado, do item @
A1, A2, A3 e A4 sao numeros reaise do item @ M+ X+ A3+ A =0,

entao existem autovalores positivos e negativos.
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@ Falso.

Teorema: O produto dos autovalores da matriz A é igual ao determi-

nante da matriz A.

Como det(A) = A Ag A3 Ay =625, entdao A\; £ 0, Ao #0, A3 #0 e 4.

Exercicio 18 (ANPEC 2013, Questao 4)

Considere f = {v1,...,V,} um conjunto de vetores de R". Julgue as se-

guintes afirmacoes;

@ Se m > n, entao os vetores do conjunto (3 sao linearmente dependentes.

@ Se m < n, entao os vetores do conjunto [ sao linearmente independen-
tes.

@ Se m = n, entao a matriz, cujas colunas sao os elementos de 3, é nao
singular.

@ Se todos os vetores de conjunto [ forem linearmente independentes,
entao o nicleo da matriz, cujas colunas sao os elementos de [, é o
subespago nulo.

@ Se todos os vetores de conjunto [ forem linearmente independentes,

entao o posto da matriz, cujas colunas sao os elementos de 3, é m.
Solucgao

@ Verdadeiro.

@ Verdadeiro.
@ Verdadeiro.

Exercicio 19 (ANPEC 2013, Questao 7)

Considere a transformacio linear T : R? — R? definida por T'(z,y) =
(x +y,x —ay),a € R. Denote por A a matriz que representa 17" na base
canodnica de R?. Julgue as seguintes afirmativas:

@ A matriz associada a transformacao 1" é nao singular para a = —1.
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@ Se a = —1, o nicleo de T' é um subespacgo de dimensao 1.

@ O sistema Ax = ¢ sempre tem solugao para a = 1 e ¢ qualquer vetor de
R%.

@ O nicleo e a imagem de T' sao subespagos cujas dimensoes sao maiores
do que 2.

@ Para qualquer valor de a o sistema homogéneo Ax = 0 tem solugao

nula.

Solucgao

@ Falso.

@ Verdadeiro.
@ Verdadeiro.

@ Falso.

@ Verdadeiro.

Exercicio 20 (ANPEC 2013, Questao 10)

-1 0 1
Considere a matriz A = | 3 0 —3|. Julgue as afirmativas:
1 0 —1

@ O numero de autovalores distintos da matriz A é igual & ordem da
matriz A.

@ A dimensao do subespaco associado ao maior autovalor é 1.

@ A dimensao do subespaco associado ao menor autovalor é 1.

@ Os autovetores de A, v; = (0,1,0), v, = (1,0,1) e v3 = (—1,3,1),
formam uma base de R

@ A matriz A é diagonalizavel.

Solucgao

@ Falso.
Dado que Ax = Ay, entdo (A—A;)X = 0, logo det(A—\;) = N2(A\+2) =

0. Assim, os autovalores sao A\ = Ay = 0 e \3 = —2.
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Portanto a ordem da matriz A e 3 e tem dois autovalores distintos.

@ Falso.

Para A = 0, temos

(A-0Nz=1{3 0 =3| |z| = |O],
0 —1] [as 0

entao 1 = w3 e x5 € R. O autoespago para o sistema anterior é o
conjunto V' = {(z1, 9, x1); x1,29 € R}. Logo (1,0,1) e (0,1,0) é uma

base para V. Portanto a dimensao é 2.

@ Verdadeiro.

Para A = —2, temos
1 T 0
(A+20)z= |3 2 =3| |za| = |O],
1 T3 0
entao r3 = —x; e x5 = —3x;. Logo o autoespaco

W = {(z1, =321, —21); 21 € R}.
Assim (—1,3,1) ¢ uma base para W. Portanto a dimensao ¢ 1.
@ Verdadeiro.
Seja (z,v,2) € R, entdo

(z,y,2) = (0,1,0) (y — 2(2 — x)) + (0,1, 1)(1: + %(2 — x)) +(-1,3,1) (%(z — SC))

logo os vetores vy, 15 e v3 geram R3.

Sejam «, f e 6 € R, entao

a(0,1,0) 4 (1,0,1) + 6(—1,3,1) = (0,0,0).
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01 —1
Dado que det |1 0 3 | # 0, entao vy, s e v3 sao L.I. Portanto vy, v
01 1

e v3 é uma base de R3.

@ Verdadeiro.

Defini¢cao: Dizemos que uma matriz A, é diagonalizavel, se existe ma-
trizes P e D tais que D = P~ 'AP, ou equivalente, A = PDP~! em

que D é uma matriz diagonal.

Logo do item @, @ e @, temos

0
0

S

I
o o o
o o o

-2

do item @ det(P) # 0. Portanto A é diagonalizavel.

Exercicio 21 (ANPEC 2012, Questao 4)

Seja A = (a;;) uma matriz nxn com entradas a;; € R. Julgue as afirmativas:

@ Existe uma matriz B de modo que BA = 2A.

(1) Se A2+ A=1, entdo A" = A+ I, em que I é a matriz identidade.

@ Se todos os elementos da diagonal principal de A sao nulos, entao
det(A) = 0.

@ Seja b € R". Se Ax = b possui infinitas solugoes, entao existe ¢ € R,
tal que Ax = ¢ admite uma tnica solugao.

@ Suponha a;; = 0 quando 7 + j for par e a;; = 1 quando ¢ + j for impar.

Se n > 3 entao A tem posto n.
Solucgao

@ Verdadeiro.
Seja B = 21, onde I é a matriz identidade. entao, BA = 2[ A = 2A.
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@ Verdadeiro.

Da hipotese A(A + I) = I, entao det(A) x det(A + 1) = det(I) = 1,
logo temos det(A) # 0. Portanto existe A~'. Assim obtemos

(A2 4 A =141
A=A+ 1.

@ Falso.

01
Seja a matriz A = ( Lo ), entao det(A) = —1.

@ Falso.

11 1
Seja as matrizes A = ( = e B = L) Note que Ax = b tem

infinitas solugoes. Para qualquer ¢ = tb, onde t € R, a equacao Ax = b
possui infinitas solugoes. finalmente, para ¢ # tb o sistema Ax = b nao

tem solucgao.

@ Falso.

Dada uma matriz A de ordem n X n, o posto de matriz, pos (A4), é dada

pela ordem da maior submatriz nao singular da matriz dada.

1 01 1 0 1
Considere a matriz A = 0 1 0 |.Asmatrizes A; = 010 |,
1 01 1 0 1

10
Ay = 0 1 e A; = <1> sao submatrizes de A.

Entao temos det(A4;) =0, det(Ay) # 0 e det(As) = 1.
Portanto posto(A) = 2.

Exercicio 22 (ANPEC 2012, Questao 5)
Seja T : R* — R? a transformacao linear dada por T'(z,y, 2) = (z+y—2,z+

y). Denote por A a matriz da transformacao 7" relativa as bases canonicas

de R? e R?. Julgue as afirmativas:
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@ A matriz A tem trés linhas e duas colunas.

@ O posto da matriz A é igual a 2.

@ O nticleo e a imagem de T sao dois subespacos de R?, cujas dimensoes
sao 2 e 1, respectivamente.

@ O Nucleo da transformagao T é gerado pelo vetor (—1,1,0).

@ O sistema Az = b sempre tem solucdo para qualquer b € R2.

Solucgao

@ Falso.

@ Verdadeiro.

@ Falso.

@ Verdadeiro.
@ Verdadeiro.

Exercicio 23 (ANPEC 2012, Questao 6)

-1 0 1
Considere a matriz A= | 3 0 —3|. Julgue as seguintes afirmativas:
1 0 -1

@ A matriz A tem 3 autovalores distintos.

@ A matriz A tem um autovalor de multiplicidade algébrica 2.

@ A matriz A nao é diagonalizavel por que o numero de autovalores é
menor do que a sua ordem.

@ A matriz A é diagonalizavel.

@ Os valores da matriz A produzem trés autovetores linearmente inde-

pendentes.

Solugao

@ Falso.

Da Questao 6, item @, temos \y = Ay =0¢e \3 = —2.
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@ Verdadeiro.
Da Questao 6, item @, A =X =0.

@ Falso.

Da Questao 6, item @, a matriz A é diagonalizavel.

@ Verdadeiro.
Ver Questao 6, item @

@ Verdadeiro.
Ver Questao 0, item @

Exercicio 24 (ANPEC 2011, Questao 5)
Seja A = (a;;) uma matriz real n x n. Considere o sistema Az = b abaixo e

julgue as afirmativas:

a111 + a12T9 + -+ ATy — b1

a91T1 + A29T9 + +++ + QonTy = b2

Ap1T1 + Qp2X2 + +++ + AppTy = bn

@ Se o posto de A é menor do que n, entao o sistema nao tem solugao ou
possui um namero infinito de solugoes.

@ Se o vetor b é combinacao linear das colunas A, entao o sistema admite
solucao.

@ Se by =by =---=b, =0 e 0 éautovalor de A, entdao o sistema possui
uma tnica solugao.

@ A matriz M = A+ A!, em que A’ é a transposta de A, é uma matriz
simétrica.

@ Seu = (uy,...,u,) ev=_(vy,...,1,)" sao solugoes do sistema Az = b,
entao u + v também é solucao de Ax = b.

Solugao
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@ Verdadeiro.
@ Verdadeiro.

@ Falso.

@ Verdadeiro.

@ Falso.

Exercicio 25 (ANPEC 2011, Questao 6)

Considere as transformacoes lineares T': R? — R3 e L : R3 — R? definidas

por
T 20 — 2y + 3z T 1 01 T

Tly| = 3y — 2z e Llyl=111 2 Y

z —y + 2z z 2 1 3 z

Seja A a matriz de T relativa a base canonica de R®. Julgue as afirmativas:
@ L. é sobrejetora.
@ Se v € R?® ¢ tal que vy = (—1,—1;1), entdao {v} é base para o Niicleo

de L.
2 -2 3
2 A=]0 3 -2
0 -1 2

@ A possui trés autovalores distintos e portanto é diagonalizavel.
@ v € R é tal que ' = (1,1,1), entao v é autovetor de A associados ao

autovalor 1.

Solucgao

@ Falso.

Corolario: Sejam U e V espagas vetoriais da mesmo dimensao e seja
T : U — U uma transformagao linear. As seguintes afirmativas sao
equivalentes:

T é sobrejetiva < T ¢é injectora < T transforma base de U em base de
V.
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Por outro lado

T 2 =2 3 T T
T| vy = 0O 3 =2 Y =A| vy = A7.
z 0 -1 2 z z

Note que det(A) = 8, entao existe A—1. Sejam T e T» € R3, tal que
AT = ATy, logo A(#; — 75) = 0. Dado que A™! existe, entdao 7 = T».

Portanto T' = A ¢ injetora. Da corolario T" = A é sobrejetora.

@ Verdadeiro.

O nucleo de L é
N(L) ={(z,y,2) € R®, L(z,y,2)" =(0,0,0)}.
Resolvendo L(z,y, 2)! = (0,0,0), temos z = —z e y = —2z, logo
N(L)={(-1,-1,1)z e R*}.

Portanto V! = (=1, —1,1) é base de N(L).

@ Verdadeiro.

Da hipoétese, temos

T 20 — 2y + 3z 2 =2 3 T
Tl y | = 3y — 2z =10 3 =2 Y
z —y + 2z 0 -1 2 z
Entao
-2 3
A= 3 =2
-1 2

@ Verdadeiro.
Seja AT = A\Z, logo (A — AI)Z = 0, entao det(A — X)) = (2 — N\)(\ —
4)(A—1) =0, portanto \y =1, Ay =2 e A3=4.
Teorema: Uma matriz quadrada A de ordem m é diagonalizavel se, e

somente se, A possui n autovalores linearmente independentes.
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Do teorema A é diagonalizavel.

@ Falso.

Para A = 1, temos

1 -2 3 T 0
0 2 -2 y =101,
0 -1 1 z 0
resolvendo o sistema temos r = —z, y = z. Logo o autoespaco para

A=1eV={(-1,11)zz € R}.

Assim v ¢ v, entdo v nao é autovetor de A para A = 1.

Exercicio 26 (ANPEC 2010, Questao 9)

Considere os sistemas lineares abaixo e julgue as afirmativas:

r+y+kz=2
I)=¢ 3z +4y+22=kF
20+3y—z2=1

11271 + @192 + - - - + a1, = by
a21T1 -+ 999 + -+ AonTy = bg

(1) =

A1 T1 + AmaTa + -+ p Ty = by
@ Se k # 3, entd@o o sistema (I) tem solugao tnica;
@ Se k = 3, o sistema homogéneo associado a (I) tem infinitas solugdes;
@ Para k = 1, a matriz dos coeficientes de (I) é uma matriz ortogonal;
(3) Se m > n, (II) tem sempre solugao;
@ Se by = by = --+ = b, =0, entdo o sistema (II) tem sempre solugao.

Solucgao

@ Verdadeiro.

@ Falso.
@ Falso.
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@ Falso.

@ Verdadeiro.

Exercicio 27 (ANPEC 2010, Questao 10)

Julgue as afirmativas:

(0) S ={(z,y,x +y) € IR*/x,y € IR} é um subespago vetorial de TR® e
a dimensao de S ¢é 2;

(1) {(1,2,3),(4,5,12),(0,8,0)} é base de T R?;

@ Se u, v e w sao vetores linearmente independentes, entao v + w, u + w
e u + v sao também linearmente independentes;

@ Se S é um subconjunto de I R? formado por vetores linearmente depen-

dentes, entao podemos afirmar que S tem 4 elementos ou mais;

1 2z 0
@ Se o posto da matrizA= | 0 1 1| é3, entao x # 1.
-1 1 0

Solucgao
@ Verdadeiro.

@ Falso.

@ Verdadeiro.

Exercicio 28 (ANPEC 2010, Questao 11)

Considere as matrizes

1a7 leb’ o cos sm@'
2 —1 b 1 —sinf cos®

Julgue as afirmativas:

2 1
(0) Paraa=1e b =2, entdo (34 — B!)! = L 4];

A:

@ Se —1 é autovalor de A, entao a = 0;
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1
@ Parab=2, v= ( 5 > ¢ um autovetor de B;

@ Se a > —1/2, entao A é diagonalizavel;
@ C' é invertivel nao simétrica.

Solugao

@ Falso.

Paraa=1e b= 2 temos

(34— B)' = E _44] .

@ Verdadeiro.
Se A\ = —1 é autovalor de A, entao
det(A+1)=2a=0, logoa=0.

@ Falso.

Parab=2,det(B—A)=(A—=3)(A+1)=0,logo A=3 ou A= —1.

Se A = 3, assim
-2 2 x 0
[ 2)C)-()
entao x = y. O autoespago para A = 3 é o conjunto
V ={(1,1)z;z € R}.
Logo (1,2) ndo é autovetor para A =3. Se A = —1
2 2 x 0
(22)()-(0)
entao y = —x. o autoespago para A = —1 é o conjunto
W ={(1,-1)z;z € R}.

Portanto (1,2) nao é autovetor para A = —1.
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@ Verdadeiro.
Teorema: Uma matriz quadrada A de ordem n é diagonalizavel se, e
somente se, A possui n autovetores linearmente independentes.

Logo

1—)a

det(A — M) = det
2—1-2A

)z)\Q—Qa—l:O.

Para que a matriz A seja diagonalizavel, os autovalores tem que ser

diferentes e reais. Logo 2a + 1 > 0, entao a > —1/2.

@ Falso.

Dado que det(C) = cos? 0 + sin?§ = 1, entdo C é invertivel. Também

C £ C.

Exercicio 29 (ANPEC 2009, Questao 3)
Se A é a matriz na base canonica de T' : R* — R3, dada por T(x,y,2) =
(z, ©—y — z), julgue as afirmativas:
@ A dimensao do niicleo de T é 2.
(1) {(0,1,0), (1,0, —1)} é uma base da imagem de 7.

0 1 0
@ A transpostade Aé¢ A'= [0 —1 0
1 0 -1

(3) Se U = {(0,0,2)/2 € R} entao T(U) C U.
(4) {(z,y,2) € R*/T(2,y,2) = (0,1,0)} é uma reta no plano zy.
Solucao

@ Falso.

@ Verdadeiro.
@ Verdadeiro.

@ Falso.

@ Verdadeiro.
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Exercicio 30 (ANPEC 2009, Questao 6)
Denote por M, o espago das matrizes n X n com entradas a;; € R. Seja
X 0

0 Y )
que 0 € M, é identicamente nula. Seja A a matriz da aplicagdao linear

L : R?* - R? dada por L(z,y) = (y — x,y). Se B = D(A, A), julgue as
afirmativas:

(0) O polinémio caracteristico de A ¢ dado por p(t) = —(1 — t2).

@ Al =Acedet A=detB=1.

@ Se A é um autovalor de A, entao A\ é um valor de B.

@ O polindmio caracteristico de B ¢ dado por ¢(t) = t* + 2t* + 1.

@ A é diagonalizavel.

D : My x My — M, a aplicagdo dada por D(X,Y) = em

Solucgao

@ Verdadeiro.

Do enunciado, A é a matriz da aplicacao L : R? — R?, dado por

L(fv,y)Z(y—w,yF(_Ol 1><)Y(>
A:<_1 1).
0 1

O polinémio caracteristico de A é

Onde

p(t) =det(A—tl) = (-1 —t)(1 —t) = —(1 — ).

@ Falso.

Denotemos
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entao

ENG
(i)

Logoc=0ed=1. Assim, a = —1 e b = 1. Portanto,

L (-1
e )

297

Lembrei que FAV = F e FAF = F. Entao, se det A = det B = 1

¢é verdadeiro ou falso, a resposta final vai ser falso, ja que A~!

falso.
@ Verdadeiro.

Seja A um autovalor de A, entao

det(A — AI) = —(1 — \2) =

(1=X)?=0
—1-A 1 0 0
0 1—-A 0 0
(1 —X?)% = det =det(B — \I)
0 0 —1-A 1
0 0 0 1—-A

logo A é um autovalor de B.

@ Falso.

O polinémio caracteristico de B é
p(t) =det(B —tI) = (1 —*)* =t* — 2t* + 1.

@ Verdadeiro.

Neste item usaremos o seguinte teorema.

=Aé

=0



298 14. ALGEBRA LINEAR

Teorema. Se uma matriz A de tamanho n X n tem n autovalores dis-
tintos, entao A é diagonalizével.

A equacao caracteristica de A é
det(A—A)=—(1—-XA)(1+X)=0.

Logo, os autovalores de A sdao Ay =1 ¢é \y = —1.

Portanto, do teorema anterior A é diagonalizavel.

Exercicio 31 (ANPEC 2009, Questao 11)

k0 0 k2 1
Sejam A= |0 —1 1| eB= |0 —1 1[. Julgue os itens abaixo:
1 1 k 0 0 &k

(0) tr(A) = —det B entao k = 1.
@ Se k =1 entao 0 é autovalor de A.

1
@ Para todo k,v = -1 é autovetor de A associado ao autovalor
kE—1
k.
@ Se k # 0 e k # —1 entao o sistema Ax = b tem solugao tinica, em que
x1 by
X=| x e b=1] b
T3 b3

@ Se k = 0 entao o sistema Bx = 0, em que 0 é o vetor nulo que s6

admite a solugao trivial, isto é x = 0.
Solucao

@ Verdadeiro.

@ Verdadeiro.

@ Falso.
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Exercicio 32 (ANPEC 2008, Questao 2)
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Se V o espaco vetorial das matrizes 2 x 2 identificado como R* de sorte que

cada matriz (a;;) € V seja identificada com o ponto (ay1, a2, a3, a14) € R*.

Denote por Ay < Ay < A3 < A4 os autovalores do operador linear 7' : V' —

V dado por T(A) = A’, em que A’ é a transporta da matriz A. Sejam

E B

C
V = R*, do operador linear T : V — V. Julgue as afirmativas:

@ M=X=X=N=1e(TA= A& A é simétrica).
(1) |A]? = |TAP? = X2| A%, sempre que se tenha T(A) = AA.
(2) A = —1e (TA=M\A< Aé anti-simétrica).

(3) Trago (M) =0 e det M = —1.

@ E + D é a matriz identidade de V.

E,B,C.D €V tais que M = (

Solucao

Notemos, primeiramente que

VZ{A:

O operador linear T satisfaz T'(A) = A?, por hipotese podemos escrever

a11 a12

) 3
; (a11>al27f113,@14) €ER }

a13 a14

T(a117a12>a13>a14) = (a11>a137a12,a14>-
Também por hipotese escrevemos

ail
aiz
T(G117a127613,a14) = (a117a13,a127a14) =M
ais

Q14

onde as linhas de M é a base canonica de R*, entao

o O O
o = O
o O =
_ o O

) ¢ a matriz, na base canonica de
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Assim

E_ 10 . B= 00 o= 01 e D= 0 0 '
0 0 00 0 0 0 1
@Falso.

O polinoémio caracteristico para obter os autovalores é det(M — \I) =
A—=13A+1)=0,entao \; = —le =3 =)\, = 1.
Entao A\ = Ay = A3 = \y = 1 é Falso.
O outro enunciado (TTA = A < A e simétrica) nao precisa ser provado
dado que FAV = F ou FFA F = F. Mas, aqui fazemos a denotagao:
(i) (=) Da hipotese TA= A" e TA= A, entao A'=A
(ii) (<) Da hipotese TA = A" e A'= A, entdo TA = A.

Portanto o enunciado TA = A & A é simétrica é verdadeiro.

FAV
F

@ Verdadeiro.
Sabemos que TA = A, por propriedade |A] = A, entao |A|*> = |AT|?.
Da hipotese TA = M\A, entao [T A]? = A% A|?, portanto

A" = [TAP* = \?|A%

@ Verdadeiro.
Do item @ o enunciado \; = —1 é verdadeiro.
Agora provemos que T'A + \{ A < A ¢é anti-simétrica.
(i) (=) Da hipotese TA = A" ¢ TA= —A, entao A" = —A.
(ii) (<) sabemos que TA = A" e A'=—A, entdo TA = \A.

O enunciado anterior é verdadeiro. Logo VAV =V.

@ Falso.

O trago (M) =2edet(M)=—1. Entdao FAV = F



14.2. QUESTOES ANPEC RESOLVIDAS 301

@ Verdadeiro.

0 00
Dado que E = ] eD = [O 1] ,entao £+ D é a matriz identidade.

0

Exercicio 33 (ANPEC 2008, Questao 4)

Julgue as afirmativas:

@ Se uma matriz 2 X 2 possui determinante igual a um e trago igual a
zero, entao seus autovalores sao niimeros complexos conjugados

@ Se uma matriz é simétrica, entao seus autovalores sao nimeros reais.

@ Transformacoes lineares dadas por matrizes ortogonais preservam a
norma de vetores, mas nao necessariamente angulos entre vetores.

@ Se uma matriz é idempotente, entao ela é singular.

@ Se uma matriz é simétrica e nao-singular, entao autovetores associados

a autovalores distintos sao colineares.
Solucgao
@ Verdadeiro.

Seja a matriz

A:

a b
¢ d|
Da hipotese det(A) = ad —d =1e tr(A) = a+d = 0, onde det(A) e

tr(A) denotam a determinante e o trago de A, respectivamente.

Agora, a equacao caracteristica de A é
det(A— X)) = (a—A)(d—)\) —ecd =N — Na+d)+ad—cb=0.
det(A — XI) = A\? — Adet(A) +tr(A) = 0.
det(A— X)) =X +1=0.

Assim, os autovalores complexos sao A\ = —i e Ay = 1.

@ Verdadeiro.

Seja A um autovalor de A e x o autovetor correspondente, entao Ax =
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Az. Tomando conjugados complexos e usando o fato de que A é real,

temos
Ar = \x
AT = \T
AT = \T.

Da hipotese A é simétrica (A = A'), entao
MNlr =7 \r =7 Ar =T Alw = (AZ)'r = O\T)'z = M\T'x,

logo (A — A\)Z'z = 0. Note que F'x > 0, entdo A = A. Denotemos
A =a+bientdo N\ = a — bi. Como a+ bi = a — bi, temos que b = 0,

portanto os autovalores sao reais.

@ Falso.

Para este item temos que lembrar de um teorema e dois definigoes.
Teorema. Dado um operador linear 7" : V' — V| entao existe um tnico

operador linear 7% : V' — V tal que
(T(v),w) = (v, T"(w)); Vo,w € V.

O operador T™* é chamado de operador adjunto de 7.

Observagao. Se A é a matriz da transformacao linear 7', isto é T'(v) =
Awv, entao A! (transposta) é a matriz da adjunta 7™, isto é T*(v) = A'v.
Definicao 1. Uma matiz quadrada A é dita ortogonal se sua matriz in-
versa coincide com sua matriz transposto. Isto é, uma matriz A € R™*"
¢ ortogonal se A~! = Af ou AA' = A'A = 1.

Definigao 2. Diremos que um operador 7' : V' — V preserva norma,
preserva distancia, ou preserva produto interno, quando, para todos
ww €V, se [Tl = [V, d(T(u), T(v)) = d(u,v), e (T(u),T(v)) =

(u,v), respectivamente.
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(i) Preserva a norma

Seja v € V tal que
IT(0)[]> = (T(v), T(v)).
Do teorema anterior
IT()]I* = (v, T*(T(v))) = (v, T*(Av)) = (v, A'Av).
Da definicao 1, temos
IT(@)|[* = (v, v) = (v,v) = [[v]?,
1T ()] = [|Av]| = [[v]].

Portanto, a matriz ortogonal A preserva a norma.

(ii) Preserva o produto interno

Sejam u,v € V', e do teorema anterior, temos
(T(w),T(v)) = (u, T*(T(v))) = (u, T"(Av)) = (u, A'Av).
Da definicao 1, obtemos
(T'(u),T(v)) = (u, Iv) = (u,v),
(T'(u), T(v)) = (Au, Av) = (u,v).

Portanto, a matriz A preserva o produto interno.

(iii) Preserva o angulo entre dois vetores
Seja 6 o angulo entre os vetores u,v € V, entao

(u, v)

cost) = .
[ul | {]v]]
De (i) e (ii), temos

Au, A
COSQ — <U, U) _ < U, U>

Tl [loll - (] Aul] [ Av]]"

Portanto, a matriz A preserva o angulo entre dois vetores.

303
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@ Falso.

Seja uma matriz idempotente

1
m= "0

isto € MM = M. A matriz M é nao singular, ou seja a matriz M

admite inversa.

@ Falso.

Seja uma matriz simétrica e nao singular

0 2
2 3

A=A

)

onde A! é a matriz transposta de A.
A equagao caracteristica ¢ det(A — A) = (A —4)(A+ 1) = 0, entdo os

autovalores sao A\ =4 ¢ \y = —1.

(i) Para o valor \; =4

Denotemos vy = (v11v12)", entao
(A — )\1])1}1 == (0 O)t
—)\1 2 V11 - 0
2 3 — )\1 V12 B 0
—4 2 V11 . 0
2 -1 V12 B 0

Logo vio = 2vy;. Entao, os autovetores para A\ = 4 sao v; =

£(1,2);¥t € R — {0}
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(ii) Para o valor Ay = —1

Denotemos vg = (v91099)", entao

(A — )\2])1]2 = (0 O)t
— A9 2 var \ (O
2 3 — )\2 V29 B 0
1 2 Vo1 | 0
2 4 V92 B 0

Logo vy = —2wgy. Assim, os autovetores para Ay = —1 sao
vy = 5(—2,1);Vs € R—{0}.

Portanto, os autovetores v; e v nao sao colineares, ja que nao existe

k € R, tal que v; = kuvs.

Exercicio 34 (ANPEC 2008, Questao 8)
Seja P(t) = t" + c1t" ' + - - + ¢,_1t + ¢, 0 polindmio caracteristico de uma
matriz n x n A = (a;;) com entradas a;; € R. Julgue as afirmativas:
@ Se A é simétrica, entao A é diagonalizavel.
(1) Se A & invertivel e P(t) = tQ(t) + ¢,, entdo Q(A) = (det A)A~1.
@ Se A ¢é invertivel, entdo A e A~! possuem os mesmos autovalores.
(3) det(—A) = (—1)"*! det A.
@ Se A é anti-simétrica e n é impar, entao det A # 0.
Solugao

@ Verdadeiro.

Exercicio 35 (ANPEC 2008, Questao 14)

Seja H uma matriz 4 x 4 idempotente, simétrica e nao-singular. Seja 045 a
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matriz nula de ordem 4 x 5 e 0544 = 0/, 5 sua transposta. Seja ainda L uma

matriz 5 x 5 ortogonal. Considere a matriz 9 x 9 dada por :

H 0445
05><4 L

A:

Seja D = det(A’A) o determinante de A’A, em que A’ é a transposta de A.
Calcule 9D + 3.

Solucgao

Resposta: 12

Exercicio 36 (ANPEC 2007, Questao 1)
Seja A matriz, na base candnica, do operador linear L : R* — R? dado por
L(z,y,z) = (x + 2y + 32,42 + by + 62, 7Tz + 8y + 9z). Denote por A\j, Az, A3
os autovalores da matriz A. Julgue os itens abaixo:
@ O posto de A é 2.
(1) L(1,-2,1) = (0,0,0).
(2) MAoAs # 0.
(3) A+ A+ Az = 15.
@ L ¢é diagonalizavel.

Solucao
@ Verdadeiro.
A matriz A é
1 2 3 1 2 3 1 2 3
456 |—(0 -3 -6 |—|0 -3 —61,
789 0 —6 —12 0 0 0

logo o posto de A é 2.

@ Verdadeiro.
L(1,-2,1) = (0,0,0)
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@ Falso.

Da hipotese

1=A 2
det(A — \) = det 45—\ 6 =2\ - 151 —18) =0.
7 8 9— A
Entdo os autovalores sio \; = 0, Ay = 15H3V33 o ), — 15-3V33

2 2

Logo )\1)\2)\3 =0.

@ Verdadeiro.
)\1+/\2+/\3: 15.

@ Verdadeiro.
Teorema: Uma matriz quadrada A de ordem n é diagonalizavel se, e
somente se, A possui n autovetores linearmente.

Do item @, os autovalores A1, Ay e A3 sao diferentes.

Exercicio 37 (ANPEC 2007, Questao 2)

Considere a matriz:
1 a b

A= 10 2 c| em que a,b,c sao constantes. Julgue os itens abaixo
0 0 3
(0) O trago de A é tr(A) =a+b+c+6.
(1) O determinante de A é det(A) = 6.
@ Se a, b, c sdo constantes negativas, a matriz A’A é definida negativa.
@ A matriz A’A é simétrica.
@ Sea=0b=c=0, amatriz A’ A é definida positiva.

Solucgao

@ Falso.

O trago de uma matriz quadrada ¢ a soma de todos os elementos da
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diagonal principal:

tr(A) =142+3=6.

@ Verdadeiro.

O determinante da matriz A é

2 0 2
det(A) =1 x det “) —ax det R c det(A) =
0 3 0 3 0 3

1x6—-—0+0=06.

@ Falso.

Observa que A’ é a transposta da matriz A. Para b= —1,a= —1e
c= -2,

1 0O of |1 -1 -1 1 -1 -1
AA=1|1-1 2 o0 2 —2|=|-1 5 =3

-1 -2 310 0 3 -1 -3 14

Observagao: Uma matriz A de ordem n x n é dita positiva definida se

os determinantes das n submatrizes principais de A sao positivos.

1 -1 -1
1 -1
Dado, Ay = |—-1 5 =3|, Ay = L5 6A3:[1] submatrizes
-1 -3 14 B

principais de A.
det (Al) = 36, det(Ag) =4de det(Ag) = 1 por tanto A’A é positiva
definida.

@ Verdadeiro.

A matriz
1 00 1 a b 1 a b
AA=1la 2 0|0 2 ¢| =|a a*+14 ab + 2¢
b ¢ 3110 0 3 b ab+2c b*+c*+9

Observacao: A matriz quadrada X é simétrica se X — X'.
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Entdo A’A = (A’A)'.

@ Verdadeiro.

1 00
Paraa=b=c=0, temos /A= |0 4 0
009

1 0

, Ay = e Az = [1] submatrizes de A’A,

0 4

o O O

1
sejam A; = |0
0

=T )

donde det(A;) =

nida positiva.

6, det(As) = 4 e det(A3) = 1. Portanto A’A é defi-

Exercicio 38 (ANPEC 2007, Questao 3)
Seja (,) o produto escalar usual de "™ e V =V, A--- AV, € R" o

produto vetorial de vetores linearmente independente V;,...,V, € R"*l.
Por defini¢cao <V, W> = det Ay, em que

w
V]
Aw=| '

Va
¢ a matriz cujas linhas sao os vetores W, V4, ..., V, € R*"!. Julgue os itens
abaixo:
@ (V,Vi) =0, para todo i € {1,...,n}.
(1) det Ay # |V

(2) V #0.

(3) det(AyAL) = |V[* det(gi;), em que gi; = (V;, V;).

@ |V| = \/det(gij).

Solugao
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Sem perda de generalidade consideramos n = 2. Definimos o produto veto-

rial dos vetores Vi = (ay, as,a3) e Vo = (b1, be, b3) da seguinte forma
Vi x Vo = (a2bs — asba, asby — aibs, arba — aghy).

A notacao acima também pode ser escrita formalmente como o determinante
de uma matriz:
1 j k
VixVo=det |a; ay azl|,
by by b3

onde i = (1,0,0), 5 =(0,1,0) e n=(0,0,1).

@ Verdadeiro.
Considere 7 = 1, entao
<V1 x Vs, V1> = <(a2b3 — agby, azby — a1bz, a;by — azbl), (a1>a27a3)>
<V1 X Vs, V1> = a1azbz — ayazbs + azazb; — azaibz + azaibs — azazby,
(Vi x Vo, Vi) =0
Para ¢ = 2 temos
(Vi x Va, Vo) = 0.
Portanto <V, Vi> =0 parat=1,2.

@ Falso.

Denotemos x = agbs — agbs, y = asb; — a1bs € z = a1by — ash;. Da

hipotese
x Yy =z
AV = a; Qag as
by by b3

LOgO det(Av) = ZE(CLng — (l3b2) + y(a3b1 — (llbg) + Z(albg — Clzbl)
det(Ay) =a? +y? + 22 =|| V ||~
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@ Verdadeiro.
Suponha que V' = 0, entao

a2 by

agbgzagbg = — == = ay=1tazg AN bgztbg
as bg
a by
a3b1:a1b3 = —=— = a1 =S8az AN 612863.
as bs
Assim temos V] = (sas, tas, az) e Vo = (sbs, ths, bs), entdo Vi = as(s,t,1)

e
Vo = bs(s,t,1). Logo V; e V4 sdo L.D, contradi¢ao. Portanto V' # 0.

@ Verdadeiro.
Da hipotese
det(Ay A%) = det(Ay) det(AL) = V2|V

Por outro lado

det(gi;) = det ( gu g1z ) — det ( (Vi,Vi) (W1, Va) )

921 Go2 <V2,V1> <V2>V2>
VP2 (Vi Va)
det(gi;) = det ( <V2,V1> Va2

= Vi IVa)? = (W, V)

= VP |Val? — VA2 Val? cos®(Va, V)
_ |v1|2|v2|2(1 _ cos2<v1,v2>)

= [V Va[2 sin?(VA, V2)

= Vi x 2=V

Portanto



312 14. ALGEBRA LINEAR

@ Verdadeiro.
Do item @,

Exercicio 39 (ANPEC 2006, Questao 1)

Avalie as afirmativas abaixo. Seja:

[

@ Os valores de A sao 1 e —1.

(1) O vetor (1,1) é autovetor associado ao autovalor 1 e o vetor (—1,1) é
autovetor associado ao autovalor —1.

@ A matriz A nao é ortogonal.

@ Seja I a matriz identidade de ordem 2. As matrizes A — [ e A+ I sdo
inversiveis .

@ Qualquer vetor (z,y) é combinagao linear dos vetores de A.
Solucgao

@ Verdadeiro.
@ Verdadeiro.

@ Verdadeiro.

Exercicio 40 (ANPEC 2006, Questao 2)
Avalie as opgoes
@ Seja A uma matriz n X n tal que para tudo u,v € R" tem-se que
uAv = —vAu. Entao os autovalores de A sao todos negativos.
@ Seja A uma matriz n x n tal que para tudo u,v € R" tem-se que

uAv = —vAu. Entao todo vetor v é ortogonal & sua imagem por A.
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@ Toda matriz quadrada positiva semi-definida de posto 1 é simétrica.
@ Toda matriz quadrada simétrica de posto 1 é positiva semi-definida.

@ Seja A uma matriz invertivel e A™! sua inversa, entao det(A)™! =

det(A™1).
Solucao
@ Falso.
@ Verdadeiro.
@ Verdadeiro.

@ Falso.

@ Verdadeiro.

Exercicio 41 (ANPEC 2006, Questao 9)

Avalie as afirmativas. Seja:

. [3/4 1/4]
1/4 3/4

@ Os autovalores de A sao 1 e 2.
@ Os vetores (—1,1) e (1,1) sdo autovetores da matriz A.
@ Seja A* o produto de A por si mesma k vezes. Entdo lim A% =

k—o0
1/2 1/2
1/2 1/2
Os vetores (—2,2) e (2,2) também sdo autovetores.

@ A matriz A é nilpotente.

Solucao
@ Falso.
@ Verdadeiro.

@ Verdadeiro.
@ Verdadeiro.

@ Falso.
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Exercicio 42 (ANPEC 2006, Questao 12)

Sejam A; e Ay 0s autovalores de 5 3 calcule A\j Ao — (A1 + A2).

Solucgao

Resposta 7

Exercicio 43 (ANPEC 2005, Questao 1)

Avalie as afirmativas:

Dada a matriz A =

o O =
(@G V]
co O W

0 0 0 10
@ O polinémio caracteristico de A é produto de fatores lineares diferentes.

4
@ Se {1, A2, A3, A4} s@o os autovalores de A, entao Z A7 = traco (AQ).
i=1
@ A é diagonalizavel.
@ Seja I, a matriz identidade de dimensao 4 x 4. Pode-se garantir que
det(A) = det(1y) = 1.

@ A dimensao do ntucleo da matriz (A — 5]4) é maior ou igual a dois.
Solucgao

@ Verdadeiro.
@ Verdadeiro.
@ Verdadeiro.

Exercicio 44 (ANPEC 2005, Questao 2)
Avalie as afirmativas:
(0) Seja T : R* — R* um operador linear auto-adjunto. A matriz de T em

relacao a base canonica de R?* é simétrica.
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@ Se uma matriz n x n A é ortogonal, entdao A’A = I, em que I é a matriz

identidade de ordem n.
12
3 3

wWIiN WIN

@ A matriz A = é ortogonal.

1
3 3
@ Os vetores v, = (1,—2,1,1),
linearmente dependentes.
@ Os vetores wy; = (1,—1,0,1), wy =(2,4,3,2) é wy = (—4,3,—6,7) sado

ortogonais.

wWIN wWiN

vy = (2,1,0,1) é v3 = (1,0,1,0) sd@o

Solucgao

@ Verdadeiro.
@ Verdadeiro.
@ Verdadeiro.

@ Falso.

@ Verdadeiro.

Exercicio 45 (ANPEC 2004, Questao 3)

2 -1 -3 T b1
Sejam A = 1 =1 1 [, Z=| 29 | € b= by |. Assinale V
-3 2 2 T3 b3
(verdadeiro) ou F (falso):
0
@ Seb=| 0 | =0 entdo a tnica solugao do sistema linear A- 7 = béa
0

solucao 7 = 0;
@ O sistema A-7 = b tem solugao se e somente se by + by + b3 = 0;
(2) Se A% = b, entdo ¥ = A1 b;
@ Existem duas linhas linearmente dependentes na matriz A;
@ O posto da matriz A é 2.

Solucgao
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@ Falso.

Seja a matriz ampliada

2 -1 -3 b 1 —1/2 —3/2 b)2
M=|1 -1 1 b|—M=|1 —1 1 bo —
-3 2 2 b3 -3 2 2 bs
1 —1/2 -2 by /2 1 —1/2 -2 by/2
M=10 —1/2 5/2 by—b/2 | —M=[0 —1/2 9 by—1/2
0 1/2 —5/2 b3+ 3b/2 0 O 0 by +by+bs

Dado que posto de A é menor a trés, pos(A) = 2 < 3, entdo o sistema

nao possui solucao tnica. Assim o sistema possui infinitas solugoes ou
nao possui solugao.

@ Verdadeiro.

Se b1+by+bs # 0, entdo pos(A) # pos(M) = 3 assim o sistema nao pos-
sui nenhuma solugao. Se by + by + by = 0, entdo pos(A) = pos(M) < 3,

logo sistema é possivel e indeterminado.

@ Falso.

-1 1 1 1 1 -1
det(A) = 2det + 1det — 3det = 0.
2 2 -3 2 -3 2

Como det(A) = 0, entao nao existe AL

@ Falso.

Duas linhas quaisquer sao linearmente independentes porque
(2,—-1,-3) #t(1,-1,1), (2,—1,-3) #1(-3,2,2), (1,—-1,1) #t(-3,2,2)

para todo t € R.
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@ Verdadeiro.
O posto de A é 2.

Exercicio 46 (ANPEC 2004, Questao 4)

Responda V (verdadeiro) ou F (falso):

@ Os vetores (1,2,4,—1,5,1),(2,4,—1,—1,0,0) e (6,1,0,2,2,2) sao line-
armente independentes.

@ Os vetores (1,3,4),(3,—1,1),(4,6,—1) e (0,1, 2) sao linearmente inde-
pendentes.

@ Os vetores (1,1,1),(1,2,3) e (0, 1,2) sao linearmente dependentes.

@ Se u e v sao dois autovetores de uma matriz X associados a dois auto-
valores distintos, entao u e v sao colineares.

@ Se X é uma matriz inversivel e simétrica, entao seus autovetores sao

dois-a-dois ortogonais.
Solucgao

@ Verdadeiro.

@ Falso.

@ Verdadeiro.

@ Falso.

@ Verdadeiro. Deveria ser falso. Ver comentérios na péagina .

Exercicio 47 (ANPEC 2004, Questao 5)

Responda V (verdadeiro) ou F (falso):

(0) Seja A uma matriz 2 x 2 com det(A) = 3 e tr(A) = 4. Se x e y sio seus
autovalores, entdo x? + y? > 10.

@ Seja X uma matriz 100 x 8 com posto igual a 8 e seja I a matriz
identidade 100 x 100. Entao tr(/ — X (X'X)™1X’) =100 — 8 x 8 = 36,
em que tr denota o trago da matriz.

@ Sejam A e B duas matrizes N x N. Se AB # BA, entao tr(AB) #

tr(BA), em que tr denota o trago da matriz.
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@ Seja A uma matriz simétrica nao-singular definida positiva. entao nao
necessariamente tr(A) > 0, em que tr denota o tra¢o da matriz.

@ Se A uma matriz simétrica 2 X 2 nao-singular definida negativa. Entao
tr(A) < 0 < det(A), em que tr denota o trago da matriz e det seu

determinante.

Solucao

A matriz A € R™" ¢ definida positiva se Az > 0 para todo vetor

x € R™! nao nulo. Denotemos

@11 Q12 Ad1p

Q21 Q22 * - QA2p

A= | | e =14 |, parai=12,---,n.
Ap1  Gp2 - Gpp
0
0
Entéo, ¢! A e; = a; > 0, isto é para todoi=1,2,--- ,n.

Portanto tr(A) = a1y + aga + -+ + apy > 0.
@ Verdadeiro.

Exercicio 48 (ANPEC 2003, Questao 4)

1 0 3
Considere a matriz A = 0 1 3 |[,assinaleV (verdadeiro) ou F (falso):
-1 10

@ A & inversivel.
@ Todos os autovalores de A sdo reais.
@ A é diagonalizavel.



14.2. QUESTOES ANPEC RESOLVIDAS 319

@ A tem um autoespago de dimensao 2.

a
@ Se P é uma matriz inversivel tal que PAP™! = b |, entao

o o O
o = O

o

c> 0.

Solucao

@ Falso.

Calculando o determinante de A, temos

1 3 1 1 0 1
= 1xdet —0xdet +3det =0
1 0 -3 2 -1 1

Entao nao existe A1,

det

[
— = O
oS W W

—1

@ Verdadeiro.
Dado que Az = Az, entao (A — AI) =0, logo

1-X 0 3
det(A — \I) = det 0 1-X 3 =(A—-1°1=0.
—1 10—\

Entao, os autovalores sao Ay = 0 e Ay = A3 = 1 sao niimeros reais.

@ Falso.

(i) Para A\; = 0, temos

1 0 3 1 0
0 1 3 x | =1 0|,
-1 10 T3 0
entao 1 = —3x3 e x9 = —3x3. O autoespaco para o sistema an-

terior é o conjunto {(—3, =3, 1)z3; 23 € R}. Logo, para A\; = 0

um autovetor ¢ V; = (=3, -3,1)T.
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(ii) Para Ay = A\3 = 1, temos

0 0 3 7
0 0 3 o :
11 -1 T3

entao r; = x5 e x3 = 0. O autoespago para o sistema anterior

¢ o conjunto {(1, 1,0)zy; a1 € R}. Logo, para A3 = A3 = 1 0s
autovetores sao Vo = V3 = (1,1,0)7.

As matriz formada pelos autovalores e autovetores sao, respectivamente,

0 00 -3 11
D=|010 |eP=] =3
0 01 1 00

Para que a matriz A seja diagonalizavel os autovetores V;, V5 e V3 tem

que ser L.I. ou o det(P) # 0. Dado que det(P) = 0, entdo a matriz A
nao é diagonalizavel.

@ Falso.
Do item @ temos os autoespagos
{(=3,-3,Dag; 23 € R}, {(L,1,0)z; 21 € R}

Estes conjuntos tem dimensao 1.

@ Verdadeiro.

Definigao: Uma matriz B é dita semelhante a uma matriz A se ha

uma matriz invertivel P tal que PAP~! = B. Neste casso, note que

B =

o o O
oS = O
o> Q

c

Teorema: Matrizes semelhantes tém os mesmos autovalores.

Logo det(B — M) = =A(1 = A)(c—A) =0, entdo Ay =0 e Ay = A3 =
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c=1.

Exercicio 49 (ANPEC 2003, Questao 5)

Assinale V (verdadeiro) ou F (falso):

@ Se 1/} e Uy sao vetores linearmente independentes no k™, entao (171 +%ljg)
e (2&'1 + 2172) sao linearmente independentes no R".

@ Dados 1/, 5 € R™ e ay, as, by, by € R, se a1y +asty = b1y +boly implica
a1 = by e ay = by, entao vy e 5 sao linearmente independentes.

(2) As coordenadas do vetor (3,—1,1) € R* na base ordenada {ry =
(1,0,0), 7 = (1,1,0),75 = (1,1,1)} sdo a1 = 4,20 = —2,25 = —1,
em que z; é a coordenada em relacao ao vetor 7;,7 = 1, 2, 3.

@ Seja T : ®™ — R" uma transformagao linear. Se Ty, 77 € R” sdo tais
que T(Zy) =0 e T(Z)) =y # 0, entdo T'(aZy + bxy) = y quaisquer que
sejam os numeros a,b € R.

@ Seja T': 3 — R uma transformagao linear. Entao, existe (ay, as, as) €

R tal que T(z,vy,2) = a1x — asy + azz.
Solucgao
@ Verdadeiro.
Sejam a e § € R tal que
R S S
ot + 502) + B(207 + 21,) = 0,

(a+28)v; + (% + 26)v = 0.

Dado que v7 e 75 sao linealmente independentes, obtemos

a+28=0,
!
—+25=0.
2+ p

Logo a = 8 = 0. Portanto (7} + it5) e (20; + 20,) sdo linealmente

independentes.
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@ Verdadeiro.
Dado que alﬁl + CL2172 = b1’171 + bQUQ, entao (a1 — bl)ﬁl + (GQ — bg)ﬁg =0.

Se a; = by e as = by, entao v; e U, sao linealmente independentes.

@ Falso.

Sejam «, B e 6 € R tal que

(3,—1,1) = (1,0,0) + B(1,1,0) + 6(1,1,1),
(37_171) = (Od+5+97/8+970)7

111 o
3,-1,1)=]0 11 3
00 1 6

L1 11 1/1 00
L2 101 1[0 10
L3 |0 0 1]0 0 1
L1—-L, |1 0 0j1 -1 0
L2 01 1{]0 1 O
L3 00 1|0 O
L1 1001 -1 O
L2—-L; |01 00 1 -1
L3 00 1{]0 0 1
Logo
1 -1 0 3 4
Ty | = 1 -1 -1 | =1 -2
T3 0 0 1 1 1

Portanto x1 =4, xy=—-2e x3=1.
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@ Falso.

A transformacao linear
T(aZy + bZy) = aT'(Zo) + T (Z1).
Dado que T'(Zy) =0 e T(Z1) = y # 0, obtemos
T(aZy + bxy) = by, beR.

Logo, s6 para b = 1 temos T'(aZy + bZ1) = y.

@ Verdadeiro.
Sejam (z1,y1, 21), (72,92, 22) € R? e a, 8 € R, tal que
T(a(z,y,2) + B(x2, Y2, 22)) = T(axy + B2, ayr + By, az1 + Bz2),
= ay(axy + Brz) — az(ays + Bya) + az(az + B22),
= alai1z1 — azyr + azz1) + Blarzs — azyz + az22),
= aT(z1,y1,21) + BT (22, Y2, 22).

Portanto existe (ay, as, a3) € R? tal que T'(z,y,2) = a1z — asy + azz é

transformacao linear.

@ Verdadeiro.
@ Verdadeiro.

@ Verdadeiro.

Exercicio 50 (ANPEC 2002, Questao 5)
Assinale V (verdadeiro) ou F (falso):
@ Os vetores (1,1,1), (1,2,1) e (1,0,1) formam una base de R3.
(1) Se S é o espago vetorial gerado pelos vetores (1,2,—1) e (3,0,1) e T
o espago vetorial gerado por (1,2,2) e (2,1,3), entao todo vetor que

passa pela origem na dire¢ao de (—1,1,—1) pertence & SNT.
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(2) Os vetores (1,2,3) e (4,1, —2) sdo ortogonais.

@ O sistema de equacgoes lineares Ax = b possui uma infinidade de solu-
¢oes se, e somente se, a dimensao do subespago nulo (ntcleo) da matriz
A, Ny, for diferente de 0 (dim N4 # 0).

@ O produto AB dos operadores auto-adjuntos A, B é auto-adjunto se, e
somente se, AB = BA.

Solucgao
@ Falso.
Seja a matriz
1 11
A=11 2 1 |,
1 01

dado que det(A) = 0, entao os vetores (1,1,1), (1,2,1) e (1,0,1) sao
L.D.
Portanto (1,1,1), (1,2,1) e (1,0, 1) nao é uma base de R3.

@ Verdadeiro.
Da hipotese, os conjuntos S = {a(1,2,—1) + b(3,0,1);a,b € R} e
T = {c(1,2,2) + d(2,1,3); ¢,d € R}. Os vetores que passam por
(0,0,0) na dire¢ao (—1,1,—1) sdo de forma v = e(—1,1,1) para todo
e € R.
Seja v = e(—1,1,—1), para qualquer e € R, entdao para a = ¢/2,

b= —e/2,c=eed= —e, temos
v=e(-1,1,-1)=a(1,2,-1) + b(3,0,1) € S
v=e(—1,1,-1) = ¢(1,2,2) +d(2,1,3) € T

Portanto, para todoe € R, v e SNT.

@ Verdadeiro.
Como o produto interno (1,2, 3)- (4,1, —2) = 0, entdo os vetores (1,2, 3)
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e (4,1, —2) sao ortogonais.

Se Az = b possui infinitos solugdes entdo dim(N4) # 0, onde
Ny = {z; Az = 0}.
Resposta Verdadeira.
Demonstracao
Dado que Ax = b possui infinitas solugoes, entao det(A) = 0,

assim N4 tem mais de um vetor, portanto dim(Ny4) # 0.

(ii) (=)
Se dim(Ny4) # 0 entdo Az = b possui infinitas solugoes.

Resposta Falsa.

Contraexemplo

11 1
Considere A = , T = o eb= entao a dimensao
11 T2 2

de N4 é diferente de zero. Resolvendo o sistema Ax = b temos uma

contradicao 1 = 2. Portanto Az = b nao tem solucgao.

Ve F
F.

@ Verdadeiro.
Definicao: Seja V' un espaco vetorial. O operador A : V' — V é auto-
adjunto se e somente se <Ax,y> = <x,Ay>,‘v’ z,y € V. Note que A é

uma matriz para este caso.

(i) (=) Se AB é auto-adjunto entdao AB = BA.

Demonstracao
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Dado que AB é auto-adjunto, temos

(ABz,y) = (ABy,z) ; Va,yeV

(Ay, Bx) = (ABy,z) ; A ¢ auto-adjunto
(Bz, Ay) = (ABy,z) ;

(BAy,z) = (ABy,z) ; B ¢ auto-adjunto.

Logo,
<(BA—AB)y,:U> =0; Vax,yeV.

Entao BA — AB = 0, portanto AB = BA.

(ii) («=) Se AB = BA entao AB ¢é auto-adjunto
Demonstracao
Sejam z e y € V. Da hipotese temos
<ABa7,y> = <BAa:,y> ;
<AB$, y> = <By, Ax> ;B é auto-adjunto,
<ABx,y> = <A:E,By> :
<ABJ:, y> = <ABy, x> ;A é auto-adjunto.

Portanto AB é auto-adjunto.

VeV
V.

Exercicio 51 (ANPEC 2002, Questao 6)
Assinale V (verdadeiro) ou F (falso):
@ Seja A uma matriz nao-singular com autovalores ry,75 € r3 com r; <
re <73. Serp =1 e trago (A) = det(A) = 6, entdo 2 —rz = —2.

@ Uma matriz é singular se, e somente se, possui um autovalor igual a 0.
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@ Seja I uma matriz identidade n x n e X uma matriz n X k com posto
igual a k. Entao, se A = [I — X(X'X)7'X'] entao A ¢ simétrica de
det(A’A) > det(A).

@ Sejam A e B matrizes quadradas de mesma dimensao. Se AB = BA
entao
det [(A + B)?] = det(A)? + 2det(A) det(B) + det(B)>.

@ Sejam A e B matrizes triangulares inferiores n X n , cujos elementos
da diagonal principal sao dados por aq1, ..., @pp € b11, ..., bpn, Tespectiva-
mente. Entao
det(A+ B) = I(a; + by;)

Solucao

@ Falso.

Uma matriz com autovalores rq, 19 € 73 é

T1 0 0
A= 0 T2 0
0 0 T3

Para ry = 1, temos det(A) = rorg =6 e tr(A) = 1 +ry +r3 = 6. Logo
rg =2er3 =3o0ury=3ery =2 Portanto ro/r; —r3 = —1 ou

7“2/’/“1 — T3 = 1.
@ Verdadeiro.

(i) (=) Se det(A) = 0, entao existe um autovalor A = 0 de A.
Demonstragao
Da hipotese det(A) = det(A—0I) = 0, entdo existe um autovalor
A=0.

(ii) (<) Se A =0 autovalor de A, entao det(A) = 0.
Demonstracgao
Dado que A = 0, entao det(A — A\I) = det(A) = 0.
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V<V

V.

Sejam as matrizes

A:<1 1)63:(2 1>’
0 1 0 2

talque AB = BA. Entao
2 2 12
T T S I B I |
0 3 0 3 0 9
Logo, det[(A + B)?] = 81 # det(A)? + 2det(A) det(B) + det(B)? = 25.

@ Verdadeiro.

Exercicio 52 (ANPEC 2001, Questao 5)

Assinale V (verdadeiro) ou F (falso):

@ Um sistema homogénea de equagoes lineares sempre tem solugao;

@ A regra de Cramer para resolucao de um sistema de equagoes lineares s
pode ser aplicada se a matriz dos coeficientes do sistema for inversivel;

@ Para que um sistema homogéneo de equagoes lineares tenha infinitas
solugoes basta que o determinantes da matriz dos coeficientes seja di-
ferente de zero;

@ Um sistema homogéneo de m equagoes lineares com n incognitas tem
infinitas solugbes se n > m;

@ Qualquer sistema de m equacoes lineares com n incognitas tem infinitas

solucoes se n > m.
Solucao

@ Verdadeiro.
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@ Verdadeiro.

@ Falso.

@ Verdadeiro.

@ Falso.

Exercicio 53 (ANPEC 2001, Questao 7)

Seja T' o operador linear cuja matriz na base natural {(1,0),(0,1)} ¢ dada
31
2 2 )
Assinale V (verdadeiro) ou F (falso):

@ A imagem de T ¢é o R?;

@ O nticleo de T' é uma reta em R?;

@ Os autovalores de T sao positivos e distintos;

por M =

@ Os autovetores de T' sao ortogonais;
@ O operador T possui um operador inverso T tal que para cada ponto
(z,y) € R? tem-se T~ YT (x,y)) = (x,y).
Solucgao
@ Verdadeiro.

@ Falso.

@ Verdadeiro.

@ Falso.

@ Verdadeiro.

Exercicio 54 (ANPEC 2000, Questao 9)

Seja T' o operador linear cuja matriz na base natural

4 6 0
{(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} ¢ dada por | v/6 3 0 |. Assinale V (ver-

0 0 1
dadeiro) ou F (falso):

@ T possui dos autovalores distintos;

@ T & um operador diagonalizavel;
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@ Existe um autoespago de dimensao 2 associados ao operador 77
@ Autovetores de T associados & autovalores diferentes sao ortogonais;
@ Os vetores t( — 2, \/6, \/6),t € R, pertencem ao autoespaco de T asso-

ciados a um dos seus vetores.
Solugao

@ Verdadeiro.
det(T —A)=(A—6)(A—1)>=0,entao \; =Xy =1 e A3 =6.

@ Verdadeiro.

(i) para Ay = X =1

3 V6 0 Ty 0
(T-Nz=| V6 2 0 r | =10 [,
0 0 0 T3 0

5

entao ry =
V = {(xl, — xl,xg);xl,xg € ]R}. Assim os autovetores sao
(0,0,1) e (1,25, 0).

xr1. Logo o autoespaco para A\; = Ay = 1 ¢

o

(ii) Para A3 =6

-2 V6 0 ) 0
(T-GhHz=| v6 =3 0 z, | =101,
0 0 =5 x3 0
entao xQ:\/?gxl e x3 = 0. Logo o espago é
6
W:{(L[,o,)xl;xleﬂz{}.

3
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Assim um autovetor é (1, \/Tg’ 0). Logo denotemos

100 0 1 1
D=]010 e P=]0 6/2 /63
00 6 1 0 0

como det(p) # 0, entao existe P!, entao T'= PDP~!. Portanto
T é diagonalizavel.
@ Verdadeiro.
Do item @, a dimensao de V' é 2.

@ Verdadeiro.
Do item @, para os autovalores \; = Ay = 1 temos os autovetores
(0,0,1) e (1, ig,O). Para A3 = 6 temos o autovetor (1, \3[,0) Como

(0,0,1) (1, ‘3[,0) =0e (1,%6,0) (1, *3[,0) = 0, os autovalores sao

ortogonais.

@ Verdadeiro.
Do item @ V = {(:1:1, xl,xg) r1,T3 € ]R} entao para r1 = —2t

e 3 = /6t temos que t(— 2,\/_,\/_)€V.

Exercicio 55 (ANPEC 2000, Questao 12)

Sendo V' o espago vetorial de dimensao 3 sobre o corpo R, munido do produto
interno Euclidiano () : = -y = z1y1 + 2oy + x3y3 2,y € V, define-se
uma norma ||- || pelo produto interno: ||z|| = /x-x, x € V. Assinale V
(verdadeiro) ou F (falso):

(0) Se {u,us} é um conjunto de vetores LI (linearmente independentes)

de V, entao {uy,us,0} é também LI em V;
@ Se todos os vetores de V' sao combinagoes lineares de 2k + 1 vetores de

V' (para qualquer k, inteiro positivo) entao 2k vetores neste espago sao
LI;
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@ Se X,Y, Z sao vetores LI do espago vetorial V', entdao os vetores A =
X+3Z; B=X—-3Y+Z; C=—-X+Y+Z também serdo LI em V;

@ O ponto C(3,—16,18) nao pertence a reta que passa pelos pontos
A(=5,0,2) e B(—4,—-2,4);

@ Sejam uq, ug, v vetores en V tais que u;.v = Dy, us.v = Dy e o vetor
|D2—Ds|

uy — ug é paralelo ao vetor v. Entao, || u; — us ||= IE

Solucao

@ Falso.

Da hipoétese, se a1 u; + as us = 0 = a1 = as = 0. Entao, oy uy +
s Uus +ag3 0 =0 = uma solugdo é a; = a, =0 A a3 = 1. Portanto

os vetores {u,ug, 0} nao sao LI.

@ Falso.

Como dimensao de V' é 3, entao existe no maximo 3 vetores LI. Para

= 2 temos 4 vetores LI, isto é contraditorio.

@ Falso.

Sejam aq, ap e ag tal que

oy A+ay B+a3C =0

(X +32)+ (X —3Y+2Z)+a3(-X+Y+2)=0

(a1 +op—ag) X 4+ (— 2 +a3)Y + (31 + az + a3) Z = 0.

Dado que X,Y e Z sdo L.I, entao ay + ap —az3 =0, —F +az =0,
3a;+ as+ az =0. Assim temos ap, =2 a3 e a; = —a3. Logo, uma
solugao ao sistema de equagoes é a1 = —1, aps =2 e az = 1.
Portanto os vetores A, B e C sao L.D.

@ Falso.
Sejam os vetores AC = (3,—16,18) — (—5,0,2) = (8,—16,16) e
AB = (—4,-2,4) — (=5,0,2) = (1, -2,2).

Observagao: Se C' nao pertence a reta que passa pelos pontos A e B,
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entao 1@ e ﬁ nao sao paralelos, entao 1@ e 1@ sao L.I.

Note que AC I B, dado que AC = 8 AB. Portanto AC ¢ AB siio

L.D. e C pertence a reta que passa pelos pontos A e B.

@ Verdadeiro.
Dado que u; — uy || v, entdo existe ¢ tal que w3 — uy = tv. Logo,
[ ur —ug [[= [t} [ v |
Por outro lado u;- v —us- v = Dy — Dy, entao (u; —ug)- v = Dy — Dy, da
hipotese u; — uy = tr, assim temos tv-v = Dy — D,, aplicando norma
na equagao anterior [t| || v ||*= |Dy — D;|. Da ultima equagao e da

lur = g [[= [¢] || v || temos

Exercicio 56 (ANPEC 1999, Questao 1)

Con relagao ao sistema de equagoes:

2% 4+ 1 13
x -——=—=
Y z 2
2
r—y+-=0
z

1 9
2r =3y +-—=—2
z 2

@ Possui infinitas solugoes.
@ Nao possui solucao.
@ Existe uma solugao para a qual z = 2.

Solucao

2 1 -1
Seja A = |1 —1 2|, logo det(A) = 14. Dado que det(A) # 0,
2 -3 1
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entao o sistema possui uma tnica solugao.

@ Falso.

@ Verdadeiro.

Aplicando a regra de Cramer

2 1 13/2
L det | |11 =1 0 _!
2z det(A) B 2
2 3 —9/2

Portanto z = 2.

Exercicio 57 (ANPEC 1999, Questao 6)

Seja X matriz quadrada da ordem n cujos elementos sao niimero reais nem

todos nulos. Indique se falsa ou verdadeira as afirmacoes:

@ X é necessariamente nao-singular.

@ Se A1, Ao, A3, ..., A, forem os seus valores caracteristicos e se X for sin-
gular, o produto deles seré necessariamente nulo.

@ A matriz inversa de X, se existir, atendera necessariamente a equagao:
X.X~! =1, donde I representa a matriz identidade de ordem n.

@ Quando qualquer das linhas de X pode ser expressa como combinagao

linear de outra(s), pelo menos um dos valores caracteristicos é nulo.

Solucgao

@ Falso.

@ Verdadeiro.
@ Verdadeiro.
@ Verdadeiro.

Exercicio 58 (ANPEC 1999, Questao 14)

Classifique como verdadeiro ou falsa cada uma das afirmativas sobre a matriz
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N e
N DN

2
1
2 0
0 -1 1
@ Suas colunas sao vetores linearmente independentes.
@ Seu determinante é nulo.
@ E matriz ortogonal.
@ Suas colunas constituem uma base para R*.

@ Suas linhas constituem uma base para R*.

Solucgao

@ Falso.

@ Verdadeiro.

Exercicio 59 (ANPEC 1998, Questao 3)

Uma matriz A, quadrada de dimensao n ¢é dita ortogonal quando
AfA = AAY =1,

onde o superescrito * denota transposicao e I, é a identidade de dimensao n.

Considere uma matriz ortogonal A de ordem n. Classifique como verdadeira

ou falsa cada uma das afirmagoes (sobre A) abaixo:

@ O valor absoluto do seu determinante é igual a um.

(1) A=t = At

@ Suas colunas constituem uma base para R".

@ Se x e y sao vetores (coluna) de R” tal que y = Ax entao o comprimento
de y é maior que o comprimento de x.

@ O produto interno de Ax por Ay é igual ao produto interno de x por

y multiplicado pelo determinante A.
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@ Sua inversa e sua transposta sao também matrizes ortogonais.
Solugao
@ Verdadeiro.

@ Verdadeiro.
@ Verdadeiro.

Da hipotese
< Ax, Ay >=<x,y > det(A).
Por definicao de matriz ortogonal
< Ax, Ay >=<x,y >.
Das ultimas equacoes
det(A) = 1.

Considere o seguinte contraexemplo. Seja matriz ortogonal

0o =< 2
V6 V3
A— | L 1 _1
V2 V6 V3
A1 L
V2 V6 V3
Entao
det(A) = 1/3,
contradicao.

@ Verdadeiro.

Exercicio 60 (ANPEC 1998, Questao 15)
Considere uma matriz de ntiimeros reais X, nem todos nulos,
@ A matriz X*X é sempre simétrica e singular.
@ O escalar v*X*Xv, onde v é vetor nao nulo, é nao-negativo.

@ Os valores caracteristicos de X*X podem ser negativos.
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@ Se X ¢ quadrada entao X*X é invertivel.

Solucgao

@ Falso.

Um contraexemplo simples é,

X:thlo.
01

X & simétrica, mas nao ¢ singular.
V=F

F.

@ Verdadeiro.

337

Conforme o enunciado, V! X' Xy, é um escalar, ou seja , Xy é um

vetor. Denotemos Xy = (ay, ag, ..., a,) € R". Logo

VX' Xy = (Xyv)! Xy =al+a5+ ... +a2

por tanto

VEXE Xy > 0.

@ Falso.

Seja A um autovalor e V' um autovetor correspondente.

Logo

XtXV - )\V
VIXEXy, = AV

Do item @ Vt Xt Xy >0, entao A VPV > 0. Dado que V é um vetor

nao nulo, entao V'V > 0. Portanto A > 0.
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@ Falso.

Como contraexemplo simples considere

00
X = .
0 0
Entéao det(X X*) =0, portanto X X' nao é invertivel.

Exercicio 61 (ANPEC 1997, Questao 13)
Sejam A e B matrizes quadradas de mesma dimensao. Julgue as afirmativas
abaixo:
(0) Se A* ¢ a transporta de A, entdo det(A*A) > 0.
@ Se A é simétrica e nao-singular, entao A~ é simétrica.
@ O espago gerado pelas colunas de B ¢ igual ao espago gerado pelas suas
linhas.
@ Se A é simétrica, entao A define um operador linear autoadjunto em

relagao a uma base ortonormal.
Solucgao
@ Verdadeiro.
Por propriedades, temos
2
det(A'A) = det(A") det(A) = det(A). det(A) = det(A) > 0.

@ Verdadeiro.
Dado que det(A) # 0, entao existe A~'. Notei que A® = A. Por

propriedade, temos

(A A™H =1,
A At =1,
A A=1.

Logo da ultima igualdade, obtemos A~! = A~1".



14.2. QUESTOES ANPEC RESOLVIDAS 339

@ Falso.

Considere o seguinte contraexemplo. Seja a matriz

B:E g].

Entao o espago coluna da matriz B é

] TR R R

Agora, o espaco linha da matriz B é

1

1+6

0
0

spcm{

spcm{[l O],[I,O]} :{oz[l 0] + B[1 0], aeﬁGR} = {[OHrﬁ 0], a e BER}.

Portanto, o espaco linha e o espaco coluna nao sao iguais.

Observagao: O espaco linha de A ¢é igual ao espago coluna de A’.

@ Verdadeiro.
Uma matriz quadrada A € R™ ", nao necessariamente simétrica, cujos

coeficientes sao reais, satisfaz
(Az,y) = (x, ATy), paratodo z,y€ R"

Da hipotese, temos A = AT, entao A ¢ autoadjunto, isto ¢
(Az,y) = (x, Ay), paratodo xz,y€ R".

Sejam A\ e Ay autovalores distintos de A e x,y respectivos autovetores.

Entao

)\1<$,y> = <)\1£L',y> = <A$7y> = <Z‘,Ay> = <l‘, )‘2y> = )\2<$,y>,

de modo que (A — \y)(z,y) = 0. Dado que A\; # Ag, concluimos que
(x,y) = 0. Logo, os autovetores sdo ortogonais um a um. Portanto, a

base é ortonormal.



340 14. ALGEBRA LINEAR

Exercicio 62 (ANPEC 1997, Questao 14)
4 1 -5
Considere a matriz A= | -2 3 1 |. Julgue as afirmativas abaixo:
3 -1 4
(0) [(det A) —98]> + 11 = tr A (onde tr A é o trago de A).

@ A é uma matriz idempotente.

@ det(A™1) = %.

@ O ntucleo do operador linear definido pela matriz A é o vetor zero.
Solucao

@ Verdadeiro.

O determinante de A é
3 1 -2 1 -2 3
det(A) =4 x det — 1 x det — 5 X
-1 4 3 4 3 -1
det(A) =4 x 13— 1 x (—11) — 5 x (—7) = 98.

Também temos tr(A) = 11.

det(A x A1) = det([)
det(A) x det(A™") = 1.

Entao

det(Ay = — - L

@ Verdadeiro.
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Exercicio 63 (ANPEC 1997, Questao 15)

Considere o seguinte sistema linear em z, vy, 2

2v4+y—2=0
ar —2z =10
x—2y=20

Julgue as afirmativas abaixo:

@ Quando a = 10, o sistema nao tem solugao nao-trivial.

@ Nao existe solugao nao-trivial, qualquer que seja o valor de a.

@ Se a = 5, existe uma tnica solugao nao-trivial.

@ Existe uma tunica solucao nao-trivial, qualquer que seja o valor de a.
Solucao

@ Verdadeiro.

Exercicio 64 (ANPEC 1996, Questao 11)
Indique se as afirmativas sao verdadeiras ou falsas:
@ No R3, a distancia entre os pontos (1,2,3) e (2,0,5) é 3.
@ Se x e y sao vetores no N”, entao eles sao paralelos se e somente se seu
produto interno for zero.
@ llz+y <zl + 1yl
(3) Considere z = (3,0,4) e y = (2,V/8,2), vetores no R*. Entdo || v |=
5, || y ||[=4 e dez vezes o coseno do angulo entre = e y ¢ igual a 7.
@ No %2, a inclinacdo da reta que passa nos pontos ( — 1,3) e (0,0) é
igual a 3.
Solugao
@ Verdadeiro.

@ Falso.
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@ Verdadeiro.

@ Verdadeiro.
O produto interno entre z = (3,0,4) e y = (2, V8, 2) é < x,y>=14.
Da hipotese [|z]] = 5, ||y|| = 4 e cos(z,y) = 7/10. Logo, o angulo entre

os vetores x e y €:

<z,y >= [lz[lly]| cos(z, y),

14:5><4><1.
10

@ Falso.

Exercicio 65 (ANPEC 1996, Questao 14)
Indique as afirmativas verdadeiras ou falsas:
Considere as matrizes A e B, ambas quadradas de ordem n. Afirma-se:
(0) Se A & nio-singular entdo |[A~!| = AT
D |A] = |A.
@ Trago (A + B) = trago (A) + trago(B).
@ Sejam A1, Ao, ... A,, os autovalores de A. Se A é nao singular, II? ;\; >
0.
@ Sejam 6,0, ...,0, os autovalores se B, e B = A~!. Entao

e, A (6] = 1

(5) Se A e nio singular, entdo (A’)_1 = (A_l),.
@ Se A e B s@o nao singulares, entao (AB)f1 = A"t B~
Solucgao
@ Verdadeiro.
Da hipotese det(A71A) = det(l) = 1, entao det(A!)det(4) = 1.

Portanto
1

det(A™) = det(A)
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@ Verdadeiro.
@ Verdadeiro.

@ Falso.

0
Considere o seguinte contraexemplo. Seja a matriz A =

, entao
1

0

1—A
det(A — M) = det
0 —1-A

]_(1—/\)(1+>\)—0.

Logo obtemos Ay =1 e Ay = —1. Portanto A\; X Ay < 0.

@ Verdadeiro.
Dado que det(A) # 0 entdo \; # 0 para ¢ = 1,2,--- ,n. Seja A\; um
autovalor de A entao Az = \;x. Logo

1
Ay = )\—Zx

Bx == 0;x,

assim temos 6; = 1/\;. Portanto [II7, A;]- [T, 6;] = 1.

@ Verdadeiro.

@ Falso.

Exercicio 66 (ANPEC 1996, Questao 15)
Considere o sistema linear:
$1+2I2—J}3+ZE4:O
2371—132+2.CL’3—I4:0

I1+ZE2—I3—|—ZL’4:O

Indique as afirmativas verdadeiras e falsas:

@ O sistema acima nao tem solucao.
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@ Caso z4 = 0, o sistema acima tem somente solucao trivial.

@ Caso x4 = —2, as solugoes para x1, Ty € x3 sao todas positivas.

Solucao

@ Falso.

@ Verdadeiro.

@ Falso.

Exercicio 67 (ANPEC 1995, Questao 11)

Dado o sistema

r+y+kz=1
2r + k?z = —1
r+y+22=0

Indique se as afirmativas abaixo sao verdadeiras ou falsas.
@ Para k = 1, existem infinitas solugoes.

@ Para k = 3, existe uma tinica solucao.

@ Para k = 2, existem infinitas solugoes.

@ Para k = 2, nao existe solugao.

@ Para k = 2, existe uma tnica solugao.

Solucgao

@ Falso.

@ Verdadeiro.

@ Falso.

@ Verdadeiro.

@ Falso.

Exercicio 68 (ANPEC 1995, Questao 13)
Indique se as afirmativas abaixo sao vedadeiras ou falsas.
@ Se A é uma matriz ortogonal, entao det(A) pode ser negativo.

@ Seja A uma matriz quadrada de ordem impar. Se A’ = —A, entao,
det(A) = 0.
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@ Seja A uma matriz nio singular de ordem n. Se A = A™!, entao, A é
necessariamente uma matriz identidade.

@ Seja A uma matriz triangular nao singular, entao, se os elementos fora
da diagonal principal sdo todos negativos, det(A) é positivo.

@ Dadas duas matrizes A e B, se duas inversas existem, entao, det(A) # 0.

Solucao

@ Falso.

@ Verdadeiro.
@ Verdadeiro.

Exercicio 69 (ANPEC 1994, Questao 8)

Seja a matriz A definido por: A = I,, — X(X'X)"'X’. Marque os itens
verdadeiros e os falsos.

@ A matriz A s6 é definida se a matriz X possuir n colunas.

@ A matriz A é idempotente.

@ O trago da matriz A pode ser igual a n.

@ A matriz A é nao-singular.

(1) A=A,

Solucao

@ Falso.

Suponha que X seja matriz n x k, i.e., X € R™*. Entdo X'X € RF**
e portanto (X'X)™! € R** se existir. Logo, X (X'X)™1X’ € R™",

Basta portanto que X possua n linhas.
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@ Verdadeiro.

Uma matriz ¢ dita idempotente se A2 = A. Note que
A? = (I, - X(X'X)'X')(I, - X(X'X)'X)

=1, - 2X(X'X)' X'+ X(X'X)"'X'X(X' X)X
=1, 2X(X'X)"'X' + X(X'X)'X = A

tr(A) = tr(l, — X(X'X) ' X) =n — tr(X(X'X) ' X)
=n—tr(X'X(X'X) ™ ) =n—tr(ly) =n—k <n.
A igualdade acima baseia-se na incrivel igualdade para tracos:
tr(AB) = tr(BA),
para todas matrizes A € R™*" e B € R™*™,

@ Falso.

Basta tomar n = 1 e notar que A = 0 para X # 0. Na verdade, para

todo X n x n invertivel, temos
X(X'X)'X' =XX'X"'X' =1, = A=0,.n.

Uma elegante solugao geral proposta pelo Luciano Venturim (monitor
2022) segue.

Primeiro, os autovalores de uma matriz idempotente s6 podem ser 0 ou
1: se AX = Az para x # 0, entao

M =Ar =A%z =Mz =) 2 = AN1-Nz=0
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Portanto A = 0 ou A = 1. Sejam A; ...\, os autovalores (possivelmente

repetidos) da matriz A. Temos que
tr(A) =X\ +--+ X\, =n—k.

Como os autovalores sao 0 ou 1, entao A possui n — k autovalores um

e k autovalores zero. Mas entao
det(A) =[x =0,
i=1

e portanto A é sempre singular.

@ Verdadeiro.
Basta ver que X (X'X)~!1X’ ¢ simétrica:

(X(XIX)le/)/ — X//<<X/X)71)IX/ — X((X/X)/)ilxl — X(X/X>71X/.

Exercicio 70 (ANPEC 1994, Questao 14)
Se A, B e C' sao matrizes, indique como verdadeira ou falsa cada uma das
afirmacoes abaixo:

@ Para quaisquer A, B e (', todas quadradas da mesma ordem,
tr(ABC) = tr(CBA).

@ Se AB = 0, entao, necessariamente, ou A ou B é nula, ou ambas sao
nulas.

@ Se A, B e (' sao quadradas de mesma ordem e nao singulares, entao,
(ABC)'=C'B7 1AL

@ Para quaisquer A, B e ', quadradas e de mesma ordem,

det(A+ B+ C) = det(A) + det(B) + det(C).

(4) Se A é quadrada e nao singular, entdo det(2A) = 2[det(A)].

Solugao
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Considere o seguinte contraexemplo. Sejam as matrizes

10 0 1
A — (& B = ,
0 0 0 0
entao AB = 0, mas as matrizes A e B nao sao nulas.

@ Verdadeiro.

Exercicio 71 (ANPEC 1993, Questao 8)

Assinale as afirmacoes verdadeiras e as falsas:

@ Em R? quatro vetores quaisquer ndo nulos sdo sempre linearmente de-

pendentes.

@ O nicleo de uma transformagao linear é um subespago vetorial de di-

mensao igual a 1.

@ Um espago vetorial possui uma tnica base.

@ O conjunto das solugoes de um sistema de equagoes lineares é um espago

vetorial.

@ Os vetores 4 = (1,2,3), u = (0,1,2) e &/ = (0,0,1) sao linearmente

independente em 3.
Solucao

@ Verdadeiro.

@ Verdadeiro.
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Exercicio 72 (ANPEC 1993, Questao 9)

1 2 -3 T 5)
Dados: A=1(2 1 1|,X=|y|,C=|8]|, decida se sao verdadeiras
1 4 =2 z 12

ou falsas as afirmacoes abaixo:
@ A matriz inversa de A possui cinco elementos negativos.

@ O sistema AX = C possui a solugao tnica x =2, y =3, z = 1.

1 2 -3
@ A matriz A é equivalente & matriz B= [2 1 1
4 2 =2

@ O posto da matriz A é igual a 2.
@ O trago da matriz A ¢é igual a 0.

Solucgao

(0) Falso (Gabarito é Verdadeiro).

6 8 =5
17 17 17
-1_ | -5 -1 7
AT = 17 17 17
-7 2 3
17 17 17

@ Verdadeiro.

Do sistema de equacoes temos X = A~ !¢, entao

x 6 8 =5
= 5 -1 7 8
z -7 2 3 12
x ] 30 + 64 — 60 ) ) 34
=17 -25 -8 + &4 8 =17 51 | =
z —-35 + 16 + 36 12 17
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@ Verdadeiro.

Exercicio 73 (ANPEC 1992, Questao 7)
Indique, para o sistema abaixo, quais as afirmativas verdadeiras e quais as

falsas:
3r1 + Xy — 23+ 224 =3

201 — 2094+ 23— 14 =1
T1 4+ 3xe — 223 + 314 = 2
T1+ Ty —T3—T4=2D>
@ Duas equacoes podem ser ignoradas ao mesmo tempo, sem que isso
altere o conjunto de solugoes do sistema.
@ A quarta equagao pode ser ignorada, sem que isso altere o conjunto de
solugoes do sistema.
@ A primeira equacao pode ser ignorada, sem que isso altere o conjunto
de solugoes do sistema.
@ H& um namero finito de solugoes.

@ O conjunto de solugoes do sistema é vazio.

Solucgao

HEEEE

Exercicio 74 (ANPEC 1992, Questao 8)

2 4 2 1
. 2 01 o . ) -
Dada a matriz M = 03 4 sl indique se as afirmativas abaixo sao
2 0 2 1

falsas ou verdadeiras:
@ M é invertivel.
@ Seu posto é trés.



14.2. QUESTOES ANPEC RESOLVIDAS 351
@ M é uma matriz anti-simétrica.
@ Ha trés colunas lineares independentes.
@ As linhas de M sao lineares independentes.
Solucao
Exercicio 75 (ANPEC 1992, Questao 9)
2
Dada a matriz matriz [3 , indique as afirmacoes verdadeiras e as falsas:
@ Os autovalores tém sinais contrarios.
@ Os autovetores sao ortogonais.
@ A cada autovalor esta associado apenas um autovetor unitario.
@ Os autovalores sao imaginérios puros.
@ Ha autovetores formando angulo de 120 graus.
Solucao
@ Falso.
Dado que Az = Az, entdo (A — A\ )x = 0, logo
2—A 1
det(A — AI) = det =\ —4\+1=0.
3 2=
Entdo A =2 —+v3ou A =2+ /3.
@ Falso
Seja A = 2 — V3 e v = (a,b), entdo do sistema Az = Az, temos
z=(1,—v3)a
Seja A = 2+ V3 e z = (c,d), entdo do sistema Az = Az, temos

z = (1,/3)c
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O produto dos autovetores ¢ (1, —v/3)a x (1,v/3)c = 2ac. Para a #0 e

¢ # 0, os autovetores nao sao ortogonais.

@ Falso.

Para cada autovalor existe infinitos autovetores, entao existe infinitos

autovetores unitarios.

@ Falso.

Do item @, os autovalores sao reais.

@ Verdadeiro.
Do item @, para a = 1 e b = 1, temos os autovetores (1, —v/3) e
(1,4/3). Entao

COS(lQOO)_ <(17_\/§)7(17\/§)> __1

=BV 2

Exercicio 76 (ANPEC 1992, Questao 11)
Se uma matriz quadrada A, de ordem n, tem todos os elementos da diagonal
principal diferentes de zero e cada a;; = 0 se @ < j, classifique como falsa ou
verdadeira:
@ O posto da matriz nao pode ser inferior a n.
@ det(A) = 2n se cada elemento da diagonal principal for igual a dois.
@ O determinante s6 pode ser calculado se cada a;;,% > j, for conhecido.
@ A matriz A é triangular.
@ det(A) =4 sen =2 e aj; = axp = 2, independentemente dos elementos

abaixo da diagonal principal.

Solucao

©
@
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@
®
@

Exercicio 77 (ANPEC 1991, Questao 8)
4.1
Sabendo-se que A = [3 1 2|,B = |51| e(C =

6.1
afirmativas abaixo sdo verdadeiras ou falsas.

@ O produto ABC' tem dimensao 1 x 1.
(1) O produto B'C nao esta definido.
@ O produto B'A! esta definido.

@ Para achar BC somamos a primeira coluna de B a 3 vezes a segunda

1
3], indique se as

coluna de B.

@ B tem duas linhas linearmente independentes.

Solucgao

HEEEE

Exercicio 78 (ANPEC 1991, Questao 10)
21 4

Determine o posto da matriz B= |3 0 1].
1 27

Solugao

Dada uma matriz A de ordem n X n, o posto de matriz, pos (A), é dada

pela ordem da maior submatriz nao singular da matriz dada.
2 1 4

As matrizes A1 = |3 0 1|, Ay =
1 27

01

e Az = [7} sao submatrizes
2 7
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de A. Entao temos det(A4;) = 0, det(Ay) # 0 e det(As) = 1. Portanto

posto(A) = 2.
Resposta 2.
Exercicio 79 (ANPEC 1990, Questao 9)
1 3 =2 1
Dados A= |2 9 5 | eb= |3|, determine o vetor correspondente a
-1 3 0 5

solugao do sistema Ax = b. Em cada opcao assinale se falsa ou verdadeira.

) [-1 0 3.
(1) [-3 4 5.
2 [-2 1 2"
3)[-5 0 3.
W [-2 -1 0T

Solucao

A seguir vamos efetuar algumas transformacoes elementares nas linhas da

matriz ampliada

1 3 =21 1 3 =21 1 3 =21
29 5|3 | — 0o 3 9|1 |{—103 9|1 |—
-1 3 0|5 -1 3 0|5 0 6 —2/6
1 3 =21 13 =211
01 3|3 ]—101 3 |3
0 6 —2|6 0 0 —201|4
Voltando a forma de equagoes, temos da ultima linha que 3 = —1/5. Da

segunda linha obtemos zo = 14/15. Finalmente, da primeira linha z; =
_u o 17

—11/5. Entdo a solugdo do sistema é [~% 1z 5
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Exercicio 80 (ANPEC 1990, Questao 10)

Em cada opgao abaixo assinale se falsa ou verdadeira:

2 40

O determinante da matriz A= [0 2 1| é ...
3 0 2

@ Igual a 3.

@ Menor que zero.

@ Menor que 10.

@ Maior que 15.

@ Maior que 30.
Solucao

2 1 1 0 2
det(A) = 2 x det — 4 x det 0 +0 det(A) =
0 2 3 2 3 0

2x4+4x3+0=20.

@ Verdadeiro.

@ Falso.

Exercicio 81 (ANPEC 1990, Questao 11)

1
Dada a matriz A = L al determine os valores de A(A # 0) que satisfa-

zem a equacao Axr = Az, assinale cada opg¢ao como falsa ou verdadeira.
(0)1e—1.

@ 2e 3.

@ —2ed

(3) —deb.

(4) =3 e3.

Solucgao
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Dado que Ax = Az, entdo (A — \I) = 0, logo

1—A 2

det(A — AI) = det
-1 4-X

]_)\2—5>\+6—0.

Portanto A =3 ou \ = 2.

@ Falso.

@ Verdadeiro.

@ Falso.



CAP{TULO 15

Limites de funcoes

15.1. Questoes ANPEC Trabalhadas

ANPEC 2020, Questao 14. Considere a afirmativa:

@ O limite lim, ”+n(x) nao existe.

Note que

. T+sinz ) sinx ) sinx
lm — = lim ([1+ =1+ lim )

z—+00 x T—400 x z—+oo T
Apesar de lim, ., sinx nao existir, temos que sinz é limitada, i.e., |sinz| < 1.
Logo

. sin x
lim
r—+00 I

= 0.

ANPEC 2019, Questao 5. A questao comeca fornecendo as seguintes infor-
magcoes.

Considere os seguintes limites fundamentais:
sinx a® —1

1, lim
z—0 €T

lim
z—0 X

=Ina,

com a diferente de zero, e lim, (1 + %)x =1, com e sendo a base
do logaritmo natural.

Tem um erro crasso na afirmativa acima, pois lim, (1 + %)z = e, e nao igual a

1 como ¢ afirmado. Isto levard a anulacao do item @

@ lim,_,, 3825104 — o5 q.

r—a
10ltima Atualizagao: 21,/06/2022

357
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Verdade. Note que ha duas formas de se calcular o limite acima, que é da forma

indeterminada 0/0. A primeiro & via I’'Hospi tal:

. sinz —sina .
lim ——— = lim cos ¢ = cos a.
T—a €T — Q T—a

A outra forma é notar que o limite acima é a definicao de derivada de sinx em x = a.

De fato, se chamarmos h = x — a, temos

. sinx —sina . sin(a+h) —sina
lim ——— = lim

= sin’ a. = cosa.
Tr—a xr—Qa r—a h

@ lim, .0 2= =1n2 — Inb5.

Falso. O limite acima é indeterminado da forma 0/0. Para aplicar I’'Hospital, cal-

culamos a derivada de 5*. Note que, derivando ambos os lados de In5* = xInb

obtemos
5fﬂ /
(52 —In5 = (5°) =5°In5
De forma andaloga, calculamos (2%) = 2% 1In 2. Portanto
Lot =2
lim =1lim(5°In5—2%In2) =In5 —In2.
z—0 xr z—0

Outra forma de se ver que o limite ¢ falso, ¢ notando que (5% — 2%)/x > 0 para
x > 0, e portanto lim,_,o(5* —2%)/x > 0. Mas In2 —In5 < 0.

() limy oo (1 + £)* = Ve

Note que, denotando y = 2z temos

lim (1 + 2i>w = lim (1 + 1)y/2 = lim [(1+ l)y]l/2 = [lim (1 + l)y]l/2 = /e

T—00 x T—00 Y Yy—+00 Y Y—00 Y

Apesar da afirmativa ser verdadeira, a questao teve que ser anulada pois o anunciado

apresenta uma informacao falsa.
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ANPEC 2003, Questao 7. Considere as afirmativas abaixo.
@ lim, 4o 22er — 22 = 0.
Este limite é do tipo co— o0, e 'Hospital nao pode ser aplicada diretamente. devemos

reescrever a expresséo:

. 1 : 1
lim z%er — 2% = lim 2?(ev — 1).
T——+00 T——+00

Mudamos a indeterminagao para uma do tipo oo - 0. Mudando de variavel y = 1/x

temos

v_1 v
lim wQ(e% —1) =lim < 5 im —
T——+00 y—0 Yy y—0 2y

Uma interessante resolugao alternativa é apresentada na péagina [366|

@ lim,, 4 o % =—1,para 0 <z < 1.

Verdade. Note que 0 < x < 1 implica em cos(%f) € (0,1). Portanto,
T\
li — = 0.
Jim (e (5))

para todo = € (0,1). Logo

- —1+ (cos(Z2))" =14 lim, o0 (cos(ZE))" -1

n—+oo 1 + (COS(%))n - 1+ hmn_H—oo (COS(%))

e a afirmativa é verdadeira.

E interessante ver que

-1 mz )\
T el GG ) M Y
z—0T n—+oo 1 4+ (cos(%)) z—0T
-1 mz\\"
lim lim +(COS(I2 ) O

n—+oo 30t 1 4 (cos(%))n n—r+o0 2

Este caso ilustra bem que, em geral, limites nao comutam.
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ANPEC 2002, Questao 7.
(0) iy o (1 + 2)2575 = 5,

Afirmativa falsa. Note que

2z+5
lim (1—|—§) = lim [(1+§> }
T—00 x T—>00 X

g] 3 (2a+5)

8w

(22+5)

, temos

Denotando y = {(1 + %)

wl8

Iny = §(2x—i—5)ln (1 + §)
T T

lim Iny = lim SEF3) (1+§) i ST <1+§)
X X

T—00 T—00 x r—00 x T—00

=6lne =6.

Como In é funcao continua, temos

6= limlny=Inlimy = lim y=¢°

T—00 T—00 T—00

(1) lim, o S22 — 32,

Falso. E claro que I’'Hospital pode ser usado aqui, mas é mais simples ver que

(3 (3 (3
sin(z sin(x sin(x
lim# = limx# = limxlim# =0-1=0.
x—0 X x—0 x z—0 x—0 x
OINE==
A dica neste caso é “esquecer” a raiz e calcular
% — 10z — 39 . 2x—10 16_4

m —— =
z—>-3 x24+2x—3 I—>321}+2 4

2 _10x — 2 _10r —
-~ \/x 0z 39:\/11][n 0z -39~ _,

z——3 2+ 22— 3 v—-3 12+ 2xr —3

Entao
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ANPEC 2001, Questao 4.

2242215 .
(D) limgs /520 = 1;

Quase igual ao item 4 da questao 7 de 2002 (pagina [360)).

1 2z
@ lim, o+ ;fr =1.

A afirmativa & falsa. Esta questao envolve o calculo do importante limite lim,_,o+ 2*.
A indeterminacdo é do tipo 0°. Seja y = 2%. Entdo
lim Iny = lim zlnx = lim
z—0t z—0t 2—00 z 2—+00 z
Finalmente,

hmlny—0:> hmy—1:> lim z* = 1.

z—0t z—0t z—0t

Voltando ao item,

lim 2?* = lim (2°)% = (lim 2%)* =1
z—0t z—0t z—0t
Similarmente, lim,_,o+ z** = 1. Logo,
o142 14lim, e 2 141
lim = - = = 2.
a0t i lim,_,o+ x4 1

ANPEC 1994, Questao 9. Considere as seguintes afirmativas.
@ lim, o(e” + )% = 1.

Seja y = (e® 4+ z)¥/*. Entdo
In(e” T4+1
limlny = lim n(e” + ) — lim & L 2.
z—0 z—0 €T z—0 e + x

Logo, lim,_ oy = €.

WD limeo (75 - 1) = 5
Falso. Esta indeterminacao é do tipo oo — co. Simplificando a expressao, temos

( 1 _1):1, r—e*+1 _ 5 1—e i —e 1

lim ——
et —1 =z

x—0

im = lim :
=0 z(e® —1)  a=0e” — 14 xe®  a-0e® + ¥ 4 xe” 2
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15.2. Questoes ANPEC Resolvidas

Exercicio 1 (ANPEC 2020, Questao 14)

Avalie as afirmacgoes abaixo quanto a sua veracidade:
@ limg o0 i—; = +00.
@ lim,_,o %e*w =1.
(2) lim, o ==L = 1,

@ lim, .o+ xlnz = —o0.

@ O limite lim, o “%n(x) nao existe.
Solucgao

@ Verdadeiro.

Aplicando a regra de L' Hopital duas vezes, obtemos

) 2 ) 27 1n 2 22ln21n2
lim — = lim = lim —— = +o0.
T—r—+00 $2 r—r—+00 21‘ T—+00 2
@ Verdadeiro.
Aplicamos o produto dos limites,
lim M =1 e lime™™ = 0.
x—0 x z—0
Entao
TLLICONY
z—0 xX

@ Falso.

Usando a regra de L' Hopital, temos

-1
lim cos(z) = 1 = lim —sin(x) = 0.
z—0 x x—0
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@ Falso.

Aplicando a regra de L' Hépital, juntamos

—_

nx 1
= lim % = lim —x =0.
—1
z—0t 2 z—0t

lim zlnz = lim
z—0t+ z—0t+

] |>~|>—l|

@ Falso.

Primeiro calculemos o limite de sin(z)/z, entdo para z > 0, temos

VAN
K| —

Aplicando o limite, obtemos

) —1 . sin(x . 1
lim — < lim ()ghm—
r—+o00 I r—400 x T—+00 xZ,
. sin(x
0< lim ) <0,
T——+00 €T
. sin(x
lim ) =0.
r——+00 T
Logo,
T 4+ sin(x . si(x
lim ( ) = lim 1+ ( ) =1
T—r—+00 €T T—r—+00 X

Exercicio 2 (ANPEC 2019, Questao 5)

. . . . . . T __
Considere os seguintes limites fundamentais: lim,_,o at-1

sinx __ : _
= 1,lim, 0“1 =

xT

Ina, com a diferente de zero, e lim, (1 + %)x =1, com e sendo a base do

logaritmo natural. Quais das seguintes afirmacoes sao verdadeiras e quais

sao falsas?

@ lim T — sin 3x _ 2
20 x +sin 22 3’

(D lim 22 _ .

z—0 I

. sinz —sina
@ lim ———— = cosa.
T—a T — Qa
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@lim5x_2

T

=1n2—Inb.
z—0 x 1
lim (1 + —)* = .
@ Jim (14 )7 = Ve
Solucgao
@ Falso
. T —sin3zr . %—%“gi’x %—% 2
};IE)I(l)x_i—Slnzx :x1_>1%1+151n2m = l_l_l -3
6 T3 2z 6 1 3
@ Verdadeiro.
lim tan x ~ im 1 sin(x) .
250 T z—=0 cos(r)
@ Verdadeiro.
. sinx —sina .
lim ———— = lim cosx = cos a.
r—ra T — Q Tr—a
@ Falso.
5T — 2% 5 -1 1-2%
lim = lim + =1InbH—1n2.
x—0 x x—0 X X

(4) Verdadeiro (item anulado).
Denotemos y = 2x, dado que z — oo entao y — co. Logo temos
1\= 1yy\ /2
tim (14 5-) = lim (14 )") " = Ve
T—00 2Qx Y—00 Y

Exercicio 3 (ANPEC 2005, Questao 6)

Avalie as afirmativas:
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(0) lim, o0 22 = 1.

(D i, oo 25554 = 5.

@ Se f(z) e g(x) s@o polindmios, entdo lim, , f(z)/g(x) = 0, desde que
grau(f(x)) < grau(g(z)).

(3) Se L3 < f(x) < 222 5T entao lim, e f(7) = 2.

@ lim %OCOSO) 1 l

Solucao

@ Falso.

Aplicando a regra de L' Hospital, temos

1 1
lim Hr lim £ = 0.
=00 T z—00 |
@ Verdadeiro.
. 222 —1+3 . 2—1/z+3/x* 2
lim ———— = lim = —,

@ Verdadeiro.
Sejam os polinémios
f(2) = ana™ 4 ap_12" ' + -+ agr® + a1zt + ag
g(x) = bp™ 4 by 1™ - by + byt + by,
onde n < m. Logo

r A" + Ay 12"+ agr? 4+ a1t + ag
im
T—r00 bml'm -+ bm_lﬂfm*l + 4 b2$2 + bll'l + bo

" anZ"/T™ + ap "2+ -+ ag? /2™ + apxt /2™ + ag /2™
im

=0
T—+00 bm+bm_11/x—|—---+b21/xm—2+b11/mm_1—I—bo/mm
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@ Verdadeiro.

Da hipotese, temos

3 )
2——< flx) <2+ —,
T

x
3 5
lim 2 — — < lim f(z) < lim 24 —,
T—00 x T—00 T—00 T
2 < lim f(z) < 2.
Tr—r00

Portanto lim,_,, f(z) = 2.

@ Falso.

Aplicando a regra de L' Hospital, juntamos

élil(l) H2 o 0—0 260 a 7 6—0 0

Exercicio 4 (ANPEC 2003, Questao 7)
Assinale V (verdadeiro) ou F (falso):

(0) lim, {“‘i—;“o)} = 40.

. 1

@ lim, 4o 2%z — 22 = 0.
. zln(z)

(@) Timgy 7 = 1.

cos(f) —1 lim = sin(¢) -1 lim sin(0) _

—1

5

(3) Se cos(z + A) = Y3 cos(z) — Lsin(z) entdo A = -5

2 n
—1+| cos (%)
@ lim,, 4 o =—1,para0 <z <1.

Solucao

@ Verdadeiro.

Usando a regra de L/ Hospital, obtemos

4% —
lim {x—loo} — lim 8z _ 40.
x—5 xr — 5 r—5 1
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@ Falso.

Note que, para todo x > 0;

Aplicando o limite, na desigualdade anterior, juntamos

) ) 1
lim z < lim z?er — 2

r——+00 r——+00
. 1
+o0o < lim z?er — 22
T—r—400

Portanto

: 1
lim z%er — 2% # 0.
T—+00

@ Falso.

Aplicando a regra de L" Hospital, obtemos

lim xIn(x) — lim In(z) +1 1

=1 2 — 1 z—1 2x 2’

@ Falso.
Sejax = /6, entao cos(z+A) = cos(0) = 1, cos(z) = cos(m/6) = /3/2
e sin(x) = sin(7/6) = 1/2. Logo
V3 1 1

cos(z+A)=1# > cos(x) — 5 sin(x) = 3
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@ Verdadeiro.
Dado que 0 < x < 1, temos

T
0< —
2

<
0 < cos <7r2x> < 1.

s
27

Logo

Portanto

Exercicio 5 (ANPEC 2002, Questao 7)
Assinale V (verdadeiro) ou F (falso):
@ limx_)oo(l + 3)2“5 e’.

@ lim,, o Su x =3/2.

@ hmx‘)O 227 —1 22: 1= =1
@ hmgc_wo lm = 0.

x2—-102—39
@ lim,_, - 3 \ “2242z—-3 =4
@ Falso.

Usando o limite exponencial fundamental

3\ 2et5 3\ %12 (20+5) ,
lim <1+ —) — lim [(1 + _)3} — plima—oo 2(2045)

€T T—00 €T

Solucao

@ Falso.

Os valores

3 (3
sin(x . sin(x
limz =0, e lim ( ):hm ( ):1,
z—0 z—0 :L'3 3—0 $3

6

=€ .
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entao
lim z. lim sin(2?) = ljm 2 sin(2”) = lim sin(’) = 0.
x—0 x—0 1,’3 x—0 1,‘3 x—0 J,‘?’

@ Falso.

Usando a regra de L' Hospital duas vezes, juntamos

) x? . 2z ) 2 1
lim ———— = lim ——— = lim = —.
10 2 —2x — 1  2-02e2% —2  z-04e2 2

@ Verdadeiro.
Aplicando a regra de L' Hospital, obtemos

. Inzx . = . 2
lim — = lim —— = lim 1—/2:0.
T—00 \/E T—00 57172 T—00 I

@ Falso. Ver solucao na pagina @
Exercicio 6 (ANPEC 2001, Questao 4)
A respeito dos limites abaixo, responda V (verdadeiro) ou F (falso).
(0) lim, oo (1 + 3)s = €/3;
: wsin?(1/z) o
@ limg 0 sin?(1/2) +cos2(1/z) 0;
@ lim, 3 \/% =1;
(3) limy s 4o %2 sin(4/z%) = 2;
() lim, o+ 25 = 1.

Solucgao

@ Falso.

Denotemos L = lim, 4o (1 + %)w/B, entdo L = ™). Logo

3\ x 3
In(L) =In lirJlrﬂ (1 + —) = hrf v In (1 + —)
T—+00 xT T—+00 Xz
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Seja y = 1/z, dado que = — 400, entdo y — 01, Assim
3
143y . 3 3

In(1
In(L) = lim In(1 +3y) = lim =lim —— =—
y—0t 5y y—0t 5 y—0t 5(1 + 3y) 5

portanto L = e™(F) = ¢3/5,

@ Verdadeiro.
Denotemos y = 1/x, dado que z — 0, entdo y — 0.

sin? () .
Y hrn SlIl2 (y)

lim =
y—oo sin®(y) + cos2(y) vy

Sabemos —1 < sin(y) < 1, entdao 0 < sin®*(y) < 1, dado que y > 0,

2
1
lim 0 < lim n(y) < lim —.

y—00 y—00 Y T y—oo Yy

temos

Portanto lim,,_,, sin®(y)/y = 0.

@ Verdadeiro.
Denotemos y = 4/2%, dado que x — +0o entao y — 0.

2 4 2 .
lim - sin (—> = lim —sin(y) = 2 lim sinfy) = 2.

z—4o00 2 y—=0y y—=0 Yy

@ Falso.
Mostremos que lim, ,o+ 2% = 1. Seja L = lim,_,o+ 2%, entdo L = e™(F),

Agora
In(L) = ln< lim xx> = lim In(2”) = lim zln(z) =0

z—0t z—0t z—0t



15.2. QUESTOES ANPEC RESOLVIDAS 371

portanto L = e(l) =0 = 1.

Agora

o142 141
lim = =
z—0T iz 1

2.

Exercicio 7 (ANPEC 1999, Questao 4)

Classifique como falsas ou verdadeiras as afirmagoes:
@ log 335 V125 = %
Solucgao
@ Verdadeiro.
Seja x = log g5z V125, entao v/2 * = \/125. Logo 52*/3 = 53/2. Assim,
2x/3 = 3/2. Portanto x = 9/4.

@ Falso.

Aplicando a regra de L' Hospital, temos

Tz _ 1 x
lim (e'—) = lim _¢ -
=0 sin(x)  =—0 cos(x)

Exercicio 8 (ANPEC 1998, Questao 6)
Responda V ou F;

() lim, o S5 = 0;

(1) lim, o ze!/* = +o0;

@ lim, o+ 1—;?;:1:”6 =3;

(3) lim, (1 + a/z)"* = e+’ onde a e b sdo nimeros reais nao nulos;

Solucao

@ Verdadeiro.
Sabemos que —1 < sin(x) < 1, entdao 0 < sin*(x) < 1.
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372
Dado que x — +o00, entao
)
sin®(x) 1
Ogezz—l S6902—1
.2
sin“(x 1
lim 0< lim 2<)§lim
T——400 z—+oo %7 — ] r—+oo %7 — 1
‘2
0< 1im S g
T oot et —1 T

@ Verdadeiro.
Denotemos = = 1/ In(y), dado que = — 0, entdo y — +o0, logo

1
lim ze¥* = lim —— = lim T = lim y=+o0.
z—0 Yy—r+00 ln(y) y—r+oo 5 y—++00
@ Falso.
Mostremos que lim,_,o+ 2% = 1.
lim =% = eln (limzﬁ(ﬁ xz) _ elimx_>0+ In(z®) _ elimx_>0+ zln(z) _ 60 —1.
z—0t
Portanto
lim I+3z" 1+3 4
z—0t x* B 1 -

@ Falso.
bx

Seja L = lim,_, (1 + %)
. a\be . a

In(L) =In ( lim <1 + —) = lim bz In (1 + —> .
z—0 x z—0 X

Denotemos y = 1/x, dado que z — 0, entdo y — co. Logo temos

,entdo L = ™%, Logo

b
y—oo 1 y—oo 1 —+ ay
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Portanto

L =@ =0 =1,

Exercicio 9 (ANPEC 1997, Questao 3)
Classifique como verdadeira ou falsa as afirmacgoes a seguir:
(0) lim,i (z — D{(z"/? - 1)} = 3.
@ limx_>64(33% — 8)(.:1% —4)7t=3.
@ lim,_,,, 2X5sn@) _ 3

x—cos(z)

Solugao

@ Falso.

Denotemos x = 32, dado que x — 1, entdo y — 1. Assim temos

2

1
im 2" —limy+1=2.
y—1 y—l y—1

@ Verdadeiro.

Denotemos = = 3%, dado que o — 64, entao y — 2. Assim temos

P =8 P2y +4
hm :hm—:3
y=2y2 —4 y=2 oy 42

sin(x)

= 0, aseguir demostramos isto, sabemos que

—1 <sin(z) < 1.
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Sem perda de generalidade, considere x — 400, entao x é positivo.

Logo
-1 i 1
-1 sin(x) <1
x x x
-1 i 1
lim — < lim sin(z) < lim -
r—4+oco I T—+00 €T r—4oco
0< Tim SR g
T—r—+00 €T
portanto lim,_, . sin(z)/x = 0, também temos lim, COZ(I) =0.
. x+ 5sin(x) . 145%@
lim ——+2% = lim —%— =1.
votoo 1 — cos(x)  a—too ] — os@)

x

Exercicio 10 (ANPEC 1994, Questao 9)
Assinale como verdadeira ou falsa cada uma das afirmacoes abaixo:
(0) lim, (1 + z)¥/* = 1.
@ lim, . z'/* = 1.
@ lim,_, z(e)'/* = 0.
(3) lim,_yo(e® + 2)V/* = 1.
@ timeo (- 2) = &
Solucao

@ Falso.

Pela propriedade

lim(1+ z)Y* = e.

z—0

@ Verdadeiro.

Seja L = lim,_o /%, entao L = e™(F)

. Logo

1
In(L) =1In < lim xm”) = lim In(zY*) = lim n(:r)

T—00 T—00 r—oo I
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Assim obtemos

In(zx)

lim 2'/* = elime—ee = ,
T—>r00

pela regra de L' Hospital, obtemos

»-‘\sg\»-‘

lim z'/* = elima—ec
T—r00

= = 1.

@ Falso.

Denotemos « = 1/1In(y), dado que  — 0 entao y — oo, logo

limz /* = lim = = lim + = lim y = oo.
20 yooo In(y) oy oo

@ Falso.

Seja L = lim,_o(e” + )%, entdo L = ™). Logo

In(2) = In (lim(e” + 2)/) = lim (In(e* +2)"/*) = lim (M)

z—0 z—0 x

Aplicando a regra de L' Hospital, temos

Portanto L = e2.

@ Falso.

Aqui também aplicamos a regra de L' Hoéspital

. 1 1 oz —e+1 . 1—¢€"
hm( ——)zlm—zlm—
250 \27 —1 20 x(e* —1) a0 e* — 1+ xe®

aplicamos de novo a regra de L’ Hospital

-1

_ex

im —— .
z—0 e* 4 e* 4 ze” 2






CAP{TULO 16

Continuidade de Funcoes

16.1. Questoes ANPEC Trabalhadas

ANPEC 2011, Questao 1. Julgue as seguintes afirmativas:
@ Se h : R — R uma funcdo continua, tal que (2z — m)h(z) =
1 —sinx, para todo x € R, entao h(g) =1.

Falsa. Note que como
1 —sinz
h(r) = ——
(z) 20 — 1
para todo x # 7/2. Como h é continua, entao

1 si 1
h(n/2) = lim h(z) = lim — 0% — i — BT

x—/2 z—m/2 20 — T x—7/2 2

Note que aplicamos I’Hospital a fim de obter o limite.

ANPEC 2005, Questao 9. Avalie as afirmativas abaixo.

@ Se uma funcao f(z,y) ¢ continua em um ponto (zg,yo), entao
as fungoes ¢(x) = f(z,y0) e ¢(y) = f(x,y) s@o continuas em x, e

Yo, respectivamente.
Verdadeira. Note que uma funcao f : R* — R* ¢ continua em (o, o) se “(z,y)

proximo de (z, yo) implica em f(x,y) proximo de f(zg,yo)”. Sendo um pouco mais

formal, se uma sequéncia (x,,y,) converge para (zg,yo), entao f(z,,y,) converge

para f(%, yo)-

10ltima Atualizacao: 28/06,/2022
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Um caso particular é a sequéncia (x,,yo). Entao
lim (b(l'n) = lim f(xna yO) = lim f(xn7y0) = f<x07 yO) = (b(xO)a

T —T0 Tn—T0 (n,y0)—(x0,%0)

e portanto ¢ é continua em x,. O mesmo vale para ¢ em .

@ A funcdo f(x,y) = ;Q—f; ¢ continua em (0, 0).
Note que f nao esta definida em (0,0) e portanto a fung¢do nao pode ser continua.

Possivelmente entretanto, o examinador tinha em mente definir f(0,0) = 0. Neste

caso, considere z = y e tome x — 0. Teremos

2,2 4
1

linéf(:v,w) = lim —~ m = - # £(0,0).

T—r

— = 1IN
z—0 p4 + x4 70 Qx4 2

A fungao seria entao descontinua.

@ Seja h(z) = f(x)g(z). Se h(x) é continua, entdo f e g também
0 sao.

Falso. Tome como exemplo

f) = 0 sex#0 o(z) = 0 sex#2

1 sex=0 1 sex=2

Neste caso terfamos f(z) = 0 para todo = € R.

ANPEC 1993, Questao 3. Indique quais das afirmagoes abaixo sao verdadeiras

e quais sao falsas:

@ A fungao y = —£— ¢é continua no intervalo [0, 2].

A afirmativa é falsa. Note que a funcao nao esta nem definida em x = 1, e portanto
nao faz sentido afirmar que é continua neste ponto. E portanto nao pode ser continua
no intervalo [0, 2].

z?—4x+3
x—3

continuamente a toda a reta R, é necesséario atribuir-lhe o valor 2

@ Para que a funcao y = , * # 3 possa ser estendida

no ponto r = 3.
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Verdade. Para que a fung¢ao possa ser estendida continuamente definindo-se y(3) = 2,

é preciso que lim, ,3y(z) = 2, i.e., que y seja continua em = = 3. Note que, de fato,

2
—4
lim y(z) = lim A lim(2x — 4) = 2.

r—3 r—3 €xr — 3 r—3

16.2. Questoes ANPEC Resolvidas

EXERCICIO 1 (ANPEC 2016, Questao 5). Seja f : [0,1] — [0, 1] uma funcao tal
que f([0,1]) = [0,1], isto €, a imagem de f € [0,1].
Defina o conjunto A = {x € [0,1] : f(z) —x = 0}. Julgue as sequintes afirmativas:
@ O conjunto A € diferente do vazio, para qualquer f nas condigoes do enun-
ciado;
@ Se f € continua, entao o conjunto A € unitdrio;
@ Se f é continua, f(0) = 1, f(1) = 0, entao o conjunto A € diferente do
Vaz10;
@ Se f € continua e estritamente crescente, entdo A € unitario;

@ O conjunto A sempre € finito, para qualquer f nas condi¢oes do enunciado.

Solucao

@ Falso.

Consideremos a sequinte fungao

1 sex=0
flx) =922 se0<x<1/2.
0 sel/2<zx<1
Logo, se x = 0 entio f(x) —x =1, se x € (0,1/2] entdo f(z) —x =2z €
(0,1/2] e se x € (1/2,1] entao f(x) —x = —x € [—1,1/2). Portanto, o
conjunto A ={zx € [0,1] : f(z) —x =0} = ¢.

@ Falso.

Definamos a fungao f :[0,1] — [0, 1], dado por f(x) = x. Para esta fun¢do
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continua, o conjunto A = [0, 1] ndo é unitdrio.

@ Verdadeiro.
Consideremos a uma funcao auziliar g(x) = f(x) — x, dado que f € conti-
nua entao g € continua. Como f([0,1]) = [0,1] temos f(0) >0 e f(1) <1,
assim g(0) > 0 e g(1) < 0. Logo pelo teorema do valor intermédio, existe

um x € [0, 1] tal que g(x) =0, isto € f(x) = x. Portanto o conjunto A # ¢.

@ Falso.

A fungao definida no item @ é crescente e continua, mas o conjunto A nao

€ unitario.

@ Falso.

Considerando, também, a func¢ao definida no item @ O conjunto A nao e
finito.

EXERCICIO 2 (ANPEC 2011, Questao 1). Julgue as sequintes afirmativas:

(0)Se A={reR:32+4v <4} e B={rcR:2a®+1)>5x} entio
ANBC{z eR:a? <4}

@ Se A C B sao conjuntos finitos nao vazios e f : A — B € sobrejetiva, entao
A= B.

@ Se h: R — R uma funcao continua, tal que (2o — m)h(x) = 1 — sinz, para
todo x € R, entao h(%) =1.

(3) Se f: R — R dada por f(z) = |5—z|+|v —3|. A fung¢do ndo ¢ sobrejetiva
e f(x) > 2, para todo x € R.

@ Sejam f,g : R — R dadas por f(z) =[x+ 3| —3 e g(z) = z/2. A fungio
composta fog:R — R ¢ sobrejetiva.

Solugao
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@ Verdadeiro.
Do conjunto A temos (3x — 2)(x + 2) < 0, entao

(3x—2<0 A (z+2)>0)V(3z—2>0 A 2+2<0)
(x<2/3 N x>=2)V(x>2/3 N < -2)
—2<x<2/3Vo.

Logo A =< —2,2/3 >.
Do conjunto B temos (2x — 1)(x —2) > 0, entdo

(20-1<0 A 2-2<0)V(20—1>0 A 2-2>0)
(x<1/2 N z2<2)V(x>1/2Nx>2)

r<1/2Vax>2.

Logo B =< —00,1/2] U [2, 400 >. Assim temos AN B =< —2,1/2]. Por-
tanto AN B C [—2,2].
@ Verdadeiro.
Se f € sobrejetiva entdo card(B) < card(A).
Dado que A C B temos A = B.

@ Falso.

Dado que h é continua, entao

_ . 1 —sin(x)
Jm Wa) = Jin e~ hE/2).

Aplicando a regra de L' Héspital, na equacao anterior, obtemos

lim = cos(x)
x—7/2 2

=0 =h(n/2).
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@ Verdadeiro.
Dado que f(x) = |x — 5|+ |z — 3|, temos

—2r+8 ; re<-—00,3,
flx)=4 2 ;@ €<3,5],
20 — 8 ;T €< B, +o0l.
f mao € sobrejetiva por que paray = —1 nao existe x € R tal que f(x) = —1.

Da funcao f temos f(x) >2 Vzr eR.

@ Falso.

A fungao composta fog:R — R € dada por
x
flg(@) = f@/2) = |5 +3| - 3.
Seja —4 € R, entao

f(g(x))

xXr
z 3‘—3:—4,
5+
X
z 3’:—1.
5+

Logo, para —4 € R nao existe um x € R tal que f(g(x)) = —4.

ExXERcIcIO 3 (ANPEC 2005, Questao 9). Avalie as afirmativas:

0 3|
é —0.
-3 0]

@ Se uma funcao f(x,y) € continua em um ponto (xo,%o), entio as fungoes

@ A soma dos quadrados dos autovalores de A =

o(x) = f(z,y0) € p(y) = f(xo,y) sdo continuas em z, € y,, respectivamente.
(2) A funcio f(z,y) = % é continua em (0,0).
@ Dada uma matriz n X n simétrica A, se para todo v € R", ndo nulo, com n
impar, V' Av < 0, entao o determinante de A € negativo.
@ Seja h(z) = f(z)g(x). Se h(x) € continua, entao f e g também o sao.

Solugao
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@ Falso.

O polinémio caracteristico da matriz A é det(A — X)) = A2 +9 = 0. Entao,

0s autovalores sio A\; = —3i e Ay = 3i. Podemos concluir que N3+ X3 = —18.

@ Verdadeiro.
hm f(:U,y) = f<x07y0)‘

(z,y)—(z0,y0)

Dado que ¢(x) = f(z,10) ¢ 9(y) = f(z0,y), entio existem d(z0) € p(yo)-

lim ¢(x) = xILIBO f(x,y0) = f(z0,y0) = d(x0)

T—T0
lim 90(9) = lim f(xmy) = f(%,yo) - 90(3/0)-
Y—Yyo Y—Yyo

@ Falso.

Nao eziste f(0,0).

@ Verdadeiro.
Se uma matriz € simétrica, entao seus autovalores sao niumeros reais.
Teorema: O produto dos autovalores da matriz A € igual ao determinante
da matriz A.
Seja A um autovalor de A e v seu autovetor correspondente, entao Av = \v.
logo
VAv =V v = \v <0.

Portanto se A é um autovalor de A entao X < 0.

Dado que n é impar temos det(A) < 0.

@ Falso.

Um exemplo simples é f(x) =z, e g(x) = % para x # 0 e g(0) = 1. Neste
caso, h(x) = f(x)g(x) =1 para todo x € R. A fungdo h € continua em todo

R, mas g nao é continua em x = 0.

EXERCICIO 4 (ANPEC 1993, Questao 3). Indique quais das afirmagoes abaizo

sao verdadeiras e quais sao falsas:
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@ A fungdo Yy = % é continua no intervalo [0,2].
@ lim £=5246 — 7,
x—2 T
@ lim Sinz sinz _
z—0
@ Pam que a fungao y = %, x # 3 possa ser estendida continuamente a

toda a reta R, € necessdrio atribuir-lhe o valor 2 no ponto x = 3.

62°—202+1002-200 _ 3

lim 3z3—1

T—00

@ Falso.

Note que a fungao nao estd definida em x = 1, e portanto nao pode ser

Solugao

continua neste ponto.

@ Verdadeiro.

2

— — -2
1imm:1im (z = 3)(@ ) =limzx —-3=-1.
=2 x— 2 T—2 x—2 T2

@ Falso.

Usando [’Hospital, temos que hrr(l) sine _ 1

@ Verdadeiro.
Ver solugao da pdgina[378.

@ Falso.

622 — 222 4+ 1002 — 200 . 6—2/x+100/x2—200/x3
lim = lim
T—00 33 —1 T—00 3 — 1/1}3

= 2.

EXERcIcIO 5 (ANPEC 1992, Questdo 5). Dado que flz) = 2% para x # 0,

quando deve valer f(0) para que f seja continua em R?
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Solucgao

Se f € continua para x = 0, entdo

lim £(2) = (0),

385






CAP{TULO 17

Diferenciacao

17.1. Questoes ANPEC Trabalhadas

17.1.1. Existéncia de derivadas. Por vezes, uma funcao é definida “por par-
tes”, e para determinar se esta funcao é ou nao derivavel num determinado ponto, é
necessario usar a defini¢ao de derivada:

o) — i LD @)
Tr—cC xr —C
se o limite existir. Lembre que o limite s6 existe se existirem o limite & esquerda e &
direita e estes forem iguais. Outra lembranga importante é que uma fungao derivavel
num ponto é continua neste ponto.
ANPEC 2022, Questao 4. As seguintes defini¢coes sao dadas:
Considere as fungoes f,g,h : R — R, definidas, respectivamente,
por f(x) = (max{z,0})?, g(z) = —(min{z,0})?, e h(z) = [f(z —
1) +g(z—1)P
Julgue as seguintes afirmativas:
@ A funcao f é continua em x = 0.
Verdadeiro. Note que
0 sex<0

fz) =

22 sex >0

A f sera continua se e somente se

lim f(h) = lim f(h)= f(0).

h—0+ h—0—
10ltima Atualizagao: 13/07/2022
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No caso, para limites pela direita temos
lim f(h) = lim h* =0= f(0).
h—0t f( ) h—0— f( )
Para limites pela esquerda,

lim f(h) = lim 0=0= f(0).

h—0— h—0—

@ A fungao g nao é derivavel em x = 0.

Falso. Note que
—x2 sex <0
g(z) = :
0 sex >0

A fungao g sera derivavel em x = 0 se e somente se existirem os limites laterais e

estes forem iguais:

g = g0) L g(h) — g(0)
h—0— h h—0+ h
Neste caso,
— —h? —
limM:hm—h:O, hmwzhmgzo
h—0~ h h—0- h h—0t+ h h—0+ h

Entao, como os limites sao iguais entre si, g é diferenciavel em x = 0. Portanto, a

afirmativa é falsa.

@ A funcao h possui um ponto de inflexao em z = —1.
Note que
—(z—1)% sex—1<0 —(z—1)% sexz<1
h(z) = = .
(r—1)°% sex—1>0 (x—1)°% sex>1
Portanto nao hé nada de “especial” no ponto x = —1, e podemos considerar a fungao

d(x) = —(x — 1)5. Veja que
¢'(x) = —6(x—1)°,  ¢"(x) = =30(x — 1)*,

Portanto ¢”(—1) # 0, e o ponto nao é de inflexao (todo ponto de inflexao tem segunda

derivada nula).
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ANPEC 2020, Questao 3. Considere as seguintes informagoes.

Seja a > 0. Considere a seguinte fungao f de variavel real com

valores reais, definida da seguinte forma:

—(z—1)? sex <1
f(z) =9 Lz —1) sel<z<2.

a+Inve—1 sex>2

Julgue as afirmativas abaixo.

@ Para todos os valores de a > 0, a funcao f é continua em todo

seu dominio.

Falso. A f serd continua num ponto x se e somente se

lim f(z+h)= hli}rgli flx+h) = f(x).

h—0t
No caso, h& dois pontos candidatos a descontinuidade: x =1 e x = 2. Mas como a
continuidade no ponto x = 2 depende do valor de a, a fun¢ao nao pode ser continua
para todo a:

1 1
lim f(2—|—h):hligl+(a+1n\/l+h):a, lim f(2+4h)= lim 5(1+h)2:§.

h—0t h—0— h—0—

Logo, f é continua em x = 2 somente se a = 1/2.

@ Para a = 1/2, a fungao f ¢ diferenciavel em todos os pontos do

dominio.

Falso, apesar do gabarito ter dado como verdadeiro. Pelo item @, f é continua em
x = 2 quando a = 1/2. Para checar diferenciabilidade, temos que a fungao f sera
derivavel em x se e somente se existirem os limites laterais e estes forem iguais:

o f@E = (@) et h) - ()

h—0— h—0+ h
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390
Temos, para r = 2,
2 — f(2 +h?*-1 1 242
TACE D b (G hm—?( h g lim h:1,
h—0- h h—0- h 2 h—0-

. fle+h)— f(z) . a+hlnvVi+h-1 . Inv1i+h 1 1 1
lim = lim =lm ——=—-lim —— = =
h—0+ h h—0+ h h—0+ h 2h—0t 1+ h 2
Portanto a funcao nao é derivavel em x = 2.

@ Se a=1/2, f'(2) existe e f'(2) > 1.
Falso, vide item @
@ O ponto x = 1 é um ponto de inflexao. Ou seja, a fungao muda
de concavidade em x = 1.
Verdade. Primeiro conferimos que f é derivavel em z =1 e f'(1) =0
14+h)— f(1 —h? 1+h)— f(1 1 h?
limf<+) f()zlim—:(), limf(+) f():hm——:().
h—0— h h—0- h h—07+ h h—0t 2 h
Quanto a mudanca de concavidade, para z < 1, temos que
f(x) = =2(z - 1), f"(x) =-2<0.
Para x > 1:
f(z)=(z—1), f(x)=1>0.

@ A funcao f atinge um méximo relativo em x = 1, pois f'(1) =0

Falso. Note que x = 1 ndo pode ser méaximo relativo pois f(z) > 0 parax > 1 e

f(z) < 0 para < 1. De fato, como = = 1 é ponto de inflexdo, ndo pode ser de

maximo local.

17.1.2. Fungoes crescentes/decrescentes, concavas/convexas; pontos cri-

ticos e de inflexao.
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ANPEC 2018, Questao 4. Julgue as seguintes afirmativas abaixo.
@ A fungdo f(z) = In(z* — 1) é convexa no seu dominio;
Falso. Note que o dominio da f é dado pelos pontos = € R tais que 22 — 1 > 0, i.e.,
(—o0, —1) U (1, +00). Calculando as derivadas:

N ") — —2(z* +1)
f@)=—5— f'(x) (22 —1)2

x?2 -1’

Portanto f”(z) < 0, para todos pontos do dominio e f é concava.

@ A fungao f(z) = (Inx)*—1 tem um ponto de inflexdo no menor

ponto onde ela se anula;

Falso. O dominio da fungao f é (0,+00). Os pontos onde a fungdo se anula séo
dados por f(z) = (Inx)? —1 = 0. Logo * = ¢! ou z = e. Para determinar se

x = e ! é de inflexdo, calculamos

f'(x):ﬂnx, f,,(@_E_anx

x 22 22

)

Como f”(1/e) # 0, entao x = e~! ndo é ponto de inflexao.

@ A funcao f(x) = 11;"; tem trés pontos de inflexao;

Verdadeiro. Note que

1 -2z — a2 1—2)(22% + 8z + 2
f/(x) — VR f//(x) — ( )( 3 )
(14 22?) (14 22?)
Temos entdo trés candidatos a pontos de inflexdo: z; = —2 — V3, 13 = 1 e a3 =

—2+41/3. Note que a segunda derivada é positiva para = € (—o0, —2— \/§) e negativa
para x € (—2 +v/3,00). Como 222 + 8z +2 < 0 em (=2 — /3, =2 + V/3), entdo a

segunda derivada troca de sinal em x = —1. Portanto f tem trés pontos de inflexao.

@ A fungao do item anterior tem dois pontos criticos e nenhum

deles ¢ um extremo da funcao;
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Falso. Do item @, temos dois pontos criticos #; = V2 — 1 e 5 = —v/2 — 1. Dado
que f”(v/2 —1) < 0, entdo x; ¢ ponto de maximo. Portanto existe pelo menos um

ponto critico que é extremo.

@ A funca@o do item (2) decresce quando o valor absoluto de z

tende para o infinito.

Anulada. Para |z| > 4 e do item @, temos que f’'(x) < 0. Entao a fungao é
estritamente decrescente para |r| > 4. Logo para a funcao f é decrescente desde
que |z| > 4. Entretanto os valores de f crescem quando x — —o0, 0 que tornou a

pergunta ambigua.

17.1.3. Pontos extremos.
ANPEC 2020, Questao 13. As seguintes fungoes sao definidas:

Sejam f(z) = (4z — 1)e * e g(x) = (4z + 1)e 2.
Julgue as seguintes afirmativas.

@ As fungoes f e g atingem seus pontos de maximo no intervalo

2, 0.
O gabarito afirma que a afirmativa é falsa. Na verdade, a questao & confusa, ao incluir
o valor oo no intervalo, levantando duavidas sobre qual seria o dominio das funcgoes
(reais estendidos?). Bom, mesmo supondo que o dominio das fungoes é (—o0, ),
a questao ainda é dubia. Um primeira interpretacao ¢ que os pontos de méximo
das fungoes s@o atingidos e pertencem ao intervalo [2,00) (neste caso a afirmativa
é falsa). Outra possibilidade é que a funcdo, quando definida no intervalo [2,00),
atinge seu ponto de maximo (neste caso, a afirmativa é verdadeira).

Aparentemente, vale a primeira interpretacao. Neste caso, os pontos extremos,

se forem atingidos, sao pontos criticos. Derivado as funcoes f e g, obtemos
f'(z) = 2(3 — dx)e >, d(z) =2(1 — 4x)e ",

Os pontos criticos para f e g sao © = 3/4 e x = 1/4. Entao os possiveis pontos de

maximo ou minimo sao menores de 1.
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@ Sejam x( e yy os pontos de maximo das funcoes f e g, respec-
tivamente. Entao f(x¢) > g(yo)-

Falso. Antes de mais nada, note que, como

lim f(z)= lim g(z) = —o0, lim f(z)= lim g(x) =0,

T—>—00 T—>—00 T—r+00 T—>+00
e como tanto a f como a g tomam valores positivos, entao os pontos de maximo sao

atingidos. Note que
dr —1<4drx+1 = f(x) < g(x) paratodoz € R.

Logo,
f(xo) < g(x0) < 9(%0)-

ANPEC 2019, Questao 8. Quais dos itens abaixo sao verdadeiros e quais sao

falsos:

@ A funcdo f(z) = ==L >0, para x > 1.

r—1

Falso. Em particular, f(2) < 0.

@ A fungao do item (1) é estritamente crescente e limitada supe-
riormente por zero.
Anulada (o gabarito original foi que a afirmativa é verdadeira). Note que nao é claro
pelo item @ qual é o dominio da f. Pode ser (1, 00) como o item @ parece indicar,
ou (—o0,1) U (1,00). Considerando-se o dominio como x > 1, entao
—e *r—1)—e*+1 1—xe™®
f(z) = ( @ _)1>2 AR @_ 1)

pois xe~* é estritamente decrescente (mostre isto) e ze™® < 1 para z > 1. Como f’ é

>0

positiva em todo dominio (1,00), entdo f é estritamente crescente. Finalmente, f é
limitada superiormente por zero em (1,00), poise ™*—1<0ex—1> 0 parax > 1.
Ja em (—o0,1)U(1,00), como f(0) =0 > f(2) = e ?—1, a fungdo nao é crescente

nem limitada superiormente por zero.
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@ Se f & a funcao do item (1), entdo temos que sup,-, f(z) > 0,

em que sup,-; f(z) ¢ o supremo de f para x > 1.
Falso. Para x > 1, temos e * —1 < 0 ez — 1 > 0. Portanto, f(x) < 0 em (1,00).
Logo, f ¢ limitada por zero e portanto sup,.; f(z) < 0.

A questao foi anulada, sem motivo aparente. Talvez por causa do dominio

(—o0,1) U (1,00) nao ser um intervalo.

@ O minimo da funcao 1 — ze™ é atingido em = = 1.

Verdadeira. Na verdade, nao é possivel determinar se a afirmativa é verdadeira ou
falsa, pois o dominio da fungao nao foi determinado.

Vamos supor que o dominio seja R, e seja f(z) =1 — ze™*. Entao

lim f(x) = +o0, lim f(z) = 1.

T—r—00 T—00

Como f(1) =1 —e ! < 1, entdo f atinge seu minimo. Buscando pontos criticos,
g

calculamos
fllx)=—€e"42e =0 = z=1.

Como x =1 é o tnico ponto critico, ele tem que ser ponto de minimo. A afirmativa

seria entao verdadeira.

ANPEC 2018, Questao 5. Nesta questao, as seguintes informacoes sao dadas:

f:R — R ¢ uma funcao de classe C? (isto é, existem as derivadas

de f até terceira ordem e f” é continua).
Considere entao as seguintes afirmativas.

@ Se f'(x*) =0e f"(x*) <0, entdo x* é ponto de méaximo global
de f;

Falso. Da definigao, se f'(z*) = 0 e f"(2*) < 0, entdo z* é um ponto de maximo

local, mas nao necessariamente é méaximo global. Considere a seguinte fungao

f(z) = —2* + 25
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Entao f'(0) =0 e f”(0) < 0, mas x = 0 ndo ¢ maximo global pois lim, ,,, = o0 € a

fungao nao tem maximo global.

@ Se a expansao em Taylor em segunda ordem de f(z) em torno
de x =2 é Py(x) =~ 10+ 2(z — 2)%, entdo podemos afirmar que f(z)
tem um maximo local em 2;

Falso. Pelo polinomio de Taylor, em segunda ordem, em torno de zy = 2, temos

Py(z) = f(2)+ f'(2)(z — 2) + f”;f) (x—2)2 =10+ 2(z — 2)%

Logo, f(2) =10, f'(2) =0 e f"(2) = 4. Dado que f'(2) =0e f"(2) =4 > 0, o ponto

r = 2 é minimo local.

@ Assuma que f”(x) > 0 para todo = € R e que f’(3) = 0. Nestas
condigoes, z = 3 é um minimo global;
Verdadeiro. Dado que f”(z) > 0 para todo = € R, entdo f ¢é estritamente convexa
em R. Como z = 3 ¢ minimo local (pois f'(3) = 0 e f”(3) > 0), entdo ¢ também
minimo global.
@ Os pontos de méximo e de minimo local de f(z) = ¢**~* sdo,
respectivamente, —\/ig e \/Lg;
Verdadeiro. Derivando as fungoes f e f’, segue que

3z

Fl(z) = (32% = 1)e” 7, F(x) = 6ze™ " + (32% — 1)2%e”

Os pontos criticos sao determinados por f'(z) = 0, eentdo x = —y/1/3 oux = /1/3.
Nestes casos f”(—+/1/3) < 0e f"(y/1/3) > 0. Portanto, z = —/1/3 é ponto de

méaximo local e z = 1/1/3 é ponto de minimo local. Como estes sao os tinicos pontos

criticos, nao ha outros pontos de maximo ou minimo.

@ Se f'(z*) = f"(z*) = 0 e f"(z*) < 0, entdo z* ndo ¢ maximo

nem minimo local.
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Verdadeiro. Dado f'(z*) = 0, entdo z* é ponto critico, que é candidato a ser de
minimo ou de méaximo, i.e., ponto extremo. Ja que f”(z*) = 0 ndo se pode concluir
que z* seja ponto extremo. Por outro lado x* é candidato a ponto de inflexao ja que
f"(x*) = 0. Dado que f”(x) < 0, existe um intervalo (z* —§,z* + J), com § > 0, tal
que f” ¢é estritamente decrescente. Portanto, f”(z*) > 0, em (z*—6,2*) e f"(x*) < 0,

em (z*,2* + §). Como f”(z*) = 0, muda de sinal, entdo z* é ponto de inflexao.

17.1.4. Polin6mio de Taylor.
ANPEC 2019, Questao 9.

Os computadores calculam algumas fungoes matematicas usando o

Polinémio de Taylor. Para ilustrar este procedimento, calcule

(7o) = (w)) <

em que f(z) =In(1+xz) e Po(x) é o Polinémio de Taylor de segunda
ordem da fun¢ao f(z), em torno de x = 0. Para fazer este calculo

use 0, 2623 como valor para In(1, 3).
O polinémio de Taylor de segunda ordem, em torno de x =0 é

(o0

Py(w) = f(0) + [/ (0) (& = 0) + f7(0) =

Ja que f(0) =0, f'(0) =1e f"(0) = —1 temos

Entao
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ANPEC 2014, Questao 7.

@ O coeficiente de 22 no desenvolvimento de Taylor de terceiro
grau de v(z) = y/x no ponto xg =1 é 1/16.

Falso. O polinémio de Taylor de terceiro grau

I///(]_) I////(]_)

px) =v()+ /(1) (z—1) + (x—1)%+ (x—1)°
— () =)+ ) et [”"2“) _ 6“)] N
Derivando v, temos
1 1 3 1

I/”(.I‘) —

1
BN

Logo para x = 1 tem-se /(1) = 1/2, 1/ (

1 " o

17 V' (x) = W

) = —1/4 e V(1) = 3/8. Do polinémio
de Taylor, noés interessa o coeficiente de x2:

I/”(l) B I/I”(l) B I/Il(l) _ V”/(]_) 5

2 2 2 16

ANPEC 2012, Questao 13. As afirmativas abaixo levam em conta a expansao

de Taylor para a fungdo y = f(z) em torno do ponto = = 0.

@ Se f(x) = sinx, entdo a série de Taylor s6 tem termos de grau

impar.
Verdadeiro. A série de Taylor em torno de 0 é

f(g;):f(0)+f’(0)x+L«))$2+...+wxn+...

2! n!
Para f(z) = sin(x), temos
sin(0) , cos(0) 4 N sin(0) ,

sin(x) = sin(0) + cos(0)z — TR TR TR + -

e portanto

x> b

sin(az)—x—y—l—a—l—
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@ Se f(x) é um polinémio de grau n, entao a expansao de Taylor

de f em torno de 0 é o proprio polinémio.

Verdadeiro. Seja um polindmio de grau n
f(z) = ao + a17 + agx® + - - - + a,z”

Derivando este polinémio, temos

f'(x) = a1 + 2a97 + 3azz® + - - + na,z" "

f"(x) =2lays +3 x 2 x azz +4 x 3a42* + - +n x (n—1)a,a"?

f"(z) =3las +4 x 3 x 2a42 + 5 x 4 x 3asz* + -+ +nx (n—1)(n - 2)a,z"?

™ (z) = nla,
Fr () = 0.
Logo

f0)=ag, f(0)=ay, f'(0)=2lay, f"(0)=3ls, -, ™ (x)=nla,.

A expansao de Taylor em torno de 0 é portanto

2 (n
f(0)+f/(())x+f2—(!0):v2+...+f;fo)xn+"'
" (n)
:f(0)+f/(0)x—l—f2—(!0)x2+...+fn!(o)xn

:a0+a1x+agx2+---—l—anx”:f(x).

@ Seja k uma constante positiva. Se f(x) = e e os coeficientes

dos termos de 2* e 3* ordem sao iguais, entao k = 3.

Verdadeiro. Derivando a funcio f(x) = e** temos

f/(l') _ k’ekx,f”(ll') _ ]{IQQkx,f”/(ZL') — k,Sekx7 . 7f(n)(x) — knek‘x.
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Pela série de Taylor em torno de 0, obtemos

2 /{33
f( )—1+k£€+5$ +§Z’ + -
Se os coeficiente dos termos de 2% e 3% ordem forem iguais,
SR
PIRETR

Assim k=0 ou k = 3. Como k é positiva, entao k = 3.

17.1.5. Questoes interessantes.
ANPEC 2016, Questao 3. Considere as seguintes afirmagoes.
@ Se f(z) =4x(1 —z) e g(z) = f™(x) (composicio de f consigo
mesma "n” vezes), entao ¢'(3/4) = (3/4)";
Falso. Tome n = 1 e faga as contas: g(z) = f(x) = 4x — 4z% e ¢'(z) = 4 — 8x. Logo
9(3/4) = -
@ Se f(x 4z(1 — x) ¢é definida no dominio [0, 1], a funcao
O (z) = ( ( (x))) tem 4 maximos absolutos em [0, 1].

Verdadeiro. Sejam f(z) =y e f(y) = z, entao

FUF(f(2) = f(2) = 4z — 427,

Note que para cada a € [0,1), existem duas raizes distintas de f(z) = «, mas
somente uma para f(z) =1, i.e.,, x = 1/2. Note que z = 1/2 é ponto de maximo, e
existem dois valores distintos z; e zo, ambos diferentes de 1/2, tais que f(z;) = 1/2.
Como f(y;) # 1, entdo existem dois valores distintos y; e y; tais que f(y;) = v
Analogamente, existem dois valores distintos y? e y3 tais que f (yf) = 1. Todos os
valores sao distintos pois tém imagens distintas.

Resumindo:

FU(f@) =1 = f(f(2))=1/2 = f(x) € {21, 2} = [(2) € {y1, 0,57, 41}
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ANPEC 2015, Questao 14.

Se f é uma funcao inversivel e de classe C! (diferenciavel, com
derivada continua), com inversa f~! de classe C, tal que f(1) =1
e f'(1) = 2, calcular o seguinte limite:

L)

h—0 f~H(1+3h) — f~1(1+h)

Dar como resposta |10L|.

L —

Resposta: 60. Chame g(z) = f~!(z), e note que
fA-h) - fa+2n) _ . f(l—h)—f(1+2h)<

o0 1L+ 3R) — fU(L+h)  hoo h

se os limites existirem. Agora, usando Taylor,

f) = hf' (1) = [f(1) + 2R (1) + h2(....)

-1
lim g(1+3h) —g(1+ h))
h—0 h

f(1—h)— f(1+2h)

M i =% B
_ . —3hf(1) :
=m —3/)
Similarmente,
lim g(1+3h) —g(1+h) —2g(1)

h—0 h
Como g(x) = f~!(x), entao ¢'(y) = 1/f'(z) onde y = f(x). Portanto, como f(1) =1,
temos que ¢'(1) =1/f'(1) e
L= h) = (1 +20)

L= lim g = 3 /R = SR/ = 6

ANPEC 2007, Questao 10.

Sejam () C R o conjunto dos nimeros racionais e g : R — R a

funcao definida por

f(x) se € Q
g(x) =
81 se * & Q
em que f: R — R é a fungao dada por f(z) = (2% — 9)%
@ g € continua em apenas trés pontos: —3v/2,0,3V/2.
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@ Verdadeiro. A fungdo g vai ser continua nos pontos onde f(x) = 81. Por-
tanto, g é continua em z; = —3\/5, o =0 e x5 = 3V/2.

ANPEC 2004, Questao 7.

@ Seja f : ® — R uma funcao estritamente concava e duas vezes

continuamente diferenciavel. Se a < b, entao f’(a) > f'(b).

Verdadeiro. Usar b
Jb) — f'(a) = / F(s)ds < 0.

@ Seja f : R — R uma funcao duas vezes continuamente diferen-
ciavel tal que existem a < b com f'(a) = f'(b) =0e f(a) = f(b) =
1. Se existe ¢ tal que a < ¢ < be f(c) =0, entao existe d tal que
a<d<ce f'(d)=0.

Falso.

ANPEC 2003, Questao 8. Assinale V (Verdadeiro) ou F (Falso):

@ f"(x) > 0, para todo x € [a,b], entao f(z) < f'(b)(z—b)+ f(b),
para z € [a,b)].

Falso. Tome x = b.

ANPEC 2002, Questao 4.
@ Se
—1/22

Fa) = e/ sex;é07

0 se x =0
entao f'(0) = f"(0) = 0.

Verdadeiro. Esta funcdo tem infinitas derivadas e a k-ésima derivada f*)(0) = 0
para todo k € N.
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ANPEC 2000, Questao 2.
@Se f R — R étal que limsﬁow € R entao f é

derivavel em x;

Falso. A fun¢@o nao precisa ser nem continua para tal limite existir. Tome f(z) =0

para x # 0 e f(1) = 1. Entdo f nao é derivavel no zero pois nao é continua.
Entretanto,

g @8 = fle—s)

s—0 25

@ Se f & tal que f(0) = 5 e f'(t) = cos® (ZIn(e+1)), entdo
(f71)'(5) = 4.
Verdadeiro. Se g(x) = f~'(z), entao ¢'(y) = 1/f'(z), onde y = f(x). Entao, como
5= f(0),
1 1 1

g0) = £(0) ~ cos? (glne) "~ cos? (%) =4

EXERcICIO 6 (ANPEC 2000, Questao 7). Assinale V (verdadeiro) ou F (falso):

@ Se f" € estritamente crescente no intervalo (a,b) entao f € estritamente
convexa neste intervalo;
@ Se f e g sao fungoes concavas na reta R, derivdveis até a ordem 2 e f'(x) >

0, para todo x € R entao (f o g)(z) € uma fungdo concava em R;
@ Se f € estritamente concava em (a,b), entdao vale a desigualdade w >
f(®)=f(a)
b—a
@ Se f € concava e derivdvel no intervalo aberto (a,b), entio f(y) — f(x) <

para todo x € (a,b);

f'(x)(y — z), para todo x,y € R;
Solucao

@ Verdadeiro.
@ Verdadeiro.
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EXERcCICIO 7 (ANPEC 1999, Questao 3). Sejam f: R — R eg: R — R fungdes
continuas. Ponha h(xz) = f(g(x)) e u(z) = g(f(x)). Classifique como V ou F as

afirmagoes abaixo.

(0) u(x) = h(x) para v = 0.
@ Se f € derivdvel entao h também o é.

@ h € continua.

(3) Se h e u sio derivdveis entio h'(z) = u'(x) para todo x.

Solucgao

@ Verdadeiro.

@ Falso.

Exercicio 8 (ANPEC 1997, Questao 4). Classifique como verdadeira ou falsa

as afirmacgoes a sequir

@ Se f e g sao fungoes reais de varidvel real tais que f(x) > 0 e g(x) > 0,
para todo x, entdo a func¢ao composta h(x) = f(g(x)) € crescente.

@ Se f e g sao funcoes reais de varidvel real tais que f € conveza e g € concava,
entao 5f — 2g € convexa.

@ Se f e g sao funcoes reais de varidvel real tais que f, f'g e g sao crescen-

tes,entao a fun¢ao produto h(z) = f(x).g(x) € conveza.
Solucgao

@ Verdadeiro.
@ Verdadeiro.

@ Falso.

EXERcCICIO 9 (ANPEC 1996, Questao 1). Indique se as afirmativas abaizo sao

verdadeiras ou falsas:
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@ Uma funcgao f : R — R duas vezes derivdvel € estritamente concava se, e
somente se, a sua deriwada sequnda € estritamente negativa.

@ A fungao f(x) = ze™™ para x > 0 possui um unico ponto critico que corres-
ponde a um ponto de mdximo global estrito, mas f nao € concava.

@ Seja f : R — R uma funcao convexa e derivdvel, exceto em um ponto, no
qual possui derivada o direita positiva e a esquerda negativa. Entao este
ponto € um minimo global para f .

@ A funcao f(z,y) = x® + 32% + 2 € concava no intervalo —2 < x < —

Nt
N

Solucgao
@ Falso.
@ Verdadeiro.
@ Verdadeiro.
@ Verdadeiro.

EXERCICIO 10 (ANPEC 1996, Questao 5). Indique se a afirmativa é verdadeira

ou falsa:

R,

(0) Se f:10,1] — [0,1] ¢ continua em [0, 1], existe x € [0,1] tal que f(x) = =.

(Sugestao: desenhe um grifico).

17.2. Questoes ANPEC Resolvidas

EXERcICIO 11 (ANPEC 2022, Questao 4). Considere as fungoes f,g,h : R —
definidas, respectivamente, por f(x) = (max{xz,0})?, g(x) = —(min{z,0})?, e

h(z) = [f(x — 1) + g(x — 1)]3. Julgue as sequintes afirmativas:

(0) f(z) + g(—z) = 2% para todo = € R.

@ A funcao h € uma bijecao.

@ A funcgao f € continua em x = 0.

@ A fungao g nao € derivavel em x = 0.

@ A func¢ao h possui um ponto de inflexao em xr = —1.
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Preliminar
o= (ot - { 1,28
g(z) = —(min{g;,o}>2 _ { (;xz; xa;i 0
h(z) = [f(x — 1)+ g(x — 1>}3 _ { (—x(:i—l)i;)ﬁ;

Solucgao

@ Falso.

Seja v =1, entao f(1)+g(—1)=1—-1=0.
@ Verdadeiro.

Injetiva.
Derivando a fungao h, temos

W (z) { —6(x — 1) r<l1

| 6(z —1)5; > 1

405

r <1
r>1

Note que h'(z) > 0 para todo x € R —{0}, entao h(z) € injetiva (crescente).

Sobrejetiva.
Dado que
lim h(z) = —o0, lim h(z) = oo
T——00 T—>00

h € continua e h é crescente, entao h é sobrejetiva.
@ Verdadeiro. Ver solucao na pdgma

@ Falso. Ver solugao na pdagina .
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@ Falso. Ver solugao na pdgina|387.

EXERcICIO 12 (ANPEC 2021, Questao 11). Considere duas fungoes (f : R —
R e g:R — R) que sao duas vezes continuamente diferencidveis e satisfazem, dada
uma lista de parametros (o, B,7) € R3, a desigualdade |f'(z) — f(z)|* + B|g"(z) +

g(x)| <. Julgue as afirmagoes abaixo de acordo com a sua veracidade:

@ Quando o = B = % ey =0, as fungoes nulas f(x) = g(z) = 0 para todo x

satisfazem a desiqualdade do enunciado.

@ Quando @ = 8 = 2 e v = 1, nao existe solugdo para a desigualdade do
enunciado.

@ Quando o =y =1 e 8 =0, dada uma constante a € R, as funcoes definidas
por f(z) = aez+% eg(x) = 9% —2 para todo x satisfazem a desigualdade
do enunciado.

@ Quando a = =1 ey =0, a solu¢io da desigualdade tem a forma f(x) =
ae® eg(x)=>bsin(z)+c cos(x) para todo x, para determinadas constantes
a,b,ceR.

@ Quando o« =~v =1 e =0 e o sinal de desigualdade presente no enunciado
€ substituido pelo sinal de igualdade, nao existe funcao f que juntamente

com outra fun¢ao g satisfaca tal igualdade.

Solugao

@ Verdadeiro.
Para f(z) = g(x) = 0, temos f'(z) = ¢"(x) = 0, entdo para todo x satisfa-

zem a desigualdade do enunciado, dado que v = 0.

Para f(z) = g(x) =0, e dado que o = =2 ey =1, temos a desigualdade

do enunciado.
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@ Verdadeiro.
A funcao
cos(z) — sin(x)
2

|f(z) = f(2)| =
entao
|f(z) = fl(z)] < 1.

Agora, para a =~v =1 e =0, obtemos a desigualdade do enunciado.

@ Verdadeiro.
As fungoes, para f(x) = ae® e g(x) = bsin(x) + ccos(z),

[f@) = f'(@)]=0 e  |¢"(x)+g(z) =0

Logo, a desigualdade do enunciado € satisfeita, para a« = =1 e v = 0.

@ Falso.

Seja f(z) =1, entao f'(x) =0. Dado que « =~y =1 e f =0, juntamos
|f'(z) = f(a)] = 1.

EXERcICIO 13 (ANPEC 2020, Questao 3). Seja a > 0. Considere a sequinte

funcao f de varidvel real com valores reais, definida da sequinte forma:

—(z—1)? sex <1
flx) =9 i(z— 1) sel<ax<2.
a+InvVr—1 sex>2

Julgue as sequintes afirmativas:

@ Para todos os valores de a > 0, a funcao f € continua em todo seu dominio.

@ Para a = 1/2, a fungao f € diferencidvel em todos os pontos do dominio.

(2) Sea=1/2, f'(2) existe e f'(2) > 1.
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@ O ponto x =1 € um ponto de inflexdo. Ou seja, a fun¢ao muda de concavi-
dade em v = 1.
@ A funcgao [ atinge um mdximo relativo em x = 1, pois f'(1) = 0.
Solucao

@ Falso. Ver solugao apresentada na pa’gz’na
@ Falso (gabarito é Verdadeiro). Ver solug¢ao apresentada na pcigma
@ Falso. Ver solugao apresentada na pagina

@ Verdadeiro. Ver solugao apresentada na pa’gma

@ Falso. Ver solucao apresentada na pdgina 389

EXERcic1O 14 (ANPEC 2020, Questao 13). Sejam f(z) = (4o —1)e ** e g(z) =
(4z + 1)e™22. Julgue as sequintes afirmativas:

@ As fungoes f e g atingem seus pontos de mdximo no intervalo 2, 00].

@ Sejam o e yo os pontos de mdrimo das funcoes f e g, respectivamente.

Entao f(xo0) > g(yo)-
@ f(z) <1, para todo x real.
@ g(x) < 1, para todo x real.

@ lim, 0o f(z) # lim, o g(2).

Solucgao

@ Falso.

Derivado as funcoes f e g, obtemos
fl(x) =203 —4x)e ™ e ¢'(x) =2(1 —4x)e ",

Os pontos criticos para f e g sio x = 3/4 e x = 1/4. Entao os possiveis

mdximos ou minimos sao menores de 1.
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@ Falso.

Se xg e yg sao pontos de mdximo das funcoes f e g, entdo

f(z)(dr —1)e ™ < f(xg) = (4ao — 1)e**; Vo € R
g(a)(4x +1)e™ < g(yo) = (dyo + 1)e™*; Vo € R

Note que para x > 1/4, temos f(x) > 0 e g(z) > 0. Assim, os mdzimos sao

numeros nao negativos. Logo,

flx) <g(x) ; xe[l/4,+oc],
f(xo) < g(w) 5 e [l/4,+00],

f(xo) < g(x) < g(yo)-

Portanto f(x¢) < g(yo)-

@ Verdadeiro.
Do item @, x=3/4 ex =1/4 sao critico. A sequnda derivada da fun¢ao

fé
f"(z) = (162 — 20)e~*".

Logo f"(3/4) < 0 e f"(1/4) < 0 entdo x = 3/4 e x = 1/4 sao mdximos
locass.

Da primeira derivada, temos f'(x) > 0 para z € (—oo,+3/4) e f'(z) <0
para x € (3/4,+00). Assim, f € crescente para x € (—00,3/4) e decrescente

para x € (3/4,400). Entao, x = 3/4 é mdzimo global. Portanto
flz) < f(3/4) <1.
@ Falso.

Consideremos x = 0, entdo g(0) =1 £ 1.
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@ Falso.

Aplicando a regra de L’Hopital nos limites, temos
4r — 1 ) 4

e Je) = g o = 00 5o =
. .o dr+1 . 4
6,90 = o e = I 5o =

Podemos concluir que

lim f(x) = lim g(z).

T—00 T—r00

EXERcICIO 15 (ANPEC 2019, Questao 8). Quais dos itens abaizo sao verdadeiros
e quais sao falsos:
(0) As fungées f(z) =In(z>—2+1) e g(v) = In ﬁ se anulam nos mesmos
pontos.
@ A fungio f(z) = <=1 >0, para x > 1.
@ A fungao do item (1) € estritamente crescente e limitada superiormente por

zero.
@ Se f € a fungao do item (1), entao temos que sup,-, f(z) > 0, em que
Sup,- f(x) € o supremo de f para x > 1.
@ O minimo da funcao 1 — xe™™ € atingido em x = 1.
Solugao
@ Verdadeiro.
Seja f(x) = g(x) =0, entao
1
In(z? —z+1)=1In (1’2——I+1> = 0.

Logo
1 JR—
22—z+1
Portanto para x =0 e x = 1 as funcoes f e g se anulam.

2—r+1=
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@ Falso.

Seja v =2, entao f(2) =e2—1<0.

@ Verdadeiro ou Falso.
No item anterior, o dominio da func¢a f nao estd definido. Se consideramos
Dom(f) = R — {1}, entao a resposta € falsa, ji que para x1 =0 e xo = 2,

temos f(0) =0 > f(2) =e 2 —1. Portanto f nao € estritamente crescente.

A resposta serd verdadeira se consideramos Dom(f) = (1,00). A sequir
mostramos esta afirmagao. Derivando a fungao f, temos

1 —xze™™*

!
r)=—"—.
Dado que x > 1, entao x < e, assim xe " < 1, logo 0 < 1 —xe™". Portanto
_ l—ze™™

fl(x) = CESE

>0

Se f'(x) > 0 para x > 1, entao f € estritamente crescente em todo x > 1.
Agora, mostremos que f estd limitada superiormente por zero. Note que

e”® < 1 para x > 0, entao e™*

—1 < 0. Dado que x > 1, temos que
f(x) = (e —1)/(x — 1) < 0. Portanto, a fungao f € limitada superior-

mente por zero.

@ Falso.

Para x > 1, temos e™® < 1, isto € e — 1 < 0. Agora, dado que 0 < x — 1,

Juntamos

@ Falso.

Para x > 1, temos e™™ < 1, isto € e — 1 < 0. Agora, dado que 0 < x — 1,

Juntamos
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Entao sup,.; <0

@ Verdadeiro.
Denotemos f(x) = 1—xe™®, entao f'(x) = —e " +xe *. Logo x =1 € ponto
critico. Agora, f"(x) = 2e * —xe ®. Para x = 1, temos f"(1) = e > 0,
assim x = 1 € minimo local. Note que para x < 1,f'(z) < 0 e para
x > 1, f(x) > 0. FEntdo, a funcdo f € decrescente para v € (—o0,1) e
crescente para x € (1,400).

Portanto, o minimo da funcao f € atingido em x = 1.

ExErcicio 16 (ANPEC 2019, Questao 9). Os computadores calculam algumas
fungoes matemadticas usando o Polinémio de Taylor.
Para ilustrar este procedimento, calcule (f (1—%) - b (1%)) x 10, em que f(z) =
In(1 + z) e Py(x) é o Polinémio de Taylor de sequnda ordem da funcao f(x), em
torno de x = 0. Para fazer este cdlculo use 0,2623 como valor para In(1,3).
Solucgao
O polinomio de taylor de seqgunda ordem, em torno de x =0 €

(z - 0)*
2

Jd que f(0) =0, f/(0) =1 e f(0) = —1 temos P, () = 2. Entdo

10 200"

(f (%) o (%)) x 10* = <ln(1,3) — %) x 10* = 73.

EXERCICIO 17 (ANPEC 2018, Questao 4). Julgue as sequintes afirmativas:

Py(x) = f(0) + f(0)(z — 0) + f7(0)

(0) A fungdo f(z) = In(2? — 1) € convera no seu dominio;

@ A fungdo f(x) = (Inx)? —1 tem um ponto de inflexao no menor ponto onde
ela se anula;

@ A fungao f(z) = llj;; tem trés pontos de inflexdo;
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@ A funcgao do item anterior tem dois pontos criticos e nenhum deles € um
extremo da fungao;
@ A fungao do item (2) decresce quando o valor absoluto de x tende para o
mnfinito.
Solucgao
@ Falso.
Note que z* — 1 > 0, entao Dom(f) = (—o0,—1) U (1,+00). Derivado a

fungao f, obtemos

2x
/ p—
Agora, deriwando f', temos
—2(z? + 1)
" o
f (l‘) - (1‘2—1)2 .

Note que f"(x) < 0, para todo x € Dom(f). Entao, f' é decrescente para

todo x € Dom(f). Portanto, f € concava para abaizo (conveza).

@ Falso.

O dominio da fungio f € Dom(f) = (0,+00). Logo

2—2lnx

_21nx

fla)="20 e ')

Assim, f"(x) =0, entdo 2 —2Inxz = 0. Logo x = e. Os pontos onde a fun-
1

Xz

¢ao se anula sao f(z) = (Inx)> —1=0. Logo x = e~ ' ou xz = e. Portanto

x = e~ ! nao € ponto de inflexao.

@ Verdadeiro.

1 -2z — 2
f(2) = =55
(1+ 22)
() = (1 —z)(22% + 8z + 2)
(1+22)3
Da equacao anterior temos trés candidatos a pontos de inflexao x1 = —2 —

V3, 1y =1 ex3=2++/3. Consideremos os intervalos [—4,—2], [~2,0] e
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[0,2] para x1, 25 e x3, respectivamente. entao
para  x; = —2—/3; f"(=4)>0 e f"(-2)<0.
para Ty = —2+4/3; f"(=2)<0 e f"(0)>0.
para  x3 = 1; f0)>0 e f"(2)<0.

Portanto [ tem trés pontos de inflexao.

@ Falso.

Da fungio f'(z) temos dois pontos criticos x1 = /2 — 1 e x5 = —v/2 — 1.
Dado que f”(\/§ — 1) < 0, entdo x; é ponto de mdximo. Portanto existe

pelo menos um ponto critico que € extremo.

@ Anulada. Ver resolucao da pdgina|391].

EXERCICIO 18 (ANPEC 2018, Questao 5). Determine se as questoes abaizo sao

verdadeiras ou falsas, considerando que f : R — R é uma funcao de classe C* (isto

é, existem as derivadas de f até terceira ordem e f" é continua):

(0) Se f'(z*) =0 e f"(z*) <0, entio x* € ponto de mdzimo global de f;

@ Se a expansao em Taylor em sequnda ordem de f(x) em torno de x = 2 é
Py(x) = 10 + 2(z — 2)%, entdo podemos afirmar que f(x) tem um mdximo
local em 2;

@ Assuma que f"(x) > 0 para todo x € R e que f'(3) = 0. Nestas condigoes,
xr =3 € um minimo global;

3_ ~ .
7T sao, respectiva-

(3) Os pontos de mdzimo e de minimo local de f(x) = e
mente, —\/ig e \/Lg;

@ Se f'(z*) = f"(2*) =0 e f"(2*) <0, entdo x* nao € mdzrimo nem minimo
local.

Solucgao
@ Falso.
Da definigao, se f'(z*) = 0 e f"(z*) < 0, entao z* é um ponto de md-

xtmo local, mas nao necessariamente é mdximo global. Considere a sequinte
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fungao

1 4 1
f(z) = ZI4 + gx?’ + §x2 — 6.

Derivando a funcao f e f', temos

fl@) =2 +42> + 02— 6= (v —1)(x +2)(z + 3),
f"(z) = 32% +8r + 1.

Logo, os pontos criticos sao x = 1,0 = =2 e x = —=3. Como f'(—=2) =0 e
f"(=2) <0, entao x = —2 € mdximo local, mas f nao é mdzima global, jd

que f(—2) < f(1000).

@ Falso.

Pelo polinomio de Taylor, em sequnda ordem, em torno de xo = 2, temos

Poa) = f2) + F ) —2) + LD (p oy,

2!
Py(z) =10 + 2(x — 2)°.

Entao, f(2) =0, f'(2) =0e f"(2) =4. Dado que f'(2) =0e f"(2) =4 >0,

o valor x = 2 € ponto de minimo local.

@ Verdadeiro.

Dado que f"(x) > 0 para todo x € R, entio f € estritamente convexa em

R. Logo, para todo x,y € R e todo t € [0, 1] temos

[tz + (1 =t)y) <tf(x)+ (1 -1)f(y)

fly+tr—y) - fly)
t(z —y)

Fazendo t — 0, seque que

(x—y) < flx)— f(y)

fy)(x—y) < flx) = fy).
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Para y = 3, temos f'(y) =0, e da desigualdade anterior
f(3) < f(z); VzeR.

Portanto x = 3 € minimo global.

@ Verdadeiro.
Derivando as fungoes [ e f', seque que

3

fl(x) = (3% — 1)e" *
F(z) = 62e”" " + (322 — 1)%e" .

Os pontos criticos sao f'(z) = 0, entdo v = —\/1/3 ou x = \/1/3. Nestes
casos f"(—+/1/3) <0 e f"(1/1/3) > 0. Portanto, x = —\/1/3 € ponto de

mdximo local e v = \/1/3 € ponto de minimo local.

@ Verdadeiro.
Dado f'(x*) =0, entdo x* é ponto critico, que pode ser minimo ou mdzximo.
Ja que f"(x*) =0 nao se pode concluir que x* € minimo ou mdzximo.
Por outro lado z* é candidato a ponto de inflexao jdi que f"(x*) = 0. Dado
que f"(z) < 0, existe um intervalo (z* — 6,2* + ) tal que f" € decrescente,

como f"(x*) =0, entao x* € ponto de inflexdo.

ExERrcicio 19 (ANPEC 2017, Questao 7). Considere a sequinte fungao: f(x) =
122° — 152* — 22023 + 27022 4+ 1080z — 56. Analise o valor de verdade das sequintes
afirmagoes:

@ xr = —3 € um mdximo relativo;

@ Para x > 3 a fungao f é concava;

@ FExistem trés pontos de inflexao;

@ Quando x — +00, o valor de f(x) — —oo;

@ No intervalo [—3,2] eziste um minimo absoluto interior.

Solugao
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@ Verdadeiro.

Derwando a funcao f, temos
f'(z) = 60(z" — 2® — 112% 4+ 92 + 18) = 60(x — 3)(z — 2)(x + 1)(z + 3).
Entao, os pontos criticos sao: v1 = —3, 1o = —1, 13 =2 e x4 = 3.
Agora, derivando a funcao f', juntamos
f"(x) = 60(42> — 32 — 222 + 9).
Entao,

F"(=3) = 60(—4 x 27 — 3 x 9+ 22 x 3+ 9) = —3600.

Portanto, x = —3 € mdximo relativo.

@ Falso.

Do item antertor, temos
f"(z) = 60(42° — 32% — 222 4+ 9) = 60(z(z + 2)(4x — 11) + 9).

Para todo x > 3, obtemos f"(x) > 0. Logo, a fun¢ao f tem concavidade

para cima (conveza).

@ Verdadeiro.
Do item @, temos

para x € (—oo,—3); f'(x)>0; f ¢ crescente
para x € (—=3,—1); f'(x) <0; f € decrescente
para x € (—1,2); f'(x) >0; f ¢ crescente
para x € (2,3); fl(x) <0; f € decrescente
para x € (3,+00); f'(x) >0; f € crescente.

Logo, a sequnda derivada de f é
f"(z) = 60[z(z + 2)(4x — 11) + 9]

Dado que f"(—3) <0, entdo x = —3 ¢é mdximo relativo.

Dado que f"(—1) >0, entio x = —1 € minimo relativo.
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Dado que f"(2) <0, entdo x =2 ¢ mdzimo relativo.

Dado que f"(3) >0, entao x =3 ¢é minimo relativo.
Assim

De (—=3,—1) hd um ponto de inflexdo.

De (—1,2) hd um ponto de inflexao.

De (2,3) hd um ponto de inflexdo.

Portanto, existe trés pontos de inflexao.

@ Falso.

Do item anterior, a fungao f € crescente para x € (3,4+00) e x = 3 € minimo
local. Entao
lim f(x) = +oc.

T——+00

@ Verdadeiro.
Do item @, temos
Para x € (=3,—1); f ¢ decrescente
Para x € (—1,2); f € crescente.
Para x = —1, f(—1) € minimo local. Portanto v = —1 é mdximo absoluto
para x € [—3,2].

EXERcICIO 20 (ANPEC 2016, Questao 3). Classifique as seguintes afirmagoes
como verdadeiras ou falsas:

@ A fungao f(z) = 23+ x € uma bijecio de R em R;

(1) Se f(x) = 4x(1 —2) e g(x) = f™(z) (composicio de f consigo mesma "n”
vezes), entao ¢'(3/4) = (3/4)";

@ O produto de funcoes sobrejetoras em R € uma fungao sobrejetora em R;

@ Uma funcao que a cada candidato associe a nota obtida na prova € uma
funcao injetora;

@ Se f(z) = 4z(1 — x) € definida no dominio [0,1], a funcio f&(xr) =
f(f(f(z))) tem 4 mdzimos absolutos em [0, 1].

Solugao
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@ Verdadeiro.
Derivando a fungio f, temos f'(z) = 3z*> + 1. Entao f'(x) > 0, para todo
x em R. Logo a funcao [ € estritamente crescente, assim [ € injetiva.

A funcao f € continua em todo R. Agora, os limites

mgr_noo f(x) - ¢ 11—1>I—Poof<w> = oo

Entao, f € sobrejetivo.

Portanto, a funcgao [ € bijecao.

@ Falso.

Consideremos n = 1, entao g(x) = f(z) = 4z(1 —x) = 4z — 42*. Deriando

g (x) =4 — 8z, logo ¢'(3/4) = —2.

@ Falso.

Definamos as fungées f : R — R definido por f(r) = x eg: R - R
definido g(x) = x. Logo o produto de fungoes f.g : R — R € definido por

(f.g)(x) = z%. Este produto de fungdes nao é sobrejetiva.

@ Falso.

Os candidatos Juan, Pedro e Lucas com notas 8,9 e 8, respectivamente.

Definamos a fung¢ao
f : {Juan, Pedro, Lucas} — {8,9}

dado por f(Juan) = 8, f(Pedro) =9 e f(Lucas) = 8. Esta fun¢io ndo e
injetora, jd que f(Juan) = f(Lucas) e Juan # Lucas.

@ Verdadeiro. Ver solu¢io na pdgina|399.

EXERcICIO 21 (ANPEC 2016, Questao 6). Considere a sequinte funcgao: f(x) =

3zt — 423 — 3622+ 5. Classifique as sequintes afirmagoes como verdadeiras ou falsas:

@ A fungao € crescente no intervalo [0, +o0l;

(1) A fungdo tem derivada nio nula no intervalo [—3,0);
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@ A fungao € concava no intervalo [—1,1];

@ A fungao tem inversa no intervalo [0, 3];

Solucgao

@ Falso.

Derivando a fungao f, temos

fl(x) =122% — 1227 — 722 = 122(2® —x — 6) = 127

Os pontos criticos sao x =0, x = —2 e x = 3.

Agora, derivando a funcao f', obtemos
f"(z) = 362* — 242 — 72 = 12(x(3z — 2) — 6).

Dado que f"(3) > 0, entdo x = 3 é minimo local. Portanto f € nao cres-

cente no intervalo [0, +00].

@ Falso.

Do item anterior, temos f'(0) = 0.

@ Verdadeiro.
Do item @, temos

logo
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Entao, f"(x) < 0. Portanto f € concava no intervalo [—1,1].

@ Falso (gabarito esta Verdadeiro).
A derivada f'(z) = 12z(x — 3)(z + 2) < 0 para todo x € (0,3). Logo a
fungao f € estritamente crescente. Assim, f € injetora no intervalo [0, 3].
Seja a fungao f 2 [0,3] — B, onde B é o contradominio de f. Dado que néo

esta definida o conjunto B, nao podemos concluir que f € sobrejetora.

@ Falso.
Do item @, temos f'(x) = 12x(x — 3)(z + 2). Entao, para © < —3, a
derivada f'(x) < 0. Logo, a fungao f € decrescente no intervalo (—oo, —3).
Portanto

lim # —o0.
T—r—00

EXERcICIO 22 (ANPEC 2015, Questao 3). Considere a sequinte fungio f(x) =
3at — 1623 + 1822 — 2 . Entdo podemos afirmar:

@ A funcao possui trés extremos relativos;

@ A funcao possui somente um ponto de inflexao;

@ O wvalor minimo absoluto da func¢do é —29;

@ O wvalor mdximo absoluto da func¢do € 3;

@ No intervalo [2,4] a fungao é concava.

Solucgao
@ Verdadeiro.

Derivando as funcoes [ e f', seque que
f(z) = 122° — 482° + 362 = 122(x — 3)(z — 1)
f"(z) = 362 — 962 + 36 = 12(32* — 8z + 3).
Logo, os pontos criticos sao x = 0,z = 1 e x = 3. Dado que f"(0) >

0, (1) <0 e f"(3) >0, entao os pontos x =0,z =1 e x = 3 sdo extremas
relativos.
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@ Falso.

Deriwando trés vezes a fungao f, temos

f'(x)
f"(z) = 12(32* — 8x + 3),
1"(z) = 24(3 — 4).

12x(z — 3)(x — 1),

Agora, para x = 4/3 temos f"(x) = 0, isto quer dizer que para todo x # 4/3
tem-se f"(x) > 0 ou f"(x) < 0. Note que f"(4/3) # 0, entdo v = 4/3
nao € ponto de inflexdo. Da equacio f"(x) = 12(32% — 8z + 3) = 0 temos
dois candidatos a pontos de inflexao (ou dois raizes) x1 # 4/3 e xo # 4/3,
ja que o discriminante da equagao € diferente de zero. Como f"(x1) #0 e

f"(x9) # 0, entao x1 e x5 sao pontos de inflexo.

@ Verdadeiro.
Do item @, temos que x = 0 e x = 3 sao pontos de minimos relativos.

Dado que

lim f(z)= lim (mg(m — 16) + 182% — 2) = 400

T—>+00 r—r+00
lim f(z) = lim <x3(a: — 16) + 182% — 2) = 400,
T——00 T——00
tem-se que x = 0 ou x = 3 € ponto de minimo absoluto. Como f(0) = —2 ¢
f(3) = =29, entao o minimo absoluto € 29.

@ Falso.

Ja que lirin , entao nao existe o mdximo absoluto.
T—00

@ Falso.

A fungao f wai ser concava no intervalo [2,4] se f"(x) < 0 para todo
r € (2,4). para x = 3 temos f"(3) = 72, entao existe p > 0 tal que

para todo x € (3—p,3+ p) tem-se que f'(x) € crescente, isto é, f € convexa
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no intervalo (3 — p,3 + p) N [2,4].

EXERcICIO 23 (ANPEC 2015, Questao 14). Se f é uma fungao inversivel e de
classe C' (diferencidvel, com derivada continua), com inversa f~' de classe C*, tal
que f(1) =1 e f'(1) = 2, calcular o sequinte limite:

o S =h)— f(1+2h)
FE e - iy

Dar como resposta [10L)].
Solucao
Resposta 60.
1—h)—f(1
lim I ) =) _ —f'(1) e lim

h—0 h h—0 h
Subtraindo as equacoes anteriores

f(1—h)— f(1+2h)

(17.2.1) }ng(l) A = —3f’(1).
Agora
}Llil% f1(1+3};L)_f1(1) :3f—1’(1) e lim f1(1+hf)b_fl(1) :f—1’<1)

Subtraindo as ultimas equacoes, temos

Y4 3h) = Y1+ h)
(17.2.2) lim .

=2/7"(1).
Dividindo as equagdes (1) e (2)

(17.2.3) =2 S 3

2 V) Uy

Por outro lado, da fungdo composta sabemos f~'(f(x)) = z, derivando esta fun¢dio

temos
) > f(1) =1
')y x2=1
Yy =12
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Entao da equagao anterior e de (3), obtemos L = —6.
Portanto |10L| = 60.

EXERcICIO 24 (ANPEC 2014, Questao 3). Analisar a veracidade das sequintes
afirmagoes:
. z24z—2 . 22 —92420 ~ _
@ Sem = 3161_% S €N = JE& TovE entio m +n = 2v/5.
@ Se xq € ponto de inflexao do grifico de y = f(x), entao f'(xo) = 0.
@ Se f :]a,b] = R € uma fun¢ao concava e f'(xg) = 0, em que xo €|a, b,

entao xo € mdzrimo absoluto.
@ A funcao f(x) =zt — 423 — 82 + 2 tem dois pontos de inflexdo.
@ A inclinagao da reta tangente ao grdfico de xIn(y) +ye® ! —1 = 0 no ponto
r=1y=1¢-2.
Solucao

@ Falso.

Aplicando a regra de L’Hoépital na sequinte integral, obtemos

I 224+x—2 o 2x+1 1
m = 11m ———— = [1Im = —
219222 —x —1 z=14x2 —1 2

Por outro lado,

gy D920 (@54 (VI VE(E VD) —4)
z—51 \/_—\/E r—5t \/_—\/S r—51 (\/_—\/3)

(Vz 4+ V5)(z —4) = 2V/5.

lim
z—5t+

Logo, m +n = 1/2—1—2\/5.

@ Falso.
Considere a fungao f(x) = sin(x) para x € [—n/2,7/2], entao f'(z) =
cos(z) e f"(z) = —sin(z). O ponto x =0 € candidato a ponto de inflexdo,
ja que sin(0) = 0. Agora, podemos afirmar que x = 0 € ponto de inflexao,
dado que f"(x) > 0 para x € [-7/2,0) e f"(x) <0 para x € (0,7/2].
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Portanto f'(0) =1 e x =0 € ponto de inflexao, isto contradiz o enunciado.

@ Verdadeiro.

Se f € concava no dominio |a,b|, entio f"(x) < 0 para todo x €|a,b|, logo
[’ € decrescente para todo x €]a,bl. Como f'(z¢) = 0 e f" € decrescente,
entio f'(x) > 0 para todo x €la,zo[ e f'(x) < 0 para todo x €|z, b]. Se
f'(xz) > 0 para todo x €|a, x|, entao f € estritamente crescente para todo
x €la,xo[, ja que f'(xo) = 0, podemos afirmar que f'(x) > 0 para |a, x|,
assim f é crescente em |a, xo]. Fazemos o mesmo para f'(x) <0, entao f €
decrescente em [z, b|.

Portanto f(x) < f(xo) para todo x € [a,b].

@ Verdadeiro.

Derwando trés vezes a fungao f, temos

fi(x) =12z(z - 3)(z — 1),
f"(x) = 12(32* — 8z + 3),
" (x) = 24(3z — 4).

A raiz da equagao f"(x) =0, é x = 1, isto quer dizer que para x # 1 tem-se
que f"(x) <0 ou f"(x) > 0. Note que f"(1) # 0, entao x =1 nao é ponto
de inflexdo. Resolvendo a equagao f"(x) =0, obtemos duas raizes x1 # 1 e
xo # 1 (candidatos a pontos de inflexdo), ji que o discriminante da equagao
¢ diferente de zero. Dado que f"(x1) # 0 e f"(x2) # 0, entdo x1 e x5 sdo

pontos de inflexao.

@ Falso.

Derivando a equagao implicita xIn(y) +y e*~t — 1 =0, temos

In (y(z)) + LV @+ @ g @ =0
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Agora, para y(x = 1) = 1, juntamos y'(1) = 1/2.

ExXERrcIiciO 25 (ANPEC 2014, Questao 5). Considere uma fun¢io f : R — R
tal que existe a deriwvada. Suponha que f'(x) > f(x) sempre. Julgue as seguintes

afirmativas:
(0) g(z) = e~ f(x) ¢ estritamente crescente.
(1) Se f(zo) =0, entdo Yz > xq, f(z) > 0.
@ Se f(r) =2e"—1—x — %2, entao [ mao tem nenhuma raiz real.
@ Se f for a funcao do item 2, temos que Yz, f(x) > f'(x).
@ A equacao 2¢* =1+ x + %2 tem exatamente uma raiz real.
Solucao

@ Verdadeiro.

Derwando a funcao g, temos

g'(x) = e (f'(x) — f(x)).

Dado que f'(x) > f(z), obtemos g'(x) > 0, entdo g € estritamente crescente.

@ Verdadeiro.
Se f(xg) =0, entao f'(xo) > f(xo) =0, logo existe p > 0 tal que para todo
xr € (xg — p,xo + p) tem-se [ crescente. Assim, para x € (xg,xo + p),0 =
f(xo) < f(x). Denotemos x1 = xo + p, e como f € continua, obtemos
mli_)rgllf(xo) = f(zo) < xlg?lf(x) = f(z1). Logo, 0 = f(xg) < f(x) para
todo x € (xg,x1], entdo 0 < f'(x1). fazendo o mesmo para x; igual que xy,
obteremos um xo tal que 0 = f(xy) < f(x1) < f(x) para todo x € (x1, 1]

Assim, sucessivamente concluimos que 0 < f(z) para todo x > xy.

@ Falso.

Para v =0 e x = —6 temos f(0) =1 > 0 e f(—6) < 0, respectivamente.

Pelo teorema do valor intermediaria existe © € [—6,0] tal que f(x) = 0.
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@ Falso.
f'(z) = 2e* — 1 —x, entio f(x) = f'(x) —2?/2, logo f(x)— f'(z) = —22/2.
portanto f'(x) > f(z).

@ Verdadeiro.
Do item @, a fungio f(x) = 2¢* — 1 — x — 2?/2 tem pelo menos uma
raiz, isto €, existe pelo menos um xo € R tal que f(xg) = 0, entdo do item

@, Vo > xo, f'(z) > f(z) > 0. Logo f € crescente em x € (xq,+00).

Portanto, nao existe outra raiz, ja que f € crescente para todo x > x.

EXERcCICIO 26 (ANPEC 2014, Questao 7). Responda se as sequintes afirmagoes
sao verdadeiras ou falsas:

(0) A fungio f(x) = x|z| nio é diferencidvel em x = 0.

Az + B; x>2
(D) Se g(z) =
r+r+1;, <2
2B =1.

(2) Se h: [0,+00[— R ¢ C? em |0, +00; para todo x > 0, I'(x) >0, h"(z)<
0; e lim B (z) = 400, entao a fungio ¢(x) = xh'(4 — ) definida em [0,4]
z—0
tem fungao inversa que € estritamente crescente.

@ A drea abaizo do grdfico da fun¢ao u(z) = ze™™ o direita do eizo Y e acima
do eizo X, € 1.

@ O coeficiente de x* no desenvolvimento de Taylor de terceiro grau de v(x) =
V& no ponto xg =1 € 1/16.

é diferencidvel em todo R, entio A +

Solucgao

@ Falso.

O limite

limM = lim — - = lim |z| = 0.

=0 x—0 =0 T z—0
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Dado que o limite anterior existe quando x — 0, entdo f € diferencidvel em

xz = 0.

@ Falso.

Se g é diferencidvel em todo R, entao g é continua en todo R. Como g é

continua temos,

lim g(z) = g(2) = 2A+ B,

r—2

lim g(z) = lim 2> +2+1=7=g(2) = 24 + B.

T—2~ T—2~

Jd que g € diferencidvel em x = 2, juntamos

i 9@ =92) _ L g@) = 92)
T—2— xr—2 z—2+ Tz — 2
o2+ ax+1-7 . Az+B-T
lim = lim )
T—2— x—2 z—2+ x—2
. Ax+B-7
5= lim

Aplicando a regra de L’Hoépital

5= lim A= A.
z—21
Dado que 2A+ B =7 ¢ A=5 temos B = —3.
Portanto A+ 2B = —1.

@ Verdadeiro.
Dado que b'(z) > 0 e h'(z) <0, temos ¢'(x) = h'(4 —x) —xh"(4 — ) > 0.
Entao ¢ € estritamente crescente, logo ¢ € injetora. Considerando que a
fungao ¢ estd definida de [0,4] em ¢([0,4]) temos que ¢ € sobrejetora. Por-

tanto ¢ tem inversa e € estritamente crescente.
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@ Falso.

A drea do grdfico é

+OO 2 ]. +OO 2 ]. a 2
/ ze *dx / e d—22=—=lim e d — z?
0 0

2 a—oo J
1 a 1 1
= =5 Jim || = =2 tim (e 1) = 5.

@ Falso.

O polinomio de Taylor de terceiro grau

I///(1>
2

(@) = o)+ /O 1) + TP 12 T gy

Derivando v, temos

11, 11, 31
=——, V(t)=—-—F, V'(2)=-—F=
Logo para x = 1 tem-se V'(1) = 1/2, V"(1) = —1/4 e V""(1) = 3/8. Do

polinémio de Taylor, nds interessa o coeficiente de x2, entdo

) 2 20 ()

o m
2 2 —Vm)xz__ifgz,
2 2 2 16

V(2)

Portanto, o coeficiente de x* é —5/16.

EXERCIcIO 27 (ANPEC 2013, Questio 5). () Se A= lim h@tetl) o g —
T—
lim @, entio A+ B = 1.
T—>+00

@ A funcao f(x) = x* — 223 + 1822 — 20z + 7 ndo possui pontos de inflexdo.
@ Definimos [x] como o maior nimero inteiro que é menor ou igual a x. Entdo
a fungdao f(x) = [z]z? ndo é derivdvel em x = 0.
_ PPRT flath)—f(a—h)
(3) Se f'(a) =5 entio }Lﬂm =1.

@ A soma das coordenadas do ponto na curva y = x>

, cuja reta perpendicular

a ela passa por (14,1), é 6.

Solugao
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@ Verdadeiro.
Aplicando a regra de L’Hopital

2
Ay M2+ 241

z—0 e —1 mlg(l) (xQ + x4+ 1)61 N

Agora, seja x > 0, entao

Portanto

@ Verdadeiro.

Derivando duas vezes a fungao f, obtemos

f'(z) = 42® — 62° + 362 — 20,
f(z) =120 — 122 4+ 36 = 12(2* — x + 3)

Dado que f"(x) > 0 para todo x € R, entao f nao tem pontos de inflexdo.

@ Falso.

h)— f(0 h|h? — [0]0?
— lim [h]h = lim 0h =0
h—0— h—0—

= lim [h]h = lim 1h =0

h—0t h—0t+
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@ Falso.

B ok fath)~f(a) | fa)=F(a=h)
fim ¢ J;h) il 3>h = f(a)f?(Hh;L Fla i —Fa)
h=0 f(a—2h) = f)(a+3h)  h-o _gllel=fla=2h) g /latsh)
i L@ I @) i f@) S
_ h—0 h h—0 h
= T Ty Jarh @
2oy Ry

[l@)+ fa) -2

T —2f"(a) = 3f'(a) 5

@ Verdadeiro.

Seja (xg,yo) a interse¢do da curva e reta perpendicular que passa por (14.1).

A pendente da curva no ponto xy € dy/dx = 2xq, entdo a pendente da reta
perpendicular é —1/(2xq). Por outro lado

yo—1  af—1 1

vo—14  zo—14 2z, 0T W0

Portanto xy + yo = 6.

EXERCICIO 28 (ANPEC 2013, Questao 13). A fungao

s sex > 2
fla) =4 B
Ax + B sex <2

¢ derivdvel em todo o dominio. Achar B/A.

Solucao
Resposta 4

Se f € derivavel entao
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logo, A =1/9. Dado que f € derivdvel entao f € continua. Assim,
2
lim f(zx) = lim Ax + B = f(2) = =

5
z—2t z—27F 3

portanto B = 4/9. Podemos concluir que B/A = 4.

EXERcCICIO 29 (ANPEC 2012, Questao 9). Julgue as afirmativas:
Seja f: R* — R, tal que 2 f(x) = 2% + Tx + 3. Julgue as afirmativas:

@ f tem uma assintota horizontal e uma assintota vertical.

[

@ f tem mdximo relativo em x = —=.
@ f € decrescente em (—o0,0).
9

(3) f ¢ conveza em cada um dos intervalos (—=2,0) € (0,+00).

7
(D Jum 7ta) + Jim 252 =5

Solucao
@ Verdadeiro.
Assintota Horizontal
o x24+Tr+3
llim ———— =1.
r—r+o0o ,172
Assintota Vertical
2
g T T3 L
x—0 ,1'2

Portanto y =1 € assintota horizontal e x = 0 € assintota vertical.

@ Falso.

Derwando a fungao f, temos

—1
/ —
para encontrarmos os numeros CTZ,t’éCOS, fazemos f’(a:) = 0 e obtemos x =
—6)7.

Agora derivamos a funcgao f’

" (z) = % (72 +9)
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Ja que f"(—6/7) > 0, entao f tem um minimo local em x = —6/7.

@ Falso.

A derivada f'(z) > 0 para x < —6/7 e f'(x) <0 para x € [—6/7,0). Logo
[ € crescente para x € (—o00, —6/7) e decrescente para x € [—6/7,0).

@ Verdadeiro.
A fungao f"(x) > 0 para todo x € (=9/7,+00). Portanto f € convera nos
intervalos (—9/7,0) e (0, +00).

@ Verdadeiro.
O limite
o 24T+ 3 , 7 3
lm ————=1lml+—-+—=5 =1

T—00 2 T—00 r  x2

Agora, aplicando duas vezes a regra de L’Hoépital

. In(2+e€*) er .1 1
lim ——— = lim —— = Z =z
Podemos concluir que

In(2 4 €* 4
lim f(z)+ lim 2+ ") =3

T—00 T—00 3z

ExERrcicio 30 (ANPEC 2012, Questao 13). Considere a expansao de Taylor para
a fungao y = f(x) em torno do ponto x =0 e julgue as afirmativas:
@ Se f(x) =sinz, entao a série de Taylor sé tem termos de grau impar.
@ Se f(x) € um polinomio de grau n, entdo a expansao de Taylor de f em
torno de O € o proprio polindomio.
@ Seja k uma constante positiva. Se f(x) = e e os coeficientes dos termos
de 2% e 3% ordem sao iguais, entdo k = 3.
@ Para toda constante k, o termo independente da expansao de Taylor de
f(x) = cos(kx) em torno de 0 € k.
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(D) Se f@) = (), para —1 < v <1, entio P(z) = 1+ ha+ Sa? + 2% +
132104 ¢ 0 polinomio de Taylor de grau 4 da fungdo f.
Solucgao
@ Verdadeiro.

A série de Taylor em torno de 0 €

" (n)
1) = £ + fr + T2y L0

para f(x) = sin(x), temos

sin(x) = sin(0) + cos(0)x — TR TR t Tt
3
sm(x):x—a—ka%—---

@ Verdadeiro.

Seja um polindémio de grau n
f(x) = ap + a1z + agx® + - - - + a, 2"
Deriwando este polindémio, temos

f'(z) = a1 + 2a9z + 3aza® + - - - + nay,z"
f"(z) =2lag +3 x 2 X azw +4 x 3a42° 4+ - +n x (n — Da,z"?

f"(z) =3las +4 x 3 x 2a42 + 5 x 4 x 3asz* + -+ +nx (n—1)(n — 2)a,z"?

f™(z) = nla,
fr(x) =0
Logo

£(0) = ag, f(0) = ay, f'(0) = 2lay, f(0) = 3la, - - -, f™(x) = nla,.
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Agora pela série de Taylor em torno de 0, temos

f@) = F(0) + f(0)x + fQ—(,O):f et

f(z) = ap + a1 + agz® + - + a, 2"

F ) .,

T

@ Verdadeiro.

Derivando a funcao f(z) = e, entdo
f/(ZL’) _ k:ek”:,f”(.r) _ k26ka:7f///(x) _ k3ek;m7 . ,f(”)(x) — knekr

Pela série de Taylor em torno de 0, obtemos

k2 k3
f(z) :1+kx+§x2+§x3+---
como o0s coeficiente dos termos de 2* e 3* ordem sao iguais, obtemos
K2 K3
21 3l

Assim k=0 ou k =3. Se k=0 entio f(z) =1 (contradi¢ao).
Portanto k = 3.

@ Falso.

A série de Taylor em torno de 0 €

F@) = F(0) + F(0)z + f2_@$2 L

O termo independente da série € f(0) = cos(k0) = 1.

@ Falso.
1

Derivando a fungao f = — até a ordem 4
1! 2! 3!

) — ") — i) — () =
f'(x) —(1_x)2,f( ) —(1_x)3>f (z) (1—33)47f (z) (1— )

Para x = 0, temos

F0) = 0L, £/(0) = 11, f"(0) = 21, f(0) = 31, f(0) = 4,
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O polinomio de Taylor de grau 4 €

" " (4)
P(z) = f(0) + f'(0)z + fQ_('O)xz i 3('0):5, S "‘4'(0)954

=14+ 2242+ 2%

ExXERcIcIO 31 (ANPEC 2011, Questao 3). Seja f : [-2,5] — R a fun¢ao definida
como f(z)=a22+3, sex <3 e f(x) =15 —z, se x > 3. Julgue as afirmativas:

@ A funcgao f € continua e seu ponto de mdximo ocorre para x = —2.

@ O ponto de minimo de f ocorre para x = 0.

@ A funcgao f é diferencidvel em todos os pontos do intervalo (—2,5).

@ O valor da sequnda derivada de f no ponto de minimo € 2.

@ O wvalor da sequnda derivada de f no ponto de mdximo é —1.

Solucao

(0) Falso.

Note que
li =
lim /() = f(3).
entao f € continua em x = 3. Logo f é continua, para todo x € R.

Agora a deriwada da fungao f para todo x € R — {3} é

f,(x):{Qx r<3

-1 Tz >3

Para encontrar os pontos criticos, fazemos f'(x) =0 e obtemos © = 0. En-
tao x = —2 nao € ponto critico, asstm xr = —2 nao € ponto de mdximo e de

minimo.

@ Verdadeiro.
Do item anterior temos que x = 0 € ponto critico.
Agora derivando f' para x < 3, obtemos f"(x) = 2, logo f"(0) > 0, assim
x =0 € ponto de minimo local.
Dado que f(—=2) =7 e f(3) = 12, e pelo teorema do valor extremo x =0 é

um ponto de minimo no intervalo [—2, 3].
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Por outro lado, notei que f(0) < 15—z para todo x € (3,5].

Portanto x =0 € o unico ponto de minimo no intervalo [—2,5].

@ Falso.

Os limites
_ 2 _
lim f3+h)— f(3) _ im (B3+h)*+3-12 iy
h—0~ h h—0~ h
lim fB+h)—f(3) ~ lim 15— (3+4+h)—12 _
h—s0+ h h—0+ h
Portanto, nao existe a derivada de f no ponto x = 3.
@ Verdadeiro.
Do item @, temos f"(0) = 2.
@ Falso.
O 1nico ponto critico.
Do item @, o0 tnico ponto critico no intervalo (—2,3) € 0, entio x = —1

nao € ponto critico.

Portanto x = —1 nao € ponto de mdximo e de minimo.

EXERcICIO 32 (ANPEC 2011, Questao 7). Considere a fun¢io f : R — R,
definida por f(x) = (x —2)*(x —5) e g : R = R, uma fungdo que satisfaz g(x +u) =
g(z) + g(u) + z%u + zu?, para todo x,u € R.

Julgue as afirmativas:

(0) f ¢ decrescente em [2,4].
@ f nao atinge minimo relativo em R.
@ 2 é ponto de mdzximo relativo de f, pois f'(2) =0 e f'(2) < 0.

(3) 9(0) =1.

@ Se lim 42 = 1, entdo g € diferencidvel e ¢g'(x) = 1 + 2.
n—oo

x

Solucgao
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@ Verdadeiro.
Derivando a fungdo f(x) = a3 — 92 + 24x + 20, temos
f'(z) = 32° — 187 + 24 = 3(x — 4)(z — 2)

Dado que f'(x) < 0 para x € [2,4], entdo f € decrescente para todo x € [2,4].

@ Falso.

Do item anterior, os pontos criticos f'(x) =0 sao x = 2 e x = 4. Derivando
a fungao f'(x), obtemos f"(x) = 6(x — 3). Jd que f"(2) < 0 e f"(4) > 0,
entao x = 2 e x = 4 sao pontos de mdximo e minimo relativos, respectiva-

mente.

@ Verdadeiro.

Do item anterior, temos que 2 é ponto de mdximo relativo de f.

@ Falso.

Para x =0, temos g(u) = ¢g(0) + g(u), entao g(0) = 0.

@ Verdadeiro.

Observagao: Neste item corrigimos o enunciado da sequinte forma:

Se liII(l) % =1, entao g € diferencidvel e ¢'(x) = 1+ 2%
z—
lim gz +u) — gu) = lim M + zu + u?
z—0 x z—=0 T

g (u) =1+

Portanto g € diferencidvel.

EXERcCICIO 33 (ANPEC 2011, Questao 14). Sejam f : R - Reg: R - R
fungoes diferencidveis tais que g(x) = 3x — 4 e f(g(z)) = 92 — 62 + 1. Calcule
f(0) + f/(0).

Solugao
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Resposta 15
A fungao
flg(2)) = 92" — 6z + 1 = (32 — 4+ 3)" = (g() + 3)°

logo, f(z) = (x+3)? e f'(x) = 2(x + 3). Entao f(0)+ f'(0) = 15.

ExERrcicio 34 (ANPEC 2010, Questao 6). Considere as fung¢des definidas por
f(z) = 29521 e g(z) = 2% — 92 + 24z — 20.

x2_—

Julgue as afirmativas:

@ g atinge mdximo relativo em x = 2 e minimo relativo em x = 4;
(1) g ¢ crescente em [2,4];
@ lim f(x) = oo;
Tr—r00
@ f tem 2 assintotas verticais: x =1 e x= —1;

@ f tem um ponto critico x que € ponto de mdzimo global, pois f"(x) < 0.
Solucao
@ Verdadeiro.
Derivando a func¢ao g, temos

g (z) =32> — 18z + 24 = 3(z — 4) (v — 2)

Os valores © =4 e x = 2 sao pontos criticos.

Agora, derivando a funcao g, obtemos

g"(x) = 6(z —3)

Como ¢"(2) <0 e ¢g"(4) >0, entdo x =2 e x = 4 sao pontos de mdximo e

mintmo relativo, respectivamente.

@ Falso.

Dado que ¢'(x) < 0 para todo x € [2,4], entao g é decrescente para todo
r € [2,4]
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@ Falso.

9222 2
lm —% = lim — =9
x%ooaj2—1 $%001—1/$2

@ Verdadeiro.

Ja que
. 222 ) 222
lim — =400, lim — = —00
z=1+ x4 — 1 z=1— x4 — 1
) 212 . 212
lim — =400, lim — = —00
r——11t T4 — z—1— 1% — 1
entao xr =1 e x = —1 sao assintotas verticais.
@ Falso
Dado que

’ 22 N
im =
o1t 2 —1 >

entao, a funcao f nao tem mdrimo global.

EXERCICIO 35 (ANPEC 2009, Questao 2). Considere as fungoes f : R — R e
g: R— R, em que
ar’+1, se <0, .

f(x) = I se 250 e g(x)=ze".

Julgue as afirmativas:

@ f € continua em 0, para todo a € R.
@ Se a # 0 entdo f nao é derivavel em 0.
@ g € crescente em (—1,00) e possui um mdximo local em x = —1.

@ g € uma fung¢ao convexa.

@ g"(x) > ¢'(z), para todo x € R.

Solugao
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@ Verdadeiro.
Ja que f(0) =1,

lim f(z) = lim az®*+1=1

z—0~ z—0~
li = lim1=1
T = g,

entao f € continua em x = 0.

Dado que
: (h)—f(0) ah®+1-1
AT o Y
_f(h)—f(0) 1-1
T

Entao, para todo a € R, existe a deriwada de f em x = 0.

o 1) = £(0)

h—0 h

= f'(0) = 0.
@ Falso.

A derivada de g é ¢'(x) = e"(x + 1). Agora, ¢'(x) > 0 para x > —1 e
g () < 0 para x < —1. Portanto g € crescente no intervalo [—1,+00) e
decrescente no intervalo (—oo, —1).

De ¢'(x) = 0, temos que x = —1 € ponto critico. Agora, a sequnda derivada
de g € ¢"(x) = e*(2+x), como ¢"(—1) > 0, podemos concluir que v = —1 ¢

um ponto de minimo local.

@ Falso.
De ¢" = €°(2 + x), temos ¢"(x) < 0 para v < =2 e ¢"(z) > 0 para
x > —2. Logo g € concava no intervalo de (—oo,—2) e convera no in-

tervalo de [—2,400).

@ Verdadeiro.
De ¢'(x) = e*(x + 1) e ¢"(x) = e"(z + 2), temos ¢"(x) > ¢'(x) para todo
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r e R.

EXERCICIO 36 (ANPEC 2008, Questdao 1). Sejama = vv/5+2, b= /5 -2,

e f: R— R a fungdo dada por f(x) = 23+ 3x — 4. Julgue as afirmativas:

@ f nao € uma funcao injetora.

(1) ab=1,b°—a®* =4 e f(a—b) #0.

(2) fla—1b) =a®—3a?b+ 3ab* — b* + 3(a —b) —4 = 0.
@ f € uma funcgao injetora e a — b = 1.

@ f € convexa no intervalo I = [—2,2].

Solucgao

@ Falso.

Sejam x1, 19 € R tal que

f(z1) = f(z2),
o3+ 331 — 4 = 25 + 339 — 4,
x} — 5 4+ 3(z1 — 9) = 0,
(21 — o) (2] + 2120 + 23 +3) = 0.

Note que 22 + w1209 + 23 + 3 > 0, entdo 11 = xo. Portanto, a fungio f ¢

mjetora.

@ Falso.

ab=iV5+2(/VE-2=/(Bro(E-2) = Vi=1
¥ —ad=v5-2—(V5+2)=—4
fla—b)=(a—0b)>*+3(a—0b) —4=0a®>—3ab(a —b) —b*+3(a—b) —4=0.

Logo, VNF NF =F.
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@ Verdadeiro.
Do item @, obtemos f(a —b) = 0.

@ Verdadeiro.
Do item @, a fungao f € injetora. Do item @, o valor a — b é uma raiz
de f, dado que f(a —b) = 0. Logo, a tnica raiz real de f(x) = a3+ 3x — 4
¢ 1. Entdo, a—b=1.

@ Falso.

Sejam x1 = —2,29 = 0 et = 1/2, entao f(x;) = —18, f(x2) = —4 ¢
ftzy + (1 —t)xg) = —8.
Logo

oy + (1 =t)zo) > tf(z1) + (1 — 1) f(z2).

Portanto f nao é conveza.

EXERcICIO 37 (ANPEC 2007, Questao 4). Considere as fungoes:

f(iﬂ):{ﬁ’ se x>0 g(z):{x; se x>1

—2?,  se x <0 23, se v <1.

Com relagao aos conceitos de continuidade e diferenciabilidade, julgue os itens abaizo:
@ A funcao f € continua em x = 0.
@ A deriwada de f nao é continua em x = 0.
@ A funcao g € diferencidvel em x = 1.
@ A sequnda derivada de f € diferencidvel em x = 0.
@ A fungao h, definida por h(z) = |f(x)| nao é diferencidvel em x = 0.
Solucgao

@ Verdadeiro.
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@ Falso.

EXERCICIO 38 (ANPEC 2007, Questao 10). Sejam Q C R o conjunto dos nime-

ros ractonais € g : R — R a funcao definida por

o) = f(x) se T €@
81 se r & Q

em que f: R — R € a funcio dada por f(x) = (z* — 9)%. Julgue os itens abaizo:

@ g € continua em apenas trés pontos: —3v/2,0,3v/2.
@ g € descontinua em todos os pontos r € R.

@ f € convexa no intervalo (0,00).

(3) f(z) > £(3) = f(—3), para todo x € R.
@ f € uma funcgao crescente no intervalo [0,3] e no ponto x = 0, f possui um

mdximo local.
Solucao

@ Verdadeiro.
A fungio g wai ser continua nos pontos onde f(x) = 81. Portanto, g €
continua em x| = —3\/5, To=0¢ex3= 3\/5.

@ Falso.

Do item anterior, a funcao g € continua em trés pontos x1,Ts € T3.

@ Falso.

Sejam xz =1,y =2 et =1/2, entao

[tz + (1 =t)y) > tf(x) + (1 =1)f(y)

podemos concluir que f nao € convera no intervalo (0,00).

@ Verdadeiro.
Da definicao de f, temos f(z) > 0;Ve € R e f(3) = f(—3) = 0. Portanto
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@ Falso.
Derivando a fungao f, temos f'(z) = 4x(x—3)(x+3) logo, os pontos criticos
sio x1 = —3,x9 =0 ex3 = 3. Parax € [0, 3], obtemos f'(x) < 0. Portanto,

f € decrescente no intervalo [0, 3].

EXERcICIO 39 (ANPEC 2007, Questao 13). Seja f : R — R uma funcao trés
vezes diferencidvel tal que f(0) =2 e f'(z) = 2*f(x)—3z?, para todo x € R . Calcule

a=>5— f"(0).
Solugao
Resposta 7
Derivando a funcao f' e f”, temos
(@) = 22 f(2) + 2°f'(2) — 6u,
["(@) = 2f(z) + 4 f'(x) + 2* f"(z) — 6.

Logo, para x = 0, obtemos

7(0) = 2/(0) — 6 = —2.

Portanto, aa = T7.

EXERcIcIO 40 (ANPEC 2006, Questao 4). Considere a fungdo f(x) = x —2x+

x — 1. Julgue as afirmativas abaizo:

@ O ponto x =1 € ponto de mdximo local.

@ Ezxiste uma vizinhanca do ponto x = 1 dentro da qual o menor valor que a
fungao g(x) = f(x) + 1 assume € 0.

(2) f(z) possui uma inflexio em x = 2/3.

(3) f(z) é conveza apenas na regiGo (—o0,1/3) e concava apenas na regido
(1,00).

@ A expansao de Taylor de ordem 3 de f(x) em torno de um ponto qualquer é

a propria fun¢ao f.
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Solucgao
@ Falso.
Da equagio f'(x) = 32% —4x + 1 = 0, obtemos os pontos criticos v; = 1/3
e vo = 1. Derivando duas vezes a funcao f, e substituindo xo = 1, temos

f"(1) =2, logo xo =1 € minimo local.

@ Verdadeiro.
Da equagio ¢'(x) = 3x* — 4z + 1 = 0, temos os pontos criticos v1 = 1/3 e
xy = 1. Substituindo xo = 1 na equagao ¢"(x) = 6x — 4, obtemos ¢g"(1) = 2.

Portanto xo = 1 € minimo local.

@ Verdadeiro.
Da equagao f"(x) = 6x — 4 = 0, obtemos o possivel ponto de inflexdo,
x = 2/3. Dado que f"(x) < 0 para x < 2/3 e f"(x) > 0 para x > 2/3.

Portanto, x = 2/3 € ponto de inflexdo.

@ Falso.
Da equagao f"(x) = 6z — 4, temos que f"(x) <0 para x <2/3 e f"(z) >0

para x > 2/3. Portanto, f é concava para x < 2/3 e convexa para x > 2/3.

@ Verdadeiro.

O polinomio de Taylor para f de ordem 3 em torno de xq é

P(z) = f(zo) + ['(z0)(z — o) + %@ —x0)” + f’”?E!xO)

(2 — 20)* = ().

EXERcICIO 41 (ANPEC 2005, Questao 12). Encontre o valor mdzimo da fun¢ao:
f(z) = min{—2?+ 2x + 1,5; 2% — 2z — 1}

Obs: Multiplique por 20 o numero encontrado.

Solugao
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Resposta 5

f(z) = min{—2* + 2z + 1.5; 2% — 20 — 1}
f(z) =min{—(z — 1)* + 2.5; (z — 1)* — 2}

O mdzimo da funcio f esta na intersecio das figuras, isto é, —x% + 2x + 1.5 =

h(x) =|-(x - 1)2 + 2.5
\J

22 — 2x — 1, logo obtemos x = 2.5 ou x = —0.5. Entdo, f(2.5) = f(—0.5) = 0.25.
Portanto 20f(2.5) = 5.

EXERCICIO 42 (ANPEC 2004, Questao 6). Considerando a fungdo f(z) = (2 —
1)- (z — 3), assinale V (verdadeiro) ou I (falso):

(0) A equacdo f(z) =0 tem no mdzimo duas raizes reais no intervalo [—3,3;
@ A equagao f'(x) =0 tem no minimo duas raizes reais no intervalo [—3, 3];
(2) A equagio f"(z) =0 tem no mdzimo uma raiz real no intervalo [—3,3];

(3) f ¢ crescente no intervalo [—oo — 3];
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@ [ € concava no intervalo [—oo — 3|.

Solucgao
@ Falso.
@ Verdadeiro.
@ Verdadeiro.
@ Verdadeiro.
@ Verdadeiro.

EXERCICIO 43 (ANPEC 2004, Questao 7). Responda V (verdadeiro) ou F' (falso):

@ Seja f : | — RN uma funcgao estritamente concava e duas vezes continua-
mente diferencidvel. Se a < b, entao f'(a) > f'(b).

@ Seja f: R — R uma fungao duas vezes continuamente diferencidvel tal que
existem a < b com f'(a) = f'(b) =0 e f(a) = f(b) = 1. Se eziste ¢ tal que
a<c<bef(c)=0, entao existe d tal que a < d < c e f"(d) = 0.

@ Seja [ R — R uma fungao estritamente converxa tal que f(0) = 0. Entao
21 (%) < f(1).

@ Seja f : R — R uma funcao continua tal que, para qualquer x, f(x) =
f(=x) > 0. Entao f atinge um minimo em x = 0.

@ Seja f : R — R uma funcao estritamente concava tal que f(0) < f(1).

Entao f € estritamente crescente no intervalo [0, 1].
Solucao

@ Verdadeiro.

@ Falso.

@ Verdadeiro.

EXERCICIO 44 (ANPEC 2003, Questao 8). Assinale V (Verdadeiro) ou F (Falso):
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@ Se [ : [a,b] — R € derivdavel e para todos xy < x < m pertencentes ao
intervalo [a, b] vale L _f(()xo) < Mo fwo) o J@I@) - epggo f(x0) < f(a)

T1—T0 rT—1

para xo < xy pertencentes ao intervalo |a,b].

(1) Se f(x) =(1+4)*,0<x<1ei>0, entdo (1 +i)" < 1+ ix.

(2) Se f:[a,b] — R € derivdvel e g(z) = f(z)— f(bz @ (2 —a), entio g'(x) £ 0
para todo x € |a,b).

@ f"(x) <0, para todo = € [a,b], entao f(5¥) < w para todo x,y €

[a, b].
@ f"(x) > 0, para todo x € la,b], entao f(x) < f'(b)(x — b) + f(b), para
z € [a,b].
Solucgao
@ Verdadeiro.
@ Verdadeiro.
Denotemos g(z) = —(1 4 9)* + 1 + iz, derivando duas vezes g, temos

J(2) = —(1+)"In(1 +1) +1,
" () = —(1+4)"In(1 4 i) In(1 + 7).
Note que ¢"(x) < 0 para todo x € R, entdo g tem concavidade para abaizo.
A curva g tem intersecao com o eixo x nos pontos x =1 e x = 0. Entdo
g(x) >0 para 0 <z < 1.

Portanto
(14+)* <1+4idx ; Vre(0,1).

EXERcCICIO 45 (ANPEC 2002, Questao 3). Assinale V (verdadeiro) ou F (falso):

1 n .
(0) Seja f: R —=R:2— f(z) = %[(1—#@ — 1k Sex%o;nEN.
n/2; se =10

A fungao f é continua sobre R.
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x? =1
se x>1

@Sejaf:(o,oo)—)%:x%f(m): 9 . A funcao f €
log(x); se x <1
continuamente diferencidvel em (0, 00).

@ Se [ € a funcao definida no item anterior, entao f € continuamente 2-vezes
diferencidvel em (0, c0).
@ SeX=(-1,1),Y=Ref: X=>Y:z— f(x)= Ilrl’ entao [ € bijetiva.

1—
@ Se f é a fungao definida no item anterior, entio: (fo fo...of)(x) > Tl

Solucao
@ Verdadeiro.
(D (A).
@ Falso.

@ Verdadeiro.

@ Falso.

EXERCICIO 46 (ANPEC 2002, Questao 4). Assinale V (verdadeiro) ou F(falso):

@ Se
—1/2?
fa) = e/ 56:1:7&0’
0 sex =0
entao f'(0) = f"(0) = 0.
@ A fungao f: Ry — R definida por f(x) = @, € sempre decrescente.
@ A fungao definida no item @ ¢ concava no intervalo (0,1) e convera no
intervalo (1,00).
@ Se f: R, — R € uma funcao diferencidvel, estritamente crescente, estrita-
mente concava e com f(0) =0 entdo f apresenta elasticidade menor do que
1 em todo o seu dominio.
@ A fungao f :(0,2m) — R definida por f(x) = cos(z) apresenta o dobro de
pontos de inflexao apresentados por f'(z).
Solugao

@ Verdadeiro.
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@ Verdadeiro.
@ Verdadeiro.

EXERcICIO 47 (ANPEC 2002, Questao 8). Considere a expansio de Taylor até
o termo de quinta ordem, em torno do ponto x = 0.

Assinale 'V (verdadeiro) ou F (falso):
1172 IES Zl'4 Z5
@e$§1+x+7+g+ﬂ+m.

@ln(l—kx)&x—%—l—%—a—%—l—%.

3 5
~ . _ T

COS T =X a + 120"
4

@sinx&l—%—i—%. ] ) 4 5
@ @ x1+zlna+ (.th;a) + (:vh(lja) + (421;14(1) + (wgg) '

Solucgao

@ Verdadeiro.
@ Verdadeiro.

@ Verdadeiro.

EXERCICIO 48 (ANPEC 2000, Questao 2). Responda V (verdadeiro) ou F' (falso):
(0) A fungdo f(z) = . L sex € R/{0} e f(0) =1, € continua em 0;

T

@ Se f € derivdvel e%egodo x € R, entao llir(l] W =2f'(x);

@ Se f: R — R € tal que 18%% € R entao f € derivavel em x;

@ y = %x + % ¢ a reta tangente a curva x® + y* + 100 = 18(z + 1)y no ponto
(z,y) = (2,6);

@ Se f € tal que f(0) =5 e f'(t) = cos® (5 In(e + 1)), entio (f~1)'(5) = 4.

Solugao
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@ Verdadeiro.
@ Verdadeiro.

EXERcICIO 49 (ANPEC 2000, Questao 7). Assinale V (verdadeiro) ou F (falso):

@ Se f' € estritamente crescente no intervalo (a,b) entao f € estritamente
conveza neste intervalo;

@ Se f e g sao fungoes concavas na reta R, derivdveis até a ordem 2 e f'(z) >
0, para todo x € R entao (f o g)(z) € uma fungdo concava em R;

@ Se f ¢é estritamente concava em (a,b), entdo vale a desigualdade w >

—f(bg:g(“) para todo x € (a,b);

@ Se [ € concava e derivdvel no intervalo aberto (a,b), entao f(y) — f(z) <
f'(x)(y — z), para todo x,y € R;

@ Os pontos de inflexdo de f(x) = %S—I—Z sin(x)—x cos(x) no intervalo [—27, 27]
sao —m,0,m.

Solucgao
@ Verdadeiro.
@ Verdadeiro.

@ Verdadeiro.

ExXERrciciO 50 (ANPEC 1999, Questao 3). Sejam f : R - Reg: R — R

fungoes continuas. Ponha h(x) = f(g(x)) e u(x) = g(f(x)). Classifique como V ou

F as afirmacoes abaizo.

(0) u(x) = h(x) para v = 0.
@ Se f ¢é derivdvel entao h também o é.
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@ h € continua.

(3) Se h e u sio derivdveis entio h'(z) = u'(x) para todo x.

Solucao

@ Verdadeiro.

@ Falso.

EXERCICIO 51 (ANPEC 1999, Questao 7). Suponha que y seja definido implici-

tamente pela equacao

1
vy = —+2.
Y

Determine o valor absoluto de % quando y = —2.
Solugao

Resposta 7

EXERCICIO 52 (ANPEC 1999, Questao 11). Qual o valor de a para que a fungao

(ax)®  (ax)*  (ax)°
o a6l

flo)=1-
seja solugao da equagao diferencial f"(x) +4f(x) = 0.
Solucgao

Resposta a=2

Derivando temos
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Logo obtemos

f'(@) +4f(z) = (4 —a*) — (4 - a®)
f'(x) +4f(x) = (4 —a*) f(z) = 0
Entao 4 — a® = 0, portanto a = £2.

EXERCICIO 53 (ANPEC 1999, Questao 13). Seja g : R — R, duas vezes diferen-
cidvel. Defina h(z) = g((z — 1)*). Qual o valor de 10 + h"(1)?
Solucgao
Resposta 10
Se g € diferencidvel entdao g € continua.
Dado que g € duas vezes diferencidvel, entao g e g’ sao continuas. Derivaldo h duas

VEZES

W(x)
h// (:C)

(
(

FEvaluando em x =1, obtemos h"(1) = 0.
Portanto 10 4+ h”(1) = 10.

z—1)* ¢'((x—1)%)

3
6 D) ¢((x—1)*+3x—1)2x3x—1)* ¢"((x —1)%.

EXERCICIO 54 (ANPEC 1999, Questao 15). Classifique como verdadeira ou falsa

cada uma das afirmativas sobre a funcgao

x3

f(:c)zE—ng—Mx—l—?;a:ER:
@ Apresenta ponto de inflexao para r = 2,5.
@ Apresenta ponto de mdximo local para x = 5.
@ Apresenta ponto de minimo local para x = 9.

@ Apresenta descontinuidade em x = 2,5.
Solucao

@ Verdadeiro.
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EXERcICIO 55 (ANPEC 1998, Questao 5). Sabendo que a fungdo real y = y(z),

satisfaz a equagao diferencial de primeira ordem

d
W\ py =,
dx

2

e que y(2) = 5e~2, calcule y(0).

Solucgao

Resposta 3

EXERcCICIO 56 (ANPEC 1998, Questao 13). Classifique como verdadeira ou falsa
cada uma das afirmativas sobre a func¢ao

1.3

f(x):§—§x2—14x+7;x€§)?:

@ Apresenta ponto de inflexdo para x = 2,5

@ Apresenta ponto de mdzimo para x =5

@ Apresenta ponto de minimo local para x =7

@ Apresenta descontinuidade em x = 2,5
Solucgao

@ Verdadeiro.

@ Falso.

@ Verdadeiro.

@ Falso.

EXERcICIO 57 (ANPEC 1997, Questao 4). Classifique como verdadeira ou falsa

as afirmacgoes a sequir
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@ Se f e g sao fungoes reais de varidvel real tais que f(x) > 0 e g(x) > 0,
para todo x, entdo a func¢ao composta h(x) = f(g(x)) € crescente.

@ Se f e g sao funcoes reais de varidvel real tais que f € conveza e g € concava,
entao 5f — 2g € convexa.

@ Se [ e g sao funcoes reais de varidvel real tais que f, f'g e g sao crescen-

tes,entao a fun¢ao produto h(z) = f(x).g(x) € conveza.
Solucgao

@ Verdadeiro.
@ Verdadeiro.

@ Falso.

EXERcIcIO 58 (ANPEC 1997, Questao 7). Suponha que f(x) seja uma fungdao

real de varidvel real, x, definida assim:

f(z) =12z — 2*

Classifique cada uma das afirmagoes abaizo como verdadeira ou falsa.

@ f(x) possui dois pontos criticos.

@ Um ponto critico € ponto de inflexao.

@ No intervalo (—2,2) do seu dominio, f(x) € sempre crescente.
@ f(z) € concava para valores negativos de x.

@ Quando x = =2, f(z) atinge o sew mdzximo valor em seu dominio.
Solucao

@ Verdadeiro.

@ Falso.

@ Verdadeiro.
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EXERcICIO 59 (ANPEC 1996, Questao 1). Indique se as afirmativas abaizo sao

verdadeiras ou falsas:

@ Uma funcao f: R — R duas vezes derivdvel € estritamente concava se, e
somente se, a sua deriwada sequnda € estritamente negativa.

@ A fungao f(x) = xe ™ para x > 0 possui um unico ponto critico que corres-
ponde a um ponto de mdzimo global estrito, mas f nao € concava.

@ Seja f R — R uma fungdo convexa e derivdvel, exceto em um ponto, no
qual possui derivada o direita positiva e a esquerda negativa. Entao este
ponto € um minimo global para f .

@ A funcao f(z,y) = 2® + 3% + 2 € concava no intervalo —g <zr<-—

N

Solucao
@ Falso.
@ Verdadeiro.
@ Verdadeiro.
@ Verdadeiro.

EXERcICIO 60 (ANPEC 1996, Questao 3). Indique se cada afirmativa é verda-

deira ou falsa:

@ A expressao y* = x define uma fungdo de v € R em y € R.

@ A expressao y* = x nao define uma funcgdo de x € [0,00) em y € [0,00).
@ A fungao f(z) = x—ﬁ, x > 1, possui assintota horizontal.

@ A fungao y = f(x) = In(z),x > 0, possui minimo em x = 1.

@ Considere y = f(x), onde f : R — R. Uma condi¢cao necessdria para a

existéncia da fungao inversa f~'(y) =z, € que f(x) seja uma bijegao.
Solugao

@ Falso.

@ Verdadeiro.
@ Verdadeiro.

@ Falso.
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@ Verdadeiro.

EXERcIcIO 61 (ANPEC 1996, Questao 4). Indique se cada afirmativa € verda-
deira ou falsa.
Seja f: R — R dada por f(zx) = 23 + 32% + 2.

(
()
(2) f(z) € estritamente crescente para x > 1.
() possui um minimo local e um mdzimo local.
()

possui um ponto de inflexao em v = —1.

Solucgao

@ Verdadeiro.
@ Verdadeiro.
@ Verdadeiro.

EXERcICIO 62 (ANPEC 1996, Questao 5). Indique se a afirmativa € verdadeira
ou falsa:
@ Dado que f(x) = % para x # 0, para que f seja continua em R, f(0),
deve valer 0.
(1) f(x) = |z — 1| € continua em todo o seu dominio.

@f(x):{x(x—l), 0<z<l1

0 para outros valores de x,
é continua mas nao diferencidvel em [0, 1].

(3) Se f:[0,1] = [0,1] € continua em [0,1], existe x € [0,1] tal que f(r) = =.
(Sugestao: desenhe um grifico).

Solugao

@ Falso.
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@ Verdadeiro.

@ Falso.

@ Verdadeiro.

EXERCICIO 63 (ANPEC 1995, Questao 8). Indique se as afirmativas abaizo sao

verdadeiras ou falsas.

@ Dada a equagio 28525 = g+ 1 + In(1 + y), pode-se afirmar que dz/dy no

y+1
ponto (z,y,2) = (0,0,1) € menor que 1.
(D) Y(x) = lnlnm), entio, Y'(e) = 1.

@ (ili' y +y%2)~Y2 = 0. Entdo, no ponto (v,y) = (1,1),dy/dx = 0.
(3) y(z) = tan(z), entdo, d*y/dx?(r/4) = —1.

Solucao

@ Falso.

Da hipotese

2 (y+1)(z+1+1In(1+y))
B cos(x)

dz 1
—=—(2 In(1
dy  cos(x)2z (2+z+In(l+y))

Para (x,y,z) = (0,0,1), temos dz(0,0)/dy = 1.

@ Verdadeiro.

EXERCICIO 64 (ANPEC 1994, Questao 2). Indique as afirmativas verdadeiras e

as falsas:

(0) Seja f(x) S Logo f'(1) = 2.
(1) Seja f(x) = 22;2:2 Logo f'(0) =1
@ Seja f(x) = e, Logo f'(1) =
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Solucgao

@ Falso.

@ Verdadeiro.
@ Verdadeiro.

EXERCICIO 65 (ANPEC 1994, Questao 5). Indique as afirmativas verdadeiras e

as falsas:
(0) Se f ¢ diferengdvel em [a,b] entdo f ¢ sempre continua em [a, b].
@ Se f € continua em [a,b], entao f € sempre diferengdvel em [a,b].
@ Se f(z) =2* e g(x) =2, entao a derivada do produto f.g € o produto das
derivadas de f e g.
Solucgao

@ Verdadeiro.

EXERCcIcIO 66 (ANPEC 1993, Questao 6). Dada a funcioy = —23+3x+2, x €

[—3, 3], assinale como verdadeira ou falsa cada uma das afirmag¢oes abaizo:

@ Quando x = 0, a fungao tem um produto de inflexao.
@ A funcgao tem valor mdximo global igual a 4.

@ No ponto x = —1, a fung¢ao possui um minimo local.
@ A fungao € decrescente no intervalo (0,1).

@ No intervalo (—3,0) a fun¢do € conveza.

Solucgao

@ Verdadeiro.

@ Falso.

@ Verdadeiro.

@ Falso.
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@ Verdadeiro.

EXERcICIO 67 (ANPEC 1993, Questao 7). Assinale como verdadeira ou falsa,

cada uma das afirmagoes abaizro:
@ A derivada de x* ¢é 1;#
@ A forma geral das fungées de elasticidade constante é f(x) = a + bz®.

~ .. 2
@ Sea >0, a fungio y = ‘fi:g tem um minimo local em —g —\/1+ 2—2 e um

mdximo local estrito em —g +4/1+ 2—2
@ 22y~ >ar+(1—a)y, >0, y>0, 0<a<l1.

Solucgao

@ Verdadeiro.

@ Falso.

EXERCICIO 68 (ANPEC 1992, Questao 4). Determine o menor valor positivo
para k de tal forma que a funcao y = sin(x — kw) tenha um ponto de mdximo em
b

EXERcic1o 69 (ANPEC 1992, Questao 10). Dada a fungio y = 122 — 23,z € R,
assinale como falsa ou verdadeira cada afirmacao:

@ A funcao possui dois pontos criticos.

@ Um dos pontos criticos € um ponto de inflexdo.

@ No intervalo (—2,2), de seu dominio, a fungdo € sempre crescente.

@ A funcgao € concava para valores negativos de x.

@ Quando x = 2 a funcdao atinge o seu maximo valor em seu dominio.

Solucao

©
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SIOIOI®

EXERcICIO 70 (ANPEC 1991, Questao 6). Determine o valor da funcgao f(z) =

10 + 52 + 32?2 — 2® quando ela passa pelo seu ponto de inflexdo.

Exercicio 71 (ANPEC 1990, Questao 2). Se f(x) =22 >0e0 < a < 1,
examine as sequintes afirmacoes:
@ A funcao f € crescente.
@ A fungao df /dzx é crescente.
@ lim f(2) = —o.
(3) lim f(z) = oo.
Tr—00

@ Sex >0, y>0, entio f(m);rf(y) > f(2Y).

Solucgao

HOEOE



CAP{TULO 18

CaAlculo em varias variaveis

18.1. Questoes ANPEC Trabalhadas

18.1.1. Curvas de nivel, planos tangentes, gradientes, hessianas. Note
que dado o gréfico de uma fungao f(z,y), o plano tangente & f no ponto (zo,yo) €

dado por
z=ax+by+c.

Como o plano tangente tem as mesmas derivadas em relagao a = e y, temos que ter

0 0
a= 8_£(x0’y0)’ b= a—£($0,3/0>-

Finalmente, a constante ¢ é determinada pelo fato de z = f(xg, yo):

0 0
c= f(il?o, 3/0) —azg — byo = f(ﬂUo, yo) - a_i(l'o, yo)ﬂfo - 8—5(370, yo)yo-

A forma final é

0 0 0 0
z=ar+by+c= a—i(%’yo)x + 8_5(3707 Yo)y + f(x0,y0) — a_j:(»’l?o, Yo)To — 8—5(3507 Y0)Yo

= %(wm yo)(z — xg) + g—g(xo,yo)(y —10) + f(z0, 10)-

10ltima Atualizagao: 20,/07/2022
463



464 18. CALCULO EM VARIAS VARIAVEIS
ANPEC 2022, Questao 13. Julgue a veracidade da seguinte afirmativa.

@ A matriz hessiana associada a funcao f : R? — R definida por
f(zy,20) = 221 — 22129 — 495% é semidefinida positiva em qualquer
ponto do dominio, e logo a funcao f é convexa.

Falso. Note que

0 -2
Vf = (2-21‘2,-2[[’1 —4ZE2)7 H = ( 9 4) .

Entao H nao é semidefinida positiva pois e; He; = 4 < 0.

ANPEC 2020, Questao 12. Julgue a veracidade das afirmacoes abaixo.

@ Dada a funcao f(z,y) = %, a curva de nivel C(1) =
{(z,y) € Dy : f(x,y) = 1} coincide com o grafico da funcao h(z) =
In(l+z),z > —1.
Falso. Note que h(0) = 0 e portanto (0,0) pertence ao gréafico de h, mas f nao estéa
definida em (0, 0).
Veja que esta é uma tentativa de “pegadinha”, pois f(z,y) = 1 implica em y =
In(1 + z).

@ Dada f : R® — R uma funcao de classe C'! e um ponto x € R”
tal que o gradiente V f(x) é nao nulo, o vetor V f(z) indica a

direcao de maior crescimento da funcao f a partir do ponto x.

Verdadeiro. Considere um vetor « de norma um. Dado que
Of(x)
ou

Para que 0f(z)/0u seja maximo o cos(f) = 1, entao

agi‘f) =V f(z)d=|V f(z)|

Logo, a direcao de méximo crescimento, no ponto x, é

V f(x)

A

IV f ()]l

=V [(@)a =V f@)|.|u] cos 8 = | V f ()] cos().
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Portanto, o vetor V f(z) indica a dire¢do de méaximo crescimento da fungao f a

partir do ponto x.

@ Considere a curva derivavel v : (a,b) C R — R% y(t) =
(71(t),72(t)), a fungao f : R*? — R de classe C' e f(y(t)) = c € R,
para todo t € (a,b). Entao os vetores V f(v(t)) e (v1(t),75(t)) sao

ortogonais para todo t € (a,b).
Verdadeiro. Seja g(t) = f(y(t)) = ¢. Como g é constante, entao ¢'(t) =0, e

d of O of 0
- % _ a_ia_z N a_Jy‘a_z =V F(9(£)).(+ (£), 75 (t)).

ANPEC 2019, Questao 07.

Considere a funcao f : R* — R, definida por f(z1, 2, 23,74) =
—(21)% + Yp_,(—x)*, e verifique a veracidade das seguintes afir-

magoes:

@ Seja x* = (z}, x5, 75, z;) um ponto no R* . Para que x* € R*
seja um ponto critico é necessario que —2z% — 1 = 2z = —3(x%)* =
4(x3)® = 0.

Verdadeiro. A fungao
2 2 3 4
f(x1, 9, 23, 04) = =27 — 21 + 25 — T3 + 7).
Se z* é um ponto critico entao

Vi) = (g @ gt e )

= (=22% — 1,23, —32% ,42%") = (0,0,0,0).



466 18. CALCULO EM VARIAS VARIAVEIS

@ A matriz Hessiana H de f no ponto x = (z1,x9, x3,24) €

-2 0 0 0
0 2 0 0
0 0 —3z3 O
0 0 0 4y

Falso.

A matriz Hessiana

9?2 92 2 9?2
@) aran (@) i (@) g (@) 20 0 0
o%f o%f o%f 2% f
o Ox20x1 ($) B_mg(x) Oxo0x3 (1’) O0xr10x4 (ZL') o 2 2 0 0
H(z) = | "5y 92 92 92 -

0zx30x1 (l’) Ox30T2 (I> %;;CU) 0x30z4 <x> 0 0 —6LE3 0
o2 f 02 f o2 f 02 f 2

Ox40x1 ($) Ox40x2 ([L’) Ox40x3 (l’) ox? (l’) 0 0 0 121'4

@ A matriz Hessiana H de f é indefinida em R*.
Verdadeiro. Seja y = (y1, Y2, y3,ys). Entdo

yH(z)y" = —2y7 + 2y5 — 6335 + 1227y5.

para y = (1,0,0,0) temos yH(z)y’ = —2 <0,
para y = (0,1,0,0) temos yH(z)y’ =2 > 0.

Portanto, a matriz Hessiana H ¢ indefinida em todos o R*.

@ f possui um méaximo local em x* = (1,0, 0,0).

Falso. Do item @, temos que a hessiano ¢ indefinida em todos o R*. Portanto,
nenhum ponto critico é extremo local.

De forma alternativa, do item @, temos
=27 — 1 =25 = —3(x})* = 4(x})* = 0.

Logo z} = —1/2, a3 = x5 = x; = 0. Portanto o tnico candidato a extremo local &
(—1/2,0,0,0).
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@ O determinante da matriz Hessiana de f é positivo para todo
x € R*, isto ¢, det Hy(x) > 0.
Falso. Do item @, temos det(H(r)) = 288x3z2. Para x = (0,0,0,0) tem-se
det(H(z)) = 0.

ANPEC 2017, Questao 08.
Considere a funcao f(z,y) = z*Iny + y?e” + 3z + 2y.
@ No ponto (z,y) = (1,1) a diregdo (—3,1) é uma diregdo de
crescimento da funcao f;

Falso. Note que
V f(z,y) = Qrlny +y’e” + 3, (2 /y) + 3y°e” + 2),

e portanto V f(1,1) = (e + 3,3 + 3e). Na diregao (—3,1) temos que a derivada
direcional é dada por

V f(1,1)-(=3,1) = =6 < 0.

Logo, a direcao nao é de crescimento.

@ No ponto (z,y) = (0,1) a diregao (4,5) é a diregao de méaximo
incremento da funcao f;
Verdadeiro. No ponto (z,y) = (0,1) temos V f(0,1) = (4,5), e a dire¢do do gradiente

é exatamente a de maximo crescimento.

@ A funcao f tem um maximo relativo no interior no seu dominio;

Falso. Note que a fungao s6 esta definida para y > 0. e portanto

of _
oy

nunca se anula. Portanto nao existe ponto critico.

(2 /y) + 3y°e” + 2

@ Ao longo do eixo vertical (quando = 0) a diregao horizontal

a direita (ou seja, (1,0)) ¢ a diregdo de maximo incremento de f ;
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Falso. Quando x = 0, temos
V f(z,y) = (v +3,3y° +2),

e portanto nunca esta alinhado com a diregao (1, 0).

@ Em todo ponto do dominio a funcao f é crescente em ambas
variaveis.
Falso. Note que para x = 1, por exemplo,

0
a—f(O,y) =2lny+y’e+3<0
T

se y estiver préoximo do zero. Portanto a funcao é decrescente na direcao x.

ANPEC 2008, Questao 11.
Considere a fungao:

0 se (z,y) = (0,0),

x3y—:cy3
:c2+y2

fr,y) =

em caso contrario.

Com relagao a funcao acima, julgue as afirmativas abaixo.

0f(0,0) _ 0f(0,0) -0
ox dy :

Verdadeiro. Note que f é identicamente nula nos eixos x e y.

@ Se g(z,y) = aféi’y) - 8féz’0), entao g(2,2) = 0.
Verdadeiro. Para (z,y) # (0,0)
of B2y —y’)(@® +¢*) —22(x’y — ay’)

B @ + 57)° /
of _ (a° = 3xy?)(2® + ¢*) — 2y(a’y — 2y’
oy (2% +y?)? '

Logo,

0 0
g(z,y) = féox’ v) + fg;’ 0 =—y+z = ¢(2,2)=0.
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2 2
210,00 = 2L(0,0).

Falso. Note que

of _ of
82f (0 O)'_ lim 5§(h70) o (070) -1
Oxdy " h—0 h ’
aZf g£(07h)'_ gi(oao)
ayax(o’ 0) = Jim, h -1

onde usamos as contas do item @

92 ) ) .
IJeY) ¢ continua na origem.
0xdy

Falso. Pelo teorema de Schwarz ou Clairaut ou Young, se a segunda derivada fosse
continua, a ordem de derivagao nao importaria. Mas o item @ mostra que este nao

é 0 caso.

82%g;”):Opauraac>0.

Verdadeiro (gabarito é Falso).

Do item anterior e para x > 0, obtemos

f(z.y) _ (= —y*)(a” + 9y)

dxdy (22 +y2)?
Se x = y, entao 9 f/0xdy = 0.

18.1.2. Funcgoes homogéneas. Lembre-se que uma funcao é homogénea de
grau k se f(tx) = t*f(x) para todo t € R. Um Teorema de Euler afirma que f ¢é

homogénea de grau k se e somente se

V f(x)-x=kf(x).

Ver (7.3.4)). Para obter esta relacao, basta derivar f(tx) = t*f(x) em relacao a t e

tomar t = 1:

x -V f(tx) = kt" 1 f(x).
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ANPEC 2020, Questao 12. Julgue a veracidade das afirmacoes abaixo;

@ Considere a funcao f(z,y) = evtl 4 demquez >0ey > 0.
Existem a > 0 e b > 0 tais que ((a,b),V f(a,b)) > 0.

Falso. Note que f é homogénea de grau zero, e portanto
Vi) x=kf(x) =0,

pois k = 0.

Outra forma de se ver tal propriedade sem fazer contas é notando que f é cons-
tante em cima das retas y = ax, com « # 0. Logo, a derivada normal na diregao
(a,b) calculada no ponto (a,b) tem que ser zero.

Outra forma, trabalhosa, é fazer as contas. O gradiente

Vi) = () = (e - L - a 1y,
Logo, ((a,b),V f(a,b)) = 0. Para todo a > 0e b > 0.

@ Dada a fungao f(z,y) = zev, todo plano tangente ao grafico de

f contém a origem.

Verdadeiro. Usando que o plano tangente é da forma

9 d
z= 8_£(x0’ yo)(x — ) + 8—£(x0,y0)(y —y0) + f(20, y0).

basta checar que o ponto (0,0,0) pertence ao plano, i.e.,

(18.1.1) 0= —g—i(l'o, Yo)To — g—i(xo, Yo)yo + f (%o, yo)

para todo (zg,v0). Mas esta relagdo ((18.1.1]) é verdadeira, pois f é homogénea de

grau um, e entao

V f(x0) - X0 = f(x0).
Outra forma de checar ([18.1.1]) é fazedo as contas. Como

x x 2 x
Of(zo, o) :eﬁ%—@eﬁ, df (%o, Yo) :_x_geﬁ’
ox Yo oy Yo
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entao
af of 0 Iy %o T2 w0 e
——= (%o, Yo0)To — = (o, + J (o, = —|evo + —ev |xyg — | ——€evo + xpevo
8$( 05 %0)To 6’y( 0, %0)Yo + f (0, Yo) [ ” Jzo — | yg 190 0
20 T3 ad 20
=ew|[—xg— — + —] + xgev0 =0,
Yo Yo

a afirmativa é verdadeira.

ANPEC 2018, Questao 10.

Considere a fungao

6
vyt 42?2 +

Ty, 2) =
J(@.y.2) yz +xz + y>?

e a direcao u = (\/§, \/§, \/5) Calcule a derivada direcional de f
na direc¢ao i no ponto (\/3, V3, \/§)

Resposta: 2. Note que

_yPr 4ot 40

 22yz + 23z + a2y?’

f(m7 y? Z)

e portanto a funcao f é homogénea de grau 2, dado que f(tz,ty,tz) = t*f(x,y, 2).

Pela identidade de Euler, obtemos

A derivada direcional de f na direcao @ é dado por

U 1 3
'Tzzf(ﬁ)TZQ-—:2>
]| a3

Daf(u) =V f(u)

ja que f(ﬁ) = f(\/§<17 L 1)) = 3f(17 L 1) = 3.
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18.1.3. Teorema da Funcao Implicita. O teorema da funcao implicita de-
termina condi¢oes em que pode-se “escrever” uma variavel em funcao de outras. Por
exemplo, seja F' : R? — R suave e (zg,y0) € R? tal que F(xg,79) = ¢ para al-
guma constante ¢ € R, e F/0y(xo,y0) # 0. Entao existe fungao ¢ definida numa
vizinhanga de z e tal que ¢(zg) = yo e F(z, ¢(x)) = c. Note que

o OF OF , . OF/oa
0= %[F(%Qﬁ(l’))] = %(%(b(ﬂﬁ)) + a—y(%ﬁé(@)ﬁb () = ¢'(z) = “oFoy

ANPEC 2022, Questao 13. Julgue a veracidade das afirmativas abaixo.

@ A equagao (z—2)*+xz(y—1)*—Iny = 1 define implicitamente y
como fungao de z em uma vizinhanga do ponto (3,1) € R?, e deno-
1

tamos para expressar isso y = h(z). Esta funcio satisfaz 2(3) = 1.

Falso. Seja f(x,y) = (x —2)* + z(y — 1)* — Iny. Note que

%:3@—2)%@—1){ — =2(y—1)— -

Como 0f/0y(3,1) = —1 # 0, podemos aplicar o teorema da funcao implicita. Logo,

existe funcao tal que y = h(x) e f(x, h(x)) = 1. Derivando em relagao a z,

of o o Y @)
5 () + G h@) () =0 = W(z) = —m

no ponto (3,1) temos h'(z) = 3.

@ Considerando a fungao f : Rx[0,1) — R definida por f(z,y) =
(2% + y?)(yel*! — 1), para cada » € R existe um tinico y = h(z) €

[0,1) tal que f(z,h(z)) = 0, o que define uma fun¢ao continua
h:R—[0,1).
Falso. Note que quando x = 0, y pode assumir somente um valor: y = 0. A

possibilidade y = 1 fica descartada pois o ponto (0,1) nao pertence ao dominio da

funcao.
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Para x # 0, tem-se y = e~ 1*l. Portanto a funcao h é dada por

0 se x =0,
h(z) =
e l®l sex #£0.

Note entretanto que esta fun¢ao nao é continua, como afirmado.

ANPEC 2020, Questao 5.

Seja a funcdo z(x,y) definida implicitamente por

F(z,y,2) =xIlnz+zny — 2> —zlny +x = 0.

Julgue as seguintes afirmativas a seguir.
@ O valor de F no ponto (e2 — e, e, e) é zero.
Verdadeiro.

F(e* —e,e,e) = (2 —e)lne+elne —e* — (¢ —e)lne+e* —e = 0.

@ O valor %_1: no ponto (e? — e, e, e) é zero.

Falso.

A derivada parcial de F' com respeito a variavel z é

F
OF(wy.2) _ ) os
0z z

2 — e, e, e), temos

Para (z,y,2) = (e

OF(e? — 2 _
(6867676)26 e+lne—2e:—e.
2z e

@ z nao pode ser definida implicitamente como fungao de (z,y)

ao redor do ponto (e? — e, e, €).



474 18. CALCULO EM VARIAS VARIAVEIS

Falso. Pelos itens @ e @

OF(e? —
F(e* —e,e,e) =0, (" —eee)

0z

Entao, pelo teorema da funcao implicita, z pode ser definida implicitamente como

7 0,
funcao de (z,y) ao redor do ponto (e — e, e, ).

@ O vetor (%, g—;) no ponto (e —e,e,e) é (%7% _ 1>'
Verdadeiro. Definindo z como funcéo de (x,y), temos F(z,y,z(x,y)) = 0, e deri-

vando em relacao a x e a y temos

5_F+8_F%_0:>%__3:§
or 0z 0x or %—5’

oF
OF (9F82_ 82_ Dy
oy Toay ) T 8y T o

As derivadas parciais de F' sao

OF OF
OF@9.2) 1, ye1, w2 _z o
Ox dy y oy
OF
OF(z,9,2) _ %\ 0 o,
0z z
Para (z,y,2) = (¢ — e, e, e), temos
OF (e* —e,e,e) OF (e* —e,e,e) OF (e* —e,e,e)
=1, =2—e, = —e
ox oy 0z
Assim,
dz(e* —e,e) —9E (2 —e,e,¢) -1 1
Ox B 9E(e2 — e, e, €) - e
Oz(e* —ee) —%—5(62_67(3,6) _ 2-e 2 .
ay a %_5(62_67676) - —¢ B € '

18.1.4. Fungoes cOncavas ou convexas.



18.1. QUESTOES ANPEC TRABALHADAS 475
ANPEC 2007, Questao 05. As seguintes informacoes sao fornecidas:

Se f : U — R uma funcao duas vezes diferenciavel, definida em
U={(z,y):x,y >0} e Hi(z,y) a matriz Hessiana de f no ponto
(z,y) € U.

Avalie as afirmativas abaixo.

@ A funcao f é convexa se e somente se Hy(x,y) é semidefinida

positiva em todos os pontos de U .

O gabarito tem como falsa a afirmacao, que tem toda a aparéncia de verdadeira. Pos-

sivelmente foi devido ao detalhe da f nao ser duas vezes continuamente diferenciavel
em U, ie., C*(U).

@ Se f(x,y) = —a'/3y'/* entdo f é convexa.
Verdadeiro.

@ Se f é convexa, entao Hy(z,y) é positiva definida em todos os
pontos de U.

Falso. Tome f(x,y) = 2* +y*. Entao, V f = (42°,49°) e

22 0
He(z,y) =12 .
H(z,y) (0 y2>

Note que f nao é positiva definida no ponto (0, 0).
@ Se f(x,y) = 2%y?, entdao f ¢ convexa.
Falso. Sem fazer contas, veja que a funcao se anula nos eixos e é positiva fora deles.

Nao pode mesmo ser convexa.

Fazendo as contas, V f = (2zy?, 22%y) e
2
Yy 2wy
2ry x

Como det Hy(x,y) = —62?y*> < 0 em (z,y) = (1,1) por exemplo, a fun¢do nao é
convexa (uma funcao “suave” é convexa se e somente se a hessiana é semidefinida em

todos os pontos).
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@ Se f é convexa e (g, yg) € um ponto critico de f, entao f(z,y) >
f(x0,0), para todo (z,y) € U.

Verdadeiro. Um ponto critico de uma fungao convexa é minimo global.

18.1.5. Otimizacao sem restricoes.
ANPEC 2022, Questao 10. Considere a funcao f : R?> — R definida por
f(z,y) = 2% + (1 + 2)3y? para todo (z,y) € R?, e classifique as afirmagoes abaixo.

@ A fungao f tem mais do que um ponto critico.

Falso. Note que V f(z,y) = (224 3y*(1 +2)?,2y(1+x)3). Um ponto critico satisfaz
y(1+ )3 =0 e portanto y =0 ou z = —1. Se y = 0 entdao x = 0. Se x = —1 entao

Jf/0x nao se anula. Logo (0,0) é tnico ponto critico.

@ Existe um ponto de minimo local para f.

Verdade. Basta ver que a hessiana ¢ dada por

Hile.y) = 2+ 6y*(1+2z) 6y(l+ x)?
POP= eyt +2)? 20+2)? )

H;(0,0) = <§ g) |

Como a hessiana é positiva definida no ponto critico, entao este ponto ¢ minimo

e entao

local.

@ Existe um ponto de maximo local para f.

Falso, pois pelo itens @ e @, o Unico ponto critico é de minimo.

@ A fungao f assume um valor minimo em seu dominio.
Falso, pois para y # 0,
lim f(z,y) = —o0.

T—r—00
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ANPEC 2022, Questao 12.

Dado um parametro a € R, considere a funcao f : R? — R defi-
nida por f(z,y) = —2? — 2y — 2y* + 2ax + 2ay e o problema de
maximizagao:

max f(z,y).
Jmax f(z,y)

Denotando por (z*,y*) = (2*(a),y*(a)) a solugdo deste problema,
seja f*: R — R tal que f*(a) = f(z*,y*) a fungao valor correspon-
dente. Calcule a derivada de f* no ponto a = 14, ou seja, o valor
de L= (14).

Note que V f(x,y) = (—2x — y + 2a, —x — 4y + 2a), e

o (2 -
=\ —g)

Como o determinante da hessiana é maior que zero, ambos autovalores tém o mesmo
sinal. Logo, ela é positiva ou negativa definida. Mas como os termos da diagonal sao
negativos, i.e.,
THe, = —2 THre, = —4
e [iye; = — < 0, € [1y€2 = — < 0,
entao a hessiana tem que ser negativa definida. Note em particular que a funcao é
estritamente concava.

Para achar pontos criticos, basta igualar o gradiente a zero. Portanto,
T+ 4y = 2a
20 +y = 2a

Depois de algumas contas vé-se que a unica solugao é (z*,y*) = (6a/7,2a/7). Como
funcao é concava, este ponto critico é de maximo. Substituindo, temos
36 12 8 12 4) a? 564>

S D ) = o (—36—12—8+84+28) = .
9 19 17 777) T 1 T8H28) = 75

Portanto,
df*(a)  16a df*(14)
da 7 — da =32
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18.1.6. Otimizacao com restricoes.

18.1.6.1. Lagrange: restricoesde igualdade. Suponha que x* € R? seja tal que
f(x*) = min{f(x) : x € R?, g1(x) = - = g(x) = 0}.
entao existem ntmeros p, AJ, ..., A} nao todos nulos e tais que
pV f(x) = AV (xT) + -+ ALV gi(x7).

Se {V ¢g1(x*), ...,V gr(x*)} & linearmente independente, entao pode-se tomar p = 1.

18.1.6.2. Kuhn—Tucker: restri¢oesde desigualdade. Suponha que
f(x*) =min{f(x): x € R* hy(x) >0,---,he(x) > 0}.
Entao:
(1) existem ndameros p, A, ..., A; ndo todos nulos e tais que
puV f(x) = AT VA (X)) 4+ - 4+ ALV hg(x5).

(2) sejai € {1,...,k} tal que h;(x*) > 0. Entao pode-se impor A\f = 0.
(3) se o conjunto V' = {V h;(x*) : hy(x*) =0, onde 1 < i < k} é linearmente

independente, entao pode-se tomar p=1e A} > 0,...,A; > 0.
18.1.6.3. Restrigcoes de positividade. Suponha que
f(x*) = min{f(x) : x € R* x > 0}.
Entao
V f(x*) >0, Vix") -x*=0, x* > 0.
18.1.6.4. Restrigoes de desigualdade com positividade. Seja g : R™ — R “suave”

mﬂi{n f(x) tal que g(x) >0, x > 0.
xeR™

Entao

Vif—A-Vieg>0, (Vi f—=A-Vxg) - x=0,
A >0, Ag =0, g >0, x > 0.
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18.1.6.5. Restrigoes de igualdade com positividade. Seja g : R™ — R “suave” e
mﬂi{n f(x) tal que g(x) =0, x> 0.
xXER™

Entao

Vif—A-Vsg>0, (Vi f—=A-Vxg) -x=0,
g =0, x > 0.

ANPEC 2021, Questao 10. Considere a seguinte questao:
Seja a funcao f : R? — R definida por f(z) = —?—1—4\/5 T1+To, em
que x = (x1,z3). Dados dois parametros positivos p, m € (0, +00),
defina o conjunto A = {(z1,22) € R? : @1 > 0,29 > 0,pz) + 79 =
m}. Encontre o menor valor de m que faz com que, para qualquer
parametro p satisfazendo 0 < p < 4v/5, a condicéo %f—g) = p forneca

a solucao para o problema de maximizar f(z) sujeito a x € A.

(Solugao de Luciano Venturim). A fungao f é quasilinear em z5. O problema original
é

i
max 1 + 4\/5951 + x9

T1,T2

tal que
xy, w9 >0
pPr1+ T =m

Substituindo x5 na fungao objetivo, temos

2
max — L 4 (45 — p)ay + m.
w2 4
Veja que para que zo > 0, o =m —pr; > 0= 11 < %. As CPOs desse problema
Sao0

(1) (=5 +4V5 —p)at =0
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Se x7 = 0, entdo x5 = m e o maximo do problema acima ¢ f(0,m) = m.

Se x7 > 0, entao podemos ter dois casos:

(1) —%4—4\/5—]9 =0, isto &, 8;5;”:) = p, e prt < monde 27 = 2(4v/5—p). Nesse
caso, rF = 2(4v/5 — p) e pat = 2p(4v/5 — p). Além disso, f(zt,m — pat) =
(4v5 —p)2+m >m = f(0,m).

(2) %x:) < p e pzy = m. Nesse caso, z] = 7, e f(%,()) = %+(4\/3—p)%+p.
O primeiro caso é o que nos interessa. Precisamos encontrar o menor m, m*,
tal que pr* = 2p(4v/5 — p) < m* para todo p € (0,4y/5). Para cada p, m(p) =
2p(4\/5 —p) é o menor valor de m para qual essa desigualdade é valida. Para encontrar
m*, basta entao encontrar o maior valor que m(p) pode atingir em p € (0, 4\/5), isto
&, m” = max, 43 m(p). Note que m(p) é uma parabola em p com raizes 0 e 4v/5.

Seu maximo é entdo 2v/5 € (0,4v/5), donde m* = m(2v/5) = 40.

ANPEC 2019, Questao 12.

Considere o problema do investidor que pode investir os pesos w; e
wy de sua riqueza em dois instrumentos financeiros arriscados. Suas

preferéncias implicam que ele quer maximizar a fungao
U(wy,ws) = 1, 15wy + 1, 2w, — 0, 5(0, 04w? 4 0, 09w3).
Sujeita as restrigoes:
wy +wy =1,
w; >0 e wy>0.
@ A solucgao do problema de maximizacao com restricao acima

¢ (wy,ws) = (0,1), ou seja, o investidor prefere investir todo o seu

dinheiro em apenas um instrumento financeiro.
Falsa (com gabarito verdadeiro). Pelo item @,

115 4 12 9
VU= (m—m%ﬁ—mw?) :
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Ignorando por um momento as condi¢oes de positividade e impondo somente a res-

tricao wy + wy = 1, temos que

115 4 _
100 ~ TogW1 = A
2 9., _
0~ TogW2 = A

wy +wy =1
e conluimos que w; = 4/13 e wy = 9/13. Como
U(4/13,9/13) > max{U(0,1), U(1,0)},

temos que a afirmativa é falsa.

ANPEC 2015, Questao 09. Considere as seguintes informacoes:
Seja f : D — R a funcao definida por f(z,y) = 2? — 22y + 2y, em
que

D={(z,y) e R?:0<r<3 e 0<y<2}

@ A fungao f possui um tnico ponto de minimo em D;
Falso. Note que
2 =2
V= 2x—-2y -2z +2), H = s o]

Como det H = —4, a hessiana é indefinida (tem autovalores de sinais opostos). Logo,
nenhum ponto critico € minimo ou maximo. Entdo o minimo ocorre na fronteira.
Vamos analisar cada caso:

(1) y=0 = f =22 Logo a fungdo alcanga o minimo em (0, 0).

(2) =0 = f =2y. Logo a fungao alcan¢a o minimo em (0, 0).

(3) y=2 = f=212%—4x+4. Logo a funcao alcanca o minimo em (2, 2).

(4) =3 = f=—4y+9. Logo a fungdo alcan¢a o minimo em (3, 2).

Temos portanto trés candidatos a minimo. Calculando os valores de f:

£(0,00=0,  f(2,2)=0, f(3,2)=1.
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Portanto, f tem dois minimos em D.

@ (1,1) é ponto de minimo local de f em D;
Falso. Basta ver a solucao do item @

@ O valor maximo absoluto da fungao em D ¢ 9;
Verdadeiro. Basta repetir a argumentacao do item @ e calcular f nos pontos (0, 1),
(3,2) e (3,0):
£(0,1) =2, f(3,2) =1, f(3,0) =09.
@ O maximo ¢é atingido na fronteira de D;

Verdadeiro. Pelo item @, a funcao nao possui pontos de méximo ou minimo no

interior.
@ A funcao é concava em D.

Falso. Basta ver que a hessiana calculada no item @ é indefinida.

ANPEC 2012, Questao 15.
Seja (z*,y*) o ponto de R? que maximiza f(z,y) = x?y sujeita a
restricao 222 + y* < 9. Encontre a = [f(z*, y*)]*.

Seja g(z) = 22 + y* — 9. Note que
Vf=(2zy2%, Vg=(4z,2).

Portanto os pontos criticos estao concentrados em = = 0. Mas f(0,y) = 0 para todo
y, e portanto estes pontos nao sdo de méximo. Concluimos que o(s) ponto(s) de
méaximo se econtram na fronteira do dominio, i.e., satisfazem 222 + y? — 9. Podemos
entao resolver este problema de otimizacao com restricao de igualdade. Usando o

Teorema de Lagrange, existe A tal que V f = AV g, i.e.,
2zy = 4 \x
% = 2)\y
202 +y* =9



18.1. QUESTOES ANPEC TRABALHADAS 483

Como sabemos que o ponto de maximo tem x # 0, podemos dividir por = e concluir
da primeira equacao que y = 2A. Note que y > 0 no ponto de méximo, e portanto
A > 0. Da segunda equacao temos 22 = 4)\2. Finalmente, da terceira equacdo temos
A =3/(2v/3). Logo,

36
26 x 33

Fla,y)]? = 2y? = 16A"\2 = 647° = 64 — 27,
ANPEC 2011, Questao 10. Considere as seguintes informacoes:

Seja X C R? o conjunto limitado pelas retas r : x = 0, 75 : y = 0,
rs:dr+3y—40=0ery: x+ 2y —20=0. Seja p € X o ponto de
méaximo da funcao f: X — R dado por f(z,y) = 2z + 5y.

A seguir avaliamos as afirmativas quanto as suas veracidades.

@ No ponto p, o gradiente de f nao é ortogonal a qualquer das

retas ry,79,73 € 74.
Verdadeiro. Basta ver que V f = (2,5). E as retas sao ortogonais a (1,0), (0, 1),
(4,3), (1,2).

@ O valor da funcao f no ponto resultante da intersecao das retas

9 €73 é 70.
Falso. A intersecao ocorre em (10,0), mas f(10,0) = 20.

@ O valor da funcao f no ponto resultante da intersecao das retas

r3ery é48.
Verdadeiro. Basta ver que no ponto de intersecc¢ao, vale o sistema
4o + 3y = 40
x4+ 2y =20
e portanto x = 4 e y = 8. Mas f(4,8) = 48.

(3) p = (10,0).

Falso. O ponto de maximo de uma funcao linear com restri¢oes lineares s6 pode

ocorrer em cima de uma reta inteira se o gradiente de f for ortogonal a uma das
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retas. Como esta nao é o caso, ver item @, entao o maximo se dara numa das

intersegoes entre retas: (0,0), (10,0), (4,8), (0,10). Calculando o valor de f:
£(0,0) =0, f£(10,0) = 20, f(4,8) =48, £(0,10) = 50.

Logo, o ponto de méximo ocorre em (0,10) e f(0,10) = 50.

(@) f(p) = 50.
Verdadeiro. Ver item @

18.2. Questoes ANPEC Resolvidas

EXERcicIO 72 (ANPEC 2022, Questao 10). Considere a fungio f : R? — R
definida por f(x,y) = 2? + (1 + z)3y? para todo (x,y) € R%. Classifique as sequintes
afirmagoes como verdadeiras ou falsas:

@ A funcao g—g :R?2 — R € homogénea de grau 4.
@ A funcao f tem mais do que um ponto critico.
@ FExiste um ponto de minimo local para f.
@ Existe um ponto de mdximo local para f.

@ A funcao f assume um valor minimo em seu dominio.

ExERrcicio 73 (ANPEC 2022, Questao 11). Dada uma lista de parametros («, 3) €
R?, sio definidas duas fungoes f : R*> - R e g: R? = R por f(xy,22) = 11 + awy
e g(x1,m3) = (vy — 1)? + B(z2 — 1). Considere o problema de otimizagio que
consiste em mazimizar f(x1,xs) sujeito a g(xy,x2) = 0. Defina o lagrangeano
L(zy,29,\) = f(x1,22) — Ag(x1,22). O gradiente de L é notado por V L(z1,xa, \).

Julgue as sequintes afirmativas:
@ Quando o =1 e B =0 o problema nao tem solucao.
@ Quando o = —1 e =1 o problema nao tem solugao.

@ Quando o = [ =1 o problema tem uma tinica solucao, que pode ser encon-
trada resolvendo-se V L(xy1, 29, A) = (0,0,0).
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@ Quando a = B = 0 uma solucao do problema pode ser encontrada resolvendo-
se V L(xq1,29,\) = (0,0,0).
@ Quando a« =0 e =1 o ponto (1,0) resolve o problema.

EXERCICIO 74 (ANPEC 2022, Questao 12). Dado um pardmetro a € R, considere
a fungao f: R* = R definida por f(x,y) = —x® —xy — 2y* + 2ax + 2ay e o problema
de mazrimizacao:

max f(z,vy).
Jmax f(z,y)

Denotando por (x*,y*) = (2*(a),y*(a)) a solu¢io deste problema, seja f*: R — R
tal que f*(a) = f(z*,y*) a func¢dao valor correspondente. Calcule a derivada de f*

*
a

: d
no ponto a = 14, ou seja, o valor de %(14).

EXERcICIO 75 (ANPEC 2022, Questao 13). Julgue a veracidade das seguintes

afirmativas:

@ Seja f : RN — R uma funcio diferencidvel. Suponha que T € RY ndao é um
9f (@)

Ox1
ponto critico da fungao f. Se A = : e AT denota a transposta de A,
of(z)

oxr N
entdo a matriz AAT tem posto 1.

@ A equagdo (x—2)3+x(y—1)>—Iny = 1 define implicitamente y como fungao
de x em uma vizinhanga do ponto (3,1) € R?, e denotamos para expressar
isso y = h(z). Esta fungdo satisfaz %(3) = 1.

@ Considerando a fungio f : R x [0,1) — R definida por f(x,y) = (2® +
y?)(yel*! — 1), para cada v € R existe um tinico y = h(x) € [0,1) tal que
f(z,h(z)) =0, o que define uma fungao continua h : R — [0,1).

@ Seja f : R? — R uma fungdao continuamente diferencidvel, e g : R?* — R uma
fungao definida por g(x1,x2) = f(x1,z2) + cos(x1x2). Denotamos por (z,w)

o produto interno padrio entre os vetores z e w no R?, e por V f(x) e V g(x)
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os gradientes das duas fungoes. Entao (V f(x)—V g(x),V f(x) =V g(z)) <
1 para todo x € R?, cuja distancia euclidiana ao ponto (0,0) € 1.

@ A matriz hessiana associada & funcio f: R* — R definida por f(x1,xs) =
21 — 2119 — 423 € semidefinida positiva em qualquer ponto do dominio, e

logo a funcao f € conveza.

EXERcICIO 76 (ANPEC 2021, Questao 2). Considere os conjuntos A = {(z1, xq,x3) €
R3:21+ a9 +a3 =1} e B=AN{(x1,79,23) ER3: 2y > 0,29 > 0,23 > 0}. Seja
Yy = <%, %, %) Julgue as sequintes afirmativas:

@ Os subconjuntos A e B de R3 sao exemplos de subespagos vetoriais de R3.

@ Se o0s conjuntos C, D C R? sdio definidos por C = {x —y € R®: 2z € A} e
D={x—yeR®:xe B}, entio C é um subespago vetorial de R, mas D
nao € um subespago vetorial de R3.

@ A fungio f : R® — R definida por f(x1,72,23) = 1 — x3 nao atinge um
ponto de mdximo em A, mas atinge um ponto de mdximo em B.

@ Seja z = (21, 20, 23) € R3 um vetor satisfazendo z + 2o + 23 = 0, e tome a

1 1 1
3+3[z1]’ 616]z2]’ 2+2[z3]

no intervalo aberto (0, ), o vetor y + €z pertence a B.

constante o = min{ } Entao, para todo numero real €
@ A projecao ortogonal do vetor y sobre o complemento ortogonal do subespago

vetorial gerado pelo vetor (1,0,—1) € um elemento do conjunto B.

EXERcICIO 77 (ANPEC 2021, Questao 8). Para um nimero natural N > 1
denotamos por Rf+ o conjunto dos vetores x = (x1,Ta,....,xy) em RY com x; >
0,20 > 0,...,xxy > 0. Uma funcao f : R_]XJF — R é chamada de positivamente
homogénea de grau p, sendo p > 0 um niumero inteiro, se para todo nimero real o > 0
tivermos f(ax) = o f(x). Classifique as sequintes afirmagoes como verdadeiras ou
falsas:

@ No caso N =1 a fun¢ao definida por f(x) = x|z| é um exemplo de funcao
positivamente homogénea de grau 2.
@ Se g: R,y — R € uma funcao qualquer, entio f(x1,x9) = @g(i—i) define

. » , 2
uma fungao positivamente homogénea de grau 1 sobre RZ .
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@ Se g: R, — R € uma funcgao positivamente homogénea de grau 1, entao a
fungao f: R, — R definida por f(x1, ) = $gg(%) é concava.

@ Qualquer funcao g : Ry, — R positivamente homogénea de grau p satisfaz
lim g(x) > 0.
z—0t g( )

@ Sejam f : RL —Reg: RL — R fungoes positivamente homogéneas de
grau p. Defina, sobre o mesmo dominio, a soma f + g por (f + g)(x) =

f(@) +g(x) e o produto fg por (fg)(x) = f(x)g(x). Portanto, f+g e fg
sao positivamente homogéneas de grau p.

EXERcicio 78 (ANPEC 2021, Questao 9). Seja a funcao f : R? — R definida
por f(xy,xzy) = 000 -523+4002-52343  Go D((y, 1), (5,2)) denota a distancia eu-
clidiana do ponto (x1,z3) ao ponto (5,2), e a € R € um pardmetro, considere o
problema P : mazimizar f(x) = f(x1,22) em x = (x1,79) € R? sujeito a restrigao
D((x1,22),(5,2)) < a. Julgue as sequintes afirmativas:

@ Os pontos que satisfazem a restricao do problema P formam um conjunto
convexo apenas quando 0 < o < 1.

@ Se para os nimeros reais 31 e [y temos que para todos x = (x1,x2) €y =
(y1,02) em R a desigualdade f(z1,25) > [(y1,y) equivale a —(z1, Br)? —
(19 — B2)? > —(y1 — B1)* — (y2 — Bo)?, entdo By e By sao mailtiplos de 5.

@ Para todo o« > 0 o ponto que mazimiza a fungao f de forma incondicional
em R? ndo satisfaz a restricio do problema.

@ Quando o = /29, na solu¢io x* para o problema de mazimiza¢io P o
gradiente V f(z*) € diferente de (0,0).

@ A fungao g sobre R? definida por g(x1,72) = In f(x1,23) € concava.

ExERcicio 79 (ANPEC 2021, Questao 10). Seja a funcio f : R? — R definida
por f(x) = —‘%% +4v5 214 19, em que x = (21, 25). Dados dois parametros positivos
p,m € (0,4+00), defina o conjunto A = {(x1,25) € R : 21 > 0,29 > 0,pr1 + T3 =
m}. Encontre o menor valor de m que faz com que, para qualquer pardmetro p
satisfazendo 0 < p < 4v/5, a condi¢io %(f) = p fornega a solugdo para o problema

de maximizar f(x) sujeito a x € A.
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EXERcICIO 80 (ANPEC 2020, Questao 5). Seja a fun¢ao z(x,y) definida impli-

citamente por
F(z,y,2) =rIlnz+zny — 2> —zlny +x = 0.

Julgue as sequintes afirmativas:

@ O wvalor de F no ponto (€2 — e, e, e) € zero.

(1) O walor 9 no ponto (¢* — e, e,¢€) € zero.

@ z nao pode ser definida implicitamente como fungao de (x,y) ao redor do
ponto (e* — e, e, e).

@ O wvetor (%, g—z) no ponto (€2 — e, e, e) é (%, % — 1).

@ Se v € o vetor normal a superficie definida por F(x,y,z) = 0 no ponto

(€2 —e,e,e), entdo v é ortogonal ao vetor (1,1,1).
Solucao

@ Verdadeiro.
F(e®* —e,e,e) = (e —e)lne+elne—e* — (e —e)lne+e® —e=0.

@ Falso.

A derivada parcial de F' com respeito a varidvel z €

0F (x,y, 2)

T
=—+1 —2z.
0z Z—i—ny &

Para (z,y,z) = (€2 — e, e, e), temos

aF 2 2
(e 6’676):6 e+lne—2e:—e.

0z e

(2) Falso.
Dizemos que z estd definida implicitamente pela equag¢ao F(z,y,z) = 0 se
2= [f(z,y).
O teorema da funcgao tmplicita determina condi¢oes sob as quais uma relag¢ao
como F(x,y,z) =0 defina z em fungdao de (z,y).

Dado que F,0F /0, %—5, %—f sao continuos sobre uma bola contendo o ponto
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(€2 —e,e,e) =0, e dos itens @ e @

F(e? —
F(e? —e,ee)=0 e OF(e aze,e,e)%O’

489

Entao, pelo teorema da fung¢ao implicita z estd definida tmplicitamente como
fungdo de (x,y) ao rededor do ponto (e? — e, e, e).

@ Verdadeiro.

As derivadas parciais de F' sdao

F
ox
OF(x,y,2) 2z =
Oy y oy
F
OF(@y.2) _ T\ 0 o
0z z
Para (z,y,z) = (2 — e, e, e), temos
OF (e* —e,e,e) OF (e* —e,e,e) OF (e* — e, e, e)
=1, =2—e, = —e.
ox Jy 0z
Assim,
82(62 —e,e) _ —%—5(62 —e,ee) _ —_1 _ 1
ox 9E(e2 — e, e,¢) —e e
Dz(e? — e, e) _ _%_5(62_@6»6) _2—-e 2 L
dy %—5(62 —e,e,¢€) —e e

@ Falso.

O wvetor normal d superficie F(z,y,z) =0, no ponto (e — e, e) é

L (32(628; 6,6)7 3,2(@28; e, 6)’_1> _ <1, 2 1, _1).

e’ e
Agora

12 1 2 3
<ﬁ——L—QaJJ):—+——1—1:——2
e e (& e e
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EXERcIcIO 81 (ANPEC 2020, Questao 6). Considere a transformagao linear
f:R? — R3 definida por

flz,y) = 2z +y,z+ 2y, 2 +y).

Julgue as sequintes afirmativas:

@ f € uma transformacao linear injetora.

@ f € uma transformacao linear sobrejetora.

@ Os vetores (2,1,1) e (1,2,1) formam uma base para a imagem de f.

@ A matriz associada & transformacao linear f tem posto (rank) menor do
que o posto da matriz jacobiana (denotada por Jf(x,y)) de f em todo ponto
(z,y) € R*.

@ Considere a fungdo h : R® — R definida por h(r,s,t) = r?> + s> + 2. A
composta g : R? — R definida por g(z,y) = h(f(x,y)) satisfaz

Jg(z,y) = (4x + 2y 2x + 4y 2x + 2y)

— = N

1
2
1
Solugao
@ Verdadeiro.
Sejam (x1,y1) e (v2,y2) € R?, tal que
f(xlayl> = f(%;yz)
(2$1 + Y1, + 2y1,$1 + yl) = (2$2 + Y2, Lo + 2y2,$2 + yz).

Entao
(18.2.1) 201 +y1 = 202 + Yo,
(18.2.2) T1+ 2y1 = x2 + 2ys,
(18.2.3) Ty + Yy = T2+ Yo

Subtraindo as equagoes (18.2.1)) e (|18.2.2)), temos

(1824) T1 — Y1 = X9 — Yo
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Somando as equagoes (18.2.3)) e (18.2.4), obtemos x1 = x5. Da equagao
(118.2.1), juntamos y; = ys. Portanto f € injetora.

@ Falso.

Seja (1,0,0) € R3, entao

(18.2.5) 2r+y=1
(18.2.6) z+2 =0
(18.2.7) z+y=0

De (18.2.6) e (18.2.7)), temos que x =y = 0, logo da equagao (|18.2.5)) obte-
mos 0 =1 (absurdo!).
Portanto nao existe (x,y) € R? tal que f(z,y) = (1,0,0).

@ Verdadeiro.
A imagem de f €

Im(f)={(2z+y,x+2y, 2+ y);z € R,y € R}.

Denotemos B = {(2,1,1),(1,2,1)}.
Devemos mostrar que os vetores de B sao linearmente independente e que

geram Im(f).

(i) Linearmente independente

Sejam « e B € R, e consideremos
a(2,1,1)+ p(1,2,1) = 0.

Entao, « = 0 e 8 = 0, isto €, a equacao anterior so tem a solugao
trivial.

(ii) O conjunto B gera Im(f)
Seja (2x +y, v+ 2y, x +y) € Im(f). Logo

2z +yr+2y,r+y) =2(2,1,1)+y(1,2,1).
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Entao o conjunto B gera a Im(f).

De (i) e (ii), o conjunto B é uma base para a imagem de f.

@ Falso.

A matriz jacobiana de f €

0(2z+y)  9(2z+y)

5 5 2 1
z y
Tf(x,y) = 2520 20| = 11 2
d(z+y) d(z+y)
8J:y Byy L1

A matriz da transformacao linear f €

2
M= 11
1

— N

Note que M = Jf(x,y). Entdao, o posto da matriz associado a transforma-

¢ao linear f € igual ao posto da matriz jacobiana.

@ Verdadeiro.
g(z,y) = 2z +y)° + (2 +2y)° + (z +y)?

Note que Jg(x,y) = V g(x,y) = (0g/0x,0g/0y).

)
a_i = 2(4x + 2y) + 1(2z + 4y) + 1(22 + 2y)
)
a—z = 1(4z + 2y) + 2(2z + dy) + 1(2x + 2y)

Jg(r,y) = (4 +2y 2x+4y 2+ 2y)

— = N
— N

EXERcICIO 82 (ANPEC 2020, Questao 12). Julgue a veracidade das afirmagoes

abaizo;
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@ Considere a fungao f(x,y) = ev ! 4 2 em quexr >0 ey > 0. Eristem
a>0eb>0 tais que ((a,b),V f(a,b)) > 0.

@ Dada a fungao f(x,y) = xe%, todo plano tangente ao grdafico de f contém a
origem.

(2) Dada a fungio f(z,y) = %, a curva de nivel C(1) = {(x,y) € Dy :
f(z,y) = 1} coincide com o grifico da fun¢ao h(x) =In(1 +x),xz > —1.

@ Dada f : R — R uma funcao de classe C' e um ponto x € R™ tal que
o gradiente V f(x) é nao nulo, o vetor V f(x) indica a diregao de maior
crescimento da funcao f a partir do ponto x.

@ Considere a curva derivdvel v : (a,b) C R — R y(t) = (11(t),7(t)), a
fungdo f : R? — R de classe C' e f(y(t)) = ¢ € R, para todo t € (a,b).

b

(
Entao os vetores V f(y(t)) e (71(t),v4(t)) sao ortogonais para todo t € (a,b).

Solucgao

@ Falso.

O gradiente

v = (L g0) - (i)

Logo, ((a,b),V f(a,b)) =0. Para todo a >0 eb> 0.

@ Verdadeiro.

O vetor normal & superficie f(x,y) no ponto (xo,yo) €

]\—’[ _ (3f(x0;yo)’ af(ajanO)’_l) — (6% + @ 6%, _$_§ 6%, _1>
O dy Yo Yo
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Logo, a equagao do plano tangente a superficie f(x,y) no ponto (xg,yo) €
dado por
N. ((Z‘, Y, Z) - (x()a Yo, ZO)) =0
N

_"(xay7z) - ]\7-(95079072’0) =0

2

N.(z,y,z) — ((ezg + 20 e —:B—g e —1> (%JJOJO)) =0

Yo Yo
- O A )
N.(z,y,2) —xgevw ——evw + —evw + 25 =0
Yo Yo
N.(x,y,z) =0.

Assim, todo plano tangente ao grifico de f contem a origem.

@ Falso.

Note que (0,0) ¢ Dom(f), dado que C(1)C'Dom(f), entao (0,0) ¢ C(1).
O ponto (0,0) pertence ao grdfico da fungao h(x), jdi que h(0) = In(1) = 0.

Portanto, a curva de nivel C(1) nao coincide como grifico da fungao h.

@ Verdadeiro.
Dado que

L) 9 @yt = 19 @) il cost = |9 f(a)] cos(0)

Para que 0f(x)/0u seja mdximo o cos(f) = 1, entdo

af( )

=V fz)a =V fl)
Logo, a diregao de mdximo crescimento, no ponto x, €

L V@)
TV 7@

Portanto, o vetor V f(x) indica a dire¢ao de mdximo crescimento da fungao

f a partir do ponto x.
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@ Verdadeiro.

Denotemos
g(t) = f(r(t)) =C
dg(t) 0f 3’71 af 5’72

dt o ot | Oy ot
af of 871 072
(871 8’yg> < )

=V f(7)- (1), 75(t)) = 0.

EXERcCICIO 83 (ANPEC 2020, Questao 15). Suponha que queremos otimizar
flx,y,2) = 2% + y?® + 22, sujeito a sequinte restrigao: z* + y* + z* = 1. Sejam
M e m os valores mdximo e minimo de f na restricao. Calcule M? + m?.

Solugao

Resposta 4

Vamos usar o método dos multiplicadores de Lagrange (note que o dominio em ques-
tao jd € do tipo fronteira, nao tem interior, caso contrdrio teriamos de comecar por
determinar os pontos criticos de f no interior do dominio).

Seja D = {(x,y,2) € R¥/g(x,y,2) = 2* +y* + 2* = 1} o dominio da fungao f. Note
que V g(z,y,z) # (0,0,0) para todo (x,y,z) € D. Como D é um subconjunto fechado
e limitado de R3, e f ¢ continua, entao pelo teorema de Weierstrass, f tem mdximo
e minimo absolutos em D, e os pontos onde eles ocorrem tém, necessariamente, de

ser solugoes do sistema de Lagrange:

{ Vf(z,y,2) = AVg(z,y,2),

g(z,y,z) = 1.
Assim
(1 - M) =0
y(1—2y?) =0
2(1—-X2%) =0

Das trés primeiras equacoes, do sistema anterior, temos 0s possiveis valores para

T,y e z:
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(1) (,y,2) = (0,0,0) (v) (z,y,2) = (£7,0,0)
(i) (x,y,2) = (0,0, £ %) (vi) (2,9, 2) = (£, 0, %)
(iii) (z,y,2) = (0,£,0) (vii) (z,y,2) = (X5, £5,0)

(iv) (z,y,2) = (0, i\},if) (viii) (,y,2) = (£, 75 £75)
Agora, utilizamos a quarta equacdo, do sistema de equagoes, para determinar A

(i) Nao cumpre a equagdao (v) (x,y,z) = (£1,0,0)

(ii) (2,9,2) = (0,0, £1) (vi) (@, 2) = (25,0, %)
(iii) (x,y,z) = (0,%£1,0) (vii) (x,y,z) = (j:\lf % 0)
(iv) (,y.2) = (£33, 95, 0) (viit) (x,y,2) = (45, £ 75, T 35)

para estos pontos temos

(i) Nao é extremante local (v) f(£1,0,0) =1

(i) £(0,0,£1) =1 (vi) f(£45,0 : zlf_l) . %2
(i) f(0,£1,0) =1 (vii) f(0, i\/ ta5) = 5
(iv) f(i%,i%,(]) = \% (viii) f(j:q\/—g, q\}—g,iz\}—g) = \/ig

Logo, o mdximo M = e o minimo m = 1.

Portanto M? +m? = 4.

Sles

EXERcic1O 84 (ANPEC 2019, Questao 7). Considere a func¢io f : R* — R,
definida por f(x1, 29, 23, 24) = —(21)% + Sop_i(—21)¥, € verifique a veracidade das

sequintes afirmagoes:

@ Seja x* = (xf, x5, x5, x}) um ponto no R* . Para que x* € R* seja um ponto
critico € necessdrio que —2x} — 1 = 2xh = —3(x3)? = 4(x5)®> = 0.

@ A matriz Hessiana H de f no ponto x = (1, 2, T3,24) €

-2 0 0 0
0 2 0 0
0 0 —3z3 O

0 0 0 4y
@ A matriz Hessiana H de f ¢ indefinida em R*.

@ f possui um mdzimo local em x* = (1,0,0,0).
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@ O determinante da matriz Hessiana de f € positivo para todo x € R*, isto
¢, det Hf(X) > 0.

Solugao
@ Verdadeiro.
A funcao
f(@1, 20, w3, 24) = —JJ% — T+ x% — ch + xi.

Se x* € um ponto critico entao

Vi) = (56 5w 3w 2w ) = 0000,

= (=22% — 1,23, —32%",42%") = (0,0,0,0).

@ Falso.

A matriz Hessiana

O i) (@ mam@| [20 0 0

H(z) = a?Qafxl(m) 8x2($) 3?23;3@) 8371814(‘%‘) _ 2 0 0
D30T, (z) 8$36$2 (x) a_x§<x) 61:58964 (x) 0 —6zz 0

_agafxl (x) auam z) agafm (z) 3%(93) | 0 0 12}

@ Verdadeiro.
Seja y = (Y1, y2,Y3,vy4) # (0,0,0,0) entdo

yH(x)yT = —Qy% + 2y§ — 6x3y32, + 12xiy§.
para y = (1,0,0,0) temos yH(z)y' = -2 <0,
para y = (0,1,0,0) temos yH(z)y’ =2 > 0.
Portanto, a matriz Hessiana h € indefinida.
@ Falso.
Do item @, temos

—2r7 — 1 =225 = —3(1’§)2 = 4($Z‘1)2 =0.
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Logo z7 = —1/2, x5 = x5 = x; = 0. Portanto o unico candidato a extre-
mante local € (—1/2,0,0,0).

@ Falso.

Do item @, temos det(H (z)) = 288x373.
Para x = (0,0,0,0) tem-se det(H (z)) = 0.

EXERcICIO 85 (ANPEC 2019, Questao 12). Considere o problema do investidor
que pode tnvestir 0s pesos wy € wy de sua riqueza em dois instrumentos financeiros

arriscados. Suas preferéncias implicam que ele quer maximizar a func¢ao
U(wi,wy) = 1, 15w, + 1, 2wy — 0, 5(0, 04w + 0,09w3).
Sugeita as restrigoes:

w1+w2:1,

w; >0 e wy>0.

Indique abaizo os itens verdadeiros e os falsos:

@ A fungao U é homogénea de grau 1.

@ O gradiente de U € (% — lioowl, % — 1%07112).

@ Seja (wy,w3) a solugdo do problema de mazximiza¢Go com restrigoes acima.
Se wi > 0 e wj > 0, entdo o vetor gradiente de U em (w},w}) deve ser
perpendicular a reta definida pela equagao wy 4+ we = 1.

@ A derivada direcional de U no ponto (12—0,1%0) e na dire¢ao (‘/75,\/75) €
V2.

@ A solugao do problema de mazimizagao com restricio acima é (wi,w}) =
(0,1), ou seja, o investidor prefere investir todo o seu dinheiro em apenas

um instrumento financeiro.
Solugao

@ Falso.

@ Verdadeiro.
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@ Verdadeiro.

@ Falso.

@ Verdadeiro.

EXERcICIO 86 (ANPEC 2018, Questao 7). Verifique a veracidade das questdes
abaixo, em que C € o valor emprestado, M é o montante final, n é o nimero de

periodos do empréstimo e r € a taxa de juros:

@ A expansao em Taylor em primeira ordem de M(r) = C(1+r)", em torno
der =0, é P(r) = C(1 4+ rn). Isto significa que, para taras de juros
suficientemente baixas, € pequena a diferenca de considerar r como sendo
Juros simples ou juros compostos;

@ Considere r = 10% ao ano como uma tazxa de juros compostos com capita-

lizagao por sequndo, ou seja, considere que

r

365%x24x60
365 x 24 x 60)

w=c (1

Neste caso, temos que M =~ Ce";

@ Seja S, = >.p_, ab*. Temos que S, = a" <%11’b) Além disto, uma das
formas para se chegar a esta iqualdade é perceber que bS, — S, = ab™** — ab;

@ Considere um instrumento financeiro que pagard R$100,00 por ano para
sempre, a partir do prozimo ano (ou seja, uma perpetuidade). Se a tara de
jJuros efetiva € de r = 5% ao ano, o preco que pagarei por este fluzo de caira
€> iy % = 12—0 = 2000,

@ Parar >0 en>1, temos que (1 +7)" > 1+ rn.

Solucao

@ Verdadeiro.
@ Verdadeiro.

@ Falso.

@ Verdadeiro.
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@ Verdadeiro.

EXERcICIO 87 (ANPEC 2018, Questao 10). Considere a fungao
zy?z + 2222 + g—i
yz +xz + y>?

e a direcio @ = (v/3,v/3,V3). Calcule a derivada direcional de f na direcio @ no
ponto (v/3,v/3,V/3).

fla,y,2) =

Solucgao

Resposta. 2

A ) w3y2z + a1 + 90

T,Y,2) = .

ks r2yz + 132 + 22Y?

A funcio f € homogénea de grau 2, dado que f(txz, ty,tz) = t*f(x,y,2). Pela iden-

tidade de Euler, obtemos

(18.2.8) Vf(z,y,2).(z,y,2) =2f(z,y, 2).

A derivada direcional de f na diregao ji é dado por

— — /Tl:
(18.2.9) Daf(i) =V f(fi). 7]
Das equagoes (18.2.8) e (18.2.9), juntamos
Daf(ji) =22~ — 922 =9
8 a3

Exercicio 83 (ANPEC 2018, Questao 11). Verifique a veracidade das proximas
questoes, considerando que
f(xayaz) = (91;—2)2+(y—2)2—|— (2_2)2 :

@ A diregao de mdzimo crescimento de f(x,y,z) em (0,0,1) € (0,0,1);
@ A matriz Hessiana de f € diagonal;
@ O ponto (2,2,2) € um mdzximo global de f(z,vy,z);
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@ Se v = (0,1,0), entao a derivada direcional de f na dire¢cao U no ponto
(3,2,2) € zero;
@ Se g(z,y,z,w) = w’f(z,y,2), entdo g é uma fungao homogénea de grau 2.

Solucgao

@ Falso.

Lembrei que

of(z, . .
) _ G o)t = |V (o)l cos(6) = |V S 0)] cos(d).
Para que % seja mdzimo o cos(f) = 1, entao
0f(z,y)

57— V/(@y)a=[Vfzy)l

Logo, a diregao de mdzimo crescente, no ponto (x,y), €

V f(x,y)
IV f(z, )|l

=
Calculemos o gradiente.
Vf(z,y,2) = (2(x - 2),2(y — 2),2(z - 2).
Entao para (z,y,z) = (0,0,1), temos
= (—4,—4,-2) # (0,0,1).

@ Verdadeiro.

@ Falso.

@ Verdadeiro.

@ Falso.

EXERcICIO 89 (ANPEC 2018, Questao 13). Seja f(z,y) = zy e g(z,y) = ax +

By, em que o e B sao estritamente maiores que zero. Seja a > 0 e considere o
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problema de otimizacao

max f(z,y)

x?y

s.a
z>0ey>0
9(z,y) < a.

Identifique abaixo quais sao as questoes verdadeiras e quais sao as falsas:

@ Podemos garantir que a restrigao g(x,y) < a € inativa para a solu¢do do
problema acima, para quaisquer valores estritamente positivos de a,« e [3;

@ Podemos garantir que a restricao x > 0 € inativa para a solugao do problema
acima, para quaisquer valores estritamente positivos de a, o e [3;

@ Se g(z,y) = 2z +y, entdo a solugao € (x*,y*) = (%, %),

@ Se g(z,y) =2z +y, entdo da - f(z*(a),y"(a)) = &;

@ Se a solugao do problema satisfizer g(x*,y*) —a = 0, entao teremos que o

gradiente de f e o gradiente de g em (z*,y*) sao perpendiculares.
Solucao
@ Falso.

@ Verdadeiro.
@ Verdadeiro.

@ Falso.
@ Falso.

ExERcIicIO 90 (ANPEC 2017, Questao 5). Considere o conjunto C = {(x,y) €
R 20 —y4+2>0,224+20+y—2<0,22—2r—4y—3 < 0}. O objetivo é mazimizar
a fungio f(x,y) = ax + by, em que a,b € R, (a,b) # (0,0) no conjunto C. Quais
das sequintes afirmagoes sao verdadeiras e quais sao falsas?

(0) O conjunto C contém {(z,y) € R*: 2> + y* < 4};

@ Sea=3eb=1, entio a solucao € (%, %) ;

@ Para qualquer (a,b) # (0,0), a solugdo estd na fronteira de C;
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@ Sea=—1eb= -2, entdao a solugdo € (0, —%) ;
@ Sea=—2eb=1, entio o valor mdzimo de f(x,y) em C € 3.
Solugao
@ Falso.
@ Verdadeiro.

@ Verdadeiro.
@ Verdadeiro.

@ Falso.

QL

EXERCICIO 91 (ANPEC 2017, Questao 6). Considere o sistema em ‘Cll—f =y, =

—10y — 2 — a°.
Encontre #%F(m(t), y(t)), em que x(t),y(t) é a solugio do sistema acima e F(z,y) =

2 24 6
T+T %
Solucgao

Resposta 10

EXERcic1o 92 (ANPEC 2017, Questao 8). Dada a fungio f(z,y) = x*lny +
y3e® + 3z 4 2y, quais das sequintes afirmagoes sio verdadeiras e quais sao falsas?
@ No ponto (z,y) = (1,1) a dire¢io (—3,1) é uma dire¢io de crescimento da
funcao f;
@ No ponto (z,y) = (0,1) a dire¢io (4,5) € a dire¢io de mdzimo incremento
da funcao f;
@ A funcao f tem um mdximo relativo interior no seu dominio;
@ Ao longo do eizo vertical (quando x = 0) a diregao horizontal & direita (ou
seja, (1,0)) é a diregao de mdzximo incremento de f ;
@ Em todo ponto do dominio a funcao f € crescente em ambas varidveis.
Solucgao

@ Falso.

@ Verdadeiro.
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EXERCICIO 93 (ANPEC 2017, Questao 12). No seguinte problema de mazimiza-

¢ao:

— o=

1\ a
max +:E22> — X — Xo.

(=
120,220
E correto afirmar:

@ Se a € (0,1), a fungao objetivo desse problema € estritamente convexa;

@ Se a =1, o valor mdzrimo atingido no problema € %;

@ Sea=1,5,(x1,29) = (%, %) € ponto critico da fung¢ao objetivo do problema;
@ Se a = 2, o problema nao tem solucao;

@ Se a =3, a solu¢ao do problema é (1, x) = (36, 36).

Solucgao

@ Falso.

@ Verdadeiro.

@ Falso.

@ Verdadeiro.

@ Falso.

EXERCICIO 94 (ANPEC 2016, Questao 9). Em relagao a fungoes de R} em R

podemos afirmar:

@ Se f € diferencidvel e homogénea de grau r, entao V f tem componentes que
sao funcoes homogéneas de grau r — 1;

@ Se existe r € R tal que x-V f(x) = rf(x) para todo v € R}, entao f ¢
homogénea de grau r;

@ Soma ou diferenca de fung¢oes homogéneas é uma fun¢ao homogénea;
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@ Se f € homogénea de grau v e para w € R, (isto €, w = (wy, ..., w,) com
wy > 0, para 1 < i < n) fixro definimos a fun¢io de Ry em R : ¢(q) =
min{wz/ f(z) = q}, entao a funcao c(q) também é homogénea de grau r;

@ Se f ¢ diferencidvel e homogénea de grau r e y = f(x), entdo a soma das

elasticidades de y em relagdo a cada um dos z;(1 <i <n) € igual ar, onde

T = (T1, ..., Tp).
Solucao

@ Verdadeiro.
@ Verdadeiro.

@ Verdadeiro.

EXERCICIO 95 (ANPEC 2016, Questao 12). Considere o problema de mazimizar
f(z,y) = ax +y com a > 0, sujeito as restrigées: r+y—5 < 0,y < 2. Julgue as

sequintes afirmativas:

@ Se a < 1, entdo a solugdo € (x,y) = (5,2).

@ Se a > 1, entdo a solugao é (z,y) = (0,5).

@ Se a =1, entao a solugao € unica e satisfaz: v+y=5,3 <x <5.

@ Se a primeira restrigao acima mudasse para br +y—5 <0, com 0 < b < 1,
entdo a solugdo seria (x,y) = (3,5).

@ Se no item anterior tivermos 0 < b < a < 1, entdao a solugao seria (x,y) =

(3:0)-

Solucgao
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@ Falso.

EXERcicio 96 (ANPEC 2016, Questao 14). Considere a funcio f : R*> — R,
dada por f(x,y) = xe ¥ + 3y.
Julgue as sequintes afirmativas:

@ A taza de variagio de f em (1,0) é mdrima na diregao do vetor v =

PREPNE
@ A taza de variagao mdzxima de f em (1,0) € 2;
2 2
@ g%(l‘ay) - g_yg(xay) = g_i(xvy> - 37 para todo (xay) € RQ'
(3) Sex(t) =2t +1 ey(t) =13, entio L =2 emt=0, em que z = f(z,y);
@ Se g(x,y) = xe Y, entdo os pontos da curva de nivel um de g satisfazem a

equagao y = Inx.

Solucao

@ Verdadeiro.
@ Verdadeiro.
@ Verdadeiro.

ExERcicio 97 (ANPEC 2015, Questao 5). A equagdo x> — xy® +y° = 17 define
y como fungao de x(y = y(x)), numa vizinhang¢a do ponto (xo,y0) = (5,2). Ao
fazermos a aprozimagao linear de y(x) em torno desse ponto teremos y(x) =~ mx+n.
Calcular 10m + 2n.

Solucao

Resposta 4

EXERcCICIO 98 (ANPEC 2015, Questao 6). Considere o sequinte problema de

otimizag¢ao com restrigoes: a funcgdo objetivo f : Ri — R e continua e o conjunto
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de restrigoes € um conjunto convexo C, contido no dominio da funcao f. Julgue as

sequintes afirmativas:

@ Se C' for um conjunto ilimitado, entao o problema de otimizagao restrita
nunca tem solu¢ao;

@ Se o gradiente da func¢ao objetivo for constante em todo seu dominio, entao
se houver uma solugao ela tem que estar na fronteira de C;

@ Se a fungao objetivo jd tiver um dtimo (ponto de mdzximo ou minimo), entao
ele serd a solucao do problema com restricoes;

@ Se o conjunto C nao for compacto, entao o problema de otimizacao restrita
nunca terd uma solucao;

@ Seja C o conjunto ¢ = {(z,y) € R% : ax+by < ¢}, com a,b, ¢ nao negativos.
Se ¢ > 0 e pelo menos uma das outras constantes for zero, entao o problema

de otimizacao nunca terd uma solucao.
Solucao
@ Falso.
Um contraezemplo € a funcio f : R% — R definida por f(z) = 2, onde o

conjunto convexo e tlimitado é C = R%. Esta fungao tem solugao.

EXERcCICIO 99 (ANPEC 2015, Questao 9). Seja f : D — R a fungao definida
por f(x,y) = 2% — 2wy + 2y, em que

D={(r,y) e R*:0<2<3 e 0<y<2}.

@ A funcao f possui um unico ponto de minimo em D;
(1) (1,1) € ponto de minimo local de f em D;
@ O wvalor mdximo absoluto da fun¢do em D €9;

@ O mdzimo € atingido na fronteira de D
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@ A funcao € concava em D.

Solucgao

@ Verdadeiro.
@ Verdadeiro.

@ Falso.

EXERcICIO 100 (ANPEC 2014, Questao 1). Analisar a veracidade das sequintes
afirmagoes:
@ Se f:A— B eg: B — C sao fungoes injetoras, entao go f € injetora.
@ Se f(f(x)) = x para todo x no dominio de f, entdo f deve ser a func¢ao
identidade.

@ A fungao f(r) = min{z + 1, (x/2) + 2} € uma fungao bijetora de R em R.
@ A soma de fungoes injetoras € uma fungao injetora.
@ A funcgao f(z,y) = (ax + by, cx + dy) € bijetora se e so se ad # be.
Solucao
@ Verdadeiro.
Sejam ay,as € A tal que

go flar) = go f(az),
9(f(ar)) = g(f(az)).

Dado que g € injetiva, entao f(a1) = f(az). Logo, jd que [ € injetiva, temos

a1 = as. Portanto, go [ € injetivo.

@ Falso.
Definamos a funcao f: {1,2} — {1,2}, dada por f(1) =2 e f(2) = 1. Note
que f(f(1)) = f(2) =1 e f(f(2) = f(1) =2, isto € f(f(x)) = z para todo

x no dominio de f.
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A aplicacao f nao é uma fungao identidade.

@ Verdadeiro.
(1) Funcao injetiva.
A funcgao f € definida por

r+1; x<?2 r+1<3
flz) =< 3; r=2 =<3
5+2 x>2 5+1>3

Sejam x1, 9 € R, tal que x1 # xo, entdo imediatamente temos f(x1) #

f(x2).

(i) Fungao sobrejetora.
Seja y na imagem de f, entaioy=x+1 ouy =x/24+2. Sey=x+1,
entao x = 1 —y, logo f € sobrejetora. Sey = x/2+2, entao x = 2y —4,
assim [ € sobrejetiva .
Portanto, f é sobrejetiva.

De (i) e (ii), temos que f € bijetora.

@ Falso.
Definamos as fungoes f : {1,2} — {1,2} e g : {1,2} — {1,2}, dadas por
f()=1,£(2) =2,9(1) =2 e g(2) = 1. A soma dadas fungoes f e g € dada
por [+ g :{1,2} — {1,2}, definida por (f + g)(1) = f(1)+g(1) =3 e
(f+9)(2) = f(2)+9g(2) = 3. Assim, a fungao f + g ndo € injetora, jd que
(f+91)=(f+9)(2) el#2

@ Verdadeiro.
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Funcgao injetora.

Sejam (z1,11) € (2,42) em B2, tal que
f(9€17yl) = f(%, yz)
(azy + byr, 1 + dy1) = (azy + bys, cxe + dys)

(a(z1 — 22) + b(y1 — ya), c(x1 — 72) + d(y1 — y2) = (0,0)
Logo

a(zy — x2) + b(y1 —y2) =0

C([El — IEQ) + d(y1 — yQ) =0
Assim

ad(xy — x3) + bd(y; — y2) =0
cd(xy — x2) + bd(y; — y2) =0
Subtraindo as duas ultimas equagoes
(ad — cd)(z1 — x2) = 0.

Dado que ad — cd # 0, entdo x1 = xs.

Fungao sobrejetora.

Seja (w,v) € R? tal que f(x,y) = (ax + by, cx + dy) = (w
ar +by) = w
cr +dy =v.

Logo

) ()

Dado que ad # be, entao

a b
det 0,

,v). Entao
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assim, a matriz anterior tem inversa. Logo

()-(2)' (%)

Portanto, a funcao f € sobrejetora.

De (i) e (ii), podemos concluir que f € bijetora.

EXERcIcIO 101 (ANPEC 2014, Questao 8). Considere a fungio z = f(z,y) =
6212 y/3. Analisar as sequintes afirmagoes:

@ A equagao do plano tangente ao grifico de z = f(x,y) nopontox =4,y =1
€3rx+8y—2z+4=0.

@ A reta perpendicular ao grdafico de z = f(x,y) no ponto v =4, y =1 passa
pelo ponto (13,a.b). Entio b—a = —3.

@ A equagao da reta tangente & curva de nivel de z = f(x,y), que passa por
r=9ey=38, €éar+by —60=0. Entao ab = 6.

@ A partir do ponto (xo,yo) = (1,1), se sequirmos a diregao do vetor (—1,1),
a funcao f ird decrescer para variagoes infinitesimais de x e y.

@ O plano paralelo a 6x + 4y — 2z + 15 = 0, que tangencia o grdfico de z =
f(z,y), o faz no ponto (Z,y). Entio T+ 7y = 6.

Solucgao

@ Verdadeiro.

@ Verdadeiro.
A derivada direcional de f, no ponto (xo,yo) e na dire¢io i@ do vetor unitdrio
é
of .
——(zo, =V f(xg,yo)u.
86( 05 %0) f(zo, v0)
Primeiro calculemos o gradiente da fungao f, isto é

of 0
Vf(%a yO) = (8_£7 a_£> - <3yé/3/x(1)/27 2'r(1)/2/y(2)/3>7
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Para xg = 1,y0 = 1, temos
V f(1,1) =(3,2).

Agora, calculemos o vetor unitdrio

L (-1,1) -1 1
CTIE 11>||‘<—2’—2)-

Assim

of
So(L1) = <3’2)(ﬁ’ﬁ =

Dado que 3 (1 1) <0, entao a funcao f decrescente na diregao de .

@ Falso.

-1 1)—1

ExXERcIcIO 102 (ANPEC 2014, Questao 11). Julgue as afirmativas:
@ Seja f: R* — R, definida por f(x,y) = x* — 2xy + 3y*. f € homogénea de

grau 4.

@ Seja f: R?> — R, definida por f(z,y) = x +e*. O gradiente de f em (0,1)
¢V f(0,1) = (2,0).

@ Sejam z = In(1 + 2% + y?);x = cos t, y = sin t. Entao % = 0, para todo
teR.

@ Seja f : R* — R, definida por f(z,y) = 2*>+y* — 2z — 6y + 14. Entado (1,3)
¢ ponto de minimo absoluto em R2.

@ Sejam f : R*> - R e g : R* — R definidas por f(x,y) = 4x + 6y
e g(z,y) = 2%+ y?. Exzistem 2 pontos de mdzimo relativo de f sujeita a

restri¢ao g(x,y) = 13.
Solugao
@ Falso.
@ Verdadeiro.

@ Verdadeiro.
@ Verdadeiro.
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@ Falso.

EXERcCICIO 103 (ANPEC 2014, Questao 13). Encontre xo + yo, em que (xq, yo)

€ a solugcao do sequinte problema de otimizagao:

max(x + 2y).
.y

Sujeito a 2% 4+ y? = 18.
Solucgao

Resposta 5

EXERcCICIO 104 (ANPEC 2014, Questao 15). Sabendo que a sequinte expressao

corresponde a diferencial total de uma funcao z = f(x,y), determine o valor da

@ 1
(3639& + y_) dzr + (Qy Inx + —) dy.
Z Y

Solucao

constante a.

Resposta 2

EXERcICIO 105 (ANPEC 2013, Questao 9). Considere a funcao f(z,y) = -

T
se (z,y) # (0,0) e f(x,y) =0, se (x,y) = (0,0). Julgue as sequintes afirmativas:
@ A fungao f é continua em (0,0).
@ A fungao f nao € diferencidvel em (0,0).
@ As derivadas parciais na origem existem e sao nulas.
@ Existem todas as derivadas parciais de [ e, portanto, f € diferencidvel em
(x,y), para todo (z,y) € R
(4) Para todo (z,y) # (0,0), 3L (z,y) = G (2, y).

Solugao
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@ Falso.

Considere o conjunto S = {(x,y) € R*/x = y}. Entdo, para (z,y) € S,
temos

Ty .

= Llf0,0=0

im ——— =Ilim
(2.9)—(0,0) 22 +2y%2  2-0322 3

Portanto, f nao é continua em (0,0).

@ Verdadeiro.
Teorema: Se f fosse diferencidvel no ponto (x,y) entao f seria continua
nesse ponto. Do item anterior, f nao é continua em (0,0), entdo f nao

pode ser diferencidvel no ponto (0,0).

@ Verdadeiro.

0/(0.0) _ . f(Ar+0.0) = f0.0) o f(Arn0)
ox Az—0 Az Az—0 Az
ay Ay—0 Ay Ay—0 Ay

@ Falso.

As derivadas parciais de f existem, e sao

wmw:{&32 se (z,y) = (0,0)

31’ m, Se (x,y) 7£ (O, 0)
o) [ o se (2.5) = (0.0)
oy | S se (ny) £(0,0)

Do item @, f mao € diferencidvel em (0,0).

@ Falso.

Do item @, e para (z,y) = (0,1), temos

af(0,1) 1, df(0,1)

£ =0

ox 2
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EXERcICIO 106 (ANPEC 2013, Questao 12). Considere a fun¢io f(x1,x2) =
(a +xg) "/

(0) Se a# 1 entio (v1,22). V f(21,39) = af (1, 22).

@ Se a > 1, a mazimizagao de f(xq,xs), restrita a 2o1 + 3z < 4,21 > 0 e

, em que a € R —{0}. Analise a veracidade das sequintes afirmagoes:

xo > 0, resultard numa solugao de fronteira.

@ Se0<a<1, afungio f(x1,x5) € concava em x1 >0 e xo9 > 0.

@ O mddulo da inclina¢ao da reta tangente a qualquer curva de nivel de f(xy, x5)
aumenta na medida que x; aumenta, se a > 1.

@ O vetor gradiente de f(xq1,x2) € constante se e s6 se a = 1.
Solucao

@ Falso.

@ Verdadeiro.
@ Verdadeiro.

(2 (A).

@ Verdadeiro.

EXERcICIO 107 (ANPEC 2013, Questao 14). Resolva o seguinte problema de
otimizacao:
max, , 2y?, sujeito as restrigoes: 2z +y < 2;2 > 0;y > 0.
Se (Z,y) € a solugdo deste problema, encontre 12(7*y?).
Solucgao

Resposta 3

EXERCICIO 108 (ANPEC 2012, Questao 11). (0) Seja f : R* — R diferen-
cidvel e z = f(z? +y* 2zy). Se p=(1,1), entdo L(p) — g—;(p) = 2.
@ Seja f: R?> — R diferencidvel e g : R*> x Rt — R definida por g(z,y,z) =

2Bf (f, %) Entao g é uma funcao homogénea de grau 2.
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(2) Seja f : Rt xR* — R definida por f(z,y) = 2°In y2+y36§—x3 Inz2. Entdao
para todo (x,y) € RT X R™, tem-se que x%(x,y) + yg—i(x,y) =3f(x,y).

@ Seja f : R? x RT™ — R definida por f(z,y,2) = xlnz + ze¥ + 2> — 5. Em
uma vizinhanga de p = (2,0,1) a equagio f(x,y,z) = 0 expressa z como
uma funcao implicita de x e y. Além disso, 42—;(2,0) — %(2,0) =0.

@ Seja f : R* — R diferencidvel, tal que f #0 e % + g—i =0. Se g(z,y) =

T ~ 0, 0 o
Ty €ntao f (ﬁ + a_§> = 2.

Solucao

@ Verdadeiro.
@ Verdadeiro.

@ Falso.

ExEeRcicio 109 (ANPEC 2012, Questao 15). Seja (z*,y*) o ponto de R* que

mazimiza f(x,y) = 2%y sujeita a restricio 2x? + y* < 9. Encontre a = [f(x*,y*)]%.

Solugao

Resposta 27

ExgeRcicio 110 (ANPEC 2011, Questao 9). Seja f : R? — R uma funcao dife-

rencidvel. Julgue as afirmativas:

@ Se f tem um minimo local em p = (a,b), entao V f(p) = (0,0).
322 —1
@ Se H¢(x,y) = [—xl 3,2 ¢ a matriz hessiana de f e (0,0) é um ponto
critico de f, podemos afirmar que (0,0) é ponto de minimo de f.
@ Se %(p) = g—i(p) =0, para todo p € R?, entdo f € a funcgdo constante.
(3) Se |V f(a,b)| # 0 e a derivada direcional de f no ponto (a,b) na direcio do

vetor unitdrio u € zero, entio V f(a,b)e u sdo paralelos.
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@ Se f(z,y) = etV entio a curva de nivel {(z,y) € R : f(z,y) = e} € uma

circunferéncia centrada na origem de raio 1.
Solucao

@ Verdadeiro.

@ Falso.

@ Verdadeiro.

@ Falso.

@ Verdadeiro.

EXERcicio 111 (ANPEC 2011, Questao 10). Seja X C R? o conjunto limitado
pelas retasry :x =0, :y=0,r3:404+3y—40=0ery: x+ 2y —20 = 0. Seja
p € X o ponto de mdzximo da funcao f: X — R dado por f(x,y) = 2z + 5y.

Julgue os sequintes itens:

@ No ponto p, o gradiente de f nao € ortogonal a qualquer das retas ry,r9,73
ery.

@ O wvalor da funcao f no ponto resultante da intersegcao das retas ro € 13 €
70.

@ O walor da funcgao f no ponto resultante da intersecio das retas r3 e rq €
48

(3) p = (10,0).
(4) f(p) = 50.

Solucao

@ Verdadeiro.

@ Falso.

@ Verdadeiro.

@ Falso.

@ Verdadeiro.
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EXERcicio 112 (ANPEC 2011, Questao 15). f : R? - R e g : R? — R sdo
funcgoes diferencidveis definidas por

{ f(x,y) = 4(z*y" + 5)
g(x,y) =2 —2x —y.

v
o
Q)

Encontre o valor mdzimo da funcao f sujeita as restricoes x > 0, Y
g(z,y) = 0.
Solucgao

Resposta 21

ExXERrcicio 113 (ANPEC 2010, Questao 2). Seja f : R* — R diferencidvel e
homogénea de grau 4, tal que f(1,1) = 2.

Julgue os itens abaizo:

@ A soma das derivadas parciais de f no ponto (2,2) € igual a 32;

@ Em um ponto critico (xg,yo) de f temos que f(xo,y0) = 0;

@ As derivadas parciais de primeira ordem de f sao também funcoes homogé-
neas de grau 4;

T foa(2,y) + Y fye(@,y) = 3fu(z, y)

@ As identidades
T fuy(2,y) + y Loz, y) = 3fy(2,9)

sao validas para todo
ponto (x,y) € R%;
@ Se p = (xg,y0) € o gradiente de f em p sao ortogonais, entao f(p) = 0.
Solucgao

@ Falso.

@ Verdadeiro.

@ Falso.

@ Verdadeiro.
@ Verdadeiro.

ExXERrcicio 114 (ANPEC 2010, Questao 4). Julgue as afirmativas:
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@ Seja f : R® — R, tal que V f(x,y,2) = (2,0,0) para todo (z,y,z) € R3.
Entao f(z,y,z) = 2x para todo (z,y,z) € R3;

(1) Se f(z,t) = e~“!sin(cz), entdo %(m, t) = %—{(I, t) para todo real c;

(2) Se f(x,y) =[Yes tdt, entdo %(m, y) = —ec®

@ Se z= f(x,y) =In \/xQ' +y?,x=¢ e y=e', entio Z =0, para t = 0;

@ f(z,y) = 521/23/% — % ¢ homogénea de grau 2.

Solucao
@ Falso.
@ Verdadeiro.
@ Verdadeiro.

@ Verdadeiro.
@ Verdadeiro.

ExERrcicio 115 (ANPEC 2010, Questao 5). Sejam f : R? — R definida por
flz,y) =x+vy, g: R* = R definida por g(z,y) = 2> +y* e h : R> = R definida por
h(z,y) =23y —z—y+ 1.

Julgue as afirmativas:

@ g possui ponto de mdximo absoluto em R?;
(1) Os pontos criticos de f na restrigio {(z,y) € R?/g(x,y) = 1} sdo (‘/75, ‘/75)
V2 V2.
(£-9)
@ g € uma fungdo convexa em R?;
(3) A matriz hessiana de h € negativa definida em (—1,1);
@ A equagao h(zx,y) = 0 define implicitamente y como fun¢ao de x em torno
do ponto (1,1), e y'(1) = —1.
Solucgao
@ Falso.
@ Verdadeiro.
@ Verdadeiro.

@ Falso.
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@ Verdadeiro.

EXERcICIO 116 (ANPEC 2010, Questao 7). Se ®(z,y) = xy a funcao real defi-
nida no quadrante A = {(x,y)|lz >0 e y > 0}.

Julgue os itens abaizo:

@ A declividade da reta tangente & curva ®(x,y) =1 no ponto (1,1) € igual a
—2;

@ O wvalor absoluto da declividade da reta tangente a curva ®(x,y) = 1 no
ponto (a,1/a) cresce a medida que a aumenta;

@ O valor mdzimo do problema de otimizagcdo maxy ®(x,y), sujeito a condi¢ao
20+ 3y < 1, € igual a 1/24;

@ O valor minimo do problema de otimizagao miny 4x 49y, sujeito a condi¢ao
O(x,y) =1, € igual a 1/12;

@ Para cada ¢ > 0, seja V (c) a solugao do problema de otimiza¢ao maxa ®(x,y),
sugeito a condi¢ao 2x + 3y < c¢. Entao V' ¢é derivdvel e V'(2) =V (2).

Solucao

@ Verdadeiro.

@ Falso.

@ Verdadeiro.

EXERcCICIO 117 (ANPEC 2009, Questao 1). Seja f : R x R — R definida por
f(z,y) = g(x)g(y), em que g : R — R € a fungdo dada por g(z) = 2*(2 — x). Seja
a=4/3 e K =0,2] x [0,2].

Julgue os itens abaizo:

(0) g € decrescente no intervalo [0, a).

(D V f(2,0) =V £(0,y) = (0,0), Va,y € R.
@ p € ponto critico de f < p=(2,2) oup = (a,a).
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(3) g ¢ convera no intervalo (—oc,a/2).
(D) 0< fe.y) < fla,a), ¥z, y) € K.
Solucgao

@ Falso.

@ Verdadeiro.
@ Falso.

@ Verdadeiro.
@ Verdadeiro.

EXERcICIO 118 (ANPEC 2009, Questao 4). Considere a fung¢io f : R2 — R

definida por f(z,y) = 234y, em que Ry =Ri X Ry.

Julgue as afirmativas:

@ A funcao f € concava.

@ A fungao f possui um ponto de mdximo absoluto em R?.

@ A partir do ponto (1,1), a fungdo cresce mais rapidamente na dire¢ao do
vetor (3/4,1/4).

@ Seu = (\/75, —‘/75), entdo em que %(1, 1) = ‘/Ti, em que %(1, 1) € a derivada
direcional de f, no ponto (1,1), na dire¢ao do vetor u.

@ A fungao f é homogénea de grau 3.

Solucgao

@ Verdadeiro.
@ Verdadeiro.

@ Falso.

ExERcicio 119 (ANPEC 2009, Questao 5). Sejam f : R* — R, dada por
f(x,y) =min{z +v,3} e g: R* = R, dada por g(x,y) = 2z + 2y
U={(z,y) € RZ/2*> +y* > 9 — 2zy}. Avalie as afirmativas:
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@ A restricao de f a U é uma fungdo constante.
@ A curva de nivel 0 de f € uma reta que passa por (0,3).
@ 9(1,2) < g(z,y), para todo (z,y) € U.
@ Mazx f(z,y) sujeito a g(z,y) =4 € 3.
@ Mazx g(x,y) sujeito a f(z,y) =—1 é —2.
Solucgao

@ Verdadeiro.

@ Falso.

@ Verdadeiro.

@ Falso.

@ Verdadeiro.

ExXERcicio 120 (ANPEC 2009, Questao 9). Seja f,g: R* — R fungoes diferen-
cidveis definidas por f(x,y) = zy e g(z,y) = z* + y*. Quando restrita ao conjunto
nao vazio K. = {(z,y) € R*: g(z,y) = ¢}, a funcio f assume um valor mdximo
V(c). Seja A = Xc) o multiplicador de Lagrange introduzido para a determinagdo

do mdximo da restricao de f ao conjunto K.. Julgue os itens abaizo:

@ Vg— AV f, se anula no ponto de mdzimo de f/K.: K. — R.
(1) V(2r®) = r, para todo r > 0.

(2) Ac) = V'(c).

(3) M)V (c) = 1.

@ Se ¢ =8, entao | f(x,y)| <2, para todo (z,y) € K..

Solucgao
@ Falso.

@ Verdadeiro.
@ Verdadeiro.

@ Falso.

@ Verdadeiro.
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EXERcic1o 121 (ANPEC 2009, Questao 10). Sejam f: R* - Re F : R>xR" —
R fungdes diferencidveis tais que f(1,2) =1 e F(z,y,2) = 2°f(z/2,y/2).
Julgue os itens abaizo:
(0 f(p) = F(p,1), para todo p = (z,y) € R*.
(1) 2F,(2,4,2) + 4F,(2,4,2) + 2F.(2,4,2) = 4.
@ U= R?x R" é um conjunto convexo.
@ Se f(z,y) = x'/?y'/3, entio f ¢ convexa.
@ (VF(X),X)=2F(X), para todo X € R? x R.
Solucao
@ Verdadeiro.

@ Falso.

@ Verdadeiro.
@ Falso.
@) (A).

EXERcicIO 122 (ANPEC 2009, Questao 13). Sejam f, g : R> — R, dadas por

flx,y) = zy +5 e g(x,y) = 22 + y*>. Encontre o valor mdzimo de f restrita a
g9(x,y) < 2.

Solucgao

Resposta 6

ExERciciO 123 (ANPEC 2009, Questao 15). Seja f : R* — R uma fungao C™
e homogénea de grau 3 tal que f(1,1,1) = 3. Se p = (2,2,2), calcule o valor de

Solugao

Resposta 72
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EXERcic1o 124 (ANPEC 2008, Questao 7). Sejam f,g : R> — R funcoes dife-
rencidveis definidas por f(z,y) =2z +vy g(x,y) = 2> — 4z +y. Sejam

U={(z,y) € R*: g(z,y) > 0,2 >0,y > 0},
V ={(z,y) € R*: g(z,y) <0,z >0,y > 0}.

Julgue as afirmativas:

@ UNYV € parte do grdifico de uma pardbola.
@ UNV € o grdfico de uma funcgao conveza.
@ A restri¢ao de f ao conjunto V' atinge um mdximo em um ponto da fronteira

da regiao V.

4 dx—qz2

@Jffzof [ f(z,y)dydz.

0

@ (9 — m&xf)‘[ff(x,y)dxdy = 5.
Solucgao

@ Verdadeiro.

@ Falso.

@ Verdadeiro.

@ Verdadeiro.

@ Falso.

ExErcicio 125 (ANPEC 2008, Questao 10). Seja <,> o produto escalar usual
de R", f : R® — R uma fungao diferencidvel e %(a) = (V f(a),v), a derivada
direcional em a € R", sequndo o vetor v € R". Se a,v € R" sao tais que |v| =
n|V f(a)| # 0, julgue as afirmativas:

@ Se f(3a) =3f(a), entao f € homogénea de grau 3.

@ Se f € homogénea de grau 2, entao %(a) =2f(a).

(@ 5L(a) > n|V fa)].

(3) Se N =V f(a), entio %(a) < ng—]{,(a).

@ 1%L (a)| = n|V f(a)]> < existe A € R tal que V f(a) = Av.

Solugao
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@ Falso.

@ Verdadeiro.

@ Falso.

@ Verdadeiro.
@ Verdadeiro.

EXERcCICIO 126 (ANPEC 2008, Questao 11). Considere a fungao:

flx,y) = { S;y_xys se (z,y) = (0,0)

224y2 em caso contrdrio.

Com relacdao a func¢ao acima, julgue as afirmativas:
9£(0.0) _ 9f(0.0) _ .

ox y
(1) Se g(z,y) = 8fég’y) + afg;’o), entdo g(2,2) = 0.
92f(0,0) _ 9%£(0,0)
oxdy ~  Oyox -

0? . . .
TI@Y) ¢ continua na origem.
0xdy

@%:Opamx>0.

Solucgao
@ Verdadeiro.
@ Verdadeiro.

A sequir, calculando a derivada parcial de f com respeito a y.
Para (z,y) = (0,0)
of
—(0,0)=0
50,0
Para (z,y) # (0,0)
of _ (27 =3zy?)(2* +¢*) — 2y(2’y — ay’)
dy (2% +y?)° 7
xd — 4x3y2 — acy4
(22 + 122
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Entao,

Of (z,y) _ { 0, se (z,y) = (0,0)

5_4.3,2_ 4 .o
dy ”"3(;‘%—?;2)2“’, em caso contrdrio.

Logo, derivando Of /Oy con respeito a x, temos:
Para (z,y) = (0,0)
0 f
0xdy

(0,0) =0

Para (z,y) # (0,0)

O*f  (bat —122%y* — yh)(2? 4+ y?)? — (2° — 42y® — 2y*)2(2® + y*)22

Oxdy (22 + y2)*
_ @ =)+ 997
- (xQ i y2)2 )
Entao,
?f(z,y) [0, se (x,y) = (0,0)
dzdy %, em caso contrdrio.

Agora, analisamos se 02 f |0x0y € continua em (0,0). Considere S = {(x,y) €
R?/y = 0}, entao para (x,y) € S, temos
(2 —y*) (= +9y%) . 2t 0%f(0,0) _

I T
P B

Portanto, 8 f /0xdy nao é continua em (0,0).

@ Verdadeiro (gabarito é Falso).

Do item anterior e para x > 0, obtemos

Pflxy) (2% —y°)(x® + 9y°)
oxdy (22 +y?)? ’

Se x =y, entao 0*f/0xdy = 0.
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EXERcICIO 127 (ANPEC 2008, Questao 13). Dada a fun¢ao f(x,y,z) = min {23:, g, z}

definida para x,y,z > 0, considere o problema:

max f(z,y,2)
s.a 2x +y + bz < 210.
Se (x*,y*,z*) € a solugao do problema, calcule f(z*,y*,z*).
Solucgao

Resposta 21

ExErcicio 128 (ANPEC 2007, Questao 5). Se f : U — R wuma fun¢ao duas
vezes diferencidvel, definida em U = {(x,y) : x,y > 0} e H¢(z,y) a matriz Hessiana
de f no ponto (z,y) € U. Avalie as afirmativas:

@ A fungao f € convexa se e somente se Hy(x,y) € semidefinida positiva em
todos os pontos de U .

(1) Se f(x,y) = —a'Py"/4, entdo f é conveza.

@ Se f € convezxa, entao H¢(x,y) € positiva definida em todos os pontos de U.

(3) Se f(x,y) = x%y?, entdo f ¢ conveza.

@ Se f € convexa e (xg,yo) € um ponto critico de f, entao f(xz,y) > f(zo,yo),
para todo (x,y) € U.

Solucgao

@ Falso.

@ Verdadeiro.

@ Verdadeiro.

EXERcIcIO 129 (ANPEC 2007, Questao 11). Julgue os itens abaizo:

@ Se f(x,y) € uma fun¢ao homogénea de grau 2, entio a fun¢do h(x,y) =
8fgc,y)/3faw,y)
€T

(y homogénea de grau 1.
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@ Se f(x,y) € uma fungao homogénea de grau 1 e duas vezes continuamente

9% f(x,y) _ % f(z,y) =0

D20y 0 em todo ponto do dominio, entao =45

diferencidvel tal que
sempre que x % 0.
@ Se f(x,y) € uma fun¢ao homogénea de grau 0, entdo ela é constante.
@ Se f(x,y) € uma func¢do linear, entao ela é homogénea de grau 1.
@ Se f(x,y) € homogénea de grau zero, entio o gradiente de f em qualquer

ponto (x,y) € ortogonal ao vetor (x,y).

Solucao

@ Falso.

@ Verdadeiro.

@ Verdadeiro.

EXERcICIO 130 (ANPEC 2007, Questao 12). Sejam fi, fa, f3 : R — R fungdes

diferencidveis tais que f1(0) = —v/3, f2(0) = 0 e f3(0) = /3. Suponha ainda que
para todo x € R,

F(z, fi(x)) = F(z, fa(x)) = F(z, f3(x)) = 0,

em que F': R? — R € a funcio dada por F(x,y) = y> — 3y — sin(z). Se a =
f1(0) f5(0) f4(0), calcule o valor de m = |18 + 1/a.

Solucao

Da hipotese
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Derivando as fungoes acima, temos

fi(z) = cos(x)/(3f{(x) — 3),
f3(@) = cos(x)/(3f3(x) — 3),
fi(x) = cos(x)/(3f5(x) — 3).

Parax =0, obtemos f{(0) = f5(0) =1/6 e f5(0) = —1/3. Logo o = f{(0) f5(0) f4(0) =

1/108. Portanto m = 90.

EXERcICIO 131 (ANPEC 2007, Questao 14). Neste problema, todas as varidveis

sao nao-negativas. Considere o problema de maximizacao:

max z2 2, 2
s.a 2r +y + 5z = 40.
Se (z*,y*, 2*) € a solugdo, calcule x* + y* + 2*.
Solugao

Resposta 19

ExXERcIiciO 132 (ANPEC 2007, Questao 15). Seja <,> o produto escalar usual

de R" e f: R, — R" a funcao diferencidvel dada por f(x1,...,x,) = 27" 25>...20".
calcule ay + ... 4 oy, sabendo-se que para todo X € R}, <Vf(X),X> =23f(X).
Solucao

Resposta 8

EXERcICIO 133 (ANPEC 2006, Questao 7). Awvalie as opgoes:

@ Seja f: R™ — R uma fungao homogénea de grau k, entio Of/0x também é
homogénea de grau k.

@ A fungao f: R — R, f(x) = sin(x) ndo possui um mdzimo.
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@ Seja f :[0,1] — [0,1] uma fungio crescente. Entao se se definir a fun¢ao
g(x) = f(x) — x pode-se garantir que exista x* tal que g(z*) =0 sd se f for
também continua.

@ Seja H o hessiano da funcao g. Se H for positivo definido tem-se que a
fungao € convexa.

@ Seja H o hessiano da fun¢io g. Se H for sempre diagonalizdvel e seus

autovalores forem megativos, tem-se que a funcgao € concava.

Solugao

@ Verdadeiro.
@ Verdadeiro.

EXERcICIO 134 (ANPEC 2006, Questao 8). Julgue as afirmativas:

@ Seja f(x1,...,z,) uma fungdo continuamente diferencidvel definida em um
conjunto A aberto nao-vazio e S = {(x1,...,x,) € R" : g(x1,...,x,) = b}, em
que g € uma fungao continuamente diferencidvel definida em A tal que seu
gradiente nunca se anula, S # & e b € uma constante. Se r* = (z7,...,x})

€ solugao, entao o gradiente de f em x* € paralelo ao gradiente de g em x*.

@ Seja f(x1,...,x,) duas vezes continuamente diferencidvel. Se f é concava e

FW1s s yn), entao f(x1, ..., 2,) < Z 0f (1seym) s Yn) (x;—y;),para qualquer (1, ..., T,,)
no dominio de f.

@ Toda fungao estritamente quase-concava € estritamente concava, mas a re-
ciproca nao € verdadeira.

@ Seja f(x1,...,x,) duas vezes continuamente diferencidvel. Se f é estrita-
mente quase- concava, entio S = {(v1,..,x,) : f = (T1,...,xn) > ¢} €

convexo, para qualquer constante c.
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Em um problema de otimizacao condicionada, se uma restricao nao € ativa,

o multiplicador de Lagrange associado € sempre nao nulo.

Solucao
(A).
Verdadeiro.
Falso.
Toda funcao estritamente quase-concava € estritamente concava, esta afir-
macgao € falsa. Considere o sequinte contraexemplo.
Seja f: R — R, uma fungao definida por f(x) = 0.

Logo, seja a € R, o conjunto
A={zeR: f(x) >a}

¢ estritamente quase-concava por que A é convexo (se a >0, entao A = ¢ e
se a <0, entao A =R). Note que f nao € estritamente concava, dado que
f € uma func¢ao constante.

Por outro lado, a reciproca é verdadeira, ou seja, toda func¢ao estritamente
concava € estritamente quase-céncava.

Demostracao

Considere a funcao f : C' C R — R estritamente concava, onde C é
convezo. Definamos o conjunto A = {x € R: f(x) > a}, para todo a € R.
Note que A C C.

Sejam x,y € A C C et €0,1]. Dado que C € convera, entio (1—t)x+ty €

C. Por ser f estritamente concava, temos
f((A=t)r+ty) > A -1)f(z) +tf(y)
f(A=tx+ty) > (1 -ta+ta
PO =t +ty) > a,

entio (1 —t)x +ty € A. Portanto A € convexa.

Por definicao, f € estritamente quase concava.
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@ Verdadeiro.

@ Falso.

EXERCICIO 135 (ANPEC 2006, Questao 13). Resolva o seguinte problema de

maximizacao condicionada:

8xyzw

3
s.a x+2y+3z+4w < 12

r.y.z.w > 0.

max

Solugao

Resposta 9

EXERcICIO 136 (ANPEC 2005, Questao 5). Awvalie as afirmativas:

@ O vetor (1,1,0) pertence ao plano tangente a funcao f(x,y) = 2*y* no ponto
(2,1).

@ A fungao f(z) = w atinge um minimo em x = 0.

@ A fungao f(z) = @ atinge um mdzximo em x = 0.

@ A equagao geral do plano tangente a f(z,y) = alogz+ Blogy passando pelo
ponto (1,1) € g(x,y) = ax + Py, em que log denota o logaritmo neperiano.

@ g(x) = (L +b)x € uma assintota da funcao f(x) = ‘/ﬁf’—_ “f/;

Solucgao

@ Falso.

@ Verdadeiro.
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EXERcICIO 137 (ANPEC 2005, Questao 7). Seja v(z) a fun¢ao que associa a cada
z € R%, o wvalor mdzimo da func¢ao f(x,y) = xy na regigo {(x,y) € R3 : 5a+3y = z}.
Awalie as afirmativas:
@ A funcao v € positivamente homogénea de grau 2.
@ A funcao v € derivdvel para z > 0.
@ A derivada da fungio v em z =1 € igual a 15v(1).

@ v € crescente.

@ v(0) = —o0.

@ Verdadeiro.
@ Verdadeiro.

@ Falso.

@ Verdadeiro.

@ Falso.

Solugao

EXERcICIO 138 (ANPEC 2005, Questao 10). Considere o problema (P) de ma-

rimizacao condicionada abaixo:

max f(z,y)
sujeito a g(x,y;0) =b.

Os pardmetros reais b e 6 sao exdgenos. Suponha que as fungoes f e g sao duas vezes
continuamente diferencidveis em todos os seus argumentos. Suponha ainda que o
gradiente de g (nas varidveis x e y) nunca se anule. Admita que existe um tnico
ponto critico (x*(b,8),y*(b,0)), aqui expresso como fun¢do dos parametros. Avalie
as afirmativas:

@ Se g € linear nas varidveis x e y, entao uma condi¢ao necessdria, mas nao
suficiente, para que o ponto critico seja solugao € que a funcao f seja quase-
concava.

@ Quando avaliados na solu¢ao do problema, os vetores gradientes de f e de

g sao paralelos.
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@ Seja A o multiplicador de Lagrange do problema (P) e V(b,0) a fungao-valor,
ou seja, a fungao-objetivo avaliada na solucao. Se b varia em uma unidade
infinitesimal, entao V (b, 0) varia em A\ unidades infinitesimais.

@ Se g(z,y;0) = 0x +y e se x*(b,0) = 0, entao %—‘9/ =0.

@ Seb > 0,9(x,y;0) = x+y e f(x,y) = /7Y, entdo o multiplicador de
Lagrange nao depende de b.

Solucao

@ Falso.

@ Verdadeiro.

@ Verdadeiro.

@ Verdadeiro.

@ Verdadeiro.

EXERcICIO 139 (ANPEC 2005, Questao 14). Seja (zo,y0) 0 vetor que maximiza

a fungio f(x,y) = In(z) + In(y) na regiago {(z,y) € R : 2z + 3y = 5}. Calcule o

valor de a = 12(xo — yo).

Solucao

Resposta 5

ExERcicio 140 (ANPEC 2004, Questao 2). Responda V (verdadeiro) ou F (falso):
@ A equagao da reta que passa pelos pontos (2,—1) e (1,1) € y + 2x = 3.
@ O plano tangente a superficie dada por z = x? +y — xy no ponto (xg,y) =
(1,1) € o conjunto T = {(x,y,2) € R? tal que z = z}.
(2) Se f(z) ¢ uma fungio concava e r(z) ¢ uma sua reta tangente qualquer,
entio r(x) > f(x), para qualquer x no dominio de definicao de f.
@ A intersecao do plano z —x —y =3 com o plano z 4+ x +y = 4 € uma reta
em R3.
@ Em R3, a intersecio de dois planos é sempre nao-vazia.

Solucgao
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@ Verdadeiro.
@ Verdadeiro.
@ Verdadeiro.
@ Verdadeiro.

@ Falso.

EXERcICIO 141 (ANPEC 2004, Questao 9). Considerando a funcao f(x,y) =
2- 22 + xy® + y?, assinale V (verdadeiro) ou F (falso):
@ (0,0) € ponto de minimo de f no circulo x® +y* < 1;
@ 0,0) € ponto de minimo de f no plano R?;

1,0) € ponto de mdzimo de f no circulo z* +y* < 1;

@ (-
(3) (—1,2) ¢ ponto de sela de f;
(4) fla

) <2+ xy?+1 para 2* +y? < 1.

Solucao

@ Verdadeiro.

@ Falso.

@ Verdadeiro.
@ Verdadeiro.
@ Verdadeiro.

EXERCICIO 142 (ANPEC 2004, Questao 12). Calcule o valor mdzimo da fungao
f(x,y,2) = (zy2)"? sujeito a x +y + 2 = 90.
Solugao

Resposta 30

EXERCICIO 143 (ANPEC 2004, Questao 13). Seja V' (b) o valor mdzimo da fungao
f(x,y) sobre o conjunto determinado pela restrigao g(x,y) = b, em que f,g: R* — RN
sao fungoes duas vezes continuamente diferencidveis e b € R € um pardmetro exdgeno.

Se V(b) = b* — b, determine o multiplicador de Lagrange quando b = 50.
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Solucgao

Resposta 99

EXERCICIO 144 (ANPEC 2003, Questao 6). Considere a expansao de Taylor para
a funcao y = f(x) em torno do ponto x = 0.
Assinale 'V (Verdadeiro) ou F (Falso):

(0) e* =1+ ez + ez + ez + ...

@ Para qualquer parametro a, o termo independente (primeiro termo) da ex-
pansao de Taylor de e*® € sempre igual & unidade.

@ Se x = 0 for um ponto estaciondrio da funcdo, para afirmar se x € um
ponto de mdrimo ou de minimo da funcao basta verificar o sinal do termo
de sequnda ordem da expansao de Taylor.

@ Para qualquer polinémio, a expansao de Taylor € necessariamente finita.

2

@ O termo de terceira ordem da aprorimacao da fungao y = e“* € maior que

o termo de seqgunda ordem, em valores absolutos.

Solucao

@ Falso.

@ Verdadeiro.

@ Falso.

@ Verdadeiro.

@ Falso.

EXERcCICIO 145 (ANPEC 2003, Questao 12). Assinale V (Verdadeiro) ou (F)
Falso:
@ A fungao f(z,y) = —% + % + 2%y —y? — 3y tem dois pontos criticos em R?.
@ O plano tangente a superficie z = —% + % + 2%y — y* — 3-y no ponto
(2,1 — %) € paralelo ao plano z = 0.
(2) 102 + 2y — 322 + xy — y* < 15, para todo (v,y) € R2.
@ (0,0) € ponto de minimo de f(x,y) = 2 — 4wy + 4y* + 2* + y*.
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@ Fizado y € (0,+00), se V(y) € o valor mdzimo de (#;—ﬁxg) ,x € (0,+00),
entio V'(y) = 0.

Solucgao

@ Falso.

@ Verdadeiro.
@ Verdadeiro.
@ Verdadeiro.
@ Verdadeiro.

EXERcICIO 146 (ANPEC 2003, Questao 13). Assinale V (Verdadeiro) ou (F)
Falso:
(0) Se definimos z(x,y) em torno de (0,0) pela equagio (2(z,y))>+2?(2(z,y))>+
y> — 1 =0 entdo (0,0) € ponto critico de z(z,y).
@ Se f(r,y,2) = 2> + 9> + 22— 22+ 1 e z(x,y) € definida em torno de
(1,1,—=1) como funcao de (x,y), em que 2* + 22> + y> — 1 = 0, entdo

= (x y, ( W)l @y=an = —6.
(2) Se c(t) = (x(t),y(t), 2(t)) € uma curva diferencidvel para t € R tal que

c(0) = (1, L =1) e (2(t))* + (@(t))*(2(t))° + (y(t))* = 1 = 0, entdo —22/(0) +
2y/(0) + 2/'(0) = 0.
@ No sistema de equacgoes
3%’1 - 51’2 + 21’3 + 41’4 =0
6I1 — 101‘2 — 4%3 — 61‘4 =0
€ possivel definir as varidveis xo e 3 como fungoes das varidveis 1 e xy.
@ No sistema de equagoes
3rx1 — Dxy + 223 + 424 =0
6[L’1 — ].OZEQ — 4$3 - 6(1]4 =0

€ possivel definir as varidveis x1 e xo como funcoes das varidveis x3 e Ty.
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Solucao
@ Verdadeiro.
@ Verdadeiro.
@ Verdadeiro.
@ Verdadeiro.

@ Falso.

EXERcICIO 147 (ANPEC 2003, Questao 14). Calcule o valor mdzimo da fungao
f(z,y) = 3z + 2y, sujeita a restrigio g(x,y) = 2'/? +y'/? = 5.
Solucgao

Resposta 75

EXERcicIO 148 (ANPEC 2002, Questao 11). Considere a fungio U : R — R
definida por U(x,y) = min{2zx,y}.
Assinale 'V (verdadeiro) ou F (falso):
@ O valor mdzimo de U no conjunto A = {(x,y) € %2 >0,y > 0,z+y < 1}
¢ maior que 1/2.
@ O wvalor mdximo de U no conjunto B = {(x,y) € R%2 >0,y > 0,22 +y* <
25} ¢ maior que 5.
@ O walor mdzimo de U no conjunto C' = {(z,y) e R{0< 2 <1,0<y < 1}
€ igual a 2.
(3) O valor mdzimo de U no conjunto D = {(z,y) € R2;2 > 0,y > 0,2y < 1}
€ menor que 1.
@ O wvalor mdzimo de U no conjunto E = ANBNCND é maior que 1/2.

Solucao

@ Verdadeiro.
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@ Verdadeiro.

EXERcICIO 149 (ANPEC 2002, Questao 12). Considere a sequinte funcao defi-
nida pelo problema de mazrimiza¢cao em duas varidveis cuja solugao € unica e repre-
sentada pelo vetor (z*,y*):

UM) =max F(x,y) s.a G(z,y) <M,
@y

em que F' e G sao fungdes continuamente 2-vezes diferencidveis. Assinale V (verda-
deiro) ou F (falso):
(0) Se L2F(z*,y*) =3 e 2G(2*,y*) = 1 entio a restrigio ndo ¢ ativa.
(1) Fize M e considere L2F(*,y") =3 e 2G(2*,y*) = 1. Entio U'(M) = 3.
@ No ponto de dtimo, se B%F(x*,y*) < 0 entao B%G(x*,y*) > 0.
(3) Para um dado M, se LG, y) = %G(z*,y*) =0 Entao U'(M) = 0 nao
pode ser interpretado como prego sombra.
@ Se F' € uma funcao estritamente concava, entdo as condicoes de 1% ordem

sao também suficientes para a solug¢ao do problema de mazximizagao.
Solucao

@ Falso.

@ Verdadeiro.

@ Falso.

@ Verdadeiro.

@ Falso.

ExXERcicio 150 (ANPEC 2002, Questao 13). Considere a fungio F : R — R
diferencidvel e V F(x) denotando o gradiente de F' no ponto x € R*. Assinale V
(verdadeiro) ou F' (falso):

@ Sabendo-se que F' ¢é estritamente concava, e que no ponto (1,2,3) tem-se
F(1,2,3) =0 e VF(1,2,3) = (3,4,5), conclui-se que seu valor no ponto
(2,3,4) satisfaz a F(2,3,4) < 12.
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@ Se F for homogénea do sequndo grau e no ponto (2,6,10) seu gradiente for
V F(2,6,10) = (1,1,4), conclui-se que seu valor no ponto (1,3,5) € igual a
F(1,3,5) = 6.

@ Dados o plano P = {(z1,79,13) € R3; 271 + 29 + 13 = 9} e a superficie
S = {(x1,22,73) € R F(x1 + 22 + x3) = 9}, Se no ponto (1,2,5) tiver-se
F(1,2,5) =9 eV F(1,2,5) = (1,1,1), conclui-se que o plano P ¢é tangente
a superficie S no ponto (1,2,5).

@ Dados o plano L = {(x1,79,73) € N3 21 + 19 + 13 = 7} € a superficie
H = {(z1, 79, 13) € N3 F(x1, 29, 73) = T} sabe-se que o plano L € tangente
a superficie H no ponto (1,3,3). Isto posto, se F' for estritamente conveza,
entio, se F'(x) > 7 para todo ponto x € L,x # (1,3,3).

@ Sabendo-se que F' é ao mesmo tempo concava e conveza, e que no (1,3,7)
tem-se V F(1,3,7) = (1,2,4), F(1,3,7) = 36, pode-se afirmar que a forma

funcional de F € necessariamente F(xy,xo,x3) = x1 + 229 + 43 + 1.
Solucgao

@ Verdadeiro.
@ Verdadeiro.

@ Verdadeiro.

ExERcicio 151 (ANPEC 2001, Questao 10). Dada a funcdo f : R?> — R definida

por f(x,y) = xy, assinale V (verdadeiro) ou F (falso):

@ O valor mdzimo de f sujeito a restrigao |z|+ |y| < 2 € igual a 1 (um);

@ O valor mdazximo de f sujeito as restricoes y + 2z < 2 e 2y +x < 2 € igual
al(um);

@ O valor mdzimo de f sugeito a restricio x> +y* < 2 € igual a 1 (um);

@ O valor minimo de f sujeito as restricoes —2 < y+2x <2 e —2 < 2y+x < 2

¢ igual a —4 (menos quatro);
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@ O valor mdximo de f sujeito as restrigcoes x >0, y >0, —2<y+2x <2
e —2 <2y+x <2 éinferior a 1(um).
Solucao
@ Verdadeiro.
@ Falso.
@ Verdadeiro.

@ Verdadeiro.
@ Verdadeiro.

EXERcICIO 152 (ANPEC 2001, Questao 11). A respeito das fungoes R — R

abaizo assinale V (verdadeiro) ou F (falso):

(0) Dada f : R* — R, definida por f(v,y,2) = €** \/y+ z, entdo o vetor
gradiente de f no ponto (0,4,0) € V £(0,4,0) = (4,1/4,1/4);

@ Dada uma funcao g : R* — R diferencidvel homogénea do terceiro grau,
sabe-se que no ponto (1,2,6) o vetor gradiente de g € V g(1,2,6) = (2,2,1).
Conclui-se que o valor de g neste ponto € g(1,2,6) = 4;

@ Dada uma funcio h : R*> — R diferencidvel, para cada ponto v € R associa-
se implicitamente um ponto y € R por meio da expressio h(x,y) = y*.
Sabendo-se que no ponto (3,2)BR? o vetor gradiente de h € V h(3,2) = (3,1),
entio a derivada %|,—3 € igual a 2 (dois);

@ Dada a fungao f : R> — R, definida por f(z,y) = xy, define-se uma nova
fungao F : R — R pela regra: F(u) = valor mdzimo de f(x,y) sujeito a
restricio ¥?/2 + y*/3 < u®. FEntio a derivada dF/du calculada no ponto
U= \/3/_2 ¢ tgual a 3;

@ O conjunto dos pontos em que a funcio h : R* — R, definida por h(z,y) =

xy e~ atinge seu valor mdximo é uma pardabola.
Solucgao

@ Verdadeiro.
@ Verdadeiro.
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@ Falso.

@ Verdadeiro.

@ Falso.

EXERcICIO 153 (ANPEC 2000, Questao 10). Assinale V (verdadeiro) ou F (falso):

1i sin(12+y2) —1-
@ (x,y)li}I%O,O) V22492 ’

@ Se f(x,y) € o menor valor entre x ey , entao f(x,y) = ”ZFTM

)

@ Se f(x,y) tem derivadas parciais de todas as ordens em torno do ponto
s
3
0,entdo %(—1, 1) =—3;

(3) Se f(z,y) for diferencidvel (0,0) e se sua derivada direcional em (0,0) na

dire¢ao do vetor (1,2)for 1 e, na diregao de (1,—1)or —1, entao %(0,0 =
+3);

@ A reta —% + % ¢ tangente ao isoquanta de f(x,y) = e¥y/x que passa pelo
ponto (9,0).

Solucgao

@ Falso.

@ Verdadeiro.
@ Verdadeiro.

(3) Falso.
@ Falso.

EXERcic1o 154 (ANPEC 2000, Questao 11). Sendo dada a fungio f: R* — R :
(x,y) — f(z,y) = /bzy, calcule o valor mdximo de f(x,y) sujeito as restrigoes:
22+ 2% <2 e 22% + 9% < 2.

Solucao

Resposta 2
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EXERCICIO 155 (ANPEC 1999, Questao 10). Dizemos que uma fun¢ao f : R — R

satisfaz a propriedade C nos pontos a,b e ¢ quando

f(a+b+c) < fla) + f(b) + f(c)

3 3
Classifique como V ou F cada uma das afirmagoes abaizo:

@ Qualquer trinémio do sequndo grau satisfaz a propriedade C' para quaisquer
a,bec.

@ Se f € concava entao satisfaz a propriedade C para quaisquer a,b e c.

@ Se f(x) = a3 entdo f satisfaz a propriedade C se a,b e ¢ sao nimeros reais
Positivos.

@ Se f(x) = a3 entdo f satisfaz a propriedade C se a,b e ¢ sao nimeros reais

neqativos.

Solucgao

@ Verdadeiro.

@ Falso.

EXERcic1o 156 (ANPEC 1998, Questao 1). A respeito das fungoes f : R? — R
definidas abaizo, responda V ou F.
@ O walor minimo da funcao f(z,y) = xy? sujeito a restrigao x|+ 9)y| <9 €
inferior a —1 (menos um);
@ O valor minimo da fungao f(x,y) = |z|—|y| sujeito a restrigio (x—1)*+y* =
1 € superior a zero;
@ O walor mdzimo da fungio f(z,y) = (x — 1)* + (y — 1)? sugeito a restrigao
|z| + |y| = 2 € superior a 4.
Solugao

@ Verdadeiro.

@ Falso.
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@ Verdadeiro.

EXERcicIO 157 (ANPEC 1998, Questao 9). Seja a fungao F : R® — R homo-
génea do 3° grau, e diferencidvel. Dados F(2,4,6,) = 16/3, e as derivadas parciais
F1(2,4,6,) =8/3 e F5(3,6,9,) =1, responda V ou F:

(0) F(3,6,9) = 9.
(1) F1(3,6,9) = 6.
(2) F3(2,4,6) = 40/27.
Solucao

@ Falso.

@ Verdadeiro.

@ Falso.

EXERCICIO 158 (ANPEC 1998, Questao 12). Certa empresa produz reldgios ao
custo unitdrio de 8 e sabe que se fizar o preco em x, venderd (100 — 2x) unidades
por periodo de tempo(onde x < 50). Qual deve ser o valor de x para que a lucro das

vendas seja mdximo?
Solucgao

Resposta 29

EXERCICIO 159 (ANPEC 1997, Questao 6). Os itens abaizo referem-se ao teo-
rema da funcao implicita. Julgue as afirmagoes:
@ Seja f(x,y) = 3% + 2xy + 4y>. Pelo teorema da funcao implicita, podemos
expressar y como funcio y = &(x) de x se, e somente se, y # —3x.

@ Seja g(x,y) = Tz + 2xy* + 9y* e suponha que 36y + 4xy # 0. FEntdo
14x42y°
T 36y3+dxy

podemos escrever y = &£(x) e, além disso, vale % =
(2) Seja h(z,y) = 62° — 5y. Entdo %(v/5) = 18.
@ Seja z(x,y) = 122° — 2y e suponha que x > 0. Entao (x%lx%) = 60.
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Solucgao
@ Falso.
@ Verdadeiro.
@ Verdadeiro.

@ Falso.

EXERcICIO 160 (ANPEC 1997, Questao 8). Considere o segquinte problema de

otimizagao condicionada:

max Q(z,y,z) = 3xy + 2°

$7y7z

s.aa x? +y* + 22 = 81.
Julgue as afirmativas abaizo:

@ Quatro pontos diferentes satisfazem as condigcoes de primeira ordem.
@ No ponto (z*,y*, z*) que resolve o problema, Q(z*,y*, z*) = 27.
@ O ponto (0,0,9) satisfaz as condigdes de sequnda ordem.

@ O multiplicador de Lagrange associado a solugdo € negativo.

Solucgao

EXERcic1o 161 (ANPEC 1996, Questao 2). Dada a fungdo f(x,y) = x? + y* +

4xy + 6x, indique as afirmativas verdadeiras e as falsas:

(0) A matriz hessiana de f € simétrica para (z,y) € R2.

@ Se f(z,y) =0 entao a derivada implicita j—g no ponto (1,—1) € igual a —4

@ A equagdo da reta tangente ao grdfico da curva f(x,y) = 0 no ponto (0,1)
€ dada por dx +y = 1.

@ O teorema de Euler € valido para f.
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Solucgao

@ Verdadeiro.

@ Falso.

@ Verdadeiro.

@ Falso.

ExXERrcIiciO 162 (ANPEC 1996, Questao 6). Considere a equag¢io ¢(x,y,z) =
23 4+ y*2 — 2zy = 0, que € satisfeita no ponto (z,y,z) = (1,1,1).

- . . L 98 (-
Uma condigcao suficiente para aplicar o teorema da func¢ao implicita € que gi) #0
em (z,y,z) = (1,1,1).

@ Qual o valor de ag_g) em (z,y,2) = (1,1,1)"7

@ Aplique o teorema da funcao implicita e calcule 60 (%) em (z,y,z) = (1,1,1).

@ Aplique o teorema da funcao implicita e calcule g—; em (z,y,z) = (1,1,1).

Solugao
(@ (A).
@D (A).
(2) (A).

EXERCICIO 163 (ANPEC 1996, Questao 7). Determine o valor minimo da funcao
f(x,y) = 42% — 22y + y? sujeito a zy = 2.
Solucgao

Resposta 4

EXERcCICIO 164 (ANPEC 1995, Questao 1). Sabendo que a fungao y = y(z), x >
= 3,

0 satisfaz a equagao diferencial de primeira ordem % + H% = H% e que y(0)

calcule y(1).

Solugao
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Resposta (P)

EXERCICIO 165 (ANPEC 1995, Questao 2). Sabendo que a funcao y(x) satisfaz a
equagao diferencial de sequnda ordem 2%4—% +3y=15equey(0)=0e %(0 =0),

calcule lim y(z).
Tr—00

Solucao

Resposta 5

EXERcIcIO 166 (ANPEC 1995, Questao 4). Seja a fun¢ao F : R* — R homogé-
nea do 2° grau e diferencidvel. Dado F(2,3,4) = 6, verifique se as afirmativas abaizo

sao verdadeiras ou falsas.

(0) F(4,6,8) = 36.

@ Se as derivadas parciais em relacdo as duas primeiras varidveis no ponto
(2,3,4) sao respectivamente F1(2,3,4) =1 e F5(2,3,4) = 2, entdo conclui-
se que F3(2,3,4) = 4.

@ Com base nos valores das derivadas parciais Fy e Fy no ponto (2,3,4) dados
no item anterior, pode-se concluir que F5(4,6,8)/F1(4,6,8) = 2.

@ Seja €; a elasticidade em relagao a uma das varidveis. Com base nas infor-
3
magoes dadas, pode-se concluir que » | &; = 2.
i=1

Solucgao

@ Verdadeiro.
@ Verdadeiro.

EXERCICIO 167 (ANPEC 1995, Questao 5). Indique se as afirmativas abaizo sao

verdadeiras ou falsas.
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(0) O wvalor mdrimo da fungio f(z,y) = |z|+ |y| sujeito @ restricio x*+y* =9
€ inferior a 3.
(1) O walor mdzimo da fungio f(z,y) = |z — 1| + |y — 1| sujeito a restrigio
(x —1)2+y*> =1 € superior a 2.
(2) O walor mdzimo da funcio f(x,y) = (x + 1)? + (y + 1)? sujeito a restrigio
lz|+y =1 € igual a 9/2.
Solucao

(0) Falso.

@ Verdadeiro.

@ Falso.

1 1 1 1

EXERCICIO 168 (ANPEC 1995, Questao 7). Seja a fun¢ao F(N) = maxx .xd .al ..af
sujeita @ restricao r1 + xo + 13+ ... + xy = N, em que N € um numero natural.
Calcule lim F(N).

N—o0
Solucao

Resposta 1

EXERcicIO 169 (ANPEC 1994, Questao 4). Seja a funcao f(x,y) = —a +y> +
2% +y?. Esta funcao:

(0) Apresenta um ponto de mdzimo em (2/3,—2/3).

(1) Apresenta um ponto de minimo em (0,0).

(2) Apresenta um ponto de mdzimo em (2/3,0).

@ Nao apresenta ponto de sela.

Solucgao
@ Verdadeiro.
@ Verdadeiro.
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EXERcICIO 170 (ANPEC 1994, Questao 10). Dada a equagao ;‘"jz—i-y =0, calcule

% no ponto (z,y,z) = (—1,2,2).
Solucgao
Resposta (P)
EXERciciO 171 (ANPEC 1993, Questdo 4). Seja f(x,y) = ——= — 2 —y — 2.

Tyz

Ache a soma dos wvalores absolutos dos determinantes dos menores principais da

matriz hessiana avaliada em v =y =z = 1.
Solucgao

Resposta 9

EXERcICIO 172 (ANPEC 1993, Questao 5). Calcule o valor mdzimo da fungao
f(z,y) = 82 + 4y + 4y?, sujeita a restricio x> — y* = 1.
Solucgao

Resposta 9

EXERcicio 173 (ANPEC 1993, Questao 12). Sabendo que a equagio wyz + x +
2
Y3+ 23 = —19 define ¢ como funcio de x ey, calcule (% — 23—;) no ponto (0,—3).
Solucao

Resposta 25

EXERCICIO 174 (ANPEC 1993, Questao 15). Calcule o valor minimo da fun¢ao:
f(z1, 29, 13) = 205 + 2129 + 425 + 11703 + 75 + 2.

Solucgao

Resposta 2
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EXERcicIO 175 (ANPEC 1992, Questdo 6). Dada a funcio f(x,y) = 3xy —

S8xy? — 2y, indique as afirmacoes verdadeiras e as falsas:

@ A partir do ponto (1,0), o vetor (0,1) indica a diregdo de maior crescimento
funcao.

(1) A partir do ponto (0,5), o vetor (2,2) indica a direcio de maior crescimento
funcao.

(2) A partir do ponto (0,1), o vetor (—2,—1/2) indica a diregio de maior cres-
cimento fungao.

@ A partir do ponto (2,1), o vetor (1,1) indica a dire¢do de maior crescimento

fungao.

Solucgao

EXERcCICIO 176 (ANPEC 1992, Questao 12). Dada a fung¢ao z = 2x + 4y + xy

sujeita a restricao x + 6y = 4, determine o valor minimo que ela pode obter.

ExErcicio 177 (ANPEC 1992, Questao 13). Dado que a fun¢io z = f(x,y) €
homogénea de grau um em seus argumentos, determine o seu valor quando x =y =1,

sabendo que, neste caso, % =15¢ g—?’j = -3.

ExERcicIO 178 (ANPEC 1992, Questao 15). Dada a expressio y> —1000z2% = 0,

Oy/0x
Oy/0z’

determine a razao quando z = 8.

EXERcICIO 179 (ANPEC 1991, Questao 4). Suponha que para uma economia se

manter em equilibrio, o investimento deva crescer de acordo com a equacao
I(t) = 1(0)e%" onde **" = exp(0, 03t).

Qual € a taxa percentual de crescimento correspondente a ela?
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EXERcicIo 180 (ANPEC 1991, Questdo 5). Dado que z = (6x—2?)(y* —2w),x =
—3t,y =513 e w = €' + 1, determine o valor de dz/dt para t = 0.

EXERcCICIO 181 (ANPEC 1991, Questao 7). Calcule o valor mdzimo que a fungao
f(z,y) = 2% + 2y? pode atingir quando x ey estdo sujeitos as restricoes x+y =1 e

> =y—1.

EXERcic1o 182 (ANPEC 1990, Questao 4). Considere w = z%y*z, x =1% y=

3, 2z =1t calcule a derivada Cﬁl—ﬁf para t = 1.

EXERCicIO 183 (ANPEC 1990, Questdo 5). Dado y — e/®) = 0 onde f(x) =
0,12yt — 0,02t, determine dy/dt para t = 9.

EXERCICIO 184 (ANPEC 1990, Questao 6). Calcule o comprimento do vetor [x]
Y

. . ~ 4
que minimiza o valor da funcdo z = e* + y*.

EXERcCICIO 185 (ANPEC 1990, Questao 7). Ache os valores de z1 e xo corres-
pondentes ao mdzimo da fungio y = (—z% — 23 + 10x; + 1025 + 31)1/2 e satisfazem

a equacdo T, + 2x9 = 5. Em cada opcao assinale se falsa ou verdadeira:

@064.
(1) 2e3.
@361.
(3)1e0.

@462.

EXERCICIO 186 (ANPEC 1990, Questao 8). Determine o perimetro mdzimo de

um retangulo inscrito no interior de um circulo de raio V2.
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EXERCICIO 187 (ANPEC 1990, Questao 14). Dada uma equagao diferencial de
sequnda ordem & dgt +a 7 +by = c. Onde ¢ # 0, diga quais afirmagoes sao verdadeiras
ou falsas.

@ Existem inﬁnitas solugoes da equagao diferencial.

(1) Sey(t) e ya(t) sdo solugdes, entdo ys(t), definida como yz(t) = y1(t) +ya(t)
tambem € solucao.

@ Se y1(t) e ya(t) sao solugdes e se a > 0,b > 0, entao y,(t) — ya2(t) converge
a0 quando t — o0.

@ Se yi(t),y2(t) e ys(t) sao solugoes, entao yu(t) definida como ys(t) = y1(t) —
yo(t) + yg(t) também € uma solugao.

@ Se y1(t) e yo(t) sao solugdes, entio ys(t) = y1(t).y=(t) também é solugao.



CAP{TULO 19

Integrais

19.1. Questoes ANPEC Trabalhadas

19.1.1. Calculo de integrais.
ANPEC 2021, Questao 4.

Considere as fungoes f(z) = [ e’dt e g(x) = N 2’ dt definidas
no intervalo [0, +00). Determine o valor H = lim,_, %.

Note que ambas integrais divergem quando x — oo, i.e.,
lim f(z) = lim g(z) = oo.
T—r 00 T—>00

Portanto, como ambas f e g sao diferenciaveis, podemos aplicar L’Hospital:

He tim 2@ _ oy H@S@ o 2f@en g 2f(@)
T—+00 g({L‘) T——+00 g’(x) 00 e2x To5too T

Como novamente temos um limite do tipo 0o/oco, aplicamos novamente L’Hospital:

2f! @’ 1
He tim 27 o o Lo

w—+oo 2reT’  z—+too xett  w—too X

ANPEC 2020, Questao 8. A veracidade das seguintes afirmacoes a seguir

devem ser avaliadas.
@ Dada uma constante k£ > 1, lim,_,o+ fa]m % dx = 0.

Falso. Note que

: ke : ka ka .
lim —dr = lim In(z)| = lim In|— | = lim In(k) = In(k).

a—0t [, X a—0t a a—0t a a—0t

10ltima Atualizagao: 09/08,/2022
553
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@ lim,, o0 fol(:r% — ") dx = 1.

Verdadeiro.

. L, . ‘ ol ndl 1 ' 15+1 1n+l
lim (:z:n —x ) dr = lim | 5 — ‘ = lim | 5 —

1 22020(cos(x))?! sin(x)
@ f 2+1)2()2() ‘x’ dr = 0.

Verdadeiro. O integrando é funcao impar.

ANPEC 2018, Questao 8. Julgue as seguintes afirmativas:
@ Usando a regra da substituicao obtém-se que: f_ll V1—22dr =
f:{% cos x dz;

Falso. Seja x = sin 6. Entao v/1 — 22 = cos 6, dx = cos 6 df, para x = —1 temos
0 = —m/2 e para x = 1 temos § = m/2. Portanto

/2

1
/ \/1—:1:2d:1::/ cos® 6 db.
—1

—7/2

ANPEC 2011, Questao 8. Julgue as afirmativas a seguir.

@ ff 223¢%” do = 4e3

Falso. Usando substituicao de variaveis com v = 22, obtemos du = 2z dx e

2 , 2 , 4 4
/ 22°e” dx :/ r2e” 2z dr :/ ue® du :/ u(e") du
1 1 1 1

4 4 4 4
— e'du =4e* —e — e
1 1

= u(e") =de* —e—e' +e=3eh
len T t2
@ Se g(x dt, entao ¢'(m) = —2.

1
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Verdadeiro. Pelo teorema fundamental do célculo, temos
d ([ : :
S 7 ) = ) @) - b @) )
d \ J @)

Para este problema, obtemos

d . .
_Z(x) = e(QSm(I))Q@ sin(z)) = 9e4sin* (@) cos(x).
x

Para x = 7, concluimos ¢'(7) = —2.

@ floo \/LE dx & divergente.

Verdadeiro. Integrando, obtemos

oo 1 a a
/ —dx = lim Y2 dr = lim 22Y%| = lim 2¢"/? — 2 = .
1 \/E a—oo Jq a—o00 1 a—o00

1. 3
@ f i dr = —5.
Falso. Esta ¢ uma cléssica “pegadinha” envolvendo integrias. Note que as contas

11 ! -3 1 1 9 3
/ —4dx:/ rlde = -2 | = =
o L 3 1 3 24 24 8

estao erradas. De fato, o integrando nao estd definido em = = 0, e o teorema
fundamental do céalculo nao pode ser utilizado. A forma correta de se tentar calcular

esta integral é via

Entretanto,

1 -3
/ —da:'—hm id:c_hrn—x—

4 a—0 3

53]
=—lim |- — —
a a—0 3 3

que nao existe. O mesmo ocorre com f , =r dz, e portanto f , = dz diverge.

(4) Se f for continua em [a, b], entéo ff vf(z)de—x ff f(z)dx =
para todo x € [a, b].
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Falso. A afirmativa nao faz o menor sentido, pois fab zf(x)dxr é um nimero depen-
dendodeaeb, ex fab f(x) dr depende de .

ANPEC 2007, Questao 8. Considere as seguintes informacoes:
Sejam I = (0,00) e F, f : I — R funcoes definidas por F'(z) = e*!»®
e f(x) =2"(1+Inx).
Julgue os itens abaixo.

@ f() f02 V4 — x?dx & igual ao comprimento de um circulo de

raio r = 1.

Falso. Seja x = 2sinf, entdo 4cos’ = 4 — 4sin*0, dx = 2cosf df, para = = 0

temos 0 = 0 e para x = 2 temos 6 = 7/2. Dado que f(1) =1, temos

2 w/2 w/2 1 2
f(l)/ \/4—x2dx:/ 4 00529d0:4/ ++S(9)d0
0 0 0

/2
= T.

2
+ sin(260)
0

7/
=20
0

Outra forma de calcular foﬂ/ 2 cos2 0 db:

/2 /2 T /2 T w/2
/ cos? 0df = / (1—sin®6) df = ——/ sin? 6 df = ——I—/ sin 6(cos 0)" do
0 0 2 Jo 2 Jo

/2 w/2 T /2
—/ cos&cos&d@z——/ cos? 6 db
0 0 2 0

=2 4 sinfcosd
2
e portanto foﬂﬂ cos?0df = /4.

ANPEC 2006, Questao 5. Avalie as opgoes a seguir.
(2) [xlog(z)dr < [z d.
1 1

Verdadeiro. Basta notar que no intervalo (1, e), vale log(x) < 1.
@ dieflzﬂ > Ll ¥ para todo = > 1.
X X

Falso. Note que

4 e _L e
dx T
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@ Considere uma fungao continua f e defina os conjuntos A =

{z € [0,1], f(x) > 0} e B = {x € [0,1], f(x) < 0}. Entao

fo w)de < [, f(x)dx+ [ _p|f(x)]dr sempre que B # @.
Verdadeiro. Basta ver que [0,1] = AU B e entao

/Olf(m) dx:/zeAf(x) dm/ﬂ f(z) da

Como B # @, entao

[ wde== [ V@liss [ 1w
/Olf(x)dx</m€Af(m)dx+/x€B|f(x)|dx'

ANPEC 2021, Questao 14. Julgue a veracidade das afirmativas a seguir.

Logo,

@ Se f: R — R é uma fungdo homogénea de grau 1 e f(2) = 4
entao foﬁf(x) dr = 1.
Falso. Note que 4 = f(2) = 2f(1) e portanto f(1) = 2. Em particular,

v v Ve x2 V3
/0 f<x>dx_/0 xf(l)dx_f(l)/o xd:c:QE _3

0

@ f_ZQ[maX{Zx, 202} —x(1+2) — |v — 2%|]dx = 0.

Verdadeiro. veja que

/ [max{2z,22*} — z(1 + x) — |z — 2°|] dz

-2

0 1 2 2 0 2
:/ 2x2dx—i—/ 2xdx+/ 2x2dx—2/ x2dx—/ |x—x2|dm—/ |z — 2| dx

_92 0 1 0 -2 0

1 2 0 1 2
:/ Qxdz—l—/ 2a:2da:—/ —93+:v2dx—/ x—x2das—/ —x+ 22 dx
0 1 2 0 1
1 2 0 0 1 1 2 2

—/ 2xdx—|—/ 2m2dx—i—/ xdx—/ xzdx—/ xdx—l—/ Ide—i-/ J:dx—/ 22dr =0

0 1 2 2 0 0 1 1
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Esta conta obviamente consome muito tempo. Uma alternativa melhor seria perceber
que
max{2z,22°} —z(1 + ) — |z — 2°| = 0

para todo = € [—2,2].

(3) [ etdr=1.
Verdadeiro. Note que o integrando nao é fungao par. Entretanto podemos explorar

outra simetria. Sempre que uma integral de uma fungao f(x) é calculada em (—a, a),

[ t@ae= [ si-

Para ver isto, basta substituir « = —z. Entao, chamando a integral de

%
I:/ COS T dr.
_g 1+6x

vale

temos que

21:/5 Cos T dx—{—/g COS(_x)dx:/g COSE | _COST
= 1+e” _x l4e® —xlter  1t+e®

3 3
1 —x 1 x 5
:/ Ccos T te +lte dx:/ cosxdxr = 2.
) T+ en)(1+e) )

Wl

jus us
2 2

Portanto I = 1, i.e., o valor da integral da afirmativa é 1.

@Se definimos a fungdo f : (1,400) = Rpor f(z) = [ (flt = du) dt,

entao f'(z) = Ina?.
Falso. Para simplificar, chame h(t) = [, Ldu. Logo, f(z) = [ h(t)dt, e pelo

teorema fundamental do célculo,

(= /‘—du———

19.1.2. Areas planas. Integrais envolvendo calculo de areas planas.

: ]
=241
1 x
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ANPEC 2013, Questao 15.

Calcule a seguinte integral dupla: £ [ [, ( b 22 +y) dzdy, sendo D a

regiao entre as parabolas y = 2% e x = 2.

Note que a regiao compreendida é dada por
D={(z,y) eR*: 0<ax<1,2°<y<z}
Basta entao calcular

Y=z

bV ! y ! r x

J A R Y e e  F OV R P

0 Ja? 0 2/ ly=a2 0 2 2
(2., 3 :c2>1_2 3 1 33
_<7x o' T )T 7T 01T o

Logo, a resposta ¢é 1.
ANPEC 2004, Questao 14.

Considere a regiao do plano B = {(z,y) € R*/x+y <6ex,y > 0}
e a fungao f(z,y) = xy. Calcule a integral dupla [ [, f(z,y) dy dz.

Note que

6—x 6 y2 6—x 1 6 6—x
//fxydydx—/ / xydydx—/ x—‘ d:B:—/ x(6—x)2‘ dx
o 2lo 2 Jo 0

= /36 1202 4+2% do = S[182%— dzP 4 = 4‘6]—1[18><36 436 % 364236 x 36
= 2 ; X — T r ar = — 5 Xz i 41’ 0 = 5 1

— 1818 — 24 + 9] = 54.

19.1.3. Integrais improéprias.
ANPEC 2015, Questao 11. Julgue as seguintes afirmativas:

@ A integral fooo e " dx & uma integral impropria divergente;

Falso. Basta fazer as contas:

o) b b
/ e "dr = lim e ¥dr=lim(—e*| )= lim (1 — e_b) =1.
0

b—o00 0 b—o00 0 b—oo
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@ A integral f_zoo ﬁ dx converge a 4;
Verdadeiro, pois

2 . 8 8
a a——00 2 (4—@)_

2 2
/ Ldx: lim de: lim 8(4—z)*

(4 - :L,)Q a——oo J, (4 — .Z')2 a——00

o0

@ A integral [*7 xdux ¢ igual & integral lim,, o, [ xdz.
Falso. Note que

n

lim zdr = 0.

n—oo [_

. . . (o] . . . . o0
e portanto o limite existe. Mas para f_oo x dx existir, as duas integrais fo rdx e

0 . _ L,
ffoo x dx tém que existir. E neste caso isto é falso.

ANPEC 2006, Questao 10. Avalie as afirmativas a seguir.

@ J xe " de = 1.

Verdadeiro. Uma integracao por partes nos da

0o b b
ze ¥dr = lim ze ¥dr = lim xe_m’
0 b—oo 0 b—oo 0

b b
+/ e fdr=—lime™| =1.
0

b—00 0

@ Tx%‘x dr = 2.
0

Verdadeiro. Basta fazer as contas e usar @

@ Se I'(n) = [;° " 'e™* dx, para n inteiro positivo, entdo I'(n) =
n.

Falso. Basta usar os itens @ e @ e ver que a afirmativa é falsa paran =1en = 2.

@ I e de = 0.

Verdadeiro. Basta notar que

1 | 1 (1
/ —e_xd:c>/ —e_’“"dzv>—/ —dz = 0.
0 T 0 T ey T
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ANPEC 1990, Questao 13.

Determine o valor de foﬂ el cos 2t dt e assinale cada opc¢ao abaixo
como falsa ou verdadeira.
(0) (e —1).
(1) $(em+1).
@ e,
(3) T(em —1).
2 2w
D e

Note que esta integral pode ser calculada por integragoes por partes repetidas:

/ etCOStht:/ (et)/COSQtdtZGtCOSQt‘ —|—2/ e’ sin 2t dt
0 0 0 0

™

=(e"—1)+ 2/ (e') sin2tdt = (e™ — 1) + €' sin 2t
0 0

—4/ e’ cos 2t dt

0

:(e”—l)—4/ e’ cos 2t dt
0

e portanto

T 1
/ el cos2tdt = —(e™ — 1).
0 )

19.2. Questoes ANPEC Resolvidas

EXERCICIO 188 (ANPEC 2022, Questao 6). Seja f : R — R uma fungao duas
vezes continuamente diferencidvel. Julgue as afirmacoes abaizo de acordo com a sua

veracidade:

@ Se todo elemento do intervalo [0,1] é ponto de mdzimo local da func¢ao f,
entao fol f"(x)dx < 0.

(1) Se f'(z*) = =1 e f"(2*) < 0, entdo x* € ponto de mdrimo local da fungéo
g : R — R definida por g(x) = f(z) + x.

@ Se para todo natural n > 1 wvale que f(c) > f(x) — % para todo x, entdao
f(e) = 0.

@ Se g : R — R € definida por g(x) = f(e*), entao ¢'(x) = f'(x)e”.
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@ Se 0 < f(x) <1, entao 0 < f"(x) < 1.

@ Falso.

@ Verdadeiro.
@ Verdadeiro.

@ Falso.
@ Falso.

EXERcICIO 189 (ANPEC 2022, Questao 15). Seja f : R — R uma fun¢do duas
vezes continuamente diferencidvel tal que f'(x) — f(x) = e** e f(0) = 1. Encontre o

valor de \fon( ) f(z) da).

EXERcCICIO 190 (ANPEC 2021, Questao 4). Considere as fungées f(x) = fm e’ dt

=Jfye 2% dt definidas no intervalo [0, +00). Determine o valor H = hin f;((;;)
T—>+00

ExErcicio 191 (ANPEC 2021, Questao 14). Julgue a veracidade das sequintes

afirmativas:

@ il_r)r(l] 193 dr = +o0.

@ Se f: R — R é uma fun¢ao homogénea de grau 1 e f(2) = 4, entdo
fo\/gf(x) dr = 1.

(2 f2 [max{2z,22*} — (1 + x) — |z — 2?|]dz = 0.

@ [ =1

@ Se definimos a fungio f : (1,+00) — R por f(z) = [ (f = )dt entdo
f'(x) =Inz?

EXERCICIO 192 (ANPEC 2021, Questao 15). Seja V = [ [, f(z,y) dzdy, em que
flry) =(@—y)@+a?y+ay’+y’) e D={(z,y) eR*: -1 <2 <0,0<y < 1}.
Calcule 20V
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EXERcICIO 193 (ANPEC 2020, Questao 2). Considere a fungao f : X — Y dada
por f(z) = max{z, —x},Vo € X, em que X = [—1,0]U[1,2] e Y =0, 2].

@ f € uma funcao injetora.

@ f € uma funcgao sobrejetora.

@ f admite fungao inversa f~':Y — X.
@ f*1 nao € continua em Y .

@fo dt>f1

Solucgao

@ Falso.

@ Verdadeiro.

@ Falso.

@ Verdadeiro.

@ Falso.

EXERcCICIO 194 (ANPEC 2020, Questao 8). Julgue a veracidade das seguintes

afirmagoes:

@ Dada uma constante k > 1, lim,_,o+ faka % dx = 0.

(D) timny o f (o7 = ") do = 1.
B a1 e
@ fl 22020 (cos(z))2! sin(x) |$‘ dr = 0.

$2+1 2020

@ln >2f0 T da.

Solucao

@ Falso.

. ke : ka ka .
lim —dr = lim In(z)| = lim In|— | = lim In(k) = In(k).
a

a—0t [, X a—0Tt a a—0t a—0t
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patl opntl\ 1 1=l qntl
T — ‘ = lim [ —
~+1 n+lj)lo noec\~+1 n+l

. 1 1
= lim | 5 — =1.
n—o00 > +—1 n/+»1

@ Verdadeiro.

1
) 1 )
lim (ZL‘" — x”) dr = lim
n—oo 0 n—oo

@ Falso.
/7r e’ sin(z) dr = €” sin(x) ‘g — /7r e” cos(z) dz,
0 0
=e" Sin(a:)‘g — e COS(I‘)‘g - /7T e’ sin(z) dz.
0
Entao
2 /7r e® sin(z) dr = e” sin() — " sin(0) — €™ cos(7) + € cos(0)
0
2/ﬂexsin(x) de =e" +1
0

Portanto

s 1 e
/ e”sin(z) dr = e
0 2

@ Verdadeiro. O integrando € funcao impar.

@ Falso.

2/01 ’ da:—/ol 2 dm—/olmzln(:vQ—i—l)1:ln(2)—ln(1)zln(2).

14 22 a 14+ 22 - 22+ 1 0

ExXERcicIO 195 (ANPEC 2020, Questao 11). Calcule o valor da integral f03 <f4ic
3
Solucao

Resposta 50

V25—x

2
6 dy

) do.
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EXERCICIO 196 (ANPEC 2019, Questao 10). Considere que f(x),g(x) e h(x) sao
funcgoes diferencidveis e que tanto a expressao % como a expressao f'(x) denotam
a derivada da fungao f(x). Avalie as expressoes abaizo quanto a sua veracidade:

(0) Se [ f(z)dx = e, entdo f(x) = x2e®

@ Se a expansio em Taylor até terceira ordem de f(x) emx = 0 é P3(z) = a3,
entiao podemos afirmar que f(x) tem um ponto de inflexio em x = 0.

(2) [{(Inz)dx = 1.

@f(]m?f;?d = [ Ldu=1n(0,75) — In(0,25), em que u = z* — 1.

(4) Como i ( )h(z)] = f'(z)g(z)h(z)+f(2)g (2)h(x)+f (z)g(x)h'(x), en-
tio J f (@) d = [ ()g(B)(b) — fa)g(a)h(a)] — [1f (x)g(x)h(z) +
f(@)g'(z )h( )] da.

Solucao

@ Falso.

Note que

@ Verdadeiro.

Pela formula de Taylor de terceira ordem em x = 0, temos
1 1 1
Py = f(0) + Ff’(())(x —0)+ af"(())(:v —0)%+ gf'"(())(x —0)3,

1 1
Py = f(0)+ f'(0)z + §f"(0)932 + gf"'(o)l’?’ = 5a°.
Entao
f(0) = f(0) = f"(0) =0 e f"(0) =30
Dado que f'(0) = 0, entao x = 0 € ponto critico, mas nao € minimo e
mdzximo, ja que f"(0) = 0. Entdo, x = 0 é candidato a ponto de inflexdo.
Agora, dado que f"(0) = 30 > 0, entao existe um intervalo (—0,0) tal que

f" € crescente, assim podemos concluir que x = 0 € ponto de inflexao.
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@ Verdadeiro.

Integrando por partes, obtemos

e €1 e
— [ —xde=I(x)z| —x

1 1 1

e

i 1

/1 n(z) do = In(z)x

/e In(z)dr =In(e)e —In(1) —e+ 1 = 1.

@ Falso.

Considere u; = us, entao
ug 1
/ —Zdu =0 # In(0.75) — In(0.25)

u1

@ Verdadeiro.

Integrando por partes, temos

/ F(@)g(2)l (x) di = f(x)g(x)h(x)

EXERcICIO 197 (ANPEC 2019, Questao 15). Seja V = [, f(x,y) dxdy, em que
D={(z,y) eR*: 2> +y* <1 e y >0} e f(z,y) =1 —2° —y*>. Calcule T2V

Solugao

Do conjunto D, temos

FALTA FIGURA
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Entao, v € [-1,1] e 0 <y < V1 —2a2. Logo

1 V1—x2
- / f(2,y) dudy = / / (1— 22— )dyde,
D —1J0

V= /11 [(1 — )y — y;};/mdx,

1
\% :/ 2\/1 —:c23d:1:.
-1

Agora, seja x = sin(f), entao —1 < sin(f) < 1, assim 0 € [—7/2,7/2] e dx =
cos(6)df. Logo

2
/29 3 /29 2 (™% (14 cos(26)
V:/ Z4/1 —sin?(6 cosedﬁz/ —cos49d9:—/ — ] df
s 3V (0) cos(0) 3 (0) 3., 5

1 7'('/2
V= —/ (1 + 2 cos(20) + 0052(29))610

6 —7/2
1 [ 1 cos(40)
V= g/ﬁ/2 <l—l—2cos(20)+§+ ; )de
1 [ (3 cos(40)
= - — + 2cos(26 do
V 6/_7r/2<2+ cos(20) + 1
13 in(46)]™"°
, sin T
—7/2
Logo
@y _ 00T o
T T 4

EXERCICIO 198 (ANPEC 2018, Questao 8). Julgue as sequintes afirmativas:

(0) Considere f : [~1,1] — R definida como f(x) = /T — 2%. Entdo [, f(z)*dx =
2
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@ Depois de resolver a integral fxz Inx dzx, resulta que o coeficiente do termo
ad € 5;
@ Usando a regra da substituigao obtém-se que: f_ll V1—22dr = fjﬁz cos x dx;
@ Se f(x) = x® — bz, entdo f(—2.00001) + f(2.00001) = 0;
@ Se f(x) =22® + 5 + 2 + 5z, entio f'(2) + 22 f'(z) = 0.
Solucgao

@ Falso.

A integral

/_11f(a:)2dx:/_11(1—x2)dx: e-2] =2-2

@ Falso.

Integrando por partes
3

N 3 2 3
/x21nxdx:/<m—> lnxdx:x—lnx—/x—dx:x—lnx—$—+c,
3 3 3 3 9

onde ¢ é uma constante.

@ Falso.

Seja x = sin 0. Entao /1 — x? = cos 0, dx = cos 0 df, para x = —1 temos
0 =—m/2 e para x =1 temos § = w/2. Portanto

/2

1
/ \/1—:626[:6:/ cos® 6 db.
-1

—7/2
@ Verdadeiro.
Seja x = —2.0001, entao

f(x)+ f(—=2) =2 — 5x — 2° + 5z = 0.

@ Verdadeiro.
Derwando a fungao f, temos
4 5
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Entao
1 4 4 5
f’(—)—i—f’(w):——4x3—5w2+5+$2 dr — — — —=+5
z T 3 x?

4 4
= - 42 5?4+ 5442 — = — 54522 =0.
X X

EXERCICIO 199 (ANPEC 2018, Questao 15). Seja V = fD x,y)dydz, em que
D ¢ a regiao delimitada porx =0,y =0exz+y=1¢ f(z,y) =1—z —y. Calcule
6V.

Solucao

RESPOSTA 1

EXERcICIO 200 (ANPEC 2017, Questao 14). Sabendo que fj;o e dr = /T,
defina I= [7_[7 e H2y=0)*+20%) g dy.
Calcule %I .

Solucao

I = /oo /oo e~ (@ 2(y—2)?+2%) 1. dy = /oo /OO 2@y’ =4 4. dy.
1= /OO e~ /OO e 2= gy dy.
—0o0 —o0

Substituindo v — y = \/ii, temos dx = dz/\/_, —c0<z< 00 e

]:/ e_4y2/ —6\/5 dz dy:%/ 6_4y2dy.

Substituindo w = %, temos dw = dy/2,—oo < w < 00 e

:ﬁ/m " o=
V2 /) o 2 22

£1_4

Portanto
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EXERcICIO 201 (ANPEC 2016, Questao 7). Analise a verdade ou falsidade das

sequintes afirmagoes:

+00 +oo
@ Sabendo que f e /2 dx = /27, entio S e~ 23T (0 — \/7re9/8

—o0

@ A drea compreendzda entre as curvas Y = —JJ + 6 e Yy=2x é 125

/2

/ 2( 1)n/2

@ f sin nx) dr = T sen éum numero par;

—7r/2

7e841 .

@ fln ) d = *55=;

22

@ Seja F(xz) = [ (In(t))*dt. Entao F'(2) = 4(16 e* — €?).

Solucgao
@ Falso.
—+o00 [e’e] [e’e]
/6212+3xd$: /e 2[(z—3/4)2 dx— /e 2(x—3/4)2 9/8dx
269/8 / 6—2(35—3/4)2 dz.

Seja t/2 =z — 3/4, entdo t € (—o0,+00) e 14 =1,

Logo, dt = 2dx. Assim, temos
o 2 69/8 T 2 2 9/8
/6—230 +3z _ 7/ 2(t/2) dt = _/ —t /th 5 \/%

@ Verdadeiro.

@ Falso.

@ Verdadeiro.
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@ Verdadeiro.

Pelo teorema do calculo fundamental, temos

Entao

F'(z) = <ln(el’2)>2 e’ 20 — (In(e®))* e
F'(2) = 16e*4 — 4¢?
F'(2) = 4(16e* — ¢€?)

EXERCICIO 202 (ANPEC 2016, Questdo 10). Seja R = {(x, y) € [0,4]X[0,4]| min{z, 22} <

y < max{x,xQ}} e f(x,y) = ay?®. Caleular [ [ f(x,y)dxdy. Apresente como res-
R

posta a parte inteira desse valor.

Solucao
Para x € [0,1], entio min{z,z*} = 2% e max{x,2*} = x. Para v € [1,2], te-
mos min{z,2?} = x e max{x,2?} = 2°. Finalmente, para x € [1,2], obtemos

min{z, 2%} = z e max{z, x*} = x*, agora notei que y € [0,4], entdo max{z,x*} = 4.
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Assim, juntamos

//fxydxdy—

T 2 pax? 4 4
/nydydx—i—// nydydaH—/ / ry*dy dx
2 1 x 2 x
22 4
da:+/ y_

2 .3
— v C
—O.fc3x2—|—/lx3

1 256 32 1 1 1024 1024 256 32

15 2420 15 210 137 6 13 6 15
B 2 2 n 1024 1024 256
15 24 6 15 24

= 0.133 — 0.083 — 170.666 — 32

= 0.133 — 0.083 + 170.666 — 68.266 — 32
= 0.050 + 170.666 — 100.266

= 70.450.

EXERcIcIO 203 (ANPEC 2015, Questao 8). Julgue as segumtes afirmativas:

@ Seja f(x) = \/%76*””2. Entao a fungao definida por F(x f fy)dy é
uma fungao decrescente;

@ A fungao F do item anterior é concava no intervalo (0,400);

(2) Seja h(z) = f(z,g(z)), com f e g de classe C? (isto ¢, f e g duas vezes
diferencidveis, com derivadas seqgunda continuas). A sequnda derivada de h
¢ dada pela formula (% + 92—5)2;

@ Defina r(x) = —]}l,/((;v)). A derivada da funcio r € dada pela formula r?® +
L@

")
@ Se no item anterior f for estritamente concava e estritamente crescente, en-

tao, supondo que f"(x) < 0, podemos afirmar que é estritamente crescente.
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Solucgao

@ Falso.

@ Verdadeiro.
@ Falso.

@ Verdadeiro.
@ Verdadeiro.

EXERcICIO 204 (ANPEC 2015, Questao 11). Julgue as sequintes afirmativas:
@ A integral fooo e *dx € uma integral impropria divergente;
@ A integral impropria floo % dx € convergente;
@ A integral impropria floo m dx converge a §;
8

@ A integral f_QOO (= dx converge a 4;

@ A integral ffooox dx ¢ igual a integral lim ffnx dx.

n—0o0

Solucgao

@ Verdadeiro.

@ Falso.

EXERcic1O 205 (ANPEC 2014, Questao 12). A fungao f(z,y) = kxy?, k > 0,
estd definida no conjunto C = {(z,y) € R*/0 <z < 1,(x/2) <y < z}. Avalie as
sequintes asser¢oes:

(0) Se [ [ f(z,y)drdy =1, entdo o valor de k € 1.
C
@ Se k=1, entao [ [xzf(x,y)dxdy =0,048.
c
@ Considere k = 1. Para cada y € [0,1] definimos o conjunto C, = {m €

0,1]/(z,y) € C} e a fungdo fy(y) :Cf f(z,y)dx. Entao gg’% = 2,33.

(3) A drea da regigo C ¢ [ [ dxdy.
c
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@ Eziste (xo,y0) € C tal que fff(m,y) dzxdy = f(zo, o).
C
Solucao

@ Falso.

(1) (A) acho que é de Anulado.

@ Falso.

@ Verdadeiro.
@ Verdadeiro.

EXERcicIo 206 (ANPEC 2014, Questao 14). Calcule a parte inteira de [ °In(z) dz.
Considere e* = 54,6.

Solucgao

Resposta 10

EXERcICIO 207 (ANPEC 2013, Questao 8). Analise a veracidade das seguintes

afirmagoes:
w/2
[ a*sin(z)dx = 0.
—/2
@ Se P(z) € um polinomio de grau n, entio [ P(x)dx é um polinémio de grau
n— 1.

@_fl1 (L) dr =2 — In(3).
@ A drea compreendida entre f(x) = % eg(r)=—%+ g ¢ igual a g —In(5).
@) [ f@)g(w)de = ([ f(x)dz) g(x) + f () ([ 9(x) dz).

Solucgao

@ Verdadeiro.

@ Falso.

@ Verdadeiro.

@ Falso.
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@ Falso.

ExErcicio 208 (ANPEC 2013, Questao 15). Calcule a sequinte integral dupla:
L2 [ [, (@® +y)dedy, sendo D a regiao entre as pardbolas y = 2* e x = y>.

Solugao

Resposta 1

ExXERrcIciO 209 (ANPEC 2012, Questao 10). Julgue as afirmativas:

@ J} e =0,

@ f1 lnxd:z: =1, em que e € a base do logaritmo natural.

@ f1 (4x+3)2 -
@ Sey = fo 3t + 2)5 dx, entao le—g = (322 + 2)°.
@ A drea da regido limitada pelos grdficos dey = a3,y =12— 22> ex =0 é %

Solugao

@ Falso.

@ Verdadeiro.
@ Verdadeiro.

@ Falso.

@ Verdadeiro.

EXERcicio 210 (ANPEC 2012, Questdao 14). Seja S = {(z,y) € R*> : = >
—2 e 0<y<e™}, em que e é a base do logaritmo natural. Se k = e%, calcule o

valor da integral dupla [ [ kyxz® dxdy.
Solugao

Resposta 5
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EXERcICIO 211 (ANPEC 2011, Questao 8). Julgue as afirmativas:
(0) ff 203" dx = 4e?
@ Se g(x) = lzsin Teldt, entao ¢ (1) = —2.
@ floo \/%; dx € divergente.
@ [l dede =4
@ Se f for continua em [a,b], entao fab vf(z)dx —x fabf(x) dx =0, para todo
x € [a,b)].
Solugao
@ Falso.

@ Verdadeiro.

Pelo teorema fundamental do cdlculo, temos

fa(z)
4 ( / h(t)dt) — h(hy () f4(x) — B Fio).

1(z)

Para este problema, obtemos

d ~ i
fi(x) _ 6(25111(13))2(2 Sin(.ﬁE)), _ 2€4Sln2($)03($).
T

Para x = 7, concluimos ¢'(m) = —2.
@ Verdadeiro.
Integrando, obtemos

o0 1 a a
/ —dz = lim 2 dr = lim 222 = lim 24'? — 2 = .
1 \/E a—oo [y a—00 1 a—00

(3) Falso.

Calculando a integral
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@ Falso.

Consideremos f(x) =1, a=0 eb=1. Entao,

/ab:cf(:c)da:—x/abf(a:)dx:/olxdq:—x/ol dx:x;

1

0

EXERcic1o 212 (ANPEC 2011, Questao 13). Seja A = {(z,y) € R? : 1 < ¢e® <
5 e 1<e?<2}ef:A— R a fungio dada por f(x,y) = 20 —y. Calcule a
integral: [, /™Y dxdy.

Solucao

Resposta 6

EXERCIcIO 213 (ANPEC 2010, Questdo 3). Sejam f : R* = Reg: [—V/5,v/5] —
R fungoes tais que f(x) =Inzx e g(x) = zv/5 — 22. Julgue as afirmativas:

@ ff<x> dr = 1;

2
7 ; o
@ i o dr = w + ¢, em que ¢ € uma constante arbitrdria;

@ A drea delimitada pelo grdfico de g, o eixo x e as retas verticais © = —1 e
r=2¢éT7/3;

@ J5 -2,

b
@ Se [ h(z)dx >0, entao h(x) > 0, para todo x € [a,b].

Solugao

@ Falso.

@ Verdadeiro.

@ Falso.

@ Verdadeiro.

@ Falso.
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EXERcICIO 214 (ANPEC 2009, Questao 14). Seja f : R — R uma fun¢ao duas
vezes diferencidvel, tal que f(0) = f'(0)=1e f"+2f +f=0. Se A=1In <&>,

9
L 2
calcule o valo de o = {Afetf(t)dt] .
0
Solucgao
da hipotési f"(t)e' + 2f'(t)e' + f(t)e! =0, logo aplicamos a integral

/Of(t)edt—l—Z/Of(t)edt—i—/O f(t)etdt =0

Integrando por partes, o primero termo
f(z)e” —1 —/ f'(t)edt + 2/ f'(t)e'dt +/ f(t)etdt =0
0 0 0
f(z)e” —1 +/ f(t)etdt +/ f(t)etdt =0
0 0

De nowvo, integrando por partes

f(x)e" =14 f(x)e® —1— /Ow f(t)etdt + /03«“ f(t)etdt = 0.

Entao
f(x)e” + f(x)e” = 2.

Novamente, aplicamos integral na equagao anterior

/Otf’(x)ezda:—l—/otf(l‘)ezdx:/Othx

Por dltimo, integrando por partes o primero termo

bo1— t “d t T dr = 2t.
f(t)e / f(@)e” du + / f@)e” do =2t
Portanto

ft)=(2t+1)e ™"

Logo A = —4, entdo o = 64.
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EXERcICIO 215 (ANPEC 2008, Questao 5). Seja f : R — R uma fun¢ao continua
e F': R — R dada por

xT

Fla) = / (1+ ) F(t)dt.
0
Julgue as afirmativas:

@ F ¢ derwavel.
@ F ¢ uma p'rimitwa da fungao f.

@SeF z?) cos x + 2x sin z — 1, entdo f(z) = cosz.

@ Se F(z) =z + 353/3 entao f € uma funcdao constante.

@ Se F(z) = (1 —a?)cosz + 2z sina — 1, entao [ /2t2f(t)dt =7—1.
Solucgao

@ Verdadeiro.

@ Verdadeiro.
@ Falso.

EXERcICIO 216 (ANPEC 2008, Questao 9). Para cada subconjunto A C R a
fungdo caracteristica xa : R — R € definida por xa(x) =1, sex € A e xa(z) =0,
sex & A. Sejam f,g: R — R fungdes definidas por

{ f(x) = h(x)xo(z)
9(x) = h(z)xr-q(x),
em que (Q C R € o conjunto dos nimeros racionais e h : R — R € a fun¢ao definida
por h(z) = x2. Julgue as afirmativas:
@ f nao € diferencidvel em xz = 0.
@ g nao € continua em x = 0.
@ f + g é diferencidavel em R.
@ (f9)(z) = f(x)d (x) + g(x) f'(x), para todo x real.

@Oflf—l—g:l/?).
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Solucgao

@ Verdadeiro.

@ Falso.

@ Verdadeiro.

EXERCICIO 217 (ANPEC 2007, Questao 7). Seja f : R — R a fun¢ao dada
implicitamente por tan[f(z)] = z. Sabendo-se que f(R) = (—7/2,7/2), julgue os
itens abaizo:

@ f mao € uma funcao diferencidvel.

@ O Teorema da Funcao Implicita nos garante que f € uma fungao diferencid-

vel e f'(x) =1/(1 + z?).
@ [ tzdr=1— [ tLyde =1— f(1) + f(0).
(3) fol In(1+2?) de =In2+ /2.

@ ffooo 14_%(1x = 2.

Solucgao

@ Falso.

@ Verdadeiro.
@ Verdadeiro.

@ Falso.
@ Falso.

ExXERcicIO 218 (ANPEC 2007, Questao 8). Sejam [ = (0,inf) e F, f : [ — R
fungoes definidas por F(x) = e*"® ¢ f(z) = 2%(1 + Inz). Julgue os itens abaizo:
@ A fungao F : I — R nao € uma primitiva de f.

(D) [? f(z)dx = 3.
@ SeA:f12f(m)cos2a:dx e B :fff(x)sinzxda:, entio A+ B = 4.

(3) Se [2[f(x)/F(z)) dz = 2In(2).
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@ f(1) f02 V4 —22dz € igual ao comprimento de um circulo de raio r = 1.

Solucgao

@ Falso.

@ Verdadeiro.

@ Falso.

@ Verdadeiro.

@ Falso.

Seja x = 2sinb, entio 4cos’ = 4 — 4sin*0, dr = 2cosf db, para x = 0

temos 0 = 0 e para x = 2 temos 0 = 7/2. Dado que f(1) =1, temos

2 w/2 7r/21 2
f(l)/ \/4—m2dx:/ 400529d6’:4/ ++S(9)
0 0 0

/2
= T.

m/
=20
0

2
+ sin(260)

0

ExErcicio 219 (ANPEC 2006, Questao 5). Awvalie as opgoes
(0) [ sin(z)dz =2 [sin(z) dz.
- 0
1
(1) Se f'(z) < 0 para todo x € [0,1] entio [ f(z)dz < 0.
0

(2) [zlog(z)dr < [ xdx.
1 1

]‘Tdt fd
T t
diel > le1

A T

33

para todo x > 1.

do

@ Considere uma fung¢ao continua f e defina os conjuntos A = {x € [0,1], f(z) >

0} eB={zel0,1], f(x) < 0}. Ent&obff(:c) de < [ f(z)da+ [ |f(2z)]dx

€A
sempre que B # &.

Solucgao

@ Verdadeiro.

zeB
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@ Falso.

@ Verdadeiro.
EXERcICIO 220 (ANPEC 2006, Questao 10). Awalie as afirmativas:
@ fxe*x dr = 1.
0
(1) [z*e*dx = 2.
0
(2) Se I'(n)
@ f Qe dx = 2.
0
@ [ Le*dr = oo
0

2" Le~dx, para n inteiro positivo, entio I'(n) = n.

I

Solucgao
@ Verdadeiro.
@ Verdadeiro.

@ Verdadeiro.

Considere

oo -z 1 —=x © _—zx
/ ¢ = / ¢ dr+ / ¢ dr.
0 x o < 1 x

Note que e < e ® < 1, para x € (0,1). Entdo

1 _—1 1 _—=z
€ (&
—dx < dx,
0 0 X
1 —=z

= ln(x)‘; < /0 =

R
—limIn(a) < / dzx.
0

dx,

a—0 x

Logo fol ¢~ dx = co. Portanto

© ,—x 1 _—=x 00—z
e e e
/ —dx:/ dm+/ dr = 00.
0 T 0 T .z
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2

EXERcicIO 221 (ANPEC 2006, Questao 14). Para f(z) = 2 [yady, calcule
0
1'(2).

Solucgao

Resposta 80

EXERcICIO 222 (ANPEC 2005, Questao 3). Awvalie as afirmativas:
@ Se C' ¢ uma constante arbitraria, entio [ \/%du =1In (u —Vu? — 1) +C.

1
2 —
@ ‘O/‘l-i-ac2 dr =m.

1
(2) [ a?sin(3z)dx > 0.
41

Solucgao

@ Verdadeiro.

5

EXERcICIO 223 (ANPEC 2005, Questao 11). Calcule 2 [ h‘Txdx, em que €' € o
1
exponencial de t.
Solucao

Resposta 25
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3 z—t
EXERcIc10 224 (ANPEC 2005, Questao 13). Encontre o valor de &, (f [ zy dy d:c) .
00

Solucao

3 r—t 3 d
NIV TIONAT

r—t
/ xy dy) dx
=2 J,
Pelo teorema fundamental do calculo,

I T e R

:/Og—x(x—Q)dxzo.

Da hipotese

d
dt

dx

t=2

EXERCICIO 225 (ANPEC 2004, Questao 8). Responda V (verdadeiro) ou F (falso):

(0) J7_a?sin(x) de = 0.
(D) [ abe ™ dn = 2.

M
@ O limite lim /o0 (m(lM) f 1fm2 dx) diverge.
0

(3) Se M(t) = [e* D7 dx, em que t < 1, entdo M'(0) = 0.
0

@ Se Fly)=y—1+ fyln(x) dx, entao F(1) = 0.

Solucgao

@ Verdadeiro.

EXERCICIO 226 (ANPEC 2004, Questao 10). Assinale V (verdadeiro) ou F (falso):
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(z?-cosx + 2-z-sinz) dr = (g)Q;

O —uwlx

(2 — 4-2%) dx| < 4;

© & ©

(f(x)-g(x)) € uma 1 primitiva para o fungdo (f(x)-g'(x)) + f'(x)- g(x));

@ f\/l—l—xzdx— f\/l—i-xde

1 _ 2
@ dx to54+1 dt = 1—210°
-z

~

S

Solucao
@ Verdadeiro.

@ Falso.

@ Verdadeiro.

@ Falso.

@ Verdadeiro.

EXERcIcIO 227 (ANPEC 2004, Questao 14). Considere a regido do plano B =
{(z,y) eR?/z+y <6ewx,y>0}ea funcio f(x,y) = zy. Calcule a integral dupla
[ [5 flz,y)dydz.

Solucgao

Resposta 54

EXERCICIO 228 (ANPEC 2003, Questao 9). Assinale V (verdadeiro) ou F (falso):
0
© _f1 s dr < 3.
2
(1) {x-ln(m) dr = —3 4+ 2In(2).

2x
2 [ +dt > 1, para todo = > 0.

0 1 e
@fe’de:—fe’ 5 dx.
1

0
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@ fx\/l—l——xdx—7

Solucgao

@ Verdadeiro.
@ Verdadeiro.

@ Verdadeiro.
Seja v = t> — 1. Logo dx = 2t dt, para v = —1 temost = 0 e para x = 3

temos t = 2. Entao

15 2
—6/ w1+ dx_l—ﬁ (t*—1)t2tdt
15
2t4 2% dt = 7.
" 16

EXERcICIO 229 (ANPEC 2002, Questao 9). Assinale V (verdadeiro) ou F' (falso):
0 f(f P20t (g — 1) do =0,

D Jy 55 dz =0

Y=

@ fo V4 —a?dr < 3.

D) Jy tiedo < 1.

Solucao
@ Verdadeiro.

@ Verdadeiro.
@ Verdadeiro.
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EXERcICIO 230 (ANPEC 2001, Questao 2). A respeito da func¢ao f : R — R
definida por f(z) = z3e~1#!, responda V (verdadeiro) ou F (falso):

@ A fungao f possui um ponto de mdximo global;
@ A funcao f possui um ponto de minimo global;
@ A funcgao f possui quatro pontos de inflexao;
(8) Para todo r € R tem-se [T f(x)dx =0;

@ A funcao f possui um ponto de minimo local no ponto x = 0.
Solucgao

@ Verdadeiro.
@ Verdadeiro.

@ Falso.

@ Verdadeiro.

@ Falso.

EXERcICIO 231 (ANPEC 2001, Questao 6). A respeito das integrais abaizo, as-
sinale 'V (verdadeiro) ou F (falso):

@ fj;o max{0, 16*12} dr =0,5;
(D fjll min{l —z,e *}dx < 2;
@ [y [y dyde < 8;

(3) [ xIn(2?) dz < 5;

@ foﬂ/Qx sin(z)dr = 1.

Solucgao

@ Verdadeiro.

@ Verdadeiro.
@ Verdadeiro.
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EXERcic1o 232 (ANPEC 2001, Questdo 12). A respeito da fungdo f: R* — R,
definida por f(z,y) = (x +y)e~@*Y) assinale V (verdadeiro) ou F (falso):

@ Essa fung¢ao nao possui ponto de minimo global;

@ Os pontos de mdximo global de f formam uma reta;

@ O wvalor mdazximo de [ € superior a 1 (um);

@fo fo (x,y)dedy = 2;

@ xgrlloof(x, y) = 0 para todo y fizado.

Solucao
@ Verdadeiro.
@ Verdadeiro.

@ Falso.

@ Verdadeiro.
@ Verdadeiro.

EXERCICIO 233 (ANPEC 2000, Questao 3). Assinale V (verdadeiro) ou F' (falso):
@ fll 25" dx = 0.
@fo 1—| a:—2| dz = 0.
@ [Pz - 3)e 2= dg > 0.
(3 fo% |z — 7T| sin(z — ) dx > 0.
Solucgao
@ Verdadeiro.
@ Verdadeiro.

EXERcICIO 234 (ANPEC 2000, Questao 4). Se f : [0,1] — R € uma funcao
1

continua tal que [ f(t)dt = [#2f(t)dt + % + < — < calcule o valor da constante c.
0

Solucgao
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Derivando a ultima equacao

d [° d [
_ar/o f(t)dtzﬁ/x Cft)dt +2° + 2"

Pelo teorema de calculo fundamental

f(x) = =2 f(x) + 2° + 2",
Entao f(x) = 2°. Logo

T 1 6 8
Bt = | far+—+ > - Z
|| = [ fas T -5

Portanto ¢ = 3.

EXERcICIO 235 (ANPEC 1998, Questao 2). Identifique quais das afirmativas
abaizo sobre a funcdoy : R — R definida por y(x) = |r|e”2*! sdo verdadeiras e quais
sao falsas;

@fﬁo Ydr =1;

@ Yy possut um unico ponto de minimo global;

@ Y possui um unico ponto de mdximo global;

@ lim d ) ndo existe.
—>O

Solucao

@ Falso.

@ Verdadeiro.

@ Falso.

@ Verdadeiro.

EXERcCICIO 236 (ANPEC 1998, Questao 4). Responda V ou F:

@ fxe 2l dz = 0.
@f (1—|a])de =1.
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(2) [ |z|sin z dz = 0.
o 2
(3) [(x—2)e 2" =0.
0

Solucao
@ Verdadeiro.

@ Falso.

@ Verdadeiro.
@ Verdadeiro.

EXERcCICIO 237 (ANPEC 1998, Questao 8). A fun¢ao y : R — R definida por

422
y(x) = / 3vViqt.

Calcule g—z para x = 1.
Solucao

Resposta 69

EXERCICIO 238 (ANPEC 1998, Questao 14). Classifique como verdadeira ou falsa

cada uma das afirmativas:

@ A drea compreendida entre a curva x.y = 3 e a reta y =4 — x € menor do
que 1.
@ A inclinagao da funcao
(227 +4)
(22 — 4x 4+ 2)
quando x =1 € superior a 5.
@ Fazendo-se a integragcao por partes de fx.ex.dx obtém-se como resultado

(x —1)e* 4+ C onde C € uma constante.
Solucao

@ Verdadeiro.
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@ Verdadeiro.
@ Verdadeiro.

ExXERcIcIO 239 (ANPEC 1997, Questao 5). Classifique como verdadeira ou falsa

as afirmagoes a sequir :

(0) Se f(0) =5 ¢ f(z) = f3x% dzx, entao f(4) = 21.

o0

(1) Seja© = [ (zfﬁdx. Entio 4(© 4+ 1)+ 1 =09.
1
1
(2) [2%e*dr = 2 +5, onde e € a exponencial.
0

Solucao

@ Verdadeiro.

EXERCICIO 240 (ANPEC 1996, Questao 8). Indique se as afirmativas abaizo sao

verdadeiras ou falsas:

@ fxzsin z dr = 0.
T

@ flnx dr = —oo0.
0

@ Tme‘x de =1.
0
@ fj;o x dr = 0.
Solugao
@ Verdadeiro.
@ Verdadeiro.
@ Verdadeiro.

@ Verdadeiro. Deveria ser falsa: esta integral nao estd definida.



592 19. INTEGRAIS

EXERCICIO 241 (ANPEC 1995, Questao 10). A fungao y : R — R € definida por:
z+1
y(z) = [ 2%dt. Calcule dy/dx para x = 1.

xT

Solucao

Resposta 14

EXERCICIO 242 (ANPEC 1995, Questao 14). Indique se as afirmativas abaizo

sao verdadeiras ou falsas.

@ A drea compreendida entre a curvay = —x*+4x—3, 0 eizo x € a reta v = 2
¢ maior que 2/3.

@ Dada a equagio x®+y*—2kx+1 =0, em que k é uma constante, y == f(z),
entao, o valor da expressao 2xyfl—g +a2?—y%—1 s6 serd determinado se k = 0.

(2) A fungdo f(z,y) = x* — 2xy + y* € estritamente convexa.

@ A taza de variacio de /22 + 72 em relacdo a 1/x € menor que 1 para x €
{-3,3}.

Solucgao

@ Verdadeiro.

@ Falso.

EXERCICIO 243 (ANPEC 1994, Questao 7). Assinale as proposi¢oes verdadeiras

e as falsas:

@ TZe_Zxdle.
0
0
@ [ e*dx = .
@ fxllﬂ dr =
(3) Txigdx:uz.
1
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@ [ Hdx=1/3.
3
Solucao
@ Verdadeiro.

@ Verdadeiro.
@ Verdadeiro.

EXERCICIO 244 (ANPEC 1993, Questao 10). Calcule a drea compreendida entre

o grifico da curva y = x\/2x? — 7 — %, o eizo Ox e as retas xt =2 e x = 4.

Solucao
Resposta 20

EXERcICIO 245 (ANPEC 1993, Questao 11). Assinale como verdadeira ou falsa
cada uma das afirmativas abaizo:

(0) s ze ™ dx = 0.
@ fooo r?e % dx = 3.

Solucgao
@ Verdadeiro.

@ Falso.

EXERCICIO 246 (ANPEC 1992, Questao 14). Determine a drea sob a curva y =
1522 no intervalo onde = varia de 1 a 2.

Solucgao

EXERCICIO 247 (ANPEC 1991, Questao 12). Dados os conjuntos A = {(x,y)|y <

2(—18 + 9z — z?),z € R} ¢ B = {(z,y)ly > 0,z € R}, determine a drea formada
pela intersecao de A e B.

Solucgao
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1

EXERcICIO 248 (ANPEC 1990, Questao 12). Calcule o valor de [(3z + 6)? dz.
0

Solucao

EXERCICIO 249 (ANPEC 1990, Questdo 13). Determine o valor de [ €' cos2t- dt
0
e assinale cada op¢ao abaixo como falsa ou verdadeira.

%(62” —1).
%(e“ +1).
e’

%(e“ -1)
2 27

56 .

Solucao

HOEOR HEEOE



CAP{TULO 20

Sequéncias e Séries

20.1. Questoes ANPEC Trabalhadas

20.1.1. Sequéncias. Talvez um dos testes mais importantes para determinar
limites de sequéncias seja o da razao; ver Secao Considere (x,) sequéncia de
niameros positivos tal que (x,41/x,) converge e lim, o (T,41/2,) = L. Se L < 1,
entao lim,_,(z,) = 0. Se L > 1, entao (z,) — oo.

ANPEC 2022, Questao 7. Julgue como verdadeiras ou falsas as afirmativas a

seguir.

@ lim lim (1-1)" = tim lm (1-1)"

m—00 N—00 n—0o0 Mm—0o0

Falso. Para m € R fixado,
) 1\m™
lim (1——) — =1,
n—oo n
Logo
]_ m
lim lim (1——) — lim 1=1.
m—o00 N—0o0 n

Por outro lado, para n > 0,

: Iym
lim (1——) =0,

m—ro0 n
assim
1\m
lim Iim (1——) — 1im 0 =0
n—00 M—00 n n—o00
Portanto

lim lim (1 _ %)m £ lim lim (1 _ %)m

m—r0o0 N—r 00 n—o0 Mm—0o0

10ltima Atualizagao: 18/08,/2022
595
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(3) lim,, o0 (v + 1 — /n)*" = 0.

Verdadeiro. Note que

lim (v +1—+/n)" = lim (

n—oo n—oo

(Vn+1—yn)(Vn+1+ ﬁ)>3"
Vn+1+n
1 3n
= lim (—) =0
n—co \\/n+ 1+ +/n
@ lim,, o % = 400
Verdadeiro. Usando o teste da razao:

2022n+1 n2022 (

lim = lim 2022

N o090 5 1
= > |.
nBoo (n+ 1)20220220  nbe 1)

n —+

Portanto, a sequéncia diverge para infinito.

Outra forma, mais complicada , é supor que n € R e aplicar a regra de L’Hospital
2022 vezes:

20227 20227(In(2022))2022  (In(2022))2022
lim =22 = lim (In(2022))™7 _ (In(2022))77 1. 00997 — 400
n—oo 2022 n—00 2022! 2022! n—oo

ANPEC 2010, Questao 13. Julgue as afirmativas:

@ Seja (ay,)neny uma sequéncia de niumeros reais nao nulos, tal que

lans1] < ‘“2—"|7 para todo n € N. Entao lim,,_,, a,, = 0;

Verdadeiro. Primeiro note que
la,] = 0 = a, — 0.

S6 precisamos entao nos preocupar com |a,|. Pelo teste da razao,

n—o0o |Gy

1
< —.

2
Logo, a sequéncia converge para zero.

@ Sea>0eb>0,entdo lim, ., Va" + b® = max{a, b};
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Verdadeiro. Seja ¢ = max{a,b} > 0. Entao
c= Ve < Var+ bt < V2" = c{b/i
e portanto, tomando n — oo,

c= lim ¢ < lim va™+ b < lim Imc = c.

n—oo n—o0 n—o0

Temos entao um “sanduiche” (ver Lema[9.1.3), e concluimos que

lim Va" 4 b® = ¢ = max{a, b}.

n—oo

@ hmn—)oo n22n = 07

Falso. Pelo teste da razao,

Y (n+1)! n%2n , (n+1)( n )2

Logo, a sequéncia diverge.

ANPEC 2009, Questao 12. Esta questao define as sequéncias (z,) e (y,) por
Tp=meyYyp=vVn+1- Vv/n. As afirmativas abaixo devem ser consideradas.

@ Yn ¢ monodtona decrescente.

Verdadeiro. Note que

ViEl— i
= VT == Ve (Vi T V) = *hf

Entao y,+1 < y, para todo n € N. Portanto, y,, € mondtona decrescente.

@ lim,, o x% = 00.

Falso. Pelo teste da razao, x,, — 0, e portanto z2 — 0.
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ANPEC 2006, Questao 11. Avalie as opgoes.

@ A sequéncia a, = (—1)" nao possui limite. é, portanto, ilimi-
tada.

Falso. A sequéncia (a,) é limitada, ja que |a,| < 1 para todo n € N.

@ Seja A uma matriz n X n que tem n autovalores reais diferentes.
Se todos os autovalores de A sdo menores do que 1 (em modulo)

~ t
entao AT =% (.

Verdadeiro. Se A possui n autovalores diferentes, entao ela é diagonalizavel, i.e.,
A = PDP~!' onde D ¢ matriz com diagonal formada pelos autovalores: D =
diag(Ag, ..., A,). Portanto,

A' = (PDP Y =PDP'PDP'PDP ' ... PDP'PDP*'=PDD...DP!

t

MO e 0 A0 e 0
0 X -+ O 0 A,
—ppipt=p| 7 T |lpr=p| 7 p!
0 - 0 M\, 0 -~ 0 A
0 - 0
_>
0 - 0

pois [\i| <1 = A —0.

20.1.2. Séries.
ANPEC 2022, Questao 8. Julgue como verdadeiras ou falsas as seguintes

afirmativas.

@ Se (z,) ¢ uma sequéncia com x, > 0 para todo n > 1, e
o m?z+l_$%

lim,, o0 2, = 1, entd@o a série ) >~ P

converge.
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Verdadeiro. Note que as somas parciais sao dadas por

k 2 k
S, = n+1
k= :L'n+1 LEn = To—T1+T3—To+"- +xk+1_$k = Tg41—T1-
xn+1 + xn n—1

Entao limk_>OO Sk = limg oo xxy1 — 1 = 1 — 21, € a série converge.

@ Para qualquer nimero real a satisfazendo 2 < a < 3, a série
> (3 —a)™ converge.

Verdadeiro. Note que como 2 < a < 3, entao a = 3 —a € (0,1). Lembrando que a

série geométrica
k k+1

Se=d =

n=1

temos que Sy — 1/(1 — «), pois a < 1.

@ A série ) o, _n é absolutamente convergente.

Verdadeiro. Basta ver que pelo teste da raiz,

lim 1/¥/n" =1/n=0.
n—o0

(4) A série 0 T converge.
Falso pois n"/n! /4 0.

ANPEC 2020, Questao 4.

Dado um ntumero inteiro positivo n > 1, para cada k € 0,1,....n

o coeficiente binomial (Z) é definido como (Z) = Duas de

suas propriedades béasicas sao:

(i) Para todo k € {0,1,...,n}, (}) = (,"4);

(i) Para todo k € {2,...,.n—2}, (}) > 1424+ (n—1) = "(“2*1).
Definimos uma sequéncia (x,),>1 a partir da soma dos inversos dos

coeficientes binomiais ou seja, para cada inteiro positivo n > 1,

=30 o ) Determine lim,,_,~ x,,.
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Note que
n n—2 n—2
1 1 1 1 2 1
Ta= mx=lt—o4 Y oo+ 1=24+4) o
k=0 (k) n k=2 (k) n n k=2 k)
Agora, para 2 < k <n — 2,
n >n(n—1) . 1 < 2
k) — 2 Y~ on(n—1)
Entao,
n—2
2 2 2 2
n <2+ — =94 = -3 —
n = +n—i_;n(n—l) +n+(n )n(n—l)

e podemos concluir que lim,, .o, x,, < 2. Mas como x,, > 2, temos que lim,,_,, z, = 2.

ANPEC 2020, Questao 9. Julgue a veracidade das seguintes afirmagcoes.
@ A série )", % ¢ absolutamente convergente.

Falso. A série
o0

—1)" =1

¢ harmonica, e nao converge.

@ Se a série ) > | x,, ¢ absolutamente convergente, entao y | x,

¢ convergente.

Verdadeiro. Convergéncia absoluta = convergéncia. O inverso nao vale em geral.

oo -nmn?
@ A série S2°° UM 6 convergente.

en

Verdadeiro. Denotemos

1)™n?
LD
en
Pelo teste da razao
a, n 4 1)3%e" l/m+1\3 1
i |9 = g | PE D lim—( + ) — <1
n—oo | A, n—00 €n+1n3 n—oo € n e

Entao a série Y~ a, ¢ convergente.
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20.2. Questoes ANPEC Resolvidas

Exercicio 1 (ANPEC 2022, Questao 7)
Julgue como verdadeiras ou falsas as seguintes afirmativas:

(0) Sejam (z,), (y,) e (z,) sequéncias de nimeros reais. Se a sequéncia

(zn) € convergente e z, = £22¥2 para todo n > 1, entdo (z,,) e (yn) sao

convergentes.

@ tim Tim (1-1)" = lim lim (1-1)".
mMm—00 Nn—00 n—00 M—00

. . . . . 1)
(2) A sequéncia de nimeros reais (7,,) cujo termo geral satisfaz z,, = G
n

para todo n > 1, nao converge.
(3) limy, oo (v + 1 — /n)*" = 0.
@ lim,, o0 % = +o00.
Solucgao

@ Falso.

Consideremos

() = (1,2,3,.) e (yn) =(=1,-2,-3,..)

entao

(2n) = W = (0,0,0,...).

A sequéncia (z,) converge, mas as sequéncias (x,) e (y,) nao convergem.
@ Falso. Seja m € R, entao

lim (1 - l>m -1

n—oo n
logo
) : 1\m )
lim lim (1 — —) = lim 1M =1
m—r00 N—00 n m—roo

Agora, seja n > 2, entao
: Iym
lim (1 — —> =0,
m—»o0 n

assim

1 m
lim lim (1——) — lim 0=0
n—00 M—00 n n—00
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Portanto

hm_hm_@.—%)m7éhm lim @.—%)m

m—r0o0 N—r 00 n—o0 Mm—0o0

@ Falso. Dado que

) .1
lim |z,| = lim — =0,
n—oo n—oo M
entao
lim z, = 0.

n—oo

Portanto, a série (z,) converge
@ Verdadeiro.

lim (\/n+ — \/ﬁ)gn = lim

n—00 n—oo

((W—\/ﬁ)(¢n—+1+ﬁ)>3”
Vit T14+/n

1 3n
= lim ( —— =0
n—s00 (\/n+ 1+ ﬁ)
@ Verdadeiro.
Aplicando a regra de L' Hospital 2022 vezes, temos

2022 2022"(In(2022))%022 In(2022))2922
fim 20227 _ gy, 20221(0(2022))77  (WEOZD)TE  ogo0n — o
n—oo 2022 nooo 2022! 2022! n—00

Exercicio 2 (ANPEC 2022, Questao 8) Julgue como verdadeiras ou falsas

as seguintes afirmativas:

@ Se (z,,) € uma sequéncia com z,, > 0 para todon > 1, e lim,,_,o , = 1,
o] x%+1—x%

entao a série ) 7, 7= converge.
_ (=prtt — =" = o0 00 ~
(1) Se z, = T € Yn = s entdo o0, mn e Yo7 Yn sa0 séries
convergentes e, portanto, sdo também convergentes > >~ (x, + y,) €

(o]
@ Para qualquer namero real a satisfazendo 2 < a < 3, a série >~ (3 —

a)"™ converge.

- —n

(3) A série Y, -, % é absolutamente convergente.
o n

(4) A série 300 | ™ converge.
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Exercicio 3 (ANPEC 2022, Questao 3)

Classifique as seguintes afirmagoes como verdadeiras ou falsas:

(0) Para todo ntimero natural n > 1, vale que >_p_, In <1 + %) =In(n+1),
em que In(a) representa o logaritmo natural de a > 0.

@ Para todo namero real z € R, vale que z + V22 + 1 > 0.

@ Dados dois ntimeros reais z,y € R, vale a desigualdade |z — y| > 1 se,
e somente se, r > y + 1.

@ O conjunto A = {:c eR: % > 6_1} satisfaz A = (), em que e =
2,718281... ¢ o nimero irracional neperiano.

@ Para todo nimero real x > 0 tal que = # 1, vale a desigualdade
In(z) < x — 1, permitindo concluir que 7¢ < €™, em que ™ = 3,14159...

é o nimero irracional pi.

Exercicio 4 (ANPEC 2021, Questao 7)

Julgue como verdadeiras ou falsas as seguintes afirmativas:

1

(0) A série Y7, 7[1((; —h d ¢ convergente e seu valor ¢ 0.

(1) Se f: [0, +00) — R é uma fungio e 0 < a < 1 & um namero real dado
de modo que para todo x > 0 temos f(z) < a”, entdo a série >~ | f(n)
converge.

(2) A série Zn | =% converge.
(3) 322, (—=1)"sin(n7) = 0.

(4) Se a > 1 6 um nmero inteiro, entdo (Y oo, L) — 5 = 1

n=1 gn a2 ad—aZ°

@ Verdadeiro.

@ Verdadeiro.
@ Verdadeiro.
Exercicio 5 (ANPEC 2020, Questao 4) Dado um numero inteiro positivo

n > 1, para cada k € 0,1,...,n o coeficiente binomial (Z) é definido como
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(Z) = #lk), Duas de suas propriedades bésicas sao:
(i) Para todo k € {0,1,...,n}, (}) = (,");
(ii) Para todo k € {2,..,n — 2}, (1) > 142+ + (n— 1) = 2=

Definimos uma sequén(:la (l’n)nzl a partir da soma dos inversos dos coefici-

entes binomiais, ou seja, para cada inteiro positivon > 1,x, = ZZ:O (Tl)
k
Determine lim,,_, Z,,.
Exercicio 6 (ANPEC 2020, Questao 9)

Julgue a veracidade das seguintes afirmacoes :

@ A série > 7 ﬁ?n ¢ absolutamente convergente.

(1) Se a série Y°° | x,, é absolutamente convergente, entdao Y > | x,, é con-

vergente.
@ A série Y 0 @ convergente
@ A integral fo * sin?(x)dx é convergente e seu valor é menor ou igual

al.
@ A integral fﬁ I4+4dx é convergente.

Solucao

@ Falso

A serie

D" L

¢ harmonica, entao ela nao converge.

@ Verdadeiro.
Note que

0 <z + |zn| < 2|2,

o0 2 ~ oo 2
Dado que )~ , xz, é absolutamente convergente, entdao » >, 2|z,| é
convergente. Pelo teste da comparacido , temos que > 7 x, + |z,| €

convergente. Entao

n=1 n=1
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é a diferenca de duas séries convergente e €, portanto convergente.

@ Verdadeiro.

Denotemos
(~1)n?
a, =
en
Pelo teste da razao
" —1)ntt 1)3em 1 1\3 1
i |4t = qp |[EDT D —<1+—) _ -
n—oo | n—o0 €n+1<_1>nn3 n—oo | € n e

Dado que 1/e < 1, entdo a série )~ | a, é convergente.
@ Verdadeiro.
Ja que —1 <sin(x) < 1, entao
0 <e “sin?(zr) <e ™.

Integrando, obtemos
+o0 +oo
0< / e sin®(z)dx < / e "dx
0 0

—+o00 a
0< / e " sin?(z)dz < lim e "dx
0

@ Falso.

Integrando

oo g8 1 [t dt+4) 1 “dzt+4) 1
dr = = — =i — =i (1 4 44)-1 5): :
/1 xt+4 v 4/1 rt +4 4(11%Holo/1 zt +4 4aLHOlO n(a—l—) Il() 00

Exercicio 7 (ANPEC 2019, Questao 11)

Julgue como verdadeiras ou falsas as seguintes afirmativas:
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(0) A integral [ = & convergente.

24

. x ~
(1) A integral IA zzil—f;ﬂ nao converge.

@ A série Y7, % converge porque % tende para zero quando n vai para
o infinito.
@ Asériey -, % diverge porque ﬁkmz tende para o infinito quando
k val para o infinito.
st [e’e} 1
(4) A série Y52, (e converge.
Solucao
@ Verdadeiro.

Integrando, obtemos

< dx <1 1 ) <1 1 ) x a
= (—— >d:v: lim (—— >d:v: lim ln< )/ .
s x4 s \x  x+1 amoo fo \x x4 1 a—00 x+1// 2
/ dx = lim ( In ( a > —In <2) =—1In (2)
9 24x  a—oo a+1 3 3
Portanto, a integral é convergente.

@ Falso.

Note que, dado que x > 2,

1 1
0< < .
Tzz—-1)+1" z(x—1)

Integrando, temos

< _ < ——dx.
/2 de_/2 :U(a:—l)+1dx_/2 :U(x—l)dw

A integral

[t [ G Do (5,
-t (05 () -m (D)
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Logo podemos concluir, da desigualdade anterior, que a integral con-

verge.

@ Falso.

A série ) 1/n é harménica, entdo é divergente.

@ Verdadeiro.

Se a série Y ° | a, é convergente, entdao lim a, = 0. O reciproco do

n—oo
enunciado anterior é, se lim a, # 0 entdo a série ) -, a, diverge.
n—oo
Dado que
2k
lim ———= =00 #0

k—o0 /{22 (ln 2)2

entao a série

S
diverge.
@ Falso.
A série

— 1 =~ 1 1 1
; In(2%) 2 kIn(2)  In(2) 2 E
é harmonica, entao é divergente.

Exercicio 8 (ANPEC 2017, Questao 15)

Calcular o valor de a em que:

+o0

27" (n + 2)
G_; n?2+n

Solucgao
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Resposta 1

Calculando a série, temos
+oo H_ o0 +o0 +oo
27" 2 2 2 2 1 1
Yo ) N Gy
~ n*+n n?+n “—~ n(n+1) ~\n n+1/20
+00 +oo
1 1 1
Y (o) 2 (- )
“~\n2"~t (n+1)27 <\n2"  (n+1)27*

Seja a, = 1/(n2"), entao pelo teste da razao

. n2" ‘ 1 i 1
= lim | ————| == lim
n—oo | (n + 1)2n+1 2n>00 14 1/n

Ap+1
an

lim

=1/2<1.

Assim a série Z 1/n2™ converge. A série Z 1/(n+1)2""! também converge
n=1 n=1
pelo mesmo teste.

Logo, da igualdade das series

“+oo

22”(n+2)_2+‘” 1 2§ 1
n2+n n2n (n 4 1)2n+t
n=1 n=1 =
o0 1
=1 2 e
+ Z Z n + 1)2n+1

+o0 1

1
142y o —
* ;(n+1)2"+1 ;(n+1)2"+1

Exercicio 9 (ANPEC 2016, Questao 13)
Classifique as seguintes afirmagoes como verdadeiras ou falsas:
@ A sequéncia (1 + %)T converge para todo real a e todo racional r fixados;
@ Se {an}n>1 € uma sequenma de nimeros positivos tal que Z _, Gy, COD-

Verge entdo > %
DF -t
n2—l P
n=1
+o00
O
247 —3.27 41 ;
n=1

T a2 também converge;
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+o00o
(4)Se0<a<1,entio Y. a" cos(nr) = .

n=0

Solucao

@ Verdadeiro.

A sequéncia (1 + a/n)" converge, ja que

lim (1 n 9>r ~ 1.

n—00 n

@ Verdadeiro.
Denotemos

m

:Zan:a1+a2+...+am,

Sm
n=1
m

2 2 2 2

Tm = E a, =aj+a;+ ..+ a,,.
n=1

Dado que lim s,, converge, entao lim s? converge. J4 que a, > 0
m—0o0 m—0o0

para todo n € N, temos para todo m € N
a? 4 a5+ ...+ ad < (ap +ag+ ...an)?,
Tm < Sm,

lim r, < lim s,,.
m—0o0 m—00

Logo, da desigualdade anterior e pelo teste da comparagao , a série

—+o00
lim r,, = g a?
m n
m—00
n=1

converge.

@ Falso.

A série

=1 =X/ 1>

<= 1 1
Zrﬂ—l:;(n—l)(n—l—l):§;<n—1_n+1

n=2
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+00
Dado que a série > 1/(n? — 1) é convergente, entao podemos fazer
n=2

1+°°< 1 1 )_1(1 L1111 >—3
2 n—1 n+1/ 2 5 )4

3
[|
¥

@ Verdadeiro.

oo n +00 n 00
Z 2 _ 2 _ 1 B 1
= 24n —3.2" 41 anl (2.2n —1)(2" — 1) anl on—1 ontl _1 )7

Agora, denotemos a,, = 1/(2" — 1), entao

2" —1
on+l _ 1

Ap+1
Qn,

lim

n—oo

li ‘ 1<1
= lim = - .
2

n—o0

Logo pelo teste da razdo, a série >~ | a,, converge. A série Y >~ | an41

também converge, pelo mesmo teste.

Assim
o3 on R | =1
;2.4n—3.2n+1:;2n—1_;m

+00 1 400 1
:H;m—Zm:l

n=1
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@ Falso.

+00
Z a" cos(nm) = a’ cos(0) + a' cos(m) + a* cos(2m) + a* cos(3m) + ...

n=2

=a’—a' +a*—d?
=@+a+.)—(a' +a*+..)
=(@+a*+.)—a(a+a+..)
=(1—a)(a®+a*+a*+..)

Ry —a
=(1—a) Z(cﬁ)”*l = (11_ a2)

Exercicio 10 (ANPEC 2015, Questao 12)

Classifique as seguintes afirmagoes como verdadeiras ou falsas:

= 2n24n—1
P n n— 2 .
@ A série Tntl © convergente;

n=
+o0
D 5 s =
4n2+8n+3 27
n=0
+o0
® 5 ke - §
n2+6n+8 6’
n=0
too
(3) A série S 2 ¢ convergente;
n=0

+00
L. 5,
@ A série ) °5 & convergente.
n=1

Solucgao
@ Falso
Dado que
2n? -1 2+1/n—1/n?
g 200y 2H LRy

n—oo M2 —mn+1 _nﬁml—l/n—l—l/rﬂ

entao a série é divergente.
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@ Verdadeiro.

—+o0
. L 1
Primeiro, mostremos que a série Zo TrTenTs converge. Note que
n—=

1 < 1
An? +8n+3 — n?’

—+o00

~ L, - 1 cz 00 1

Pelo teste da comparacao , a série E:O T3 converge, ja que Yoo =z
n—=

converge. Entao,

if 1 IR 1
f=dn?+8n+3 24 \2n+1  2n+3
RS PUNE SR NS S S O 1
2 33 5 5 7 2

@ Falso.

+o0o
Primeiro, mostremos que a série converge. Note que
n=0

1
n2+6n+8
1 1

< —

n2+6n+8 ~ n?’

converge, ja que Y " 5

+o0o

~ L. 1

Pelo teste da comparagao , a série » ) renTs
n=

converge. Entao,

n:(]n?—kfswréé_znz0 n+2 n+4
11 1+1 1+1 1+1 1+
S 2\2 4 3 5 4 6 5 7
1 1+1 5
S 2\2 3) 12

@ Verdadeiro.

Seja a,, = n?/2". Pelo teste da razao

. [(n+1)%2n . I/m4+1N\2 1
= 1m‘— = lim —( ) = —.
n—o0 on+lp?2 n—00 2 n 2

Ap—1

lim
n—oo

an
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Assim, a série converge, dado que 1/2 < 1.

@ Verdadeiro.
seja a,, = 5" /nl. Pelo teste da razao

5n+1n!

. 5)
—-lnn W————————
n—oo | (n 4 1)!157

n+1

an+1

lim

n—0o0

:hm’ ‘=O<L

A, n—00

Entao, a série converge.

Exercicio 11 (ANPEC 2014, Questao 9)
Analisar a veracidade das seguintes afirmagoes :
(0 Ovalorde S=1—-1+1-1+1—---¢1/2

+00
, 1 L.
(1) A série Zo s ¢ divergente.
n—=
@ Defina a sequéncia {a, },>o da seguinte forma: ag =0, a; =1 ea, é o

ponto médio dos dois antecessores, para n > 2. Entao liril a, =2/3.
n—-+0o0

@ Se b, = % —an, n >0, em que {a,},>0 ¢ a sequéncia definida na parte
2 desta questdo. Entao .7 b, = 1/3.

n=0

+00
(4) A série > 223" convergente.
n=1
Solucgao
@ Falso.
Astries=1—-14+1—-1+..=> " (—1)" ndo é absolutamente con-

vergente, dado que Y2, |(—1)"] = >_ 7, 1 ndo é convergente.

Portanto, podemos concluir que s diverge.

@ Falso.

Note que
1 1

—_— < =
n?+3n+2 n?
Entao, da desigualdade anterior e pelo teste da comparacao a série
+o© s
™ 1/(n* + 3n + 2) converge, ja que > 1/n? converge.
n=1

n=0
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@ Verdadeiro.

Da hipotese a,, = (a,—1 + a,_2)/2, entao

20p, — Qp_1 — Ap2 =0,
ag = O,CLl = 1.

Pelo polinémio caracteristico
202 -\ —1=0,

temos A\; = 1 e Ay = —1/2. Logo a solugao de (1) é

1 n
ap, = AT + A\ =1+ ¢ (—5 .
Das condigoes iniciais
Co
ag=c1+c=0 e alzcl—Ezl

entdo ¢y = 2/3 e co = —2/3.

Assim temos

[GVR )
/T\
N | —
N~

3

2
ap, = = —
3
Portanto

lim a, =
n—o0

@ Falso.

Da hipotese e do item @, temos

2 2 2 2 " 2 1\"
bn:——an:———+— _— — — _—
3 3 3 3< 2) 3< 2)

S 150 - oty

n=0 n=0
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@ Falso.

Denotemos a,, = 22*.3!=". Pelo teste da razao

22(n+1)31—n—1

22n31—n -

Ap+1
A,

lim

n—o0

= lim
n—oo

Entao, a série é divergente.

Exercicio 12 (ANPEC 2012, Questao 8)
Julgue as afirmativas:
(0) A funcdo f(z) =Inz,x > 0, é diferencivel em z = 1.
(1) Seja f : (—1,00) — R uma funcio continua, tal que zf(z) = In(1 + ).
Entéo f(0) = lim Inlte) _ g,

xT

~ . 1 z\"|
@Sex;éo,entaonlg& [;ln(l—kﬁ) ] =0

@ Seja e a base do logaritmo natural e R > 0 o raio de convergéncia da

frie SR Entio lm m — 1 —
série ) “ra™. Entao Jgrgonm 5 =€

@ Seja a,, uma sequéncia qualquer de niimeros reais distintos e f,, : R — R

a sequéncia de fungoes definidas por f,(z) = 0,se x < a, e f,(x) =277,

oo
se © > a,. Entao para cada v € R a série ) f,(x) converge.
n=1

Exercicio 13 (ANPEC 2012, Questao 7)

Julgue as afirmativas:

oo
(0) Se lim a, =0, entdo 3" |a,| é convergente.
n—oo n=1
[e.e]
—n?
(1) 3 ne ™ converge.
n=1
[e.e]

@ > ((1;13)7; ¢ absolutamente convergente.
n=1

o0
@ Se 0 < b, < %, para todo n > 0, entdo podemos afirmar que »_ b,
=1
converge. "
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o
@ Seja Y a, uma série convergente e ¢ : N — N uma bije¢ao qualquer.
n=1

Se by, = Gy, entao Y b, = D ay.
= n=1

n=1

Solucgao
@ Falso.
Consideremos o seguinte contraexemplo, a série harménica 37 1/n

nao converge e lim 1/n = 0.
n—oo

@ Verdadeiro.

Denotemos a,, = n e~

e~ (+D* 1 1 1 1
S (U L M VI L o S R S —0<1.
n—00 ne-"m" e nooo N e2n € n—oo 21 n e2n

n* Pelo teste da razio

Qp+1
G,

lim

n—oo

Logo, a série é convergente.

@ Verdadeiro.

- - ., Lo
A série Zzozl ﬁ ¢ absolutamente convergente se a série

00 _1)
Zl()

(Inn)»
¢ convergente. Denotemos a,, = 1/(Inn)™. Logo, pelo teste da raiz

o0

1
- Z (Inn)»

n=1

1 1
lim {/|a,| = lim Ton) = lim —=0<1.

n—o0 n—soo n—so0 (ln n)

~ L. oo (=)™ .,
Entao, a série )~ (e © absolutamente convergente.

(Inn)™
@ Falso.

Considere o seguinte contraexemplo. Seja b, = 1/2n, entdo a série
S 1/2n=1/2>">  1/n é divergente.

@ Falso.

Utilizaremos o teorema de Riemann para mostrar que este item ¢ falso.
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o0

n—1 Gn converge absolutamente,

Teorema de Riemann (series): Se >

entao para todo M € R existe uma bijecao ¢ : N — N tal que

Z Ap(n) = M.
n=1

Agora, da hipotese temos que Y | a,, converge e ¢ : N — N & qualquer
bijecdo . Solo temos que considerar uma serie ) >, a, = a absoluta-

mente convergente e um M # a para dizer que

Z Ap(n) = b, # Zan.
n=1 n=1

n=1 =

Também, podemos mostrar a falsidade de este item com o seguinte
contraexemplo.

Primeiro, consideremos uma série absolutamente convergente Y > | a,,
onde a, = (—1)"/n.

Agora definamos a bije¢ao ¢ : N — N, dada por

1 .
2(”3 >+1 se  n=3-2

p(n) = 4"%)4—2 se n=35-1
4 %) se n=3
Entao
blzal b2:a2 b3:a4
b4:a3 b5:a6 b@-:ag
br = as bs = aip by = a1z

blO = ar bi1 = aus bio = Q16
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Assim
Zan:CL1+(12+CL3+CL4—|—CL5+CL6+(Z7+CL8+CL9+CL10+CL11+CL12+"'
n=1

1 1
—1—-Z4+= e
2+3 4+5 6+7 8+9 1()+11 12+

1 1 1 1 1 1 1 1 1

Ordenando em forma crescente os b, temos

o0

= (b1 + b2) + b3 + (by + bs) + bg + (b7 + bg) +bg + - - -

n=1
_<1 1) 1+(1 1) 1+<1 1) 1+
N 2 4 \3 6 8 5 10 12

Somando os paréntesis, juntamos

ib —1_1+l_1+i_i+
"2 46 8 10 12

(]
S
I
|
~~
[—
|
o |
+
|
|
=] =
+
U] =
|
|
+
SN~—~
I
N —
[~]¢
S
3

S
Il
—_

Portanto

Z b, # Z Q.
n=1 n=1

Exercicio 14 (ANPEC 2011, Questao 4)

Julgue as afirmativas:

@ Sex; =x9=1¢€x,41 =Ty + Tp_1, para todo n > 2, entdo (x,) é uma
sequéncia convergente.

@ Se x1 = V2e Tpi1 = \/2x,, para todo n > 1, entdo (z,) converge para
2

A séri PR di .
@ série nZ::l Wy iverge
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(3) Se (v,) é uma sequéncia de niimeros reais nao nulos, com lim z, = oo
n—o0

[e.e]

entao a série Y (x,41 — x,) converge.
n=1

(4) Sejam (a,) e (b,) sequéncias de niimeros positivos, tais que a; > by. Se

py1 = “";b" e byr1 = Vayb,, entao 7}1_{20 ay, = 7}1_{20 b,,.

Solugao

@ Falso.

A sequéncia
(zn) = (1,1,2,3,5,13,- -+ ).

Logo (z,,) ndo converge. Por que a sequéncia é crescente e ilimitado.

@ Verdadeiro.

Note que
1 1oL 1o 1 1 1o 1 1
r1 =22, X9 =122, 222 x3=22, 222 223 STy = 22,222, 223 227
Logo
T, = 93 Ftartastotan — oltgtartystotan—1

> 1\n—1
SO
2

om=1

Agora, o valor da série geométrica é

. X /1ym-1 X /1ym-1
m> () =X () =2

Portanto
<z 1 mfl_l & 1 mfl_l
lim z,, = lim 2m§1(2) = 2mz=:1(2) —922-1 _ 9

n—oo n—oo
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@ Verdadeiro.

Note que
1 - 1
Vo2n4+22n+2 7 nV2n+1
Entao
~\an+22n+2 = 2n+l) 24 a4+l

Dado que a série harmonica é divergente, entao a série

= 1
;\/2n+2\/2n—|—2

¢ divergente. Logo da desigualdade anterior, temos que

> 1
me

n=1

¢ divergente.

@ Falso.

Seja x,, = n, entao lim z, = co. A série

n—oo
Z(mm_l — I) :Z(n—l—l—n) 221
n=1 n=1 n=1

é divergente.

@ Verdadeiro.
Provemos por inducao que a, > b,, Vn €N
(i) para n = 1. Da hipotese a; > by

(ii) Suponha valido para n — 1. Entéo a,—1 > b,—1
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(iii) Prova para n. Dado que a,_1 > b,_1, entao

(v = Vi)

2

Ap—1 + bn—l
> nbna
5 a

2
> 0,

Aps1 > byt

Logo a,, > b, > 0 para todo n € N.

Ja que a, > b,, entdo a, > (a, +b,)/2, logo a,, > a,+1. Também dado
que a, > b, temos v/a,b, > by, entdao b, > b,. Assim, as sequéncias
(an) e (b,) s@o monétomas. Dado que a, > b, > 0 e a; > a,, entao
(an) e (b,) sao limitadas. Portanto (a,) e (b,) sdo convergentes.

Tomando limite na equacao a,.1 = %, temos

lim a, = lim b,.
n—o0 n—o0

Exercicio 15 (ANPEC 2010, Questao 13)
Julgue as afirmativas:
@ Seja (an)neny Uma sequéncia de nimeros reais nao nulos, tal que |a, 41| <
lenl bara todo n € N. Entdo lim a, = 0;

7
2 n—oo

@ Sea>0eb>0,entdo lim +/a™+ b" = max{a,b};
n—oo
o
@) 3 ()" diverge;
n=1
. | .
(3) lim 3 =0;
©
O»> sentd ¢ convergente.
n=1

Solucao

@ Verdadeiro.



622 20. SEQUENCIAS E SERIES

(1) Verdadeiro. Seja ¢ = max{a, b}, entdo
Ven < fan + 0 < V26,
lim ¢ < lim Va™+ b < lim Q%C,

n—o0 n—oo n—oo

c< lim va®+b" < ¢ lim 2%,

n—oo n—oo

c< lim var+b <c.

n—oo

Portanto

lim Va" 4 b* = ¢ = max{a, b}.

n—oo

@ Falso.

Denotemos a,, = (Inn)"/n™. Pelo teste da raiz, temos

lim {/|a"| = lim In(n) m ln(n).

n—ro0 n—o0 n ‘ n—o0 n

Pela regra de L' Hospital
C 1
5, Vlaal = Jim 5 =0<1

Portanto, a série converge.

@ Falso.

@ Falso. Note que

4
<=
n

oo

Dado que a série harmonica 3 > 1/n é divergente, entdo da ultima
n=1

desigualdade concluimos que

i sin(n) + 3
n=1 n



20.2. QUESTOES ANPEC RESOLVIDAS 623

¢ divergente.

Exercicio 16 (ANPEC 2010, Questao 14)
Seja a, uma sequéncia de ntmeros positivos e S = {n € Nla, > 1}.
Julgue os itens abaixo:
@ Se > > 1 » converge, entao S é finito;
@ Se Y 1 a2 converge, entdao y > a, também converge;
(2) Se 3°°° | a,, converge, entdo as séries > oo a2 e Yo% a2 /(1 + a?) con-
Vergem
@ Se Y a, converge ¢ R = lim,_,o |an41/a,| existe, entdo R < 1;

(4) A série 327 | 2™ /n! converge somente quando |z| < 1.

Solucgao

@ Verdadeiro.

Dado que » a, é convergente, entdao lim a, = 0. Assim dado €>
n=1 n—o0

0,3dN € N tal que n > N = |a,| <€. Entao, para €= 1, existe N € N
tal que n > N = |a,| = a,, < 1. Logo, existe no maximo N elementos
tal que a,, > 1.

Portanto, o conjunto S é finito.

@ Falso.

Considere o seguinte contraexemplo. A série Y - 1/n* é convergente,

mas a série y >~ 1/n & divergente.
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@ Verdadeiro.

Denotemos

m
Sm =01+ A2+ a3+ -+ Ay = E U,
n=1

rm=ai+a3+a3+--+aly al,
n=1
2 2 2 2 mo 2
ay ) as m G
t, = —+ + + o4 — = S [ C—
1+af 1+a3 1+d3 1+ a2, ;1—|—a,2n

Dado que a série ) | a, é convergente, entéo existe s € R tal que

oo
s = mh_rgo S = Z Q-
n=1
Note que, para todo m € N,
0<ty, <rm< s, <s.
Também, para todo m € N
trn < tma1 e Tm < Tmtl-

Entao as sequéncia (t,,) e (r,,) sdo limitadas e mono6tonas.

Portanto, estas sequéncias sao convergentes, isto ¢, existem t e r em R

tal que
oo (o]
P = lim =Y a2
= lim t,, = —— ¢ r=lmr,= a,,.
m—oo 1 +a m—oo
n=1 m n=1

@ Verdadeiro.

Demostremos por contradi¢cao . Suponhamos que

R= a"+1‘>1.

im ‘
n—o00 An
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Entdo pelo teste da razdo, a série Y -, a, diverge (contradigdo ). Por-
tanto

Ap+1
G,

R = lim

n—oo

<1

@ Falso.

Seja x = 1, entao >~ a™/n! = 3"  1/nl. Agora, denotemos a, =

1/n!. Pelo teste da razao, temos

! 1
= lim v lim

Qp+1 .
n4m0(1~+-n)! n—oo 1 +n

Qn

lim

n—o0

Portanto, a série Y >~ | " /n! converge para x = 1.

Exercicio 17 (ANPEC 2009, Questao 7)
Seja f : R — R a funcao definida por f(x) = —2% + 8z — 16 e L o limite de
uma sequéncia (z,,) de nimeros reais positivos tais que 71 = a e 22, | — 22 =
Avalie se cada afirmagao abaixo é verdadeira (V) ou falsa (F):
(© f(L) #0.
@ O grafico de f é uma parabola com vértice V = (L, 0).
@ O grafico de f é uma parabola com vértice V = (0, L).
B)f<O0exy>ay>a3>-->0.
@ a>x, > L =4, para todon > 1.

Solucao

@ Falso.

Da hipotese f(x,) = 22, — z7, entao

2 _ 2 2
-z, +8x, —16 =z, , —x

n’

(20.2.1) x2, = 8z, — 16.
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Dado que lim x, = L, entdao L? = 8L — 16, logo L = 4. Portanto

n—o0

f(L=4)=0.

@ Verdadeiro.
Dado que f(z) = —(z — 4)?, o vértice desta parabola ¢ V = (4,0) =
(L,0).

@ Falso.

Toda pardbola s6 tem um vértice. Entao, do item @ o vértice é
V = (L,0).

@ Verdadeiro.
Dado que f(z) = —(z — 4)% entao f(z) < 0.
Agora

f(xn) = —(zn — 4)2 <0
87, — 16 < 2.
Da desigualde anterior e da equacao (20.2.1]), temos

2 2
xn—‘rl S Ty

Tn+1 S i

@ Verdadeiro.
Do item @ a > x, VYn >1. Dado que lim z, =4 e x, > x,.1 > 0,

n—o0
entao x, > 4.

Portanto a > x,, > 4.

Exercicio 18 (ANPEC 2009, Questao 8)

Seja a,, uma sequéncia de niimeros reais tais que a série ZZ‘LO a,x™ converge

An41

ao tomarmos xr = 2. Suponha ainda que o limite L = lim || < oo existe.

Para cada = € R, defina b,(z) = a,z" e avalie se cada afirmagao abaixo é
verdadeira (V) ou falsa (F):
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bn )

(© lim biéif
(1) 2L > 1.

(2) 322, ana™ converge se |z| < 2.

@ lima, = 1.

@ qualquer que seja x € R a série ZZO:O x™/n! converge.

= L|x|.

Solucao
@ Verdadeiro.
O limite
lim () = lim |2 | = || lim Gnt1| _ || L.
n—00 bn(x) n—00 Ay, T" n

@ Falso.

Demostracao por contradi¢ao . Suponha que 2L > 1. Agora seja r = 2,

entao do item anterior temos

Api1 :L,nJrl

2L = |z|L = lim > 1.

Tbxn

Entao, a série Y~ a,z™ diverge (contradi¢ao ). Portanto 2L < 1.

@ Verdadeiro.
Do item anterior 2L < 1. Agora, se |r| < 2, entdo |z|L < 2L < 1.

Assim
) a $n+1
z|L = lim |~ | < 2L < 1.
n—o0

Ay, T"

Portanto, a série Y~ a,z" converge.

@ Falso.

Considere a,, = 1/4™ e = 2, entdo a série geométrica

o0 . o0 1 n
> =30 (5)

n=1
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converge, onde

lim a, = lim — = 0.
n—o00 n—oo 4m

@ Verdadeiro.

Denotemos a,, = ™ /n!. Agora, pelo teste da razao temos

n+1n|

An+1 ‘
n00 (n+ 1) 2»

Qn

lim

n—oo

= lim
n—,oo | N

Portanto, a série converge para todo = € R.

Exercicio 19 (ANPEC 2009, Questao 12)
Considere as sequéncias () e (y,) definidas por z, = % ey, = vVn+1—

V/n. Julgue as afirmativas:

@ Yn € mondtona decrescente.

@ hm:v = 0.

n—oo

@ Ji v =0,

o0
(3) A série > y, é convergente.
n=1

@ A série a® + 1—?;2 + (lsz)Q + (14?22)3 + ... é convergente, para todo a € R.
Solucgao

@ Verdadeiro.

Da hipoétese, temos

Vitl-vn
—VnFi-in= —+\/_<\/—+\/_) _+f

Entao y,41 < vy, para todo n € N. Portanto, vy, ¢ mondtona decres-

cente.

@ Falso.
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@ Verdadeiro.
Do item @, temos

lim g, = lim

1
- =0
n—o00 n—o00 ,/n+1+\/ﬁ

@ Falso.

Note que, para n > 5,

1
—<vVn+1—+/n.
n

Somando, temos

[e.e]

n=>
1 1 1
2 3 4

Z%<i\/n+ —\/ﬁ<i\/n—l— —v/n

—1—--—-—- +§:1/n<§:\/ﬁ—\/ﬁ.

629

A série harmonia - 1/n é divergente, entéo pelo teste da compara-

cdo , a série Y v/n+1—/n diverge.

@ Verdadeiro.

Para todo a € R, 1+ a® > 1, entao r = 1/(1 + a*) < 1. Logo

2 2

SN L ? ( ! >0+(
o= qQ
I1+a®> (1+a?)? (1+a?)3 1+ a?

1
1+ a?

:a2(r0+r1—|—r2+--->

00
— (12 2 rn—l
n=1

)+

1
1+ a?

>2+...>
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Exercicio 20 (ANPEC 2008, Questao 6)

Seja f : I — R uma funcao definida em um intervalo aberto I C R. Sejam
a,b € I e (z,) a sequéncia definida por z, = (1 — \,)a + \,b, em que
An = 1/n. Julgue as afirmativas:

(© Se f(b) < fa), flza) < (1=X)f(a) + Af(b) < (1 —Xa)f(a) +

Anf(a) = f(a).

@ Se f(b) < f(a) e f & convexa, entdo f(z,) < f(a).

@ Se f é continua, todo minimo local de f é um minimo global.

@ Se f é convexa, todo minimo local de f ¢ um minimo global.

(4) A sequéncia (z,) ndo é convergente.

Solugao

@ Falso.

@ Verdadeiro.

@ Falso.

@ Verdadeiro.

@ Falso.

Exercicio 21 (ANPEC 2008, Questao 15)
Seja r = 1/2,1 = (=1,1) e f : I — R a fungao definida por f(x) =

Sabendo-se que

fo) == (Z ) ,

calcule o valor de ao =5 """ nr" 1.

Solucgao

Resposta 20

Exercicio 22 (ANPEC 2007, Questao 6)
Seja x : N — R a sequéncia dada por z(n) = z, = 1/n e seja s, =

x1 + -+ x,. Julgue os itens abaixo:
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@ T < Top, para algum k < 2n.
(D) $2n = Sn = Tng1 + Tpaa -+ + Ty > N2y > 1/2.

@ lim,, o0 /Tp < 1.
(3) A série Y07, a2 é divergente.

n=1*"n

(4) A série Y7 | @, é divergente.
Solucgao

@ Falso.

@ Verdadeiro.
@ Verdadeiro.

Exercicio 23 (ANPEC 2007, Questao 9)

lim
Tr—00

A expressao In(z) denota o logaritmo natural de x. Julgue os itens abaixo:
(0) Timy o <1 + @) — 9
@ D [ln;?!)}" -9

n=0
@ lim, o0 ln{ ¢ (1 + %)x} = 21In(2).

> [km(H)]"
OEEIGT
@ & {timee (14 222) 7} = m)]expl-ym).

Solucgao

@ Verdadeiro.

o (2 1
Seja = =

Logo

n(2)\* 1 y1In(2) 1\Y In(2)
1+n() =lim (14— = lim |[[1+ = — (2 — 9
xr Yy—>00 y Y—>00 y

entao y = 1n9(62)' Dado que x — o0, temos y — oo.
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632
@ Verdadeiro.
Seja f(x) = pelo polindbmio de Taylor em torno de 0, temos
. _ SO o) f0) , F0)
e = ol + T x4+ 9] x—|—~~~—|—T:c T
., a0 xt o a? "
€ W‘FF—F?‘F +m+“',

ot — E :‘”_,
n!
n=0

Para z = In(2), obtemos

= In(2)]™
S _,

n=0

@ Falso.
L entdo y = 7. Dado que x — oo, temos ¢t — oo. Logo

.4
Seja < ;
. \ 0N, 1\ | 1\
lim In 14— = lim In 14+ - =In< lim ( 1+ - =lne=1.
T—00 €T Y—>00 Y Y—>00 Y

@ Verdadeiro.
Do item @ temos

para x = kln (%), obtemos

> l{:ln
yo b))

n=0

Da hipoteses
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@ Verdadeiro.

Denotemos yh;(z) = 1. Dado que 2 — oo, entdo y — co. Logo
d | .. yIn(2)\ " d | . 1))
@{JH&(”T Sy e\t
= L (ome)
dy
= — ln(2)e_yln(2)

Exercicio 24 (ANPEC 2006, Questao 11)

Avalie as opgoes

@ A sequéncia a,, = (—1)™ nao possui limite. é, portanto, ilimitada.

@ A fungao diferenciavel f : R — R é estritamente crescente se e somente
se f'(z) > 0 em todo o dominio.

(2) Seja a série de S™ = 3, a,. Se a série S = > |a,| converge, entdo
S, também converge.

(3) Se a serie S, é convergente, a série S = 3" |a,| também converge.

@ Seja A uma matriz n X n que tem n autovalores reais diferentes. Se
todos os autovalores de A sdo menores do que 1 (em modulo) entao
A 2%,

Solucgao

@ Falso.

A sequéncia (a,) é limitada, ja que |a,| < 1; Vn € N,

@ Falso.

A ida é falso, consideremos o seguinte contraexemplo. Seja a funcgao
estritamente crescente f(z) = 23, onde f'(0) = 0.

Portanto, se a ida é falso entao todo o enunciado é falso.



634 20. SEQUENCIAS E SERIES
@ Verdadeiro.
Dado que a,, < |a,|, para todo n € N, entao pelo teste da comparagao

>, Gy converge, ja que . |a,| converge.

@ Falso.
A série S, = > (—=1)"/n = 0 converge, mas a série S = > 1/n ¢

harmonia e nao converge.
@ Verdadeiro.

Exercicio 25 (ANPEC 2003, Questao 10)
Assinale V (Verdadeiro) ou F (Falso):

1 1 1 1 1 .
@ (1+i)+(1+i)2+(1+i)3+‘“+m+~-—;paraz>0.

@ A série i (\/5)1_“ é divergente.
n=1

A série ) n- (2)" divergente.
@ rac
n=

+00
(3) A série S (—1)"*. 1% divergente.
n=1

T,
(4) A série Y "= divergente.
n=1
Solucgao

@ Verdadeiro.

@ Verdadeiro.
@ Verdadeiro.

Exercicio 26 (ANPEC 2001, Questao 8)

A respeito das séries abaixo, assinale V (verdadeiro) ou F (falso):
(0) A série > 1/n é divergente;
n=1
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(1) A série 3 %, onde Fat(n) =n(n—1)(n—2)...4.3.2.1, é convergente
n=1

para todo X € R;
@ A série 712:1 ﬁ =1+3+¢+ 15+ ... ¢divergente;

fpie SN 1 1,1 1 6 di :
@ A série 7121 \/ﬁ =7 + NG + D) + ... é divergente;
(4) A série > 1/3/n ¢ divergente.
n=1

Solucao

@ Falso.

@ Verdadeiro.
@ Verdadeiro.
@ Verdadeiro.

@ Falso.

Exercicio 27 (ANPEC 2000, Questao 8)

A respeito dos limites abaixo, assinale V (verdadeiro) ou F (falso):
@ lim 144 (12 /2)4+(r3 /304 (r? /A 4. .+ (r™ /n)) -1

n—+400 (Atr/n)"
. 142r+3r244r3 4504 nrn ! L.
@ nl—l>r—ir-100 14+r+r24r34ritq. 4rn > T4 bara |rr| <1

(2) 7 — (r3/3) + (r°/50) — (7 /7 + (r2/91) — ... = cos(r)
(3) 1— (r2/2!) + (r*/4l) — (r5/61) + (r®/8!) — ...... = sin(r)

Solucgao

@ Verdadeiro.

Pela série de Maclaurin
no o
. 7..2 /r-.l ,
lim g 5= E S =e
n—+oo 2! 2!
i=0 i=0
Agora, o limite exponencial

lim (1 n f)n _ e
n

n—-+0o
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Das duas ultimas equagoes , temos

n . n

lim = o
St L 57 _ lim _; C
lim (I+ZL)"  notoo (14 L)n

n—-+o0o

@ Falso.

Da série de poténcias, temos

n

. = . 1
lim it =Y ir'l= ——— para |r|<1
2 Sy

n—-4o00
=1

n [e.e] 1
lim rt = Zri ={_,» Ppara Ir] <1
0 i=1

n—+oo —
Logo,
i i—1 SNy i—1
Jm Sir o 1
- hlf " Tl
1 i n—-+0o0 i —
Jim 3 2
Entao, a seguinte desigualdade é falsa para r = —1/2
1 - 1
1—r " 147
@ Falso.
Pela série de Maclaurin
, r3 5 T 0
sin(r)=r— =+ —=—o+-—-—..

350 79l

@ Falso.

Pela série de Maclaurin

2 ph 6 8
COS()_1_§+E_E+§_

Exercicio 28 (ANPEC 2000, Questao 15)
Assinale V (verdadeiro) ou F (falso):
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(0) Se a série >° x,, for convergente, entdo a série > ;° |z,| também sera
convergente;

(1) Se a série >.° |z, | for convergente, entdo a série > i ,, também sera
convergente;

(2) Sabendo-se que a série Y ;° |z, é convergente, dada uma outra série
> yn cujo termo geral satisfaz a propriedade |y,| < |z,| para todo
inteiro natural n, podemos afirmar que )y, também ¢é convergente;

(3) Se a sequéncia {y,} atender & propriedade |y,| < 1/n para todo inteiro

natural n, entdo a série > ;" |y,| sera convergente.

Solucgao

@ Falso.

@ Verdadeiro.
@ Verdadeiro.

@ Falso.

Exercicio 29 (ANPEC 1997, Questao 2)
Os itens abaixo referem-se a sequéncias e séries de nameros reais. Julgue as
afirmacoes :

o0
(0) Seja " a, uma série convergente. Entdo lim a, = 0.
n=1 n—00

[e.e] o0
(1) Se 3" a, converge, entdao > |a,| também converge.
n=1 n=1

o0
(2) Se |a| < 1, entdo Zoa” =
n=
@ Suponha que lim a,, = ae lim b, = b, onde a,b € R. Entao lim a,b, =
n—00 n—00 n—0o0
ab se, e somente se, a e b tém o mesmo sinal.

Solucgao

@ Verdadeiro.

@ Falso.

@ Verdadeiro.
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@ Falso.

ANPEC 1994, Questao 11 Marque como verdadeira ou falsa cada uma das
proposigoes abaixo:
(0) A série S 2 6 divergente.
n=1°¢

(1) A série 3 (%) é divergente.
n=1

(2) A série > (1/n) é divergente.
n=1

(3) A série > (=) ¢ divergente.
n=1

(4) A série > (1/n?) & divergente.
n=1

Solucgao

@ Falso.
@ Falso.

@ Verdadeiro.
@ Verdadeiro.
@ Verdadeiro.

ANPEC 1990, Questao 3 Encontre a parte inteira do limite da série
2 33 34
1 —t =4+ —+ ...
3+ St

Solucgao



CAP{TULO 21

Equacoes Diferenciais e de diferencas

21.1. Questoes ANPEC Trabalhadas

21.1.1. EDOs.
ANPEC 2021, Questao 6.

Considere a seguinte equacao diferencial: y® — y” = x + 1.
Julgue as seguintes afirmativas.

@ A solucao particular da equagao diferencial ordinéria é um po-

linébmio de grau 3.

Verdadeiro no gabarito, mas deveria ser falso ou anulada. Considere uma solugao
particular y, e seja v = ;. Temos entdo v" —v = x + 1, e portanto v(z) = —x — 1
resolve a equacao. Integrando duas vezes, vemos que a solucao particular y, é¢ também

um polinémio, da forma

x> 2P

yp(x):—g—?—l—ax—i-b,

onde a e b sao constantes.
Por que entao o gabarito deveria ser falso (ou, melhor ainda, a questao deveria ser
anulada)? Seja y,(x) = e*. Entao yj, é solugdo homogénea, pois resolve y'’ — y, = 0.

Logo, vy, + vy, também é solucao particular da EDO, mas nao é um polinomio.

10ltima Atualizagao: 20,/09/2022
639
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ANPEC 2020, Questao 10. Classifique as afirmagoes abaixo segundo a sua
veracidade:
@ A fungao z(t) = ¢’ +1 & uma solugao para a equagao diferencial
2'(t) = x(t) +t em R.
Falso. Basta substituir z(t) = e’ + 1 na EDO 2/(t) — x(t) — t = 0:

() —at)—t=e —e'—1—t=—-1—-t#0.

@ As fungoes x1(t) = sin(t) e xo(t) = cos(t) s@o as unicas solugoes
para a equacao diferencial x”(t) + x(t) = 0.
Falso. qualquer combinagao linear do tipo asin(t)+bcos(t), onde a e b sao constantes,

também é solucao da equacao diferencial.

@ Se a,b € R satisfazem a? = 4b, entao a solucao geral para a
equagao z"(t) + az'(t) + bx(t) =0 ¢ x(t) = (A+ Bt)e_(%)t, em que
A, B € R sao constantes.

Verdadeiro. A equagao caracteristica r*+ar+b = 0 tem como uma tnica raiz —a/2,

dado que a? = 4b. Entao, a solucdo da equacao diferencial é

x(t) = (A4 Bt)e 2",

ANPEC 2017, Questao 10. Considere as seguintes informacoes.

Uma bactéria esté disseminando-se rapidamente, de maneira que a
velocidade de propagacao segue a equagao p = Ap(l — p), em que
p = p(t) € [0,1] é a percentagem da populagao contaminada apos
t > 0 dias, p = Z—i e A > 0 é uma constante.

dp
dt”

A seguir, as seguintes afirmativas devem ser analisadas quanto as suas veracidades.

Antes de mais nada, vale a pena apontar a gralha em p = g—ﬁ, que deveria ser p =

@ A fungao p é uma funcgao logaritmica;
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Falso. Suponha 0 < p(0) < 1. Como a equagao é separavel, temos que

) g t
/ P / Adr = At,
p(0) p(1—p) 0
Note que

[t () L () (25) - (e

onde a = p(0)/(1 — p(0)), e « > 0. Entao
1
«

t At
p() _ oAt p(t)— ae

1—p(t) 1+ et

ANPEC 2014, Questao 10.
Considere a seguinte equagao diferencial: y"+ay'+y =5, y(0) =7,
y'(0)=—-3, emquea € R
Avalie as seguintes afirmacoes

@ Se a > 2, entao a solugao converge monotonicamente decres-

cente a y = 5.
Verdadeiro. A equacao caracteristica da equacao homogénea y” +ay’ +vy = 0 é dada
por
r? +ar+1=0,

com raizes

—a—+a?—4 —a++va? —4
—_— Yy Iy = .
2 2
Dado que a > 2, entao as raizes r, e 79 sao reais e r; < ro < 0. Assim, a solucao

r =

geral da equagao homogénea é
Yo = 17 + 9"
Agora, a solugao particular é da forma y, = 5. Portanto, a solugao geral é dada por
Y="Yetyp=cre"" + e £+ 5.

Para determinar se y é ou nao decrescente, note que y(0) = 7, e portanto a solugao

tem valor inicial 7 e decai para 5 quando x cresce.
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@ Se —2 < a < 2, entao a solugao converge oscilando a y = 5.

Falso para a = 0, quando a solu¢ao nao decai (é puramente oscilatoria).

@ Se a = 2, entao a solucao converge a y = 5.

Verdadeiro. Para a = 2, a solucao é da forma cie™ + cote™ + 5.

@ Se a < —2, entao a solugao diverge de y = 5.
Verdadeiro. Neste caso, 75 > 0, e portanto a solugao y = y. + vy, = c1e™* + c2€™* 45

diverge quando x — oo.

@ Se a = —2, entao a solucao particular é uma funcao linear de x

com inclinagao negativa.

Falso, a solugao é da forma cie® + cote® + 5 (ver item @)

ANPEC 2011, Questao 12. Considere as seguintes informagoes.

Seja A a matriz 2 x 2 & qual esta associado o sistema de equacoes

diferenciais com coeficientes constantes reais
' = ax + by
y =cr+dy

Avalie os seguintes itens:
@Aorigem (0,0) é um ponto de selasea=b=d=1ec> 1.

Verdadeiro. A origem (0,0) serd um ponto de sela se houver dois autovalores com

sinais contrarios. No caso,

1
A— )\ = A L ,
c 11—

e A tem autovalores A tais que

(1-=A)?—c=0 = N —-2\—c+1=0.
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O produto de autovalores é 1 — ¢ < 0 pois ¢ > 1. Entao os autovalores sao reais com

sinails distintos.

@ A origem (0, 0) ¢ um ponto de equilibrio assintoticamente estével

1

paraa=d=—-b=-lec= 7.

Verdadeiro. A origem (0, 0) sera assintoticamente estéavel se

lim (z(2), y(t)) = (0,0)

t—o00

para todas condicoes iniciais. Isto aconteceréd se e somente se a parte real dos auto-

valores forem negativas. Neste problema,

—1-A 1
A_M:[ ]

1
L1

e um autovalor A resolve (=1 — \)?2 —1/4 = 0, i.e.,, A2+ 2\ +3/4 = 0. Como o
produto dos autovalores é positivo (= 3/4) e a soma negativa (= —2), entdo ambos

autovalores tem parte real negativa.

ANPEC 2002, Questao 14. Considere as afirmativas.
@ A solucao da equacao diferencial iy = y — y® apresenta 3 equili-
brios estacionérios quando ¢ — 0o, dependendo da condicao inicial:
y=—1,y=0ey=1. O equilibrio y = 0 é o tnico que é instavel.
Verdadeiro. Os pontos de equilibrio se determinam da seguinte equacao y — y° = 0.
Entao as solugoes da ultima equacao sao: y = —1, y=0e y = 1.

Agora analisamos as seguintes intervalos

i)ye(—oo,—1)= y—y>>0 = y>0 = y & crescente.
ii)ye(-1,0) = y—y’<0 = y<0 = y ¢édecrescente.
iii) y€(0,1) = y—y>>0 = y>0 = y & crescente.
iv) ye (1,+00)= y—y><0 = ¢§<0 = y &decrescente.
Dos itens ii) e iii) as solugoes se afastam de y = 0. Portanto, o equilibrio y = 0 é

instével.
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@ Considere a equagao diferencial y = f(y), em que f é uma
fungao continuamente diferenciavel tal que f(k) = 0. Se f' > 0
entao, para qualquer condigao inicial, a solucao diverge.

Falso. Em particular, para y(0) = k temos que y(t) = k é solugao constante.

ANPEC 1998, Questao 7.

Sabendo que a fungao real y(x) satisfaz a equagao diferencial de
segunda ordem

d? d
d_xz + 5% +4y =40+ 6_3‘”, calcule xh_)ﬂ(()lo y(x).

A equagao caracteristica é dada por r? + 5r + 4 = 0, com raizes {—4,—1}. Logo, a

t

solucao homogénea é dada por y, = cie™** + coe~!. Uma solucao particular sera da

forma y, = 10 4 c3e3*. Note que para qualquer valor de ¢y, ¢, c3, teremos

lim y(z) = lm y(z) + yp(z) = lim cre™™ + cpe" + 10 + cze ™ = 10.
T—00 T—r00

T—00

ANPEC 2006, Questao 15.
Seja y(x) uma solugao da equagao diferencial % + 2y = 4. Calcule
lim, 00 y().
Note que a solugao serd do tipo y(z) = yn(z) + y,(x), onde y,(z) = ce™ e y,(z) = 2

er éraiz de r+2=0. Isto &, y(x) = ce™ + 2. Como r < 0, entao lim,_,, y(z) = 2.

21.1.2. Equagoes de diferencas. Considere a equacao homogénea

aYr+2 + byri1 + cyr = 0.
Tentamos solucoes do tipo 7¢, onde r é constante desconhecida. Substituindo na
equagao, obtemos r = 0 ou
ar? +br +c=0.

Esta é a chamada equacgao auziliar ou caracteristica. As seguintes possibilidades

surgem:
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e 11 # 1y raizes reais distintas: a solugao geral é y, = 17} + corh

e Uma tnica raiz r, repetida. A solucao geral do problema é v, = cirt + cotr?

e Raizes complexas conjugadas pe? e pe™™. A solucdo geral do problema é
yr = p'(cy costh + cysinth)

Em todos os casos acima, ¢; e ¢ sao constantes a serem determinadas pelas condigoes

iniciais.
Quando o lado direito da equacao nao é mais nulo, i.e.,
AZpt2 + 0Tpi1 + Ty = fr,
buscamos solugdes do tipo 2" + 22, onde 2 resolve a equacio homogénea
h h h
Ty o taxy,  +bry =0,

e zP é uma solugao particular qualquer.

No caso em que o lado direito € um polinémio em n, como em
aZpyo + bxy 1 + cx, = p(n),

e p(n) é um polindmio, a ideia geral é tentar achar uma solugao particular z? que
seja também polindmio em n, e da mesma ordem que p(n). Se zP for solucdo da

equacao homogeénea, entao deve-se multiplicar 22 por n.

Considere agora o caso
ATpio + bxyq + cxy, = cA”

onde ¢ é uma constante. A forma de solucao particular dependeréa se A é ou nao raiz
da equagao auxiliar. A primeira tentativa seria buscar uma solugao particular da

seguinte forma:

(1) Se A nao for raiz da equacdo auxiliar tente 22 = a\"
(2) Se A for raiz nao repetida da equacao auxiliar tente 22 = an\"

(3) Se A for raiz repetida da equacao auxiliar tente z? = an?\"
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ANPEC 2022, Questao 14.

Considere o sistema de equacoes em diferencas dado por

Tir1 = —43315 + 5yt7
Yir1 = — 22 + 3y,

sendot =0,1,2,3,.... Sabe-se que zog = 4 e yo = 1. Encontre 4L,

em que L = limy_, %tyt

5
Calculando os autovalores A;, Ay de A = ( 3), obtemos \; = —2, Ay = 1. Os

autovetores correspondentes sao

. bt . 1
U = ) = .
e SR
A solucgao é da forma
5 1
<$t> = ()z)\t1171 —{—6)\5172 = a(—2)t ( ) —Fﬁ ( > .
Yt 2 1

Para calcular a e 3, basta usar as condigoes iniciais:

(-6)-mem-) ()

Resulta que a =1 e 8 = —1. Logo,

_9\t _ o\t __
AL — 4%im —T g 22 L 2

e 1ty el £ 2(-2)f—1 b 2(—2)

ANPEC 2015, Questao 10. Considere as seguintes informagoes.

A demanda de mercado de um produto depende do preco corrente
expresso na funcao D; = a — bp;, em que a e b sao constantes
positivas. Por motivos de estoque, a oferta de mercado do mesmo
produto depende dos precos dos dois ultimos periodos expressos em
S; = ¢+ dpi_1 + epi_a, em que ¢, d e e sao constantes positivas.

Desta forma, ao igualarmos demanda e oferta teremos a dindmica
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dos pregos seguindo uma equagao em diferencas finitas de ordem 2.

Note que a equacao de diferenca é dada por
bp; + dpi—1 +ep—o = a—c.

As seguintes afirmativas devem ser avaliadas segundo suas veracidades.
@ Se a > ¢, existe um prego estacionario de equilibrio;

Verdadeiro, pois tentando achar solucao particular constante p, = «, temos que
a—c
a=——"7—>0
b+d+e

é solucao estacionaria. Note que b+ d + e > 0 pois estas constantes sao positivas.

@ Se d < 2v/be, entao a trajetoria de precos de equilibrio iré oscilar
entorno (sic) do equilibrio estacionario, quando este existir;
Verdadeiro. Buscando solucao homogénea da forma p, = \!, temos que A é raiz da
equacao caracteristica bA?> +d\ +e = 0, i.e.,
 —dEVd?—4dbe
B 2b '
0

Como d? < 4be, entao a raiz ¢ complexa e a solucao oscilatéria. Sendo A\ = re, a

A

solugao sera 1™ (A cosf + Bsin @) para constantes A e B a serem determinadas.

@ Se d < 2v/be e e > b, entao a trajetoria de equilibrio oscila
entorno (sic) do equilibrio estacionario se aproximando dele, quando
este existir;
Falso. Como contra-exemplo, tome d = 1 e be = 1/2. Neste caso,
—1+4
A= .
2b

Tomando b pequeno o suficiente, teremos que |A| > 1, e o modulo da solugao tende

a infinito.
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@ Se d = 2vbe e d < 2b, entao a trajetoria de equilibrio se apro-
xima monotonicamente (crescente ou decrescente) ao equilibrio es-

tacionério, quando ele existir.

Falso. Neste caso, A = —d/(2b) € (—1,0) é raiz dupla. A solugao geral é
pe = AN + Bt\' + a.

Entao, de fato, lim; .., p; = 0. Entretanto, a convergéncia nao ¢ monotonica para

B #0.

ANPEC 2002, Questao 14. Considere as seguintes afirmativas.

@ Sejam z,.1 = Az, um sistema de 2 equagoes em diferengas
finitas e rq, 79 0s autovalores de A. Se 0 < r; <1 e ry <0 entao o

sistema converge com oscilagoes para 0 quando n — co.

Falso. Como os autovalores sao distintos, a solucao é da forma Ar{v; + Briv,, onde
U1 e Uy s@0 autovetores linearmentes (eles existem pois os autovalores sao distintos).

Como ambos autovalores sao reais, a solu¢ao nao ¢é oscilatoria.

ANPEC 1997, Questao 09.

Considere a equagao de diferengas finitas z, 2 = pr,i1+ (1 —p)x,,
onde p €10, 1[.

Classifique como verdadeira ou falsa as afirmativas abaixo.
@ Se x1 = 0 entao nao existe lim,,_,o, x,,.

Falso. Note que a equagdo caracteristica ¢ dada por 72 —pr+ (p— 1) = 0, com raizes
1 e p—1. Entao a solugao geral é da forma z,, = ¢; + co(p — 1)". Como 0 < p < 1,

entao existe o limite lim,,_,o T, = ¢1.

@ Se x,, = x, para algum m diferente de n entao x, = constante.
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Verdadeiro. Usando a resolucao do item @, T, = T, implica que
cap—1)"=c(p—1)".

Como p < 1 en # m, entdo (p — 1)"™ # 0. Logo, ¢ = 0 e portanto x,, = ¢; é

constante.

@ Se a sequéncia {x,} é uma progressao geométrica, entao a razao

¢ necessariamente 1 — p.

Falso. A razao pode ser um.

@ Se x, nao é uma sequéncia constante, entao a sequéncia cujo
termo geral é {x, — x,_1} é uma progressao geométrica de razao

negativa.

Verdadeiro. Como z,, nao é constante, entao ¢y # 0, e segue-se que

=T =cp—1)"—(p-1D)"N=cp@-1)""pr-1)-1]=cp@P-2)(p-1)""

21.2. Questoes ANPEC Resolvidas

EXERcICIO 250 (ANPEC 2022, Questao 5). Classifique as sequintes afirmagoes

como verdadeiras ou falsas:
@ As solucoes da equacao diferencial y = 21y sao dadas por func¢oes da forma
y(a) = ce*

@ Uma fungao y : (0,400) — R € solugao da equagio diferencial y' = y/x —

, em que ¢ € uma constante. Falso

1 se, e somente se, y(x) = z(c — In(x)), para alguma constante ¢ € R.
Verdadeiro.

@ Uma fungao y : R — R € solugao da equacao diferencial xy' —y = 0 se, e
somente se, y for uma fungao linear (ou seja, existe k € R tal que y(z) = kz,

para todo x € R). Verdadeiro.
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@ Uma fungao y : R — R € solugao da equacao diferencial y" = oy’ + 3, em
que o, B € R com a # 0 se, e somente se, existe uma constante ¢ € R tal
que y(x) = —gx + c. Verdadeiro.

@ Dada uma funcao real y : R — R que possui derivadas de todas as ordens,
denote por y™ (x) a sua derivada de ordem n > 3. Fivadon > 3, o conjunto
de todas as solucées y : R — R para a equacdo diferencial y™ = 0 ¢ dado
pelo conjunto de todos os polindomios p : R — R de grau menor ou igual a

n. Falso.

EXERCICIO 251 (ANPEC 2022, Questao 14). Considere o sistema de equagoes

em diferencas dado por

Tep1 = —4x + Sy,
Yer1 = — 214 + 3ys,

sendo t = 0,1,2,3,.... Sabe-se que ro = 4 e yo = 1. FEncontre 4L, em que

: x
L= hmt_mo Fzyt

EXERcCICIO 252 (ANPEC 2021, Questao 6). Considere a sequinte equagao dife-
rencial: y*° —y" = x + 1.

Julgue as sequintes afirmativas:

@ A equagao caracteristica associada a equagao diferencial ordindria tem 3
raizes. (Anulada: Falso)

@ A solugio particular da equacgdo diferencial ordindria € wm polinémio de
grau 3. (Verdadeiro)

@ A soma dos coeficientes da solugcao particular da equacao diferencial ordi-
ndria € estritamente positiva. (Falso)

@ A solugao particular da equagao diferencial ordindria é y, = % — %2 (Falso)

@ A solugao particular da equacao diferencial ordindria restrita aos niumeros

reais nao negativos atinge seu valor mdzximo em x = 0. (Verdadeiro)



21.2. QUESTOES ANPEC RESOLVIDAS 651

EXERcICIO 253 (ANPEC 2020, Questao 10). Classifique as afirmagoes abaizo

sequndo a sua veracidade:

@ A fungao x(t) = €' + 1 € uma solugio para a equagao diferencial x'(t) =
z(t) +t em R.

@ Sabendo que xo = 4, temos que x; = (%)t + 3 € solugao da equagao em
diferencas 3w, = 2x4 + 3.

@ Considere funcoes de demanda e oferta de um determinado bem dadas, res-
pectivamente, por d(p) = ag — bop e s(p) = a1 + bip, em que ag, by, a1, by sao
constantes positivas e ag > ay. Supondo que o prego p = p(t) varie com o
tempo de modo que p'(t) = A(d(p) —s(p)), com A > 0, tem-se que existe uma
constate real C' tal que p(t) = Ce Mao—a)t 4 do—ar,

bo+b1
Em particular, quando t — oo,p(t) converge para o preco de equilibrio

e __ ap—ai
r = bo+b1
(3) A fungées z,(t) = sin(t) e x5(t) = cos(t) sdo as tnicas solugdes para a

equagao diferencial x"(t) + x(t) = 0.
@ Se a,b € R satisfazem a® = 4b, entao a solugdo geral para a equagao x"(t) +
ax'(t)+bx(t) =0 é x(t) = (A—i—Bt)e*(%)t, em que A, B € R sao constantes.

Solucao

@ Falso.

Suponha que x(t) = et + 1 € solugao de x'(t) = x(t) +t. Entao

2'(t) = z(t) + ¢,
el =e +1+t.

Assim, t =1 € uma constante, isto € contraditdrio ja que t nao € constante.

@ Verdadeiro.

Primeiro, no te que xo = (%)0 + 3 = 4 € condigcao inicial de x;. Agora,
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Ti41 = (3)" 4 3, entao

I\ t+1
32y = 3(—) 1o,
3
I\t
=2(5) +9
3 +
= 2(.1'1/ — 3) + 9,
@ Falso.
Suponha que
ag — ay

) =C 6—)\(a0—a1)t +
p(t) b b,

€ solucao da equacao diferencial. Entao

P () = =Aag — a;)C e Mao—a)t,

= —)\(ao—al)(p— a0 _al),

bo + by
(ap — a1)2
= - A——"——Aap — .
bt b 0T @
Da igualdade p'(t) = M(d(p) — s(p)) e da equagao anterior, juntamos
2
ap — a
Mag — ay) — Nbg + b1)p = )\M — AMag — aq1)p,
bo + by

isto € verdade quando by + by = ag — aq, para outras casos € falso. O enun-

ciado € falso jd que ag, by, a1, by sao constante positivos e ag > aj.

@ Falso.

A fungao x3(t) = 2sin(t) também € solug¢ao da equagao diferencial, jd que
zhy(t) + x3(t) = 0.

@ Verdadeiro.
A equacgdo caracteristica r? — ar +b = 0 tem-se uma unica raiz, dado que

a’? = 4b. Entdo, a solucio da equacdo diferencial é

z(t) = (A+ Bt)e” (3.
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EXERcICIO 254 (ANPEC 2018, Questao 2). Um economista fez um modelo so-
bre a evolugao do PIB que desconsidera a incerteza. De modo mais preciso, ele
considerou que o PIB anual seqgue uma equagao em diferenca que pode ser descrita
como:

99 2

Y, =2, 1 — —Y, o — —
t =17~ 70072~ 100°

em que Y; representa o PIB do ano t medido em trilhoes de Reais. A solu¢do para o
tempo t €
Y, = Ajbi + Agbl + k.
Encontre o valor de by + by + k.
Solucgao

Resposta 4

EXERCICIO 255 (ANPEC 2018, Questao 9). Suponha que o tempo é continuo
e que 0s precos p; se ajustam de maneira proporcional ao excesso de demanda z
com constante de proporcionalidade k. Isto €, p; = kz;. Assumindo que as ofertas e
demandas sdo lineares: ¢ = c+dpy, q¢ = a—bpy, respectivamente, julque as sequintes
afirmativas, se as constantes k,a,b,c e d sao estritamente positivas:

@ A equacgao diferencial para o prego € p, = k(b+ d)p; — k(a — ¢);

@ O estado estaciondrio do preco depende da constante de proporcionalidade

ks

@ O estado estaciondrio p € sempre positivo,

@ O estado estaciondrio € estdvel independentemente das constantes;

@ Se py = AePt+p ¢ a solugao particular de p; = kz;, entio (pg— A)B = a—c.

Solucgao
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@ Verdadeiro.

@ Falso.

EXERCICIO 256 (ANPEC 2017, Questao 3). Considere a sequinte equagio em
diferencas: 13— Yo — Yer1 — 2y = 3t —3. Se temos as sequintes condigoes iniciais:
Yo = 3, Y1 = 2 e yo = —H, classifique as sequintes afirmacgoes como verdadeiras ou

falsas:

@ A solucao da equagao homogénea associada € explosiva;

@ A solugao particular € uma funcao quadrdtica em t;

@ Em t =30 temos que y3g = —27;

@ A solugdo da equacdo homogénea associada € uma combinacdao linear de
poténcias de niumeros reais que tém valores absolutos maiores ou menores
que 1;

@ A solugao € oscilante entorno de uma funcao linear.
Solucgao

@ Verdadeiro. A equag¢iao homogénea € i3 — Yiro — Yer1 — 2y = 0. Logo, a

equacao caracteristica €
A=A —-A-2=0,

Por inspecao, vemos que uma das raizes € X = 2, e portanto, a solucao

homogénea € explosiva. Para calcular as outras razizes, vemos que
Mo A=2=A=2)(N+AX+1)=0

As raizes sio A\, = 2, \y = —1/24+/3/2i. As razizes complexas tém mddulo

um, e sao da forma e*®. Como

tan(f) =
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entiao 6 = 120° = 27/3. Portanto, a solu¢ao geral da equagao homogénea é

dada por

t . 27t 2mt
Yo = 12" + co8In <T> + ¢3 cos (?>

@ Falso. A solugao particular tem a forma y,, = At + B. Da equagao em

diferenca, temos
At+3)+B—-A(t+2)—B—A(t+1)— B —2At—2B =3t — 3,
e portanto —3At — 3B = 3t — 3. Assim A = —1 e B = 1. Portanto, a

equagao particular € y;, = —t + 1.

@ Verdadeiro. Do item @ € @ temos a solucao geral

2 2
Y = Yte T Ytp = c12" + ¢y sin (yrt) + c3 cos <§7rt) —t+1.

Das condigoes iniciais

c] + C3 =
V31
261 + 702 — 503 = 2
3 1
461 — £02 — —C3 = —4,

2 2

onde a solu¢ao € c; =0, ¢ = 23 e c3 = 2. Entio
2 2
Yy = 2v/3 sin <§7rt> + 2 cos <§7rt) —t+ 1.

Para t = 30, y3g = —27.
@ Falso. Do item @, a solugao homogénea

ettt s (2 2
Yo = 12" + ¢ Sin St + c3 cos 3t,

esta equacao € uma combinagao linear de uma poténcia, um seno e um

coseno.
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@ Verdadeiro.
A solugao y; € oscilante em torno de —t + 1, dado que y, apresenta o seno

€ coseno.

EXERcCICIO 257 (ANPEC 2017, Questao 10). Uma bactéria estd disseminando-
se rapidamente, de maneira que a velocidade de propagagio seque a equagdo p =
Ap(1 —p), em que p = p(t) € [0,1] € a percentagem da populag¢io contaminada apds
t > 0 dias, p = Z—’; e A >0 ¢ uma constante. Analisar a veracidade das sequintes
afirmacgoes

@ A funcao p € uma fungao logaritmica;

@ Se inicialmente havia 1% da populagao infectada e depois de 4 dias 10% da
populacao mostrou-se contaminada, entao A = iln(ll);

@ O tempo necessdrio para a bactéria duplicar a populacao inicialmente infec-
tada ¢ A=t 1In2;

@ Se inicialmente havia 10% de infectados, o instante da maior velocidade de
propagacdo da bactéria é 2A7 1 In 3;

@ Existe um wvalor de A > 0 para o qual a mdzxima percentagem da populagao

que resulta infectada é 50%.

Solucgao

@ Falso.

Da hipotese
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Denotemos a = p(0)/(1 — p(0)), onde o > 0. Entao

l p(?) — oAt
al—p(t) ’

@ Verdadeiro.
Da hipdtese, a velocidade de propagagdo no tempot =0 € p(0) = 1% = 0,01
e no tempot =4 ép(4d) =10% = 0,1. Entdo p(0) = a/(1+«) = 0,01, logo

a=1/99. Também sabemos que

(4) = 1/99 exp(44)  exp(44) 0.1
PRI Z 171799 exp(44) — 99 + exp(44)

Portanto A = 1n(11).

@ Falso.

Sabemos que p(0) = a/(1 + «). Agora determinamos o tempo necessdrio

para que duplique a populacao inicial, entao

a a et
14+a 14+ aedt’
2
_—
1+«

t:A_11n< 2 )
14+«

logo do item @ a#0, entio t # A 1 In(2).

@ Verdadeiro.

@ Falso.
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EXERcCICIO 258 (ANPEC 2016, Questao 15). Considere a equagao diferencial

abaizo:
y'(2) — 3y'(x) =0, tal quey(1) =1+ 2¢% ey/(1) = 6¢°.
Encontre y'(0).
Solucgao

Resposta 6

EXERcCICIO 259 (ANPEC 2015, Questao 10). A demanda de mercado de um
produto depende do prego corrente expresso na fun¢ao Dy = a—bpy, em que a e b sao
constantes positivas. Por motivos de estoque, a oferta de mercado do mesmo produto
depende dos precos dos dois ultimos periodos expressos em Sy = c+dpy;_1 +ep;_2, em
que ¢, d e e sao constantes positivas. Desta forma, ao igualarmos demanda e oferta
teremos a dindmica dos pregos sequindo uma equagao em diferencas finitas de ordem

2. Analisar o valor de verdade das sequintes afirmagoes

@ Se a > ¢, existe um prego estaciondrio de equilibrio;

@ Se d < 2V/be, entdo a trajetoria de precos de equilibrio ird oscilar entorno
do equilibrio estaciondrio, quando este existir;

@ Se d < 2Vbe e e > b, entio a trajetoria de equilibrio oscila entorno do
equilibrio estaciondrio se aproximando dele, quando este existir;

@ Se d > 2v/be, as raizes da equagio caracteristica sio mimeros reais de sinais
o0postos;

@ Se d = 2v/be e d < 2b, entio a trajetéria de equilibrio se aprozima monoto-
nicamente (crescente ou decrescente) ao equilibrio estaciondrio, quando ele

existir.
Solucgao

@ Verdadeiro.
@ Verdadeiro.
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@ Falso.

EXERCICIO 260 (ANPEC 2014, Questao 10). Considere a sequinte equagao dife-
rencial: " +ay +y =5, y(0)=7, y'(0) = =3, em que a € R Avalie as sequintes
afirmagoes

@ Se a > 2, entao a solu¢ao converge monotonicamente decrescente a y = 5.
@ Se —2 < a < 2, entdo a solucao converge oscilando a y = 5.
@ Se a = 2, entao a solu¢ao converge a y = 5.
@ Se a < —2, entao a solugcao diverge de y = 5.
@ Se a = —2, entao a solucao particular é uma fungao linear de x com incli-
nacao negativa.
Solucgao
@ Verdadeiro.

A equagao caracteristica da equagdao homogénea y" + ay' +vy =5 € dado por
P +ar+1=0.

Logo, as raizes da equacao anterior sao

—a—+Va*—4 —a++vVa?—4

r = , o= 2

2
Dado que a > 2, entdo as raizes r1 e Ty Sao reais € ry < r9 < 0. Assim, a

solugao geral da equag¢ao homogénea é
Yo = €1 el + ¢y el2®

Agora, a solugao particular € da forma y, = m, entao da equagao diferencial
Yy +ay, +yp, =5 temos y, = m = 5.

Portanto, a solucao geral
Y=Y+ Yp =201 e’ + ¢y e 4+ 5.
Derwando a funcao y, temos

Yy = ciry €77 + cory €7
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Das condigoes iniciais
c1+cp =2
ciry + carg = —3,

onde a solucao deste sistema €
2ry + 3 2r9 + 3
= (& C2 =

Ty —T1 r—Ty

C1

Remplazando ci e co na equacao da derivada

2r1re + 31, 2rire + 3rg
y/(I e 67’1.’[’ —67'293'
ro—T1 rn —"T2
Notei que r1 ro = 4, entao

443 4+ 3
y(x) = ton e® _Aton TQGTQ‘T.

ro—T1 To —T1
Dado que r1 < ry, temos

4+ 3rq 4 4+ 37y
<

ro —7 ro —7

4-'-3?”1 ehx<4—i—3r2 6T11,<4—|—37’2 6T2x
ro —T o —T ro—T ’
assim
4+3T1 4+3T2
Y (z) = et — e < 0.
To —T1 o — T

Ja que y'(z) < 0, Vx € (0,+00), entao a fun¢ao y € decrescente. Por outro

lado, dado que r1 < ry <0, tem-se

lim y(z) = lim ¢; €™ + ¢ €% +5 = 5.
T—00 T—r00

Portanto, a funcao y converge a 5 quando x vai para o infinito.

@ Falso.

@ Verdadeiro.
@ Verdadeiro.

@ Falso.
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EXERcCICIO 261 (ANPEC 2012, Questao 12). Considere as equagoes diferenciais

abaizo e julgue as afirmativas:
(1) t* +ty=1 (parat>0).
(1) y' — 2y — 3y = 9t>.

(0) (1) e (1I) sio equagdes diferenciais lineares.
(1) O fator integrante da equacio (I) € 1(t) =

@ y = lnTt ¢ uma solugao da equagao (I), para o problema de wvalor inicial

y(1) = 0.
@ A solugdo da equagdo homogénea associada o equagdo (I1) é y(t) = kie® +
koe™t, em que ki e ky sdo constantes.

@ Yy (t) = At* é uma solugdao particular de (II) para algum A real.
Solugao
@ Verdadeiro.

@ Falso.

@ Verdadeiro.
@ Verdadeiro.

@ Falso.

EXERCICIO 262 (ANPEC 2011, Questao 11). Seja g : R — R uma fun¢ao conti-

nua e ¥ o conjunto de todas as solucoes x : R — R da equacdo diferencial
(21.2.1) 2 (t) — 22'(t) — 3x(t) = g(t).

Seja p € S uma solugao de (21.2.1) com condigoes iniciais p(0) = 3 e ¢'(0) = 4.

Julgue os itens abaizo:

@ Se g(

(1) Se g(t
(2) Seg(t
(3) Se g(t
@ Se g(t

b fungao x,(t) = —%te*t ¢ uma solugdo particular de
et a solugio p € dada por 16p(t) = 19et + 29e3t — 4te~t.
3t, a fungao x,(t) = % —t € uma solugio particular de ([21.2.1)).
3, a fungao x, = —2 € uma solugao particular de .
3, a solugao ¢ € dada por ¢(t) = 2e~" + 23 — 1.

—t

t)
)
)
)
)=
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Solucgao

@ Falso.

@ Verdadeiro.
@ Verdadeiro.

@ Falso.

@ Verdadeiro.

EXERcICIO 263 (ANPEC 2011, Questao 12). Seja A a matriz 2x a qual estd

associado o sistema de equacgoes diferenciais com coeficientes constantes reais

¥ =ax+by
Yy =cx+dy

Avalie os sequintes itens:

@ Para a=b=d=1 ec=4, os autovalores de A sao A =1 e u = 3.

(1) A origem (0,0) € um ponto de sela sea=b=d=1¢c> 1.

@ Paraa=d=—-b=—1¢e0 < c <1, os autovalores de A sdao niumeros reais
negativos distintos.

@ A origem (0,0) € um ponto de equilibrio assintoticamente estdvel para a =
d=—-b= -1 ec:z—ll.

@ A origem (0,0) € um ponto de equilibrio assintoticamente estdvel para a =
c=—d=—-1eb=2.

Solucgao

@ Falso.

@ Verdadeiro.
@ Verdadeiro.
@ Verdadeiro.

@ Falso.
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EXERCICIO 264 (ANPEC 2010, Questao 12). Considere as equagoes diferenciais

abaizo e julgue as afirmativas:
(D y' —dy=0 (1) y' =3y —dy=42>  (I) y" =2 +y=0

(0) (1), (1I) e (III) sio equagdes diferenciais lineares de sequnda ordem;

@ y = e 2 + 2e* ¢ solugao de (I), para os valores de contorno y(0) = 3 e
y(In3) = 1F;

@ A solugao da homogénea associada a (II) € y, = Ae™3* + Be™* em que A
e B sao constantes arbitrdrias;

@ Yy = —2% + %:U — % ¢ solugao particular de (II);

@ A equagao caracteristica de (I11) possui 2 raizes distintas.

Solucao
@ Verdadeiro.
@ Verdadeiro.

@ Falso.

@ Verdadeiro.

@ Falso.

EXERcICIO 265 (ANPEC 2010, Questao 15). Considere o sistema de equagdes
diferenciais abaizo.
¥ =2x— 2y
Yy =-3rv+y
Se (0) =5 e y(0) =0, encontre w.

Solucao

Resposta 95

EXERCICIO 266 (ANPEC 2008, Questao 12). Considere a equagao diferencial
y'(x)+y (z)+2y(z) = 0 com condigoes iniciais y(0) =1 e y'(0) = 0. Calcule y"(0).

Solugao
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Da hipdtese y"(x) = —y'(x) — 2y(x), entdo y"(0) = —2. Logo y"(z) = —y"(z) —
2y/(z), substituindo para x = 0 temos y"'(0) = —y”(0) — 2y'(0). Portanto y"(0) = 2.

EXERcICIO 267 (ANPEC 2006, Questao 3). Awvalie as opgoes

@ Seja xy = 0,521 + 3,29 = 0. Entao, tlgglo x; = 6.

@ Seja ;= 0,521 + 3,29 = 2. Entao, tliglo T = 8.

@ Se x; = agp + a1 41 + Qaxi_o, entao tlggo ry = K, em que K ¢ finito, se e
somente se oy e oy forem menores do que 1 em maodulo.

@ Uma matriz A n x n € diagonalizavel somente se seus autovalores forem
todos distintos.

@ Considere duas séries de nimeros positivos S, =Y, a, € sy, = > b, com

ap, > by, para todo n > 100. Entao se S,, converge, S’ também converge.
Solucao

@ Verdadeiro.

@ Verdadeiro.

EXERCICIO 268 (ANPEC 2006, Questao 15). Seja y(x) uma solug¢do da equagao
diferencial fil—z + 2y = 4. Calcule lim y(x).
T—00

Solucao

Resposta 2

EXERcICIO 269 (ANPEC 2005, Questao 8). Avalie as afirmativas:

@ Seja f: R — R uma funcao duas vezes continuamente diferencidvel. Se f

atinge um mdximo local estrito em xq, entao f'(xo) =0, f"(x¢) < 0.
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@ Se uma matriz simétrica n X n A € idempotente, entao para todo v €
RV Av > 0.

(2) Se uma matrizn x n A ¢ idempotente, entio tr(A) > n.

@ A equagao diferencial #42i+x = 0 tem solugao geral z(t) = (Cy 4+ Cat) e™?,
em que Cy e Cy sao constantes.

@ A equagdo diferencial i+i+x = 0 tem solugdo geral x(t) = (Cy 4 Cot) e7/2,

em que Cy e Cy sao constantes.

Solucao

@ Falso.

@ Verdadeiro.

@ Falso.

@ Verdadeiro.

@ Falso.

EXERcIcIO 270 (ANPEC 2005, Questao 15). Se a funcao y(x) é uma solugao da

equacao diferencial 3272 + % +y=0ey(0) =1, Calcule o valor de %(0).
Solucgao

Resposta 1

EXERcIcIO 271 (ANPEC 2004, Questao 11). Considerando uma solug¢io x(t)
qualquer da equagao diferencial 3- 2" (t) +4-2'(t) + x(t) = 0, assinale V (verdadeiro)
ou F (falso)

(0) se x(t) € uma fung¢do nao-nula entio tliin z(t) = 0;
—400

(1) se x(t) € uma fung¢io nao-nula entio tl}r_noox(t) = 400;

@ z(t) tem um ponto de minimo global na reta real R;

(3) se x(t) € tal que (0) =0 e 2'(0) = 1 entio tgr_noox(t) = —00;

@ se x(t) € tal que x(0) = 0 e 2/(0) = 1 entdo z(t) tem um ponto de mdzximo

global na reta real N.
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Solucgao

@ Verdadeiro.

@ Falso.
@ Falso.

@ Verdadeiro.
@ Verdadeiro.

EXERcIciO 272 (ANPEC 2004, Questao 15). Considere a equagao diferencial
Ly _ B +y=0comy(0)=2e dfl—(xo) = 2. Calcule y(In(2)).

dx?
Solucao

Resposta 4

EXERcICIO 273 (ANPEC 2003, Questao 15). Considerando que a fung¢ao y :

+ ; ; PR ; i o dy _y _ _
RT — R satisfaz a equagdo diferencial de primeira ordem § — % = x, e que y(r =

3) = 18, qual deve ser o valor de x para que y(x) seja igual a 47
Solucao

Resposta 1

EXERCICIO 274 (ANPEC 2002, Questao 14). Assinale V (verdadeiro) ou F (falso):

@ A solucao da equacdo diferencial y = y — y> apresenta 3 equilibrios estaci-
ondrios quando t — oo, dependendo da condi¢ao inicial: y = —1,y =0 e
y=1. O equilibrio y = 0 € o unico que € instdvel.

@ Considere a equagao diferencial y = f(y), em que f € uma func¢ao conti-
nuamente diferencidvel tal que f(k) = 0. Se f' > 0 entdo, para qualquer
condi¢ao inicial, a solugao diverge.

@ A solugao da equagao diferencial de 2% a ordem 3 + v + ¢ = 0 apresenta

ciclos se, e somente se, ¢ > 1/4.
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@ Sejam z,4+1 = Az, um sistema de 2 equagoes em diferencas finitas e ry, o
os autovalores de A. Se 0 <r; <1 ery <0 entdo o sistema converge com
oscilagoes para 0 quando n — oo.

@ No modelo de funcionamento dindmico de um mercado descrito pelo Cobweb
cycle a demanda na data t(Dy) € fungao do prego corrente py, enquanto que
a oferta (S;) € fung¢ao do prego praticado no periodo precedente p,_1. A
demanda e oferta sao especificadas como Dy = o+ Bpy € S = v+ 0pi_1,
em que «, 3,7,0 sdo constantes. Entdo, com o passar do tempo, o mercado

converge para um equilibrio estdvel se, e somente se, |§] < |B| e (y—«)/B <

0.
Solugao
(0) Falso (gabarito é Verdadeiro).

Os pontos de equilibrio se determinam da sequinte equacio y—y> = 0. Entdao
as solugoes da ultima equagao sao: y=—1, y=0ey=1.
Agora analisamos as sequintes intervalos

i)ye(—oo,-1)= y—y>>0 = y>0 = y ¢ crescente.
ii)ye(-1,0) = y—y>’<0 = y<0 = y ¢é decrescente.
iii) y€(0,1) = y—y’>0 = y>0 = y ¢ crescente.
iv)ye(l,+0)= y—9*<0 = §<0 = y ¢ decrescente.
Dos itens ii) e 11i) as solugdes convergem para y = 0.

Portanto, o equilibrio y = 0 € estavel.

ExXERcIcIO 275 (ANPEC 2002, Questao 15). Sabendo que a fung¢do y : R — R
satisfaz a equagao diferencial de primeira ordem, % + % = 5, e que no ponto x =0
tem-se y(0) = e + 10, calcule y(2).
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Solucgao

Resposta 11

EXERCICIO 276 (ANPEC 2001, Questao 13). Dada a equagdo de diferencas finitas
do sequndo grau 2y;is + 2yir1 + y¢ = 10 com walores yo = 3 e y1 = 4, assinale V
(verdadeiro) ou F (falso):

@ A solucao particular da equagao € uma fungao decrescente;

@ A solugao homogénea da equagao € uma fung¢ao mondtona;

@ Para t = 2, o valor da solugao geral é yo = —1/2;

@ O walor da solugao geral no infinito é tlgg() Y = 2;

@ O wvalor da solucdo geral no infinito independe de yy € Y.

Solucgao

@ Verdadeiro.
@ Verdadeiro.
@ Verdadeiro.

EXERCICIO 277 (ANPEC 2001, Questao 14). Sabendo que a fun¢io y : R — R
d2y —2%+y =10+ z, e que dz—g) =14 3e, e que

satisfaz a equagao diferencial 5%

y(1) = 13 4 2e, calcule y(0).
Solucao

Resposta 13

EXERcIcIO 278 (ANPEC 2001, Questao 15). Sabendo que a fun¢aoy : (—1,4+00) —
R satisfaz a equagao diferencial Z—g + 1+ny = 30z, e que y(0) = 25, calcule y(1).

Solugao
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Resposta 25

ExXERrcIiciO 279 (ANPEC 2000, Questao 13). Sabendo que a func¢io y : R — R

satisfaz a equacao diferencial ordindria de 2* ordem, % — 33—5 + 2y = e* e sendo
dados y(1) = 3e e %(1) = e + 3e, assinale V (verdadeiro) ou F (falso):

@ A solu¢ao homogénea € yh(x) = 1% + 2e?*, em que ¢, cy sao constantes a
determinar;
(1) A solugio particular é y?(z) = (1/2)e*;
@ As constantes sao ¢; = 3;¢9 = —1;
@ y(0) = 2.
Solucao
@ Verdadeiro.
@ Falso.
@ Verdadeiro.
@ Verdadeiro.

EXERcICIO 280 (ANPEC 2000, Questao 14). Considere a equag¢ao em diferencas
Yiro — Ypr1 + %yt =t—1 tal que yo = 1 e y; = —5. Assinale V (verdadeiro) ou F'
(falso):

@ A solug¢do homogénea é: yl = c1(1/2)" + co;
@ A solugdo particular é: y! = —20 + 4t;
@ As constantes sao: ¢ = 21; ¢y =1;
(3) yo = 25/4;
@D At
Solucao
@ Falso.
@ Verdadeiro.
@ Verdadeiro.

@ Falso.
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@ Verdadeiro.

EXERcICIO 281 (ANPEC 1998, Questao 7). Sabendo que a fun¢do real y(x) sa-

tisfaz a equacao diferencial de sequnda ordem

d? d
Solucgao

Resposta 10

EXERCICIO 282 (ANPEC 1998, Questao 10). Considere a equagao de diferencas
finitas yi—2 — 3yi—1 + 2y, = 10.
@ Sua equacao caracteristica € b*> — 3b+ 2 = 10.
@ Uma solucao particular € y* = 10.
@ Sua solugao complementar nao pode ser obtida.

@ Representa um processo oscilatorio.

Solucgao

EXERCICIO 283 (ANPEC 1997, Questao 9). Considere a equagao de diferencas
finitas &9 = pryr1+ (1 —p)z,, onde p €]0,1]. Classifique como verdadeira ou falsa

cada uma das afirmativas abaizo:

@ Se x1 = 0 entao nao existe lim,,_ o x,,.
@ Se x,, = x, para algum m diferente de n entao x, = constante.
@ Se a sequéncia {x,} € uma progressao geométrica, entao a razao € necessa-

riamente 1 — p.
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@ Se x, nao € uma sequéncia constante, entdo a sequéncia cujo termo geral €

{&n — xpn_1} € uma progressao geométrica de razio negativa.
Solucao

@ Falso.

@ Verdadeiro.

@ Falso.

@ Verdadeiro.

EXERCICIO 284 (ANPEC 1997, Questao 10). Considere a sequinte equagao dife-
rencial: 10 — (5 —y)y = 2y e a condi¢ao inicial y(0) = 10. Suponha que y(t) # 5,Vt.
Julgue as afirmativas abaizo:

@ Quando t = 23,y serd 56.

@ limy o y(t) = o0.

(2) lim;_5 y(t) = 20.

@ Fora do ponto t =5, a solu¢ao é nao-linear.
Solucao

@ Verdadeiro.
@ Verdadeiro.
@ Verdadeiro.

@ Falso.

EXERcICIO 285 (ANPEC 1997, Questao 11). Seja x : ® — R duas vezes diferen-
ciqvel e considere a equagao diferencial & + 2@ + x = 0 com as condi¢ées x(0) = 1
e x (%) = exp{—%} (onde exp € a exponencial). Se a solugio ¢ x(t), julgue as
afirmativas abaixo:

(0) tlim z(t) =0 e x(t) >0, para todo t > 0.
—00

(D) 22 — —eap{—n}

@ |z(t)] <1, para todo t > 0.
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@ x(t) € periddica porque a equagao caracteristica associada a equagao diferen-
cial acima possui uma raiz positiva e outra negativa.
Solucgao

@ Verdadeiro.

@ Falso.

@ Verdadeiro.

@ Falso.

EXERcIcIO 286 (ANPEC 1996, Questao 9). Considere a sequinte equagdo de

diferencas nao homogénea:

9
Y = 1_Oyt—1 + 2, comy; = 11.

Sua solugao geral é dada por:

y; = a(m)" + b.

@ A waridvel y; converge para que valor?

(1) Calcule o valor de (10m + a)?

@ Calcule o valor de b.

@ Partindo-se de t =0, qual o valor inicial de y; ?

Solucgao

©OEE

EXERcICIO 287 (ANPEC 1996, Questao 10). Dada a equagao diferencial y" +

2y + 2y = 1, indique se as afirmativas abaizo sao verdadeiras ou falsas:

@ Toda solugdao desta equagdao converge de forma oscilante para 1/2.
(1) y(t) = 1/2 € a tinica solugio estaciondria (i.e., constante) da equacdo .

@ O polinéomio caracteristico associado 4 equagao possut raizes Teais.
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@ A solugao geral desta equagao € dada por: y(t)e '(kyicos t + kgsin t) +

1/2; k1, ko constantes reais.
Solucao
@ Verdadeiro.
@ Verdadeiro.

@ Falso.

@ Verdadeiro.

EXERcICIO 288 (ANPEC 1995, Questao 15). Dada a equagao em diferencas fi-

nitas Y1 = —%yt — 2 e sabendo que yy = =

3, tndique se as afirmativas a seguir sao

verdadeiras ou falsas:

@ A wvaridvel y; converge para 1/2 sem oscilagoes.
@ A waridvel y, converge para —3/2 com oscilagoes.
_ 1\t _ 3
@y =2 (—g)t— 2
_ _3(1
@un=-3)
@ Y1 = 2e3 — 6.

Solucao

@ Falso.

@ Verdadeiro.
@ Verdadeiro.

@ Falso.
@ Falso.

EXERCICIO 289 (ANPEC 1993, Questao 13). Assinale as afirmag¢des verdadeiras

e as falsas:
@ A fung¢ao —4sin x 4+ 3cos = € solugcdo da equagao diferencial iy’ + y = 0.
@ A fungao x +sin x é solugao de y" +y = 1.
@ Hd apenas uma solugio de y”" +y =1 satisfazendo y(0) = 1.
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@ A equagao y" +y = 0 possui no mdximo duas solugoes linearmente indepen-
dentes.
@ Se a fungao h(z),z € R € solugao de y"+y = 0, entao a fungao 1+h(x),z €
R € solugao dey”" +y = 1.
Solucao

@ Falso.

@ Verdadeiro.

@ Falso.

@ Verdadeiro.

@ Falso.

EXERCICIO 290 (ANPEC 1993, Questao 14). Sabendo que a fun¢aoy = y(x), x >

0 satisfaz % — %y =z, x>0, e que y(1) =1, calcule y(2).
Solucgao
Resposta 4

EXERCICIO 291 (ANPEC 1991, Questao 13). Dada a equagao ‘;—Z = ay, determine
o valor de y(2) sabendo-se que y(0) = 10e2¢.
Solucao

Resposta

EXERrcIcIO 292 (ANPEC 1991, Questao 14). Dada a equagdo fli—f = —0,5y +

10,indique se as afirmativas abaizo sao verdadeiras ou falsas.
@ A equacdo € convergente.
@ A solugao de equilibrio tem valor 20.
@ Sabemos que o valor y(0) € maior que o valor de equilibrio.
@ A trajetoria de y(t) nao € ciclica.

@ A solugao pode ter raizes complexas.
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Solucgao

HOEGE

EXERCICIO 293 (ANPEC 1991, Questao 15). Determine o valor da solu¢io da
equagdo x(t+ 1) = 0,5z(t) +5,t = 0,1,2, ..., para t = 50, sabendo-se que x(0) = 10.
Solucgao

Resposta

EXERCICIO 294 (ANPEC 1990, Questao 15). Dada a equagao em diferencas fi-

nitas Yo — dYir1 + 6y, = 2 diga quais afirmagoes sao verdadeiras ou falsas:

@ A equagdo nao possui solugoes constantes.
@ As solugoes convergem para 0 quando t — oo.

@ Toda solugdo é combinagao linear de fungoes trigonométricas.

@ Se y(l) e yt ) sdo solugoes, entao yﬁg) = y,gl) + y,(2) também € solugao .

@ Se ygl),yt ey, ®) sdo solugoes, entao y( ) = yt( ) y(2)+y§3) também € solugao

Solucao

HEEOE






CAP{TULO 22

Matematica Financeira

22.1. Questoes ANPEC Trabalhadas

ANPEC 2013, Questao 11. Considere as seguintes informagoes:

Suponha que as medidas adotadas pelo governo geraram uma di-

namica para a inflagao m; e taxa de juros r; mensal que obedece a

0,9 —0,1 b 0,005
e b= :
0,8 0,2 —0,008

seguinte equagao:
Te+1
Tt+1

Julgue as seguintes afirmagoes.

Ty

=A +b em que A =

Tt

@ O estado estacionario para a inflacdo ¢ 3% ao més, mas ele ¢

instével.

Falso. Note que a solugdo geral ¢ dada por §; = ay\i0) + apA\yts + §), onde s, ¢
uma solugao particular, U e v sdo autovetores LI (supondo que existam) e Aj, Ag 08
respectivos autovalores. Finalmente, a; e s sao constantes a serem determinadas
pelas condigoes iniciais. Supondo que a solucao particular s, seja constante, temos

5, = A5, +0, ie.,
1-0,9 0,1 0,005 1 |3
I— A3, = ’ ’ 5 =1 — 5 =
( )5 [—0,8 1—0,2] P [—0,008] P7100 H

10ltima Atualizagao: 09/08,/2022
677
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Calculando os autovalores de A, temos que a equagao caracteristica é dada por
A2 — 1,1\ + 0,24 = 0, e portanto os autovalores sao reais, distintos e menores que

um em modulo. Temos finalmente que a solugao é dada por

= a1\ A —
[Tt] Q1A U1 + Qo oU2 + 100 [2] 5

com A\; e Ay com modulo menor que um. Logo, quando lim;_,. m; = 3% ¢é estavel.

@ O estado estacionario para a taxa de juros ¢ 2% ao més e ele é

estavel.

Verdadeiro. Ver solucao de @

@ Dependendo das condicoes iniciais, este processo pode gerar
hiperinflac¢ao (inflagao acima de 50% ao més) e taxas de juros acima

de 30% ao més, no longo prazo.

Falso. Ver solucao de @

@ Existe um estado estacionario estavel com inflagao e taxa de

juros zero.

Falso. Ver solucao de @

@ A equacao em diferencas de segunda ordem que resulta do sis-

tema acima para a inflagao é w9 — 1, 1 + 0,267, — 0,0048 = 0.

Verdadeiro. Usando a equagao, vemos que
Ter2 = 0,9m49 — 0, 1ryq + 0,005 = 0,974 — 0, 1(0, 87, + 0, 2r, — 0,008) + 0,005
= 0,971 — 0,087, — 0,02r; + 0,0008 4 0,005

Como

Ty = 10(—7Tt+1 + 0, 97Tt + O, 005)
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Tiva = 0,9m41 — 0,087, — 0, 2(—mprq + 0,97 + 0,005) + 0, 0058

= 0,971 — 0,087 + 0,271 — 0,187, — 0,001 + 0, 0058
=1, 1m 1 — 0,267 + 0, 0048.

22.2. Questoes ANPEC Resolvidas

Exercicio 1 (ANPEC 2022, Questao 9)

Julgue como verdadeiras ou falsas as seguintes afirmativas:

@ A taxa bimestral de juros simples que faz com que um capital quadru-
plique de valor apos 2 anos ¢ igual a 25% ao bimestre.

@ Considerando o regime de juros simples, a taxa de 3,6% ao ano ¢ equi-
valente a taxa de 1,2% ao trimestre.

@ Considerando o regime de juros compostos, a taxa de 5% ao semestre
¢ equivalente A taxa de 10,25% ao ano.

@ Se uma aplicacao de R$120.000, 00, realizada em certa data a taxa de
juros composta de 2,4% ao més, produz um montante de R$145.071, 24
em uma data futura, entdo o prazo n > 1 (em meses) pode ser deter-

minado como solucao da equacao:
(1,024)" = 1,208927.

@ Um bem no valor de R$500.000, 00 é vendido nas seguintes condigoes:
(i) entrada de R$150.000, 00; (ii) trés parcelas mensais, iguais e suces-
sivas de R$100.000, 00 nos meses seguintes; (iii) uma tltima parcela ao
final do sexto més também no valor de R$100.000, 00. Logo, a taxa de
juros embutida no financiamento do bem, denotada por i (i.e., a taxa

interna de retorno do fluxo de caixa), é solu¢ao da equagao:

. 6
—~ (1+1)  (1+14)
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Exercicio 2 (ANPEC 2021, Questao 12)

Um investimento inicial de valor A > 0 tem um retorno de 200% em cada
periodo t = 1,2,...,n, ..., podendo ser totalmente reinvestido em cada pe-
riodo com aquele mesmo retorno. Porém, antes de o retorno incidir sobre
o saldo em cada periodo t > 1, o investidor retira somente o valor de 2t.

Por exemplo, ao final do periodo inicial ¢t = 1, o retorno incide sobre A — 2.
n—(nt+1)g+¢"*!
A
por S; o saldo ao final do periodo ¢ apds a incidéncia do retorno, encontre

Sabe-se que para g > 1 vale a formula > 7 _, gﬁk = . Denotando
4L, em que L é o menor valor de A que faz com que S; > 0 para todo
periodo t.

Exercicio 3 (ANPEC 2019, Questao 4)

Considere que log;(1,1) =~ 0,04. Quais das seguintes afirmagoes sao ver-

dadeiras e quais sao falsas?

@ Um individuo comprou uma casa no valor de R$ 100.000,00, em 100 par-
celas mensais, pelo sistema SAC (Sistema de Amortizagao Constante).
Desconsiderando a inflagao, o saldo devedor depois do 60° pagamento
serd de R$ 43.333,34.

@ Se um individuo depositar R$ 1.000,00 hoje em um investimento que
paga 10% de juros ao ano e nao fizer nenhum deposito adicional, ele
tera de esperar 2/ log;,(1,1) ~ 50 anos para juntar um milhao de reais.

@ Um instrumento financeiro pagara R$ 1.100,00 daqui a um ano ao ser
contratado hoje por R$ 1.000,00. Mantendo fixo o pagamento daqui
a um ano, se a taxa de juros diminuir, o valor contratado hoje deve
aumentar.

@ Considere uma taxa de juros composta constante e igual a 2% ao ano
e um instrumento financeiro que pague R$ 100,00 por ano, durante um
namero infinito de anos (ou seja, uma perpetuidade). O prego deste
instrumento hoje é de R$ 5.000,00.

@ Uma empresa tomou emprestado R$ 10.000,00. Para quitar seu em-
préstimo, pagou R$ 1.000,00 depois de vencido o primeiro ano e R$
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11.000,00 depois de vencido o segundo ano. A taxa de juros compostos
implicita nesta operacao é de 11%.
Exercicio 4 (ANPEC 2018, Questao 14)

Identifique abaixo quais sao as afirmativas verdadeiras:

@ Considere a sequéncia {x1, T3, r3, ...}, com 3 € R para todo k. Dizemos
que esta sequéncia converge para x* € R, se, para todo € > 0, existir
um inteiro N positivo tal que se n > N, entao |z, — z*| < ¢;

@ Assuma que a sequéncia nos Reais {z,,}°° | converge para z* € R e que
x, < b para todo n. Entao, temos que necessariamente x* < b;

@ A sequéncia z, = 1 e a série Yo i1

(3) A série 300 | <= diverge;

@ A série > 7 (771)71 converge;

Exercicio 5 (ANPEC 2017, Questéao 9)

Um contrato financeiro especifica a seguinte aplicacao de taxas de juros.

convergem,;

Durante os t; primeiros meses (primeiro periodo) deve se pagar uma taxa
de juros simples de r; ao més (ou seja, 100r;% ao més). Durante os t meses
seguintes (segundo periodo) deve se pagar uma taxa de juros composta de
T a0 més (com capitalizagdo mensal). Finalmente, durante os ultimos t3
meses (terceiro periodo) deve se pagar uma taxa de juros de capitalizagao
continua de r3 ao més. Quais das seguintes afirmacoes sao verdadeiras e
quais sao falsas?
@ A taxa de juros nos dois primeiros perfodos é (1 + ty71)(1 + r2)"2 — 1;
@ Se no primeiro periodo colocarmos uma taxa de juros mensal de capi-
talizagao continua equivalente, o seu valor sera (1 + tlrl)ﬁ —1;
@ Se no terceiro periodo colocarmos uma taxa de juros simples mensal
equivalente, o seu valor sera t3 'ef"s;
@ A taxa de juros desse contrato para os trés periodos é t17rq + 752 + '3,
@ A taxa de juros mensal com capitalizacao continua equivalente para
todos os trés perfodos é (t1 +tg+t3) ' [t3rs+to In(1472) +In(1+¢17)].
Exercicio 6 (ANPEC 2016, Questao 1)

Em uma festa com 50 participantes, somente 6 nao ingerem bebida alcodlica.
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Sabe-se que 20 bebem vodka, 21 bebem martini e 22 bebem cerveja. Sabe-se
também que 9 bebem vodka e martini, 8 bebem vodka e cerveja e 7 bebem
martini e cerveja. Indique quais das seguintes alternativas sao verdadeiras
e quais sao falsas:
@ 5 participantes bebem os trés tipos de bebida;
@ 4 participantes bebem vodka e martini, mas nao bebem cerveja;
@ 10 participantes bebem somente cerveja;
@ 23 participantes nao bebem Martini;
@ Daqueles participantes que ingerem bebidas alcodlicas, 22 nao bebem
cerveja.
Exercicio 7 (ANPEC 2016, Questao 11)
A curva de demanda de mercado de um produto no instante t é D; = 10— %pt
e, por causa de lucros auferidos no periodo anterior e a expectativa de pregos
futuros, a curva de oferta desse produto no instante t é S; = 18 + %pl —
6p;, 1 +pi—1, em que py ; é a expectativa de pregos futuros. Diremos que as
expectativas sao racionais se pf, | = pii1-
Classifique as seguintes afirmacoes como verdadeiras ou falsas:
@ Sob expectativas racionais, um preco estacionario é p = 2;
@ Sob expectativas racionais, a dindmica de precgos fica oscilando sem
convergir ao preco estacionario;
@ Sob expectativas racionais, se pg = 19 e p; = 3, entao p3 = 8/3;
@ Se as expectativas sao adaptativas, no sentido de pf,; = p;_1, entao o
novo precgo estacionario é p = 4;
@ Se as expectativas sao adaptativas, no sentido de pj, , = p;_1, entao a
dinamica de precgos é explosiva.
Exercicio 8 (ANPEC 2015, Questao 13)
Um fabricante de um produto langa anualmente 60.000 unidades dele. Todo
ano, cada unidade em uso tem uma probabilidade de 15% de parar de fun-
cionar, ou seja, no final de cada ano espera-se que de cada 100 unidades
funcionando no inicio, apenas 85 continuem funcionando. Calcular o nu-

mero de unidades que se espera que estejam em funcionamento no longo
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prazo, isto é, quando o numero de anos tende a infinito. Dar como resposta
a soma dos algarismos desse nimero .
Exercicio 9 (ANPEC 2014, Questao 4)

Avalie a veracidade das seguintes afirmacoes:

@ A taxa de juros simples equivalente a uma taxa de juros composta de
10% aplicada durante 3 periodos ¢ 12%.

@ A taxa de juros composta equivalente a uma taxa de juros simples de
22% aplicada durante 2 periodos é 20%.

@ A taxa de juros real é definida como a taxa de juros em termos de
um numerario (cesta de referéncia). Assim, se o pre¢o do numeréario
¢ p; em t | entdo uma unidade monetéria equivale a 1/p; unidades do
numerario, e se a taxa de juros nominal para o perfodo [t,t + 1] & ryy 1,
entdo o rendimento real nesse periodo serda (1 + r441)/piry1 unidades
do numerario. Portanto, a taxa de juros real é definida como a taxa
de retorno de aplicar 1/p; unidades do numerario e que resulta em

(14 r441)/pt41 unidades do numerario no fim do periodo.

1+rie1

Afirmamos que a taxa de juros real no perfodo [t,t+1] é ; ——

—1, em
que 711 € a inflagdo no perfodo [t, ¢ + 1].
@ Se a inflacao é igual a metade da taxa de juros nominal, entdao a taxa
de juros real é a metade da taxa de juros nominal.
@ Se a taxa de juros real é 10% e a inflagdo é 5%, entao a taxa de juros
nominal ¢ 15,5%.
Exercicio 10 (ANPEC 2013, Questao 6)
Na formula M, = M, (1 + ﬁ)t temos que M, é o montante de dinheiro
inicial, r é a taxa de juros (em %) em cada periodo de tempo, ¢ é o ntimero
de periodos de tempo da aplicacao e M; é o montante de dinheiro final.
Analise as seguintes afirmagoes:
@ Se r = 10% ao meés, ¢t ¢ um trimestre e My = 1000, entao M; = 1331.
@ Se ap6s meio ano o montante duplicou, com juros de capitalizacao tri-

mestral, entdo a taxa de juros trimestral é 41, 42%.
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@ Apoés um ano de aplicagao, com uma taxa de juros trimestral de 20%,
o investidor retirou 10368. Entao o montante inicial foi 4000.

@ Se no primeiro més a taxa de juros foi r; e no segundo més foi 7o, entao
a taxa de juros nos dois meses foi r| + 7.

@ Se a taxa de juros mensal é r , ela é equivalente a uma taxa de juros
anual de <1 + 16—0> v 1.

Exercicio 11 (ANPEC 2013, Questao 11)
Suponha que as medidas adotadas pelo governo geraram uma dinamica para

a inflacao m; e taxa de juros r; mensal que obedece a seguinte equacgao:
i1 0,9 —0,1 b 0,005
e b= :
T4l 0,8 0,2 —0,008

Julgue as seguintes afirmagoes:
@ O estado estacionario para a inflacao ¢ 3% ao més, mas ele é instavel.

T

=A +b em que A =

Tt

@ O estado estacionario para a taxa de juros ¢ 2% ao més e ele é estavel.

@ Dependendo das condig¢oes iniciais, este processo pode gerar hiperinfla-
¢ao (inflagao acima de 50% ao meés) e taxas de juros acima de 30% ao
meés, no longo prazo.

@ Existe um estado estacionario estavel com inflacao e taxa de juros zero.

@ A equacao em diferencas de segunda ordem que resulta do sistema acima
para a inflagao é my o — 1, 1y + 0,267 — 0,0048 = 0.

Exercicio 12 (ANPEC 2003, Questao 11)

Um investidor aplica $1.000,00 em um fundo de investimento. Assinale V

(Verdadeiro) ou (F) Falso:

@ Num regime de capitalizacao simples, a taxa de 1% a.m. essa quantia
vai triplicar depois de 300 meses.

@ Num regime de capitalizacao composta, a taxa de 10% a.m., essa quan-
tia vai dobrar depois de apenas 10 meses.

@ Num regime de capitalizagao continua, a taxa de 2% a.m., essa quantia

vai triplicar em cerca de 55 meses (dado que In3 = 1,1).
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Exercicio 13 (ANPEC 2002, Questao 10)

Assinale V (verdadeiro) ou F (falso):

@ Um investidor aplica mensalmente 1000 unidades monetarias em um
fundo de investimento que remunera as aplicagoes a taxa de juros (com-
postos) de 2% a.m.. Se o investidor fizer 3 aplicagoes, o montante no
instante do ultimo depodsito serda 3120 unidades monetéarias.

@ O valor presente, em t = 0, de um fluxo de pagamentos iguais a 50
nos periodos t = 1,3,5,... e —60 nos periodos t = 2,4,6, ... é sempre
positivo se a taxa de juros (compostos), supostamente constante, for
superior a 20%.

@ Se0 < a < b<1,entdo asérie a+b+a*+b*+a>+b3+... & convergente.

(o]
’ . 2 2z
@ A série ) 2= é convergente para todo a > 1.
n=1 “

@ A série 21 (k’%)n é divergente.
Exercicio 14 (ANPEC 2001, Questao 09)

Uma loja vende um produto cujo preco, para pagamento a vista, ¢ R$90.
No caso de pagamento em duas parcelas, o preco torna-se R$100, divididos
em R$50 no momento da compra mais outros R$50 apés um meés. Calcule
a taxa mensal R de juros implicita no financiamento em duas parcelas, e
assinale V (verdadeiro) ou F (falso):

@ A taxa implicita de financiamento é de 10% ao més;

@ Se o pagamento fosse em uma tnica parcela de valor X efetuada um més
ap6s a compra, entao para se manter a mesma taxa R de financiamento,
esse pagamento tnico teria um valor X >R$110 ;

@ Se o pagamento fosse em trés parcelas, sendo a primeira de R$18 efe-
tuada no momento da compra, e as outras duas com o mesmo valor Y,
com vencimentos apés um meés e apos dois meses, entao para se manter
a mesma taxa R de financiamento, ter-se-ia Y >R$52;

@ Se o pagamento fosse em trés parcelas iguais de valor Z, sendo a pri-

meira no momento da compra, e as outras duas com vencimentos apos
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um meés e apos dois meses, entao para se manter a mesma taxa R de
financiamento, ter-se-ia Z <R$38;

@ Se o pagamento fosse em uma série infinita de parcelas iguais com valor
W, sendo a primeira no momento da compra, e as outras em cada
més futuro, entao para se manter a mesma taxa R de financiamento,
ter-se-ia W =R$18.

Exercicio 15 (ANPEC 2000, Questao 6)

Sendo 7 a taxa de juros periddica (p.p.) que quintuplica o capital inicial C,,

assinale V (verdadeiro) ou F (falso).

@ Se o prazo de aplicagao é de 10 periodos e os juros sao simples, entao
7 = 40%;

@ Se o prazo de aplicagao é de 10 periodos e os juros sao compostos, entao
= (5)1 — 1

@ Se o prazo de aplicacao é de 10 periodos e a capitalizacao é continua,
com taxa instantanea de juros constante, entao 7 = In 5;

@ Se o prazo de aplicagao ¢ de 10 anos, os juros sao compostos e a capi-
talizacao é semestral entao, 7 pode ser determinado mediante resolucao
da equagao 5 = In(1 + 7)20.

Exercicio 16 (ANPEC 1999, Questao 8)

Tem-se uma curva de demanda de elasticidade constante,
qp® = 800

onde ¢ e p sao variaveis nao-negativas e tém os significados usuais. Se a
oferta é fixa em 100 unidades e a elasticidade da demanda é —1,5, qual é o
preco de equilibrio de mercado?

Exercicio 17 (ANPEC 1999, Questao 9)

Tem-se a seguinte funcao de producao

z= flo,y,w) = 2% + z(w — y) + wy.
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Em um ponto em que as Produtividades Marginais de = e de y sao 3 e 1
respectivamente, qual deve ser a quantidade de w para que a produgao total
seja 47
Exercicio 18 (ANPEC 1999, Questao 12)
Verdadeiro ou falso
@ Em relacao a modelos matematicos: parametros sao constantes genéri-
cas e variaveis exégenas nao sao determinadas pelo modelo.
@ O logaritmo de a na base b é o reciproco do logaritmo de b na base a.
@ O regime de capitalizacao continua é um caso limite do regime de ca-
pitalizacao simples quando o periodo de capitalizacao tende para zero.
(3) Se f: R — R ¢ derivavel em = = z entdo | f(z)| é derivavel em x = x
desde que f(xg) exista.
Exercicio 19 (ANPEC 1998, Questao 11)
A quantidade demandada de certo produto, por unidade de tempo, segue
padrao linear (em termos do prego), reduz-se a zero quando o prego é maior
ou igual a 10 e decresce duas unidades para cada unidade monetéria de
aumento de preco. A quantidade ofertada por unidade de tempo reduz-se
a zero quando o preco é menor ou igual a 2 e é proporcional ao quadrado
do preco quando este assume valores maiores que 2. Determine o valor das
compras do produto na situagao de equilibrio.
Exercicio 20 (ANPEC 1997, Questao 1)
Seja R o conjunto dos numeros reais. Classifique como verdadeira ou falsa
as afirmacoes a seguir:
@ A unido de dois intervalos abertos de & é sempre um intervalo aberto
de R.
@ O conjunto dos nimeros irracionais entre 0 e 1 constitui um intervalo
aberto de R.
@ f: R — R é uma fungao continua em x = z desde que f(xq) exista.
@ O logaritmo de a na base b é o reciproco do logaritmo de b na base a,

para a, b niimero reais positivos.
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Solucao

@ Verdadeiro.

@ Verdadeiro.
Exercicio 21 (ANPEC 1994, Questao 15)
Ache a raiz caracteristica de maior valor positivo da matriz simétrica pro-
veniente da forma quadrética, —z3 — 6zox3 + 73 + 923
Exercicio 22 (ANPEC 1993, Questao 01)
Seja A um conjunto qualquer. Indique as afirmativas verdadeiras e as falsas:
@ Um ponto de acumulagao de A é sempre um ponto de A.
@ Um ponto aderente de A é sempre um ponto interior de A.
@ Um ponto aderente é necessariamente um ponto de fronteira.
@ O conjunto A é aberto se contém todos os seus pontos aderentes.
@ O conjunto A é fechado se contém todos os seus pontos de acumulagao.
Exercicio 23 (ANPEC 1992, Questao 1)
Indique as afirmativas verdadeira ou falsas:
@ O conjunto do ntmero irracionais entre 0 e 1 constitui um intervalo
aberto de R.
@ A uniao de dois intervalos abertos é sempre um intervalo aberto.
@ A diferenga entre dois conjuntos A e B, sendo A um intervalo aberto e
B um intervalo fechado, pode ser um intervalo aberto.
@ A intersecao nao vazia de intervalos abertos é sempre um intervalo
aberto.
@ A uniao de dois intervalos fechados disjuntos nunca constitui um inter-
valo fechado.
Exercicio 24 (ANPEC 1991, Questao 1)
Indique se as afirmativas abaixo sao verdadeiras ou falsas:
@ O conjunto de pontos num segmento é numeravel.

@ O conjunto de ntimeros reais num intervalo fechado é finito.
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@ Entre dois niimeros racionais sempre existem ndimeros irracionais.
@ Os conjuntos infinitos nao sao enumeraveis.
@ A hipotenusa de um tridngulo com catetos iguais a 1 (um) é um ntmero

irracional.
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