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REsuMO. Estas notas de aula sdo relativas a primeira metade do curso de Anélise 11 da
Escola de Pds-Graduacdo em Economia da Fundagdo Getilio Vargas (EPGE-FGV). Elas
seguem [7] de perto, acrescidas de algumas demonstragoes. O estilo é o mesmo de [6].
H& varios outros livros excelentes cobrindo o mesmo material, e alguns sao listados na
bibliografia.
Os tépicos a serem discutidos sao
e Espacos Métricos
definicao
conjuntos limitados, abertos e fechados
sequéncias; sequéncias de Cauchy
espago completo, separavel e compacto
e Espacos Vetoriais Normados
Euclidiano; Banach e Hilbert
exemplos
e Fungoes Continuas
propriedades
homeomorfismos
continuidade uniforme; contragao
e Teorema da Contracao e Aplicagoes
existéncia de solugao de EDO
método de Bellman
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CAPIiTULO 1
Espacos Métricos

[ Neste capitulo introduzimos a nog¢ao de espagos métricos e discutimos algumas de suas
propriedades.

1.1. Definicao e Exemplos

Um espagco métrico é um conjunto M munido de uma métrica (também chamada de
distancia), que nada mais é do que uma funcdo d : M x M — R tal que para todo x, y,
zec M,

(1) d(x,x) =0
(2) d(x,y) > 0sex #y
(3) d(x,y) = d(y,x) (simetria)
(4) d(x,z) < d(x,y) +d(y,z) (desigualdade triangular)

Note que nao ha necessidade de M possuir “operacoes” entre seus elementos ou multi-

plicacao por escalar. Seguem abaixo alguns exemplos de espagos métricos.

ExeEMPLO 1.1. Dado um conjunto arbitrario M, o exemplo mais simples de distancia é
dada pela métrica discreta ou zero-um, onde

0 sex=y,
1.1.1 d =
(11.1) (x.) {1 oy

EXEMPLO 1.2. Se M é um espac¢o métrico com a métrica d(-,-), entdo qualquer subcon-
junto M’ C M é um espaco métrico com a mesma métrica.

EXEMPLO 1.3. O conjunto dos reais R munido da distancia d(z,y) = |x —y| é um espago
métrico. Entao [0,1) e [0,1) U {3} munidos da mesma medida também sao espagos métricos

EXEMPLO 1.4. Se M é espago métrico com a métrica d(-,-), entdo para todo nimero
a > 0 temos que ad(-, ) também é um métrica.

ExeEMPLO 1.5. Dados dois espagos métricos M e M’ com métricas dadas por dy(-,-) e
dy(+,+), entao M x M’ é um espago métrico com qualquer uma das distancias abaixo:

di(x,y) = dy(z,y) +dar(2y),  dao(xy) = VIdu(z,y)]* + [due (&, )],
dOO(X7 y) = maX{dM<x7 y)? dM/ (xl7 yl>}’

onde x = (z,2') ey = (y,y) € M x M'. A generaliza¢ao para um produto cartesiano finito
de espacos métricos ¢ imediata. Note que R" =R X R x --- X R é um caso particular deste
exemplo.

(1.1.2)

1Ultima Atualizacao: 03/05/2018



2 1. ESPACOS METRICOS
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FI1GURA 1. Bolas unitarias nas normas || - ||, || - |l2 ¢ || - ||co-

1.1.1. Espacgo vetoriais normados. Um espago vetorial é um conjunto cujos elemen-
tos sao denominados vetores, onde as operacoes de soma de vetores e multiplicacao por um
escalar sao bem-definidas. Uma norma ¢ um caso particular de métrica. O exemplo mais
comum de espago vetorial é o R".

ExEMPLO 1.6. O R"™ é um espago métrico com a distancia euclidiana d(x,y) = [|[x —y]||2,
onde

Quando p > 1, podemos definir

(1.1.3)

e a norma euclidiana acima é um exemplo particular para p = 2.
Casos particulares importantes além de p = 2 sdao p = 1 e p = oo (OK, este nao é um
caso particular, mas pode ser obtido fazendo-se p — o0):

n
|x|l1 = Z |z;| (norma de Manhattan ou do taxista),
i=1

Ix[|oc = max{|z;| : i =1,...,n} (norma infinito, ou do sup, ou do méximo)
Ver Figura [l

O Exemplo é um caso particular de espaco vetorial normado. Relembramos aqui as
definigoes pertinentes [6, Segao 2.2].

DEFINICAO 1.1.1. Um espaco vetorial V' sobre os reais € um conjunto cujos elementos
chamamos de vetores, com duas operagoes bindrias, soma vetorial e multiplicacao por escalar
tais que

(1) x+y =y +X, para todo x,y € V

(2) (x+y)+z=y+ (x+2), para todo x,y,z €V

(3) Existe um elemento 0 € V' tal que 0 + x = x, para todo x € V
(4) Para todo x € V, existe um elementoy € V tal que y +x =0
(5) 1x = x, para todo x € V
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(6) (a«+ B)x = ax + fx, para todo o, § € R e para todo x € V
(7) a(px) = (af)x, para todo o, 5 € R e para todo x € V
(8) a(x+y) =ax+ ay, para todo o € R e para todo x,y € V

A definicao de norma sobre V' segue abaixo.

DEFINIGAO 1.1.2. Dado um espago vetorial V, uma norma € uma funcio de V em R,
denotada por x — ||x]|, e tal que

(1) [|[x +yl| < ||x|| + ||yl para todo x, y € V' (desigualdade triangular)
(2) |lax|| = |a|||x]|| para todo x € V', e para todo o € R
(3) ||x]| > 0 para todo x € V tal que x # 0

Dizemos que V' ¢é normado se possui uma norma || - ||y a ele associada.

EXEMPLO 1.7. Seja V' espago vetorial normado com norma || - [|y. Entao V' é espago
métrico com a distancia d(x,y) = |[|x — y|lv. A propriedade mais dificil a ser checada é a
desigualdade triangular. No caso, dados x, y, z € V temos

d(x,2) =[x —zl| < [[x = yll + |y — zl| = d(x,y) +d(y,2).

Consideramos abaixo dois espagos de fungoes. Note a semelhanga das normas || - ||« €
|| - [[1 com as respectivas normas do R™.

EXEMPLO 1.8. Seja X um conjunto nao vazio, e F(X) 0 espago das fungoes f: X — R
limitadas, isto é, se f € Fo(X), entdo existe ¢; € R tal que |f(x)| < ¢; para todo z € X.
Entao F(X) é espago vetorial e normado com

[flloe.x = sup{[f(2)] : € X}.

De forma andloga, seja I um intervalo nao vazio da reta, e F(I) o espaco das fungoes
continuas f : I — R tal que |f| seja integravel. Entao

Il = / (@) d

define uma normafi.
ExEMPLO 1.9. Considere o espago [*° das sequéncias em R limitadas, e a norma
(k) kenloo = sup{|zi| : k € N}.
Sendo uma norma, || - || induz a distancia
d((zk)ken, (Yk)ken) = sup{|z — yi| + k € N}

para todas sequéncias (Zx)ken, (Yi)ken € 1.

2Note que || ||1 ndo define uma norma num espago que admita fungoes descontinuas. Uma funcao f que
seja igual a zero em I a menos de finitos pontos tem integral zero sem ser identicamente nula, e portanto
Il = 0 mas f # 0. Esta “dificuldade” é contornada identificando-se fungoes que sejam diferentes apenas
em conjuntos de medida nula.



4 1. ESPACOS METRICOS

ExeEmMpPLO 1.10. Dado p > 1 considere o espago [P das sequéncias (xy)gen tais que

[oe)
Z |z |P < oo,
k=1

isto ¢, a série converge. Podemos entao introduzir a norma ||(zx)kenllp = /D pey |Tk[P-

ExeEmMpLO 1.11. Note que se (zp)reny € [P, para p < oo, entdo zp — 0. Isto im-
plica em particular que as sequéncias constantes nao nulas nao estao em [P, em particular,
(1,1,1,...) ¢ IP. Entretanto (1,1,1,...) € [®, e [P C [, isto é, toda sequéncia em [P estd
em [*°.

EXEMPLO 1.12. E quanto a [P C [97 Isto é verdade desde que 1 < p < g < oo. Considere

por exemplo, p =1 e ¢ = 2. Veja que a sequéncia (1/7);en € [* pois

[e.e]

> <o

=17
mas ) °, 1/j nao converge e portanto (1/j)jen ¢ I'. Logo I* ¢ I'. Para ver que
1<p<g<o0 = PCl?
basta considerar 1 < p < ¢ < oo, pois [P C [* foi discutido no Exemplo [LTIl Seja entao
(xj)jen € [P. Entao ¢ limitada pois x; — 0; seja ¢ tal que |z;|7P < ¢ (isto sé é possivel
porque p < q). Note que, para todo J € N,
J J J 0

D w1 =Pl < e P < e faglP = ell (%) jenl B

Jj=1 Jj=1 Jj=1 j=1
Portanto a sequéncia das somas parciais é monotona crescente e limitada superiormente;
entdo converge e (z;);en € 1%

Uma importante no¢ao matematica quando se trabalha em espacos vetoriais é a de pro-
dutos internos.

DEFINICAO 1.1.3. Seja V' espaco vetorial sobre os reais. Um produto interno € uma
funcao de V xV — R, denotado por x,y — x -y e tal que

(1) x-x >0 para todo x € V com x # 0

(2) x-y =y X para todo x, y € V

(3) (ax) -y = a(x-y) para todo o € R e todo x, y € V
(4) (x+y)-z=x-z2+4+Yy- -z para todo x,y,z€V

Note que da definicao acima concluimos imediatamente que para todo x € V/,
0-x=(00)-x=0(0-x)=0.

ExeMpPLO 1.13. Considere o espago vetorial das fungdes continuas em [0, 1]. Entdo a
operacao dada pela integral de Riemann

fog= / f(2)g(x) de

define um produto interno deste espaco.
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O resultado abaixo é importante pois mostra que todo produto interno induz uma norma.

TEOREMA 1.1.4. Seja V' um espaco vetorial com produto interno. Entdo
x|l = vx-x
define uma norma em V. Além disto, vale a identidade do paralelograma
I + ¥ 3+ l1x = ¥l = 2(IxI5 + Iy[l})  para todo x,y € V,
e vale a desigualdade de Cauchy—Schwartz
(1.1.4) Ix-y| < [Ix]||ly]l para todo x,y € V.

DEMONSTRACAO. Como o produto interno garante que sempre teremos x-x > 0, entao a
operagao acima estd bem definida. Mostraremos primeiro (LT4). Sejaz = x—(x-y)y/|ly|*
Entao

_ Xy _
Z~y—x-y—Wy~y—0,
X-y
X-y.
yl?

0<|z|P=2z-2=2-x=x-x—

Logo
(x-y)* < IxIPllyll*,

e (LI4) vale.

Para mostrar a propriedade (1) da defini¢do de norma, note que
Ix+y[? = (x+y)- (x+y) =x-x+2x-y+y-y < [[x|>+2[x[l[ly [+ Iy]* = ([l +y])*

e assim temos (1). As propriedade (2) e (3) seguem-se imediatamente da definigdo e das
propriedades do produto interno. A identidade do paralelograma segue-se das propriedades
de produto interno. 0

OBSERVAGAO. Note pela demonstracao acima que a igualdade |x - y| = ||x||||y|| vale se
e somente se X = ay para algum « € R.

ExEMPLO 1.14. No R", o produto interno canoénico é dado por

Xy= Z LilYi-
i=1

De forma similar, em [? temos o produto interno

(1.1.5) ())jen - (Uj)jen = Y _ withi.

i=1

Enquanto o produto interno canonico em R™ estd claramente bem-definido para todo x,
y € R™ o0 mesmo nao é claro em (LI.H]), i.e., temos que provar que a série a direita converge

sempre que (z;)jen, (y;)jen € 12
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ExeEMPLO 1.15. Considere o conjunto as funcgoes sin27wkx, para k € N. Entao para
i # j temos que sin2miz e sin2mjxr sdo ortogonais em relagdo ao produto interno (vide

Exemplo [L.T3))
1
fra=2 [ f@gle)ds
0
pois
1 sei=j,
0 sei#j.

Além disto, temos que estas fungdes tém norma unitaria (na norma induzida pelo produto
interno acima). Logo elas pertencem a esfera de raio um, a ser definida na Segao

1
2/ sin 2miz sin 2rjx de = 0, ; = {
0

1.2. Conjuntos abertos, fechados em espagos métricos

Para definirmos o que é um conjunto aberto num espaco métrico, necessitamos das cha-
madas bolas. Dado um espago métrico M munido da distancia d(-,-), e x € M, dizemos que
a bola aberta de raio r e centro x é dada por

B.(x)={y € M: d(x,y) <r}.

De forma similar, chamamos de bola fechada de raio r e centro x, e de esfera de raio r e
centro X os conjuntos

{y e M: dx,y) <r}, {y e M: d(x,y) =r}.

ExeEMPLO 1.16. Considere os espagos métricos M = R e M’ = [0,1) munidos da métrica

induzida pelo valor absoluto | - |. Entdo, dado € > 0, temos B.(0) = (—¢,¢) em M, e
B.(0) = [0,¢) em M’. Portanto, as bolas dependem do espago M nos quais elas estao
inseridas.

EXEMPLO 1.17. Considere o espago de fungoes F(R) definido no Exemplo [[.§, com a
métrica induzida pela norma || f||or = sup{|f(z)| : * € R}. Logo, dado f € Fx(R) ee >0
temos que se g € B.(f) entao a funcao g é tal que

sup{|f(z) — g(z)| : v € R} < e.

Graficamente, g pertence a “vizinhanca tubular” de tamanho € > 0 em torno de f, como
indicado na Figura 2l

Podemos agora definir conjuntos abertos em M.

DEFINIGAO 1.2.1. Um conjunto A C M € aberto em M se para todo x € A existe
e > 0 tal que B.(x) C A. Em geral chamaremos conjuntos abertos simplesmente de abertos
quando o espaco M ao qual nos referirmos for claro.

EXEMPLO 1.18. ) € M é aberto por “vacuidade”. Além disto, M é aberto em M (ver
Exercicio [L.g)).

ExXEMPLO 1.19. Seja A =[0,1). Entao A nao é aberto em R mas é aberto em [0, 1).
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flx)+e
f(@)

(x) — €

F1GURA 2. Vizinhanga tubular de raio € em torno da fungao f.

OBSERVAGAO. Note que a defini¢ao [L21] de abertos coincide com a defini¢ao usada em
R™, a distancia sendo dada pela norma euclidiana [6]. E importante ressaltar que a escolha
de norma nao implica em nenhuma “escolha de topologia”, pois em espacos de dimensao
finita, todas as normas sao equivalentes, i.e., se ||| -||| define uma norma em R™, entao existem
contantes positivas ¢ e C' dependendo apenas de n (dimensao do espago) tais que

(1.2.1) clllxll < [lx[l < Cli]l
para todo x € R". Isto implica em que um aberto numa norma serd aberto em outra (ver
Exercicio [L7).
LEMA 1.2.2. Duas propriedades fundamentais de conjuntos abertos sao
(1) A unido arbitraria de abertos é aberta.

(2) A intersegao finita de abertos é aberta.

DEMONSTRAGAO. Para mostrar (1), seja A um conjunto de indices, e {G, : A € A} uma
familia arbitraria de abertos, e seja
G = UxeaGa
e x € G. Entao x € G, para algum Ay € A. Como G, é aberto, entao existe ¢ > 0 tal que
B.(x) C G,,. Logo
B (x) C UneaGr =G
e entao G é aberto.

Para mostrar (2), sejam Gy, --- , G}, abertos e G = N*_,G;. Seja x € G. Logo x € G,
para todo i € N. Como G; é aberto, seja ¢; > 0 tal que B, (x) C G;. Definindo ¢ =
min{ey, -+, €}, temos € >0 e B(x) CG1N---NGr=G. Logo G é aberto. O

OBSERVACAO. O Lema [LZ2 prova em particular que todo espaco métrico é um espago
topoldgico (ver Exercicio [[LTT]). A defini¢do de um expago topolégico é a seguinte. Seja X
um conjunto. Uma topologia para X é uma colecao 7 de subconjuntos de X tal que

1) 0, XeT

(2) Unides arbitrarias de conjuntos de 7 pertencem a T
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(3) Intersegoes finitas de conjuntos de T pertencem a T
Os elementos de T sao chamados de conjuntos abertos de X, e chamamos (X, 7) de espago
topologico.

EXEMPLO 1.20. A intersecao infinita de abertos pode nao ser aberta. Por exemplo
Njen(—1/7,1/7) = {0}. Ver [6, Exemplo 2.24].
O resultado abaixo relaciona abertos relativos de subconjuntos.

LEMA 1.2.3. Seja (M, d) espago métrico e M’ C M espago métrico com a métrica induzida
por d. Entao G' C M’ é aberto em M’ se e somente se existe aberto G C M tal que
G'=GnM.

DEMONSTRAGAO. (=) Seja G’ C M’ aberto em M’. Entdo para todo x € G’ existe
ex >0 tal que B (x) ={y' € M':d(x',y’) < ex} € G'. Seja

G = Uygeq Be (X) = Uxear{y € M 1 d(X,y') < &}
Entao G é aberto em M pois é uniao de abertos, e G C M’ N G. Mas por construcao,
B, (x) N M' C G’ para todo x € G'. Portanto, G' = M' N G.

(<) Se G' = GN M, onde G é aberto em M, entao para todo x € G’ existe € > 0 tal

que B.(x) C G. Mas B/(x) = B.(x) N M’ e portanto
Bl(x)=B(x)NM' CGNnM =G
0

Um outro importante conceito é o de conjuntos fechados, e temos a seguinte definicao.

DEFINIGAO 1.2.4. Um conjunto F' C M ¢ fechado em M se seu complemento
CF)=M\F={xeM:x¢F}
é aberto.

Para mostrar que um conjunto GG é aberto em M, basta mostrar que para todo x € GG
existe € > 0 tal que B.(x) C G. Para mostrar que F' é fechado, basta mostrar que para todo
x ¢ F existe € > 0 tal que B.(x) N F = (). Note que para mostrar que um determinado
conjunto é aberto (fechado), ndo basta mostrar que seu complemento nao é fechado (aberto),
pois ha conjuntos que nao sao nem abertos nem fechados.

EXEMPLO 1.21. Os conjuntos M e () sao fechados em M, pois seus complementares
C(0) = M e C(M) = 0 sao abertos em M.

ExeEmMpPLO 1.22. Para M = (—2,—1) U (1,2) com a métrica induzida pelo valor absoluto
|-], temos que tanto (—2, —1) como (1,2) sao abertos. E cada um destes intervalos é também
fechado, pois seus complementares sao abertos.

EXEMPLO 1.23. Para todo x € R™ e r > 0, as esferas e as bolas fechadas de centro x e
raio r sao conjuntos fechados em R".
COROLARIO 1.2.5. Como consequéncia do Lema [[.2.2] temos:

(1) A intersegao arbitraria de fechados é fechada.
(2) A unido finita de fechados é fechada.
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DEMONSTRAGAO. Utilizamos nas duas demonstragoes a regra de De Morgam [6l, Apéndice
B].

(1) Seja {Fy : A € A} uma colegao de fechados em R", e seja F' = NyeaF)\. Entao
C(F) = Uyea C(F)) ¢ uma unido de abertos. Logo C(F') é aberto e, por defini¢ao, F
¢ fechado.

(2) Se Fi,..., F, sao fechadosem R" e F' = F1U- - -UF,,, entao C(F) = C(F1)N- - -NC(F},).
Como a intersegao finita de abertos é aberta, e C(F;) sdo abertos, entdao C(F') é
aberto. Logo F' é fechado.

O

1.2.1. Outras caracterizagoes de conjuntos abertos e fechados. Outras nogoes
que podem ser uteis quando precisamos caracterizar conjuntos abertos ou fechados véem a
seguir.

DEFINICAO 1.2.6. Seja M espaco métrico e X C M. Dado x € M, dizemos que

(1) wma vizinhanga aberta de x € um conjunto aberto em M que contenha X.

(2) x € ponto interior de X se existe uma vizinhanga aberta de x contida em X. O
congunto de pontos interiores € chamado de interior de X e denotado por int(X)
ou X.

(8) x é ponto de fronteira de X se toda vizinhanga aberta de x contém ponto de X e
do complementar C(X) = M — X. O conjunto de pontos de fronteira é chamado de
fronteira de X e denotado por 0X.

(4) x € ponto exterior de X se existe uma vizinhan¢a aberta de x contida em C(X).

(5) x € ponto de aderéncia de X se para todo € > 0 tem-se B.(x) N X # (. O conjunto
de pontos de aderéncia é chamado de fecho de X e denotado por X.

Note que segue-se das definigbes acima que
(1.2.2) X =int (X)UdX.

Seja X conjunto contido num espago métrico M. Se o conjunto {d(x,y): x,y € X} for
limitado superiormente entao dizemos que X ¢é limitado e definimos

diam X = sup{d(x,y): x,y € X}.
Finalmente, dizemos que X C M é denso em M se X = M.

LEMA 1.2.7. Seja M espago métrico e G C M. As afirmativas abaixo sao equivalentes.

(1) G é aberto.
(2) Todo ponto de G é ponto interior.
(3) G nao contém nenhum de seus pontos de fronteira.

DEMONSTRAGAO. ((1) = (2)) Supondo (1), seja x € G. Como por hipétese G ¢ aberto,
temos que G ¢ vizinhanca aberta de x. Logo x é ponto interior de G. Como x é arbitrario,
obtemos (2).

((2) = (3)) Se todo ponto de G ¢ interior, entao nenhum de seus pontos ¢ de fronteira.

((3) = (1)) Suponha que G nao contenha nenhum de seus pontos de fronteira. Se G
é vazio, entao é aberto. Suponha entao que G seja nao vazio. Seja x € G. Como G nao
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contém pontos de fronteira, logo x é ponto interior e existe vizinhanca aberta U de x tal que
U C G. Logo G é aberto. 0J

COROLARIO 1.2.8. Seja ' C M. Entao as afirmativas abaixo sao equivalentes.

(1) F é fechado
(2) F contém todos os seus pontos de fronteira
3) X=X

Finalmente concluimos esta secao com o conceito de ponto de acumulagcao.

DEFINICAO 1.2.9. Seja M um espagco métrico. Um ponto x € M é um ponto de acu-
mulagao de X C M se toda vizinhanca aberta de x contém pelo menos um ponto de X
diferente de x. Denotamos por X' o conjunto de pontos de acumulacado.

Uma caracterizacao 1til de fechados utiliza o conceito de pontos de acumulacao, como o
resultado a seguir indica.

TEOREMA 1.2.10. Seja M um espagco métrico. Um subconjunto de M € fechado se e
somente se contém todos os seus pontos de acumulagdo (isto €, se X' C X ).

DEMONSTRAGAO. (=) (Por contradigao) Seja F' um fechado em M, e x ponto de acu-
mulacao de F'. Temos que mostrar que x € F. De fato, se x ¢ F, entao x € C(F). Mas
como C(F) é aberto, entao existe € > 0 tal que B.(x) C C(F). Logo B.(x) N F = e x ndo
¢é ponto de acumulagao de F', uma contradicao. Portanto x € F.

(<) Supomos agora que F' contém todos os seus pontos de acumulagao. Considere entao
um ponto y € C(F'). Entao y nao é ponto de acumulagao de F, e portanto existe € > 0 tal
que B.(y) C C(F). Logo C(F) é aberto, e concluimos que F é fechado. O

1.3. Sequéncias

1.3.1. Definicao e resultados preliminares. Uma sequéncia num espaco métrico M
é uma funcao de N em M. Portanto X : N — M indica uma sequéncia, que escrevemos
também como (X )ken, ou ainda (x1,Xz, X3, ...). Para indicar o k-ésimo valor da sequéncia
escrevemos simplesmente xy.

DEFINIGAO 1.3.1. Dizemos que x € M ¢ limite de uma sequéncia (Xx)ren, e para toda
vizinhanc¢a aberta U de x existir K* € N tal que x; € U para todo k > K*. FEscrevemos
neste caso que X, — X, ou que X = lim Xy, ou ainda

x = lim xy.
k—o0

De forma equivalente, x, — x se para todo € > 0, existe K* € N tal que x;, € B.(x) para
todo k > K*.

Se uma sequéncia tem limite em M, dizemos que ela converge ou que € convergente, e se
nao tem limite em M dizemos que ela nao converge ou que € divergente.

EXEMPLO 1.24. Seja M = F(]0,1/2]), e considere a sequéncia de fungoes (f,,)nen onde
fn(z) = 2. Entao f, converge para a fungao identicamente nula, que denotamos por 0, nas
normas || - |l € || - ||1. De fato,

|| fn = Olloo,j0,1/2) = sup{a™ : © € [0,1/2]} =1/2",
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e portanto, dado € > 0 temos que para N* € N tal que 2V > 1/,

n>N" = ||f,—0llopiz =1/2" <1/2V <e.
De forma analoga,

1/2 1
o = Oll1, 0,172 = /0 a"dr = CES
e portanto, dado € > 0 temos que para N* € N tal que (N* + 1)2V+1 > 1 /e,
1 1

(n 1 1)z~ (N* + 12+

n>N" — ||fn_0||1,[0,1/2] = < €.

ExEMPLO 1.25. Considere agora M o espago das fungoes continuas, denotado por CO([O, 1])
(note a semelhanga com o espago do Exemplo [[24)), e a sequéncia de fungoes g, : [0,1] = R
dada por g(z) = 2™. Neste caso, ||gn — 0||sc,01] = 1 para todo n € N (por qué?), e portanto
Jn 7> 0 na norma infinito. Mas g, — 0 na norma um. Isto pode ser mostrado usando-se que

1

1
n—0 = | 2dr=———.
o = 0o = | T

Logo, é possivel que uma sequéncia seja convergente em uma norma, € nao o seja em outra.

DEFINICAO 1.3.2. Seja X um conjunto qualquer ndo vazio, e considere a sequéncia
de funcgoes definida por f; : X — R"™ para i € N. Dizemos entio que (f;)ien converge
uniformemente para f: X — R™ se a sequéncia de valores || f; — f|lcox — 0. Note que para
a convergéncia uniforme ocorrer, nao € preciso que f; ou f sejam limitadas, somente que
fi — [ o seja para todo 1.

Dizemos que f; converge pontualmente para [ se ||f;(x) — f(X)||[gre — 0 para todo x € X.
Note que convergéncia uniforme implica na convergéncia pontual, mas a reciproca nao vale,
como no caso do Exemplo [1.23.

Talvez a segunda pergunta mais natural em relacao aos limites de sequéncias é quanto
a unicidade destes, quando existirem. A resposta é afirmativa, como mostra o resultado
abaixo.

TEOREMA 1.3.3 (Unicidade de limite). Uma sequéncia pode ter no mdzimo um limite.

DEMONSTRAGAO. Considere que (xj)reny ¢ uma sequéncia tal que x; — x e X, — X/,
com x # xX'. Sejam € = d(x,x')/2 > 0, e sejam K* e K’ € N tais que d(xx,x) < € para todo
k> K* e dxy,x') < € para todo k > K'. Logo, se k > max{K*, K'}, entao

d(x,x') < d(x,xi) + d(xg, X') < 2e = d(x,X).

Como um nimero nao pode ser estritamente menor que ele mesmo, temos uma contradicao.
Portanto x = x’ e o limite é tnico. O

Uma outra nocao importante é o de limitacao de uma sequéncia. Neste caso, mesmo
quando a sequéncia nao converge, podemos conseguir alguns resultados parciais, como vere-
Mos Mmais a seguir.

DEFINIGAO 1.3.4. Dizemos que uma sequéncia (X)gen € limitada quando o conjunto

S ={xy : k € N} € limitado.
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Um primeiro resultado intuitivo é que toda sequéncia convergente é limitada. De fato,
¢é razoavel pensar que se a sequéncia converge, ela nao pode ter elementos arbitrariamente
grandes em norma.

TEOREMA 1.3.5. Toda sequéncia convergente é limitada.

DEMONSTRAGAO. Seja (Xx)ren Sequéncia convergente e seja x seu limite. Seja € = 1.
Como (Xy)gen converge, existe K* tal que d(x,xy) < 1 para todo k > K*.
Falta agora limitar os K* primeiros termos da sequéncia. Seja

C' = 2max{d(x,x1),d(X,X2),d(x,X3),...,d(X,Xg+_1),1}.
e entao d(x,x;) < C/2 para todo i € N. Logo, usando a desigualdade triangular temos
d(x;, %) < d(x;,x) +d(x,x;) < C para todo i,k € N.
Portanto S = {xj : k € N} ¢ limitado. O
1.3.2. Subsequéncias. Seja (x;) sequéncia em M, espago métrico, e
ki <ko<hksg<---<kj<...

sequéncia de nimeros naturais. Entao dizemos que (Xg,)jen € uma subsequéncia de (Xp)gen.

Um primeiro resultado relacionado com subsequéncias nos diz que se uma sequéencia
converge para um determinado limite, entao todas as subsequéncias convergem e tém o
mesmo limite.

LEMA 1.3.6. Se uma sequéncia (Xj)gen converge para X, entao todas as subsequéncias
de (xg)ren S80 convergentes e tém o mesmo limite x.

DEMONSTRAGAO. Seja (Xi)ren sequéncia convergente, e seja x = limg_,o, X;. Dado
e > 0, seja K* tal que

(1.3.1) d(x,xy) < e paratodo k > K*.

Seja (X, )jen subsequéncia de (X )ren. Como k; > j para todo j € N, entao j > K* implica
em k; > K* e portanto
d(X7 ij) <€,

por (L3J). Logo (x,);en converge para X. O

1.3.3. Sequéncias de Cauchy. Um conceito importante tratando-se de sequéncias é
o de sequéncias de Cauchy. Formalmente, dizemos que uma sequéncia (xx)ren € de Cauchy
se para todo ¢ > 0 existe K* € N tal que

d(Xg, X)) < € para todo k,m > K™.
O lema a seguir mostra que toda sequéncia convergente é de Cauchy.
LEMA 1.3.7. Toda sequéncia convergente é de Cauchy.

DEMONSTRAGAO. Seja (Xj)ren sequéncia convergente, e x o seu limite. Entao, dado
e > 0, existe K* € N tal que d(x,x;) < €/2 para todo k > K*. Portanto,

d(Xp, Xpm) < d(Xp,Xx) + d(x,%,,) <€ sek,m> K"

Logo (xx)ren € de Cauchy. O
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1 ! i

T T

1-1/5 1-1/i 1 9

F1GURA 3. Sequéncia de fungoes definidas no Exemplo [1.26]

LEMA 1.3.8. Toda sequéncia de Cauchy ¢ limitada.

DEMONSTRAGAO. Seja (xx)ren sequéncia de Cauchy. Entao, considerando € = 1, te-
mos que existe K* € N tal que d(xg+,x;) < 1 para todo k& > K*. Definindo C' =
2max{d(x1,Xxg+),...,d(Xg+_1,Xg+), 1}, temos imediatamente que d(x+,x;) < C/2 para
todo k € N. Logo,

d(XZ‘,X]‘) < d(Xz‘,XK*) —+ d(XK*,Xj) < C.
Portanto, a sequéncia é limitada. 0

Em espagos métricos, nem sempre sequéncias convergem. Chamamos de espacos métricos
completos aqueles nos quais todas sequéncias de Cauchy sao convergentes.

1.3.4. Completude de C? (X) na norma do sup. Seja X C R™ ndo vazio, e considere
o espaco C° (X) das funces de X em R” continuas e limitadad]. O objetivo desta segao é
mostrar que este espaco é completo quando a métrica é induzida pela norma do supremo.

ExEMPLO 1.26. Neste exemplo mostramos que Cgo(X ) nao necessariamente é completo,
se considerarmos outras normas. Considere a métrica induzida pela norma ||-||1, e a sequéncia
de fungoes dada por f; : [0,2] — R onde

0 sex €[0,1—1/7),
file) =Ri(z—1)+1 sexe[l—1/i1),
1 se x € [1,2].

Vide Figure Bl Veja que todas as f; s@o continuas, e que a sequéncia é de Cauchy pois,
supondo 7 > 7,
2 1 1
1fi = fillh = /O [fi(x) — fi(x)] dx < / fi(z)dz < =,

1-1/j J

3quando X for compacto, C% (X) = C°(X), mas em geral C% (X) C C°(X).
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pois ¢ > j implica em f;(z) < f;(x) para todo = € [0,2]. Note também que f; — f, onde

{0 sex € [0,1),

f(@) = 1 sexell,?2.

Entretanto, f ¢ C2 (X) pois ndo é continua. Logo o espago nio é completo nesta métrica.

O critério de Cauchy para convergéncia uniforme nao se aplica somente a sequéncia
de fungoes continuas, e na verdade as fungdes nao precisam nem ser limitadas. Apenas a
diferenca entre elas precisam ser limitadas.

TEOREMA 1.3.9 (Critério de Cauchy para convergéncia uniforme). Seja o conjunto X # ()
e, para i € N, seja f; : X — R™. Entdo a sequéncia (f;) converge uniformemente para uma
funcao f: X — R se e somente se dado € > 0, existe Ky tal que

(1.3.2) 1fi = Filloex < e
para todo i, 7 > K.

DEMONSTRAGAO. (=) Basta usar que

175(x) = i) < 11/5(x) = &)+ 11f(x) = fi(x)]

para todo x € X.
(<) Por hipédtese, dado € > 0, existe K, tal que

€
>
para todo x € X. Mas entao (f;(x)) é sequéncia de Cauchy em R", e podemos definir
f(x) = lim; 1 fi(x). Falta agora mostrar a convergéncia uniforme de f; para f. Dado
x € X, seja K € N tal que

i,j 2 Ko = /i) = [;(x)]| <

€
5
Note que Ky depende somente de €, mas K depende também de x. Entdo, seja i > K, e
para cada x € X, seja j = sup{ Ky, K'}. Logo

1f(x) = i) < [[f(x) = [+ [1f3(x) = fix)[] <,

e (f;) converge uniformemente para f. O

i>K = | filx)— fx)| <

Mostramos a seguir que limite uniforme de sequéncia de func¢oes continuas é também
uma funcao continua. Lembre-se que em geral esta propriedade nao vale se a convergéncia
for somente pontual. Em particular, dados x° € X e uma sequéncia de funcoes continuas
(f;) convergindo pontualmente para f temos em geral que

lim lim f;(x) # lim lim f;(x),
x—x0 i—00 1—00 x—x0

a menos que f seja continua. De fato, considere o Exemplo [[.25 Temos que g, (x) converge
pontualmente para a funcao
0 sex€]|0,1),
g(x) = {

1 sex=1.



1.3. SEQUENCIAS 15

Portanto

lim lim g;(z) = lim g(z) = 0, lim lim g;(z) = lim 1 = 1.
z—1i—00 z—1 i—00 T—1 1—>00

Uma outra observacao a respeito do resultado abaixo é que nao é necessario que as funcoes
sejam limitadas mas apenas que a convergéncia uniforme ocorra.

TEOREMA 1.3.10 (Troca de Limites e Continuidade). Seja (fi)ien sequéncia de fungoes
fi: X = R" continuas em X C R™, convergindo uniformemente para f: X — R". Entdo
f € continua em X.

DEMONSTRAGAO. Sejaxg € X. Dado e > 0 existe Ny € N tal que || f(x) — fn, (x)]| < €/3
para todo x € X. Como fy, é continua em X, existe 6 > 0 tal que
€

X € Bs(x0) N X == || £ (x) = fvo (x0)]| < 3

Logo se x € X e ||x — x¢|| <, entao

17(2) = F o) | < NS (%) = fovo GO+ 1o () = v (o)l + [ fvo (%0) = f(x0) || < €.

Logo f é continua. O

O resultado abaixo garante que fungoes continuas e limitadas formam um espaco vetorial
completo na norma do supremo.

TEOREMA 1.3.11. Seja Cim(X) o espaco das fungoes de X C R™ em R", continuas e
limitadas. Entao Cim(X) € completo na norma do supremo || - ||oo x -

DEMONSTRAGAO. Seja (fi)ien sequéncia em Cjy,(X). Entao o Teorema garante
que existe : X — R tal que f; — f uniformemente. O Teorema [[L3.10 garante que f é
continua. Para que f € Cj,(X) falta mostrar que f é limitada. Mas seja N € N tal que
||f — fNHoo,X < 1. Entao

1f (&) llrn < ([ (%) = [y )[re + [y (&) [lre <1+ [ fnlloo.x
para todo x € X, e portanto f é limitada. O

1.3.5. Resultados Topoldgicos. O conceito de sequéncia é importante também para
caracterizar conjuntos quanto a sua topologia. Apresentamos abaixo alguns resultados nesta
diregao.

Podemos por exemplo usar sequéncias para caracterizar conjuntos fechados, como o re-
sultado abaixo mostra.

LEMA 1.3.12 (Conjuntos fechados). Seja M espago métrico e F' C M. As afirmativas
abaixo sao equivalentes.

(1) F é fechado em M.
(2) Se (xx)ken € sequéncia convergente em M, com x; € F para todo k € N, entao

DEMONSTRAGAO. (1)=(2) (por contradi¢do) Suponha F' fechado em M, e seja (x) se-
quéncia em F' com limy_,, x; = x. Suponha x ¢ F. Como C(F') é aberto, existe aberto V'
contendo x tal que VN F = (). Logo, para todo k € N, temos x;, ¢ V', uma contradigdo com
limy,_.., X, = x. Portanto x € F'.
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(1)<=(2) (por contradi¢io) Suponha que C(F) nao seja aberto. Entao existe x € C(F)
tal que para todo k£ € N existe um ponto em x; € By/x(x) N F. Logo (x;) é uma sequéncia
em F' que converge para x. Por hip6tese, temos que x € F', uma contradigdo com x € C(F).
Portanto C(F') é aberto, e F' é fechado. O

Também os conceito de fronteira de um conjunto e o de conjunto aberto pode ser dado
através de sequéncias.

LEmA 1.3.13 (Pontos de fronteira). Um ponto x é de fronteira de X C M se e somente
se existe sequéncia em X e sequéncia em C(X), ambas convergentes para X.

LEMA 1.3.14 (Conjuntos abertos). Seja X C M. As afirmativas abaixo sao equivalentes.

(1) X é aberto em M.
(2) Sejax € X e (x)ken contida em M com x;, — x. Entao existe K* tal que

E>K' — x, € X.

1.3.6. Um resultado de melhor aproximagao. Uma pergunta fundamental em ma-
tematica aplicada é sobre melhor aproximacao. Ou seja, dado um subconjunto nao vazio de
um espago métrico, e um ponto fora deste conjunto, a pergunta é se existe algum ponto do
subconjunto que minimize as distancias até o ponto, e se ha unicidade. No caso do espago
métrico ser um espaco vetorial, a caracterizacao de fechados dada pelo Lema [1.3.12] é util,
como descrevemos abaixo.

Seja V um espaco vetorial com produto interno. Isto quer dizer que V' é normado com
norma || - ||y induzida pelo produto interno: ||v||?, = v - v, onde - indica o produto interno,
evelV.

Consideraremos conjuntos convexos. Um subconjunto M de um espago vetorial V' é dito
convexo se dados x, y € M entao

S={ty+(1—-t)x: t€0,1]} C M.

O conjunto S acima definido é denominado o segmento unindo x e y.

Seja M C V um conjunto nao vazio, convexo, e completo na norma || - ||y,. Entao, dado
um ponto x € V', pode-se perguntar se existe algum ponto em M que minimize a distancia
entre x e M, i.e, se existe x, € M tal que

(1.3.3) Ix — x|y =inf{||[x —y|lv: y € M}.

Outra pergunta natural é se x, é unico. A resposta é afirmativa para ambas perguntas,
existéncia e unicidade, como nos mostra o resultado abaixo.

LEMA 1.3.15. Seja M C V conjunto nao vazio, convexo, e completo na norma || - ||y, e
x € V. Entéo existe um tnico x, € M satisfazendo (L33).

DEMONSTRACAO. Vamos primeiro mostrar a existéncia. Como M é nao vazio,
d=inf{||x —y[lv:yeM}

estd bem definido. Para k € N, seja x; € M tal que ||[x — x¢||v < d+ 1/k. Usando a lei do
paralelograma, temos que

2% = x; = 313 + 1% = x5 ]1% = 2lix = xilf + 2llx — 13,
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para todo i, j € N. Mas M é convexo, logo (x; + x;)/2 € M, e portanto,
2d S 2||X — (Xi +Xj)/2||v = HQX — X; — Xj“V'
Temos entao que
(1.3.4) xi = x50 = 2lx = %1% +2]x = x5 — l12x — x5 — x5
< 2flx — x|} + 2l|x — x; 7 — 4d”.
Mas entao, (xx) ¢ de Cauchy, pois ||x — x;||y — d. De fato, dado € > 0, existe K* tal que
para todo k > K* tem-se ||x — xx||} — d* < ¢/2. Logo, por (L34), ||x; — x;||} < € se i,
j> K*.
Como M é completo, seja M > x, = limy_,, X;. Finalmente, para todo k € N,
d < x=xlv < llx = xllv + [Jxr — xlv

Tomando o limite & — 0o, temos ||x — X.||y = d, como queriamos.
Para mostrar a unicidade, sejay € M, com ||x —y||y = d. Entao (y +x.)/2 € M, e

d* < |lx = (y +x.)/2[-

Portanto, usando novamente a lei do paralelograma, temos

A + [ly = xlp < l12x =y = x§ + Iy = %[ = 2l1x = y[I¥ + 2[x — x.[[} = 4d*.
Logo ||y — x«|lv =0 e y = x.. O

OBSERVACGAO. No caso de M ser um sub-espaco vetorial de V', pode-se mostrar que x,
é o unico vetor de M tal que x — x, é ortogonal a M, i.e.,

(x—%x,)-y=0

para todoy € M.

1.3.7. Sequéncias contrateis e o método das aproximacoes sucessivas. Dizemos
que uma sequéncia (Xy)gen num espago métrico M é contrdtil se existem nimero real A < 1
e um natural K* tais que

d(Xky2, Xk1) < Ad(Xpp1, Xr)
para todo k > K*.
TEOREMA 1.3.16. Toda sequéncia contratil num espag¢o completo é convergente
DEMONSTRAGAO. Seja (xj) sequéncia contratil com constante A < 1. Sem perda de
generalidade, supomos nesta demonstracao que K* =1, isto é
d(Xpt2; Xi1) < Ad(Xpg1, Xp)
para todo k € N. Entao,
A(Xpr2, Xpp1) < M(Xpy1, Xp) < Nd(xp, X5-1) < - < Md(xa,%x1).

Logo, para m € N e k > m temos
d(Xg, Xm) < d(Xg, Xp—1) + d(Xg—1, Xp—2) + -+ + d(Xpny1, Xm)
< (W2 AT (%0, xp) = AT AT AR 4 1) d (%0, %)

L 1— )\kfm )\mfl

Ad(Xg, Xl).
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Logo, dado € > 0 se K* € N é tal que
)\K*—l
1—A

entdo d(xg,X,,) < € para todo m > K*, k> K*. Portanto a sequéncia é de Cauchy e, como
0 espaco é completo, é convergente O

d(Xg, Xl) < €,

Em vérias apliagoes importantes é necessario achar um ponto fizos, i.e., uma solugao do
tipo x = T'(x), onde T': M — M é dada. E natural perguntar-se se dado algum ponto
inicial xg € M, a sequéncia gerada por

xp = T'(Xk-1), ke N,

converge para um ponto fixo. Esta forma de determinar pontos fixos é denominada método
das aproximacoes sucessivas.

No caso de T ser uma “contrac¢ao”, (xj) serd contrétil, e portanto convergente. E exata-
mente isto que mostraremos a seguir.

DEFINIGAO 1.3.17. Seja (M, d) um espago métrico. Dizemos que uma fun¢ao T : M —
M € uma contragao se existir A < 1 tal que

d(T(y), T(x)) < Ad(y, x)
para todo x, y € M.
Temos entao o seguinte resultado.

TEOREMA 1.3.18. Seja (M,d) um espago métrico completo, e T : M — M uma con-
tracao. FEntao T possui um e somente um ponto fizro em M. Além disto, para qualquer
Xg € X, a sequéncia definida por

(1.3.5) xp = T (xXp-1), keN,
converge para o ponto firo deT' em M.
DEMONSTRACAO. Suponha que exista A < 1 tal que
d(T(y), T'(x)) < Ad(y, x)

para todo x, y € M.
Mostraremos primeiro a unicidade. Dados dois pontos fixos x e y de T" em M, temos que

dx,y) =d(T(x),T(y)) < M(x,y) = (1-AN)d(x,y) <0,

o que sO é possivel se x =y, e portanto o ponto fixo, se existir, é tinico.
Note que (xj) é contratil pois

d(Xpyo, Xpy1) = A(T(Xpg1), T(x1)) < Ad(Xpy1,Xp)-

Logo (xx)ken converge, e seja x* € M seu limite. Para mostrar que x* é ponto fixo de T,
note que para todo k£ € N, temos que

d(x*, T'(x")) < d(x*,xp) + d(xg, T'(x")) = d(x",xx) + d(T(x5-1), T'(x"))
< d(x*, xi) + Ad(xp_1,Xx").
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Tomando o limite k& — oo dos dois lados da desigualdade obtemos que d(x*, T'(x*)) = 0, e
portanto x* = T'(x*). O

1.4. Conjuntos Compactos

Um importante conceito em andlise é o de conjuntos compactos. Em espacos de di-
mensao finita, estes conjuntos sdo na verdade conjuntos fechados limitados [6]. Entretanto,
em dimensao infinita, nem todo fechado limitado é compacto, e algumas propriedades que
continuam valendo para compactos, deixam de valer para fechados limitados.

Antes de definirmos compactos, precisamos introduzir a nocao de cobertura aberta.
Abaixo, e no restante do texto, iremos denotar por A um conjunto de indices, que pode
ser ou nao enumeravel.

DEFINICAO 1.4.1. Seja M espaco métrico, X C M, e A um conjunto de indices. Cha-
mamos G = {G, : X\ € A} de cobertura aberta de X se para todo A\ € A temos G conjunto
aberto, e X C UxeaGy. Dizemos que a cobertura € finita se A € finito.

DEFINICAO 1.4.2. Dizemos que um subconjunto K de um espaco métrico M é compacto
se toda cobertura aberta de K possuir uma subcobertura finita de K, i.e., se G = {Gy : X € A}
¢ cobertura aberta de K, entao existem Gy,, Gy,,...,Gx, € G tais que K C U}’ZIG,\J..

Enquanto as nocoes de abertos e fechados sao relativas a outros conjuntos, a compaci-
dade é uma propriedade intrinseca ao conjunto em questao. Por isto é possivel se referir a
conjuntos compactos ou espagos métricos compactos sem se referir a nenhum espago que o
contenha. Esta propriedade resulta do resultado a seguir [9].

LEMA 1.4.3. Seja K € M’ C M, onde M’ e M sao espacos métricos. Entao K é compacto
em relacdo a M se e somente se é compacto em relacao a M’.

DEMONSTRAGAO. (=) Suponha K compacto em relacao a M. Seja G' = {G : A € A}
cobertura aberta de K onde G\ sdo abertos em M’. Entdo existem G, abertos em M tais
que G, = Gy N M'. Mas entao

K CUyea(GAN M) C UyeaGy

e portanto K C Gy, U---U G}, para finitos Ay,...,A; € A, pois K é compacto. Como
K C M,

KC(GyU---UG\,)NM = (G, nMYU---U(G\,NnM') =G, U---UG),.

(<) Suponha K compacto em relagdo a M', e G = {G, : X\ € A} cobertura aberta de K
onde G sdo abertos em M. Entao G\ = G, N M’ sao abertos em M’ e

K CUyeaGr = K C UpepaGr N M’ C Uyen Gl
Mas por entao, por hipdtese, existem Aq,...,A; € A tais que
KCG\ U---UG)\, CGy U---UG,,.
O

Note que para mostrar que um determinado conjunto é compacto precisamos provar que
para toda cobertura aberta existe subcobertura finita. Para mostrar que nao é compacto
basta achar uma cobertura que nao possui subcobertura finita.
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ExXEMPLO 1.27. Seja K = {x1,Xa,...,xs} conjunto finito em M esejaG = {G) : A € A}
colecao de conjuntos abertos em M tais que K C UycpaGy, i.e., G é uma cobertura aberta
de K. Para j = 1,...,J, seja G, € G tal que x; € G; (tal conjunto sempre existe pois
G é cobertura de K). Entao Gy,...,G; geram uma subcobertura finita de K. Logo K é
compacto, e concluimos que todo conjunto finito é compacto.

TEOREMA 1.4.4. Seja M um espagco métrico e K C M compacto. Entao K ¢é fechado e
limitado.

DEMONSTRAGAO. Suponha K C M conjunto compacto, e seja x € K. Entao K C
UX_, Bpn(x). Como K é compacto, a cobertura acima possui subcobertura finita e portanto
existe M € N tal que K C By(x). Logo K ¢ limitado, pois dados y, z € K segue-se que
d(y,z) < d(y,x) +d(x,2z) < 2M.

Para mostrar que é também fechado, sejax € C(K) e G; = {y € R" : d(y,x) > 1/i} para
i € N. Logo G; é aberto e M\{x} = U*,G;. Mas como x ¢ K, entao K C U°,G;. Usando
agora que K é compacto, extraimos uma subcobertura finita e temos K C UN,G; = Gy~
para algum N* € N. Portanto K N By/n+(x) = () e concluimos que By/n+(x) € C(K). Logo
C(K) é aberto e K é fechado. O

LEMA 1.4.5. Se K é compacto e F' C K é fechado, entao F' é compacto. Além disto, a
intersecao arbitraria de compactos é compacta e a uniao finita de compactos é compacta.

DEFINIGAO 1.4.6. Dizemos que um conjunto A ¢ totalmente limitado se dado r € R,
existirem indice J € N e pontos Xq,...,x; € A tais que A C Uj—1_;B,(x;). Em particular,
um conjunto no R™ é limitado se e somente se é totalmente limitado.

O resultado é de grande importancia, e as demonstragoes sao tiradas de [7].

TEOREMA 1.4.7. Seja K subconjunto dum espaco métrico M. FEntao as afirmativas
abaizo sao equivalentes:
(1) K é compacto
(2) K é compacto acumulativo, i.e., todo subconjunto infinito de K tem ponto de acu-
mulagao
(3) K € sequencialmente compacto, i.e., toda sequéncia tem subsequéncia convergente
(4) K é completo e totalmente limitado

DEMONSTRAGAO. () = ([@). Seja X C K infinito e tal que X’ = ). Logo, X = X, isto
é, X é fechado de K, logo compacto pelo Lema [L4.5 Como X é discreto e compacto, ele
deve ser finito. Caso contrario, encontrariamos uma cobertura aberta de X que nao possui
subcobertura finita.

@ = @). Seja (x,) uma sequéncia em K. Se {x, : n € N} é finito, existe uma
subsequéncia constante de (x,) e, portanto, convergente. Caso contréario, este conjunto
possui um ponto de acumulagao x € K. Logo, (x,) possui uma subsequéncia convergente.

@) = @). Dado uma sequéncia de Cauchy em K, ela possui, por hip6tese, subsequéncia
convergente, e portanto converge. Logo K é completo.

Para mostrar que K é totalmente limitado, seja € > 0. Tome x; € K. Se K = B.(x),
o resultado estd provado. Caso contrério, existe o € M\B(x1). Se K = B.(x1) U Bc(X2),
entao o resultado esta provado. Prosseguindo assim, ou chegamos a um n € N tal que
M = B.(x1)UB(x3) ... B.(x,) ou entdo obtemos uma sequéncia (x,) tal que d(x,,,x,) > ¢,
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para todo n # m. Neste tltimo caso, nenhuma subsequéncia de (x,) seria de Cauchy, e
muito menos convergente, contrariando (B]). Portanto, M é totalmente limitado.

@) = (). Suponha, por absurdo, que exista uma cobertura aberta G = {G) : A € A}
de K que nao possua subcobertura finita. Por hipotese, é possivel escrever K como a
uniao finita de subconjuntos fechados de diametro menor que 1. Pelo menos um deles,
chamado de X, , estd contido em Uycp(Gy e nao admite subcobertura finita. Como X; é
totalmente limitado, ele pode ser expresso como a uniao finita de subconjuntos fechados
de diametro menor que 1/2. Ao menos um desses conjuntos, chamado X,, ndo pode ser
coberto por um nuimero finito de elementos de G. Prosseguindo dessa maneira, obtemos uma
sequéncia X1 D Xsy--+ D X, ... de subconjuntos fechados de M, tais que para todo n € N,
diam (X,,) < 1/n e X,, # () nado estd contido numa reunido finita de abertos de G. Logo,
existe a € K tal que {a} = NuenX,,. De fato, escolha x,, € X,,, para cada n € N. E fcil
ver que (x,) é de Cauchy que deve convergir para algum ponto a € K. Mais ainda, a é o
unico ponto de N,enX,. Para algum A € A, tem-se que a € G. Sendo G, aberto, deve-se
ter Bi/p(a) € Gy , para algum n € N. Como a € X,,, e diam (X,,) < 1/n, concluimos que
X, C Byy(a), donde X,, C G, o que é uma contradigao. O

Terminamos esta secao apresentando um resultado classico em andlise. Antes, uma de-
finicao. Dizemos que um espaco métrico é separdvel se ele contém um subconjunto enu-
meravel denso. Exemplos de espaco separaveis sao os reais R, e o R”, pois os racionais Q e
Q" sdo enumerdveis e densos. E facil ver também que qualquer subconjunto de um espaco
separavel é por si sé separavel. O resultado abaixo apresenta uma classe enorme de conjuntos
separaveis.

TEOREMA 1.4.8. Todo espaco métrico compacto € separdvel.

DEMONSTRAGAO. Seja K compacto. Logo K é totalmente limitado. Portanto, dado n €
N, existe X,, = {Xp1,...,Xn,} C K tal que K C Uj;lBl/n(xn,j). Logo X,, é enumeravel,
pois é finito, e X = U X,, também o é. Logo X é denso em K, pois dado e >0ex € K,
basta tomar N > 1/e e x; € Xy tal que x € By/n(x;). O

1.5. Conjuntos conexos

Secao tirada de [7,10]
Uma cisao de um espago métrico M é uma decomposicao M = AU B, onde A e B sao
abertos distintos de M. Logo, A = M\B e B = M\A sao fechados.

ExeEMPLO 1.28. Considere os seguintes exemplos:
(1) Os conjuntos A = (—o0,0) e B = (0, 4+00) formam uma cisao de M = R\{0}. Note
que A e B sao abertos em M, e portanto também sao fechados em M.
(2) Todo conjunto e seu complementar formam uma cisao de um espago discreto.
(3) Dado o um numero irracional, A={xr € Q: x <a}e B=2€Q: x> « formam
uma cisao de M = Q.

DEFINICAO 1.5.1. Dizemos que uma cisio € trivial se A = 0 ou B = 0. Assim, um
espaco métrico M € conexo se toda cisao de M € trivial. Caso contrdrio, dizemos que M €
desconexo. Um subconjunto X C M ¢é conexo se o subespaco X € conexo.

TEOREMA 1.5.2. Seja M um espaco métrico. As sequintes afirmacoes sio equivalentes:
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a) M é conexo

b) Os tnicos subconjuntos de M que sdo ao mesmo tempo abertos e fechados em M siao M
el

¢) Se X C M tem fronteira vazia, entio X = M ou X =)

DEMONSTRAGAO. Para ver que (b) = (a), note que se M = AU B é uma cisao, entao
A e B sao abertos e fechados. Logo, por hipGtese, A e B sdo iguais a M e/ou ), e a cisao é
trivial.

Reciprocamente, se A C M é aberto e fechado, entao M = AU (M\A) é uma cisao de
M. Logo, (a) <= (b).

Para mostrar que (b)) = (c), considere X C M com fronteira vazia. Mas X N 90X = ()
significa que X é aberto, enquanto 0X C X implica em X é fechado. Usando (b), temos que
(c) vale.

A reciproca também vale pois se X é aberto e fechado, entao X N9dX = ) (por ser
aberto), e como 90X C X (por ser fechado) tem-se que X = (). Logo, por hipdtese, X = M
ou X = (), e portanto (c) segue. O

EXEMPLO 1.29. A reta R é conexa. De fato, suponhamos, por absurdo, que exista
uma cisao nao-trivial R = AU B. Tomemos a € A e b € B, digamos que a < b. Seja
X ={r € A: x <b}. Temos que X ¢é nao vazio e limitado superiormente. Logo, existe
c =sup X. E claro que ¢ < b e, pela definicao de sup, para todo ¢ > 0 existe x € X C A
tal que c —e < & < c¢. Logo c € A= A. Como b € B, concluimos que ¢ # b, donde ¢ < b.
Sendo A aberto existe € > 0 tal que c+¢e¢ <be (c—¢,c+¢€) C A. Entao, todos os pontos do
intervalo (¢, ¢+ €) pertecem a X, o que contradiz ¢ = sup X.

1.6. Exercicios
ExXERcicIO 1.1. Mostre que a métrica zero-um define uma distancia.

ExErcicio 1.2. Mostre que (LI3]) de fato define uma norma se p > 1 e que ndo define
uma norma para p < 1.

ExERcic1o 1.3. Mostre que lim,_,« ||x]|, = [|X|| para todo x € R™.

EXERcic1o 1.4. Considere o Exemplo [[L] e as normas 14 definidas. Construa exemplo
tal que dado € > 0 existe f € Foo NF; com || f]lo < €€ [[f]l1 =1 e existe g € Foo N F; tal
que [|gllec =1 e [lglly <e.

ExEercicio 1.5. Mostre que (LI2) define métricas em M x M’
ExERcicio 1.6. Mostre que [P é um espaco normado.

ExERcicIO 1.7. Seja V um espaco vetorial normado munido de duas normas equivalentes,
como em ([LZT]). Mostre que se um conjunto é aberto em relagdo a uma das normas, ele é
aberto em relacao a outra também.

ExERcicio 1.8. Mostre que todo espaco métrico M é aberto nele mesmo e fechado nele
mesmo.

ExERcicio 1.9. Mostre que se V é um espago vetorial, a métrica discreta dada por (LIT))
nao define uma norma em V.
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Exgrcicio 1.10. Mostre que a série em (LIE]) converge sempre que (2;) e, (y;)jen € 12

Exercicio 1.11. Seja (X,d) espago métrico. Definina os conjuntos abertos como na
definicao [L2.Il Mostre que a colecao destes conjuntos abertos é uma topologia. Caracterize
a topogia definida pela métrica (LILI]): quais sao os conjuntos abertos?

ExERrcicio 1.12. Dizemos que um espaco X é de Hausdorff se dados dois pontos z,
y € X, existem abertos disjuntos A,, A, tal que x € A,, y € A,. Um espaco de Hausdorff é
um espaco que ”separa pontos”. Mostre que todo espago métrico é de Hausdorff.

Exgercicio 1.13. Mostre (L22)).
ExEercicio 1.14. Construa um exemplo de um espago métrico (M, d) onde, dado r > 0,

B.(x) #{y € M : d(x,y) <r},
i.e., o fecho da bola aberta de raios r difere da bola fechada de raio r.

ExEercicio 1.15. Considere o exemplo [L5] e uma sequéncia definida por z; = (z;, i) €
M x M'. Mostre que z; — z = (v,2") em M x M’ se e somente se r; — x em M ez} — '
em M'.
ExERrcicio 1.16 ([1]). Decida se as propriedades abaixo sao equivalentes a defini¢ao de
sequéncias de Cauchy:
1) limy_yo0o sup{d(x;,xx) : 7 > k} = 0.
ii) para todo € > 0 existe k € N tal que
i >k = d(x;,xi) <€

ExEeRrcicio 1.17. Seja (x) sequéncia de Cauchy contendo uma subsequéncia convergente
para x. Mostre que (xj) converge para X.

ExXERcic10 1.18. Dizemos que uma sequéncia (x;) tem variagdo limitada se a sequéncia
(vg) de reais definida por

k
Vi = Z d(xi—l—l; Xi)
i=1
converge. Mostre que toda sequéncia num espaco métrico completo, e de variacao limitada,
é convergente.
ExErcicio 1.19. Demonstrar o Lema [[L3.13

ExgErcicio 1.20. Demonstrar o Lema [[.3.14]

ExERrcicio 1.21. Seja M espaco métrico e S C M. Mostre que x é ponto de acumulacao
de S se e somente se existe sequéncia de pontos (x;) em S\{x} que converge para x.

ExXERcicio 1.22. Seja M espaco métrico e A C M. Mostre que um ponto x* é aderente
a A se e somente se existe sequéncia convergente e contida em A, e que tenha x* como seu
limite. Mostre que o conjunto de pontos aderentes a A é fechado.

ExERcic1O 1.23. Mostre que um ponto x* é aderente a um conjunto X C M se e somente
se existe sequéncia convergente e contida em X, e que tenha o ponto x* como seu limite.
Seja X o conjunto de pontos aderentes a X. Usando este conceito de aderéncia, mostre que

X é fechado.
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EXERcIcIO 1.24. Mostre que se M é espaco métrico completo, e X C M é fechado, entao
X é completo.

EXERcicIO 1.25. Mostre que um espaco métrico é completo se e somente se a intersecao
de uma sequéncia encaixante de subconjuntos fechados nao vazios com diametros tendendo
a zero é nao vazia. Além disto, se o espaco for de fato completo, a intersecao se reduz a
somente um ponto.

ExERcic1O 1.26. Mostre que um espaco métrico é completo se e somente se a intersecao
de uma sequéncia de bolas fechadas encaixantes com raios tendendo a zero é nao vazia. Além
disto, se o espaco for de fato completo, a intersecao se reduz a somente um ponto.

ExERcicio 1.27. Seja M espago métrico, C' C M nao-vazio, y € M, e A = {d(y,x) :
x € C'}. Mostre que existe o infimo de A, e que

inf A = 0 <= existe sequéncia em C' convergente para y.

ExErcicio 1.28. Mostre que (I°°,]| - ||) é completo.
ExERrcicio 1.29. Mostre que (I2,]| - ||2) é completo.
ExEercicio 1.30. Mostre que || - ||, ver Exemplo [[.§ no espago Foo(X), satisfaz as

propriedades de norma.

ExXERcicIO 1.31. Seja a sequéncia de fungoes (f;), onde f;(x) = sin(iz)/(1+ix). Mostre
que (f;) converge pontualmente para todo x € [0,400), uniformemente em [a,+00) para
a > 0, mas nao converge uniformemente em [0, +00).

Exercicio 1.32. Sejam X C R™ e f; : X — R" sejam funcoes uniformemente continuas.
Mostre que se (f;) converge uniformemente para f, entdao f é uniformemente continua.

ExERcicio 1.33. Ache exemplo de sequéncia (f;) de fungoes que convirja uniformemente
em (0, 1], mas néo em [0, 1].

ExERrcicio 1.34. Mostre que convergéncia uniforme implica em convergéncia pontual,
mas que a volta nao vale.

EXERcicIO 1.35. Suponha que K C R™ seja compacto, e defina as sequéncias de funcoes
continuas dadas por f; : K — R" e g; : K — R™. Suponha que (f;) convirja uniformemente
para f : K — R" e (g;) convirja uniformemente para g : K — R". Mostre que (f;g;)
converge uniformemente para fg. O que acontece se trocarmos K por um conjunto aberto
qualquer? Mostre que o resultado continua vélido ou apresente um contra-exemplo.

ExEercicio 1.36. Seja f: [0,1] — R continua, e (f,,) sequéncia de fungdes continuas de
[0,1] em R. Prove ou apresente contra-exemplo para a seguinte afirmacao:

Se (fn) converge uniformemente para f em (0,1], entao (f,) converge uniformemente
para f em [0,1].

ExEercicio 1.37. Seja K conjunto compacto, f : K — R continua, e (f,) sequéncia de
fungoes continuas de K em R. Prove ou apresente contra-exemplo para a seguinte afirmacao:

Se (fn) converge pontualmente para f em K, entdo (f,) converge uniformemente para f
em K.
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ExEeRrcicio 1.38. Seja (x;) sequéncia num espago métrico, convergente para x. Mostre
que {x; : k € N} U {x} é compacto.

ExErcicio 1.39. Demonstre o Lema [[L4.5]

ExErcicio 1.40. Seja (x;) sequéncia num compacto K, e tal que toda subsequéncia
convergente converge para X € K. Mostre que (xj) converge para x. O que vale se muda se
trocarmos “compacto” por “espago métrico”?

ExERcicio 1.41. Seja M espaco métrico, FF C M um compacto nao vazio, e sejay ¢ F.
Mostre que existe x* € F tal que d(x*,y) = inf{d(x,y) : x € F'}. E se F for apenas fechado
em M?

ExERcicio 1.42. Sejam K; e K, dois conjuntos compactos, e A = {d(x;,%x3) : x; €
K, x2 € K3}. Mostre que A é compacto.

ExERcic1o 1.43. Diga se as afirmativas abaixo sao verdadeiras ou falsas, provando suas
afirmacoes. Em todos os casos, K; e Ky sao subconjuntos de um espago métrico M, e
A= {d(Xl,Xz) X1 € K, x € KQ}

(1) K; e K fechados implica em A compacto.
(2) K; e K, fechados implica em A fechado.
(3) Ki compacto e K; fechado implica em A fechado.

ExERrcicio 1.44. Considere a colecao F = {F) : A € A} de subconjuntos dum espago
métrico M, onde A é um conjunto de indices. Diz-se que F tem a propriedade da intersec¢ao
finita se toda subcolegao finita de F tem intersecao nao nula. Mostre que as propriedades
abaixo sao equivalentes:

(1) Se F tem a propriedade da intersec¢ao finita entao NperF # ()
(2) M é compacto.

EXERcICIO 1.45 (Teorema da interse¢do de Cantor). Suponha que { K} seja uma colecao
de conjuntos nao vazios, compactos, com K; O Ky O K3 D .... Mostre (sem usar o
Exercicio [L46) que N3, K; é compacto e nao vazio.

EXERcicIO 1.46. Seja G = {K; : i € N} uma colegao de conjuntos compactos. Suponha
que G tenha a propriedade da intersecao finita, i.e.,
Ki,NK;,N---NK; #0 para quaisquer iy,is,...7 € N.
Mostre que N2, K; # 0.

EXERcicIO 1.47. Seja X espaco topolégico completo e ' C X fechado em X. Mostre
que F é completo.

Exercicio 1.48 ([1]). Um espago vetorial normado é de Banach se for completo. Seja
co 0 espago das sequéncias em R que convergem para 0, e ||(g)kenl|e, = sup{zr : k& € N}.
Mostre que ¢y é de Banach.






CAPITULO 2

Continuidade e Fungoes Continuas

A Sejam (M, d) e (M’,d") dois espagos métricos. Uma fungao f: M — M’ é continua em
x € M, se para toda vizinhanga aberta V' de f(x) existir vizinhanca aberta U de x tal que

yeU = f(y) eV

Ver Figura[ll Finalmente, dizemos que f é continua em M C M se f for continua em todos
os pontos de M.

Dividimos o estudo de funcoes continuas analisando primeiro propriedades locais, se-
guido das propriedades globais. A menos que seja explicitamente indicado, neste capitulo
utilizaremos a notac¢ao acima.

2.1. Propriedades locais

Comecamos observando que a funcao f € continua em todo ponto x € M que ndao seja
ponto de acumulacdo. De fato, se x nao é ponto de acumulagao, existe vizinhanca aberta U
de x tal que U = {x}. Logo para todo vizinhanga aberta V' de f(x), temos que

yeU = y=x = f(y)=f(x) eV

Logo f é necessariamente continua em X.
Abaixo descrevemos outras formas de checar a continuidade de uma fungao num ponto.

LEMA 2.1.1. Seja f: M — M’, e x € M. Entao as afirmativas abaixo sdo equivalentes.

1Ultima Atualizacio: 11/05/2018

Ficura 1. Continuidade de f(x).
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(1) f é continua em x.
(2) Para todo € > 0 existe 0 > 0 tal que

y € Bs(x) = [f(y) € Be(f(x)).
(3) Se (xx) é sequéncia em M e limy_,o X = X, entao limg_,o f(xx) = f(%).

Outro resultado importante é o seguinte critério de descontinuidade: f nao é continua
em X se e somente se existe sequéncia (xj) em M convergindo para X mas ( f (xk)) nao
convergindo para f(x).

Uma nogao que pode ser util em algumas ocasides é a de limites de fungoes. Se x for
ponto de acumulacao de M, dizemos que p é o limite de f em x se para toda vizinhanca
aberta V' de p existir vizinhanca aberta U de x tal que

yeU y#x = [f(y)eV.

Neste caso, escrevemos p = limy_,x f(y), e dizemos que f converge para p no ponto x. Uma
observacao a respeito da definicao acima é que sé a utilizamos para pontos de acumulacao
do dominio. Note também que a nocao de limite em x independe do valor de f em x. Na
verdade, f nao precisa nem estar definida neste ponto.

As seguintes afirmativas sao equivalentes:

(1) pP= lirny—>x f<Y)
(2) Para todo € > 0 existe 0 > 0 tal que

y € Bs(x)\{x} = f(y) € Be(p).
(3) Para toda sequéncia (x;) em M\{x}, tem-se
xp = x = f(xx) = p.

OBSERVACAO. Note algumas diferencas na definicao de limite de func¢ao e continuidade
num ponto x:

(1) Para definir limite, a fun¢do nao precisa estar definida em x, e mesmo que esteja,
o valor nao tem importancia. Mas faz parte da definicao que x seja ponto de
acumulagao do dominio da funcgao.

(2) Na definigao de continuidade, a fungao tem que estar definida em x, mas este ponto
nao necessariamente ¢ de acumulagao.

Se x € M for ponto de acumulacao de M, entao

f é continua em x <= f(x) = lim f(y).
y—X
EXEMPLO 2.1. Seja M espaco métrico completo, e f : M — M’ continua em M, e seja
(x1) sequéncia de Cauchy em M. Entao (f(xy)) é sequéncia de Cauchy em M.
Realmente, como (xx)reny € de Cauchy e M é completo, entdo converge para algum
x € M. Posto que f é continua em M, e portanto em x, entdo f(x) converge para f(X).
Logo, f(xx)ren é convergente. Como toda sequéncia convergente é de Cauchy, temos que

(f(x))ken é de Cauchy.
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F1GurA 2. Continuidade em z = 0.

2.1.1. Composicao de fungoes. O proximo resultado garante que a composicao de
fungoes continuas também é continua. Denotamos a composi¢ao de uma funcao f com g por

go f,ie, go f(x)=g(f(x))

TEOREMA 2.1.2. Sejam M, M' e M" espacos métricos, e f : M — M' eg: M — M".
Suponha [ continua em x € M e g continua em f(x) € M'. Entao a composi¢cio go f :
M — M" é continua em X.

DEMONSTRAGAO. Sejay = f(x) e W vizinhanca aberta de ¢g(y). Como g é continua em
y, entao existe vizinhanca aberta V' de y tal que

(2.1.1) y eV = g(y)eW.
Como f é continua em x, entao existe vizinhanca aberta U de x tal que

xXel = fx)eW

Logo
XelU = fX)eV = fx)eV = g(f(x)) e W.
Na tltima implica¢ao usamos (ZI1.T]). Logo g o f é continua em x. O
EXEMPLO 2.2. Seja V' espago vetorial normado com norma || - ||y. Entao a fungao
g :V — R dada por g(x) = ||x|| é continua em V. Realmente, como

l9(x) =gl = | IIxllv = llyllv | < llx = yllv,
se (x,) converge para X entao
l9(xn) = g(x¥)| < [Ixn — x|| = lim (g(xa)) = g(x).

Portanto, se f é continua em x, entao h(x) = || f(x)|| também o é, pois h = go f é composicao
de funcgoes continuas.



30 2. CONTINUIDADE E FUNQOES CONTINUAS
2.2. Propriedades globais

Algumas propriedades de fungoes continuas nao estao restritas a apenas um ponto, mas
sim a todo o dominio. Como exemplos citamos preservacao de conexidade e compacidade, e
a continuidade uniforme.

Antes de prosseguirmos com as propriedades e suas aplicacoes, temos o seguinte resultado
que caracteriza fungoes continuas em todo dominio.

TEOREMA 2.2.1 (Continuidade Global). Seja f: M — M’. Entao as afirmativas abaizo
sao equivalentes:

(1) [ € continua em M
(2) Se V é aberto em M, entao f~*(V) é aberto em M’
(3) Se H € fechado em M, entio f~'(H) é fechado em M’

DEMONSTRAGAO. (1) = (2): Seja f continua em M e V aberto em M’. Sejax € f~1(V).
Como f é continua, existe Uy aberto em M contendo x tal que

yeUy = f(y)eV.

Logo Uy C f~YV). Seja
U == Ufo_l(V)UX'

Entao U é aberto pois é uniao de abertos, e U = f~(V).

(2) = (1): Sejax € M e V C M’ vizinhanca aberta de f(x). Por hipétese existe um
aberto U C M tal que U = f~(V). Mas como f(x) € V, entao x € U e portanto U ¢é
vizinhanga aberta de x. Além disto, para todo y € U tem-se f(y) € V.

(2) = (3): Seja H C M’ fechado. Entao como M'\H ¢é aberto, temos por hipétese que
existe aberto U tal que UN = f~1(C(H)). Seja F = C(U). Entao

XEF = 2¢U = f(x)¢C(H) = f(x)€e H = FC f(H).

Por outro lado,

xec ffYH) = x¢ fYC(H) = x¢U = xcF = f'H) CF

Logo f~'(H) = F.
(3) = (2): semelhante ao caso anterior. O

OBSERVAGAO. O Teorema da Continuidade Global (Teorema 22.1]) nos diz que uma
funcao entre espacos métricos é continua se e somente se imagens inversas de abertos sao
abertos e se e somente se imagens inversas de fechados sao fechados.

TEOREMA 2.2.2. Seja M e M’ espagos métricos, M conexo, e f : M — M’ continua.
Entao f(M) € conexo.

DEMONSTRAGAO. Seja f(M) = AU B uma cisao de f(M). Entao f~'(A)U f~1(B) ¢é
uma cisao de M. Mas entao A = () ou B = 0. O
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2.2.1. Fungoes Continuas em Conjuntos Compactos. Um resultado com vérias
aplicagoes vem a seguir e garante que a compacidade é uma propriedade preservada por
fungoes continuas.

s

TEOREMA 2.2.3 (Preservacao de compacidade). Se K ¢é compacto, e f : K — M’ é
continua, onde M’ € espago métrico, entao f(K) é compacto.

DEMONSTRAGAO. Seja G = {G, : a € A} cobertura aberta para f(K), i.e., f(K) C
UaeaGa. Logo K C Ugenf 1 (G,). Por f ser continua, pelo Teorema 22T, H, = f~1(G,)
¢ aberto para todo a € A. Portanto {H, : o € A} é uma cobertura aberta de K. Como K
é compacto, entao existe {H,,, ..., H,,} subcobertura finita. Logo,

K C Ul Ha, = Uiy f71(Gay),

e entdo f(K) C U/_,G,,. Portanto, achamos uma subcobertura aberta finita para f(K), e
concluimos que f(K) é compacto. O

Uma aplicacao imediata do resultado acima é a existéncia de maximos e minimos de
fungoes continuas definidas em compactos. Em particular, estas fungoes sao limitadas. O
Teorema 2.2.3] garante que imagens de compactos sdo conjuntos compactos, portanto pelo
Teorema [[.4.4] fechados e limitados. O resultado abaixo é consequéncia imediata deste fato.

TEOREMA 2.2.4. Seja K compacto, e f : K — R" continua em K. Entao f é limitada
em K.

Outra nogao importante é o de maximos e minimos. Dizemos que f : M — R tem valor
maximo em M se existe z* € M tal que f(z*) é cota superior de f(M). De forma anéloga
dizemos que f tem valor minimo em M se existe z, € M tal que f(z.) é cota inferior de
f(M). Chamamos z* de ponto de valor maximo e z, de ponto de valor minimo.

O resultado a seguir mais uma vez é consequéncia do Teorema 2.2.3]

TEOREMA 2.2.5 (Pontos Extremos). Seja K compacto e f : K — R continua em K.
Entao f tem pelo menos um ponto de mdzximo e um de minimo em K.

DEMONSTRAGAO. Como K é compacto, entao o Teorema2.2.3 garante que f(K) também
é compacto. Logo f(K) é limitado e portanto tem supremo, e f(K) é fechado, e portanto o
supremo pertence a f(K). Logo existe 2* € K tal que f(2*) = sup f(K).

Mesmo tipo de argumento assegura que existe ponto de minimo em K. O

2.3. Funcgoes Uniformemente Continuas

DEFINICAO 2.3.1. Sejam M M’ espaco métrico com métricas d, d', e f : M — M.
Dizemos que f € uniformemente continua em M se para todo € > 0, existir § tal que para
todo x, y € M tem-se

dx,y) <6 = d(f(x),[(y)) <e

De forma equivalente, dado € > 0 existe § > 0 tal que, para todo x € M, tem-se

y € Bs(x) = f(y) € B(f(x)).
Uma interessante propriedade da continuidade uniforme é dada abaixo, e tem aplicacao

na extensao de funcoes, ver exercicio .15l Suponha f : M — M’ uniformemente continua.
Entao f preserva sequéncias de Cauchy.
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De fato, seja € > 0. Como f é uniformemente continua, entao existe d tal que

(2.3.1) dx,y) <0 = d'(f(x), f(y)) <,
para todo x, y € M. Como (x;) é sequéncia de Cauchy, entao existe Ny tal que se
(232) 1,7 > Ny = d(Xij) < 0.

Combinando ([2.31)) e (233.2), temos entao que
i,j > No = d'(f(x;), f(x;)) <.
O resultado abaixo garante que todas as fungoes continuas em conjuntos compactos sao

uniformemente continuas.

TEOREMA 2.3.2 (Continuidade Uniforme em compactos). Seja K conjunto compacto, e
f: K — M continua em K. Entao f ¢ uniformemente continua em K.

DEMONSTRAGAO. Seja € > 0. Entao, para todo x € K, existe d(x) > 0 tal que

(2.3.3) Y € Bsy(x) = d'(f(y), [(x)) <e€/2.

Seja a cobertura aberta de K gerada por {B%(g(x) (x): 2 € K}. Como K é compacto, entao
existe {xy,...,x;} C K tal que {Bj;4,)(xi) : i =1,...,J} ¢ uma subcobertura de K. Seja

1
§= 5 min{d(xy),...,0(x,)}.

Sejam x, y € K tais que d(x,y) < J. Entdo existe indice j € {1,...,J} tal que x €
B%é(xj)(xj), ie., d(x,x;) < d(x;)/2. Portanto, usando (2.3.3) temos que d'(f(x), f(x;)) <
€/2. Da mesma forma,

Ay ;) < dly, %)+ d(x,5%) < 0+ 360x,) < 30,

e entao d'(f(y) — f(x;)) < /2. Concluimos que
dx,y) <o = d(f(x) = f(y)) < d(f(x). [(x))) + d(f(x7), [(y)) <€,

e portanto f é uniformemente continua. 0
Outra importante situacao em que temos continuidade uniforme, mesmo com dominios

nao compactos, é quando a funcao é de Lipschitz. Dizemos que f é de Lipschitz se existe
C € R tal que

d'(f(x), f(y)) < Cd(x,y)
para todo x, y € M.

TEOREMA 2.3.3. Sejam M, M' espacos métricos, e f : M — M'. Se f é de Lipschitz,
entao f € uniformemente continua em €.

DEMONSTRAGAO. Seja C' € R tal que

d(f(x), f(y)) < Cd(x,y)
para todo x, y € M. Dado € > 0, seja 6 = ¢/C. Entao, se x, y € M e d(x,y) < 0, temos
que

d(f(x), f(y)) < Cd(x,y) < C6 =e.
o que mostra que f é uniformemente continua em M. ]
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Pode ser que a funcao seja de Lipschitz apenas numa vizinhanca de um ponto. Dizemos
entao que f : M — M’ é localmente de Lipschitz quando para todo x € M existe r > 0 tal
que a restri¢do f|p, (x) seja de Lipschitz.

2.4. Homeomorfismo

Sejam M, M’ dois espacos métricos, e f : M — M’ uma bijecdo. Dizemos que f é um
homeomorfismo se f e f~! sao continuas. Neste caso dizemos que M e M’ sao homeomorfos.

Note que homeomorfismos “preservam abertos” (e portanto a topologia), e dai sua im-
portancia. De fato, X C M é aberto se e somente se f(X) C M’ for aberto pois um conjunto
¢ imagem inversa do outro por f ou por f L.

Espagos homeomorfos tém entao as mesmas caracteristicas topoldgicas. Por exemplo
temos que se M e M’ sao homeomorfos, entdo M é compacto se e somente se M’ o for.
Mesma afirmativa vale para conexidade.

ExEMPLO 2.3. Nao sao homeomorfismo, apesar de serem bijecoes [5L7]:
(1) Seja S* = {x € R?: ||x||s =1}, e ¢ : [0,27) — S dada por ¢(t) = (sint, cost).
(2) f:[-1.00U(1,+00) = [0, +00) tal que f(x) = x>

EXEMPLO 2.4. Sao homeomorfismos (e portanto os espagos correspondentes sao homeo-
morfos) [7,/8]:

(1) A reta R e S'\{(0,1)}, ou seja o circulo unitario menos o “polo norte”. O ho-
meomorfismo ¢ dado pelo “projecao estereografica”: f : S1\{(0,1)} — R tal que
fla,y) =z/(1—y).

(2) Bijegdes entre espagos discretos.

(3) Se V é espago vetorial normado entao ¢ : V' — B;(0) dada por ¢(v) = v/(1+|v]|]).
A inversa é dada por ¢~ H(w) = w/(1 — ||[w]]).

(4) O grafico de uma fungao continua entre espagos métricos ¢ homeomorfo ao dominio.
Se f: M — M' é uma fungao continua entre espagos métricos, entao a aplicacao
¢ : M — G dada por ¢(x) = (x, f(x)) é um homeomorfismo, onde G = {(x, f(x)) :
x € M} C M x M éo grafico de f.

(5) Pelo item M o grafico da funcao f : (0,400) — R dada por f(z) = sin(1/z) é
CONexo.

2.5. Aplicacoes

Nesta se¢ao consideramos duas aplicacoes da teoria previamente vista. A primeira envolve
a questao de existéncia e unicidade de solugoes de equacoes diferenciais. A segunda aplicacao
envolve condigoes de Blackwell para contracao.

2.5.1. Existéncia e unicidade de solugoes de equacoes diferenciais ordinarias.
Uma primeira aplicacao de resultados previamente vistos é o Teorema de Picard, que da
condigoes de existéncia e unicidade de solugoes para Equagoes Diferenciais Ordinérias (EDOs).
Dado x¢ € R™ considere o problema de achar x : [0,7") — R™ diferencidvel e tal que

(2.5.1) x' = f(t,x(t)), x(0) = xo,

onde f: RxR"™ — R" é dada. A pergunta natural é se existe um solugao para este problema,
se é Unica, e para quais valores de T" é possivel achar solucao.
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O resultado abaixo [7,[11] responde a tais perguntas no caso de f ser de Lipschitz e
resulta do Teorema do Ponto Fixo [[L3.18

TEOREMA 2.5.1 (Teorema de Picard). Considere o EDO (Z51), para T > 0 e f :
[0,T) x R™ funcao de Lipschitz em relagdo a sequnda varidvel, i.e.,

|f(t,x) — f(t,y)|| < C|lx —y| para todot € R e todo x, y € R".
Entao (2Z5.1)) possui uma e somente uma solu¢ao x : [0,T) — R™ para T =1/C.
DEMONSTRAGAO. Para T > 0 fixo, considere o espaco C°_[0, 7)) das funcdes continuas e

limitadas de [0,7) em R", e a aplicacdo ® : C2.[0,T) — C° [0, T") dada por

(®x)(t) = xo —i—/o f(s,x(s)) ds.

Note que x resolve (Z5.]]) se e somente se é ponto fixo de . Queremos mostrar que ¢ é
uma contracao na norma

1%l 0,0,y = sup{[|x(Z)]| : ¢ € [0,T)}.
De fato,

[@(x) = ©(¥)l[o,o,r) < sup
te[0,T)

< / 1£(5,3(5)) — f(s,y(s))l| ds < C / Iy(s) = y(s)]| ds < CT]ly — yllcofom)

/0 F(5,9(5)) — F(s,y(s)) ds

Logo, ® é contragao se T' < 1/C. Logo existe um ponto fixo em [0,7), e ele é unico.
Concluimos entao existéncia e unicidade de (Z5.0)) neste intervalo. O

OBSERVACAO. Note que, sob as condicoes acima, é sempre possivel estender a solugao por
mais um intervalo de tempo 1/C. Isto nao se aplica entretanto sob hipdteses mais gerais.
Por exemplo, para a EDO unidimensional 2’ = x com z(0) = zy > 0 tem como solucao
x(t) = 1/(zy" — 1), que “explode” em tempo finito. Ou seja, extensdes além de T' = x5 ndo
sao possiveis. Ver [2], pagina 12], onde um exemplo de nao unicidade também é apresentado.

2.5.2. Condigoes de Blackwell para contragao. Seja X C R™ nao vazio, e Fuo(X)
o espago das fungoes reais limitadas. O resultado abaixo fornece condigoes suficientes para
um operador nesse espaco ser contracao [7]. Usaremos abaixo a seguinte notacdo: f < g
quando f(x) < g(x) para todo x € X.
TEOREMA 2.5.2. Seja T : Foo(X) = Fool X) tal que
(1) [ < g implica em T(f) <T(g) (monotonicidade)
(2) existe B € [0,1) tal que
T(f+a)=T(f) < Pa
para todo a >0 e f € Foo(X) (desconto)

Entao T é uma B-contracao (i.e., uma contragio com constante [3).
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DEMONSTRAGAO. Sejam f, g € Foo(X). Entao f—g < || f—9l|.x, € usando as hipdteses
do teorema temos
T(f) <T(g+1f = 9lloox) <T(9) + BIf — glloc,x-
Invertendo os papéis de f e g temos que T(g) < T(f +|lg — flloox) < T(f) + Bllg — fllooxs
e portanto S| f — g|leo.x ¢ cota superior para |T'(f) — T'(g)|(x). Logo
1f = glloo.x < BIIf — glloo,x-
[l

Quando for possivel substituir F..(X) por C° (X), obtemos que o ponto fixo é uma
funcao continua. Considere o seguinte exemplo.

EXEMPLO 2.5. Seja X = [0, +00), e T : C° (X) — C% (X) dada por
(Tw)(k) = sup [U(f(k) —y) + Fu(y)]

0<y<f(k)

onde k € X, {v,U, f} CC°(X),U:X = Xef:X — X. Mostramos a seguir que 7T
satisfaz as condigoes de Blackwell. A condicdo (1) é imediata. Para checar a condigao (2),
note que para v € e a > 0,

(T(v+a))(k) = sup [U(f(k) —y)+ Pu(y) + fa]

0<y<f(k)
— swp [U(f(k) — y) + Bo(y)] + Ba = (T(v))(k) + fa.

0<y<f(k)
Existe portanto ponto fixo de 7' em C% (X).

2.5.3. Principio de Otimalidade de Bellman [7]. Sejam X C R™ e Y C R". Uma
correspondéncia entre X e Y é uma fungdo I' : X — P(Y)E, onde P(Y) é o conjunto das
partes de Y, i.e., uma cole¢ao contendo todos os subconjuntos de Y. Ou seja, ['(x) C Y
para todo x € X. Supomos também que I'(x) # () para todo x € X.

Dado f: X xY — R, considere o problema focal, i.e., achar h : X — R tal que
(2.5.2) h(x) = sup f(x,y).

yel(x)
Se f for limitada superiormente, entdo h estd bem definida. Se f(x,-) for continua e I'(x)
for compacto, entao o sup pode ser substituido por max, e estd bem definida também a
correspondéncia

(2.5.3) Gx)={yeTl(x): f(x,y) =h(x)}.

Definimos agora o conceito de continuidade para correspondéncias.

DEFINICAO 2.5.3. Considere a correspondéncial' : X — Y.

e Dizemos que I' é hemi-continua inferiormente (hci) em x € X quando para todo
y € I'(x) e toda sequéncia (x;)jen em X convergente para X, existe sequéncia (y;) en
em R™ convergente para 'y, e existe J € N tal que

jzJ = y; el(x)

2a notacdo I' : X — Y também é usada, quando fica claro que T’ é uma correspondéncia.
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o I é hemi-continua superiormente (hcs) em x € X quando para toda sequéncia
(xj)jen em X convergente para x, e toda sequéncia (y;)jen tal que y; € I'(x;)
para todo j € N, eziste subsequéncia de (y;)jen com limite em I'(x).
Dizemos que I' é continua em x € X se € hci e hes em X, e que € continua em X se é
continua para todo x € X.

EXEMPLO 2.6. Seja RT = (0,+00) e f: RT — R continua. Entdo a correspondéncia
I': Rt — R* dada por I'(x) = [0, f(x)] é continua.

De fato, f é hci; seja x € RT ey € [0, f(x)]. Se y =0 tome y; =0, e se y = f(z) tome
y; = f(z;). Em ambos os casos y; € I'(x;) para todo j e y; — y (usando a continuidade de
f no segundo caso). No caso de y € (0, f(x)), entao seja ¢ = f(z)/y, e tome y; = f(x;)/c.
Logo y; € [0, f(x;)] = I'(z;) pois ¢ > 1, e por continuidade, y; — f(z)/c =y.

Para ver que I' ¢ hes em x, tome z; — z e seja o compacto

X = (Ujerrdz;} x [0, f(z)]) U ({2} x [0, f(2)]).
Seja (y;) tal que y; € I'(x;). Logo (z;,y;) estd em X, e entdo existe subsequéncia (z;, ,y;,)
convergente em X. Seja (z,y) € X seu limite (lembre que z; — z). Entao y € [0, f(z)],
pela definicao de X.

Definimos o gréafico da correspondéncia I" por
Graf(I') = {(x,y) e X xY: xe X,y e ['(x)}.
Considere agora os seguintes resultados caracterizando correspondéncias hcs.

LEMA 2.5.4 (Suficiéncia para hcs). Suponha que Graf(I') seja fechado e que para todo
X C X limitado, I'(X) seja limitado. Entao I'(x) é compacto para todo x € X, e é hcs

DEMONSTRAGAO. Para cada x € X, I'(x) é fechado pois Graf(I") é fechado e I'(x) é
limitado por hipdtese. Entao I'(x) C Y C R"™ é compacto. Sejam x € X e (x,) sequéncia
em X que converge para X. Seja 'y, € I'(x,) para todo n € N. Temos que o conjunto
X = {x} U {x, : n € N} é compacto, e, por hipétese, F(X) ¢ limitado. Entao a sequéncia
(yn) em F(X ) tem uma subsequéncia convergente que converge para algum y € R"”. Como

Graf(T") é fechado, (x,y) € Graf(I'), i.e., y € I'(x). O

ExeEMPLO 2.7. Seja I' : R — R definida por I'(0) = 0, e I'(z) = {0,1/z}, para todo
x > 0. Entao Graf(I") é fechado, mas I' ndo é hes em o = 0 (basta tomar x = 1/k e yp = k;
note que I'([0, a]) ndo ¢ limitado para nenhum a > 0).

LEMA 2.5.5 (“reciproca”). Suponha que I seja hes. Se X é compacto, entao Graf(I") é
compacto (em particular, I' tem valores compactos).

DEMONSTRAGAO. Seja (X,,y,) uma sequéncia em Graf(I'). Como X é compacto, existe
uma subsequéncia (x,,) que converge para x € X. Como I' é hes em x, existe uma sub-
sequéncia (ynkj) que converge para 'y € I'(x), i.e., (xnkj , ynkj) — (x,y) € Graf(I') e Graf(I')
é sequencialmente compacto. Portanto, Graf(I') é compacto. ([l
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TEOREMA 2.5.6 (Teorema do Maximo). Seja f : X x Y — R wuma fungdo continua
el : X = Y wma correspondéncia continua e com valores compactos. Entao a funcao
h : X — R definida por (Z52) € continua e a correspondéncia G : X — Y definida
por ([Z53) € (nao vazia e) hes e tem valores compactos.

DEMONSTRAGAO. (1) G é nao vazia e tem valores compactos: fixe x € X e defina

a fungao continua ¢g(y) = f(x,y) para y € I'(x). J4 argumentamos que, como I'(x)
¢ compacto, entdo G(x) é nao vazio. Como G(x) C I'(x), entdo G(x) ¢ limitado. E
note que G(x) = g~ ' ({h(x)}). Pelo teorema da continuidade global e usando que o
dominio da g, I'(x), é fechado, temos que G(x) é fechado. Logo é compacto.

G é hes: seja (x,) uma sequéncia em X convergindo para x. Tome y, € G(x,) C
I'(x,), para todo n € N. Como I' é hes, existe uma subsequéncia (y,, ) que converge
para y € I'(x). Seja z € I'(x). Como I' é h.c.i., existe uma sequéncia (z,,) tal
que z,, € I'(x,,) que converge para z. Como f(X,,,¥n,) > f(Xn,,2n,), para todo
k € N, e f é continua, segue que f(x,y) > f(x,z). Como z € I'(x) é arbitrario,
y € G(x). Logo, G é h.c.s. em x.

h : X — R é continua: seja (x,) uma sequéncia em X convergindo para x. Tome
yn € G(x,) C I'(x,), para todo n € N. Sejam h = limsup h(x,) e h = liminf h(x,).
Entdo existe uma sequéncia (x,,,y,,) em Graf(Q) tal que h = lim f(X,,,¥n,)-
Como G ¢ hes, existe uma subsequéncia (y;) que converge para 'y € G(x). Logo,
h = lim f(x;,y;) = f(x,y) = h(x). Analogamente, h = h(x). Logo, a sequéncia
(h(x,)) converge e seu limite é h(x), i.e., h é continua em x.

O

ExEMPLO 2.8. Considere o problema de achar sequéncia (x;)en contida em X que ma-

Ximize

(2.5.4)

+oo
max ZBtF(Xt,xtH) tais que x; € I'(x;_1) para t € N,

(%t)ten =0

onde g € (0,1), F' : Graf(I') - R e xg € X s@o dados. O Principio da otimalidade de
Bellman afirma que a solugao de (2.5.4)) é caracterizada de forma tnica por

v(xt) = F(%X¢, Xe11) + Bo(Xep1),

onde v satisfaz

(2.5.5)

v(x) = sup [F(x,y)+ pv(y)] parax e X.
yel(x)

2.6. Exercicios

ExERcicio 2.1. Demonstre o Lema [2.1.11

ExERcicio 2.2. Seja M, M’ espacos métricos e f : M — M’ continua. Mostre que, dado
X € M munido da mesma métrica de M, a funcao f|x é continua.

ExERrcicio 2.3. Considere os espacos métricos My, My e M e seja M = M; x M, com
qualquer uma das métricas do Exemplo [[L3l Seja f : M — Mj, e, para cada Xy € M, fixo,
defina g : M; — M3 por g(x1) = f1(x1,x2). Mostre que se f é continua, entdo g é continua,
mas que a reciproca nao é verdadeira.
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EXERCicIO 2.4. Seja V espaco vetorial normado. Mostre que as seguintes funcoes sao
continuas:
(1) f:RxV — V dada por f(a,x) = ax.
(2) g: VxV —=Vdadapor f(x,y) =x+y
Usando as propriedades acima, mostre que soma de fungoes continuas é continua, bem como
o produto de uma funcao vetorial por uma funcgao escalar, se ambas forem continuas.

EXERcicIO 2.5. Seja f : M — R continua em x € M, e f(x) > 0. Mostre que existe
uma vizinhanca aberta de x tal que f seja estritamente positiva.

ExEercicio 2.6. Seja f : M — R continua. Mostre que o conjunto {x € M : f(x) =0}
é fechado em M.

EXERcicIO 2.7. Sejam f, g : M — R fungoes continuas. Mostre que o conjunto {x €
M : f(x) > g(x)} é aberto em M.

EXERcicIO 2.8. Mostre que toda contracao é uma funcao continua.

ExERrcicio 2.9. Seja K conjunto compacto e f : K — M’ continua, e seja (xj) sequéncia
contida em K. Mostre que a sequéncia ( f (Xj)) possui subsequéncia convergente com limite
contido em f(K).

Exgercicio 2.10 (Equivaléncia de normas no R™). Mostre que no R™ todas as normas
sao equivalentes.

(Dica: mostre que todas as normas sao equivalentes a norma euclidiana, i.e., considere
| - || como sendo a norma euclidiana. Para tal, comece mostrando que existe constante ¢
tal que ¢|||v]]] < ||v]| para todo v € V. Para obter a desigualdade inversa, mostre que ||| - [
define uma fung¢ao continua em R™. Conclua entao usando o Teorema dos pontos extremos
(Teorema 2.2.7]) de forma apropriada.)

ExErcicio 2.11. Sejam V e W dois espacos vetoriais normados, e T : V' — W uma
aplicacao linear. Mostre que

(1) T ¢é continua em V' se e somente se T é continua em 0
(2) T é continua em V' se e somente se T é limitada, i.e, existe ¢ tal que
ITv|w < c||v|y paratodoveV.

(3) se Ve W tém dimensao finita, entao 7" é continua

EXERcicIO 2.12. Mostre que o produto de duas funcoes uniformemente continuas e
limitadas é fungao uniformemente continua.

ExERrcicio 2.13. Seja I C R um intervalo. Dizemos que uma funcao f : I — R
é absolutamente continua se para todo € > 0 existir § tal que dados K subintervalos
(x1,1), .-, (Tk,yx) contidos em [ e disjuntos (ie., 71 < y; < -+ < g < Yi), com
Zfi1(yi —x;) < J entao Zfil |f(y:) — f(x;)] < e. Mostre que
(1) toda funcgao absolutamente continua é uniformemente continua
(2) toda fungao de Lipschitz é absolutamente continua

Exercicio 2.14. Dé um exemplo de uma funciao uniformemente continua que nao seja
absolutamente continua.
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EXERcicio 2.15. Suponha f : M — M’ uniformemente continua no espago métrico M,
e que M’ seja completo. Mostre que podemos definir f : M — M’ tal que f seja continua
em M, e f(x) = f(x) para todo x € M. Neste caso dizemos que f é uma extensao continua
de f.

ExERcicio 2.16. Mostre que se f : M — M’ é homeomorfismo, entao G C M é aberto
se e somente se f(G) C M’ for aberto (uma aplicagao que leva abertos em abertos é chamada
de aplicagao aberta). E que X C M é fechado se e somente se f(X) C M’ for fechado.

EXERcicIO 2.17. Mostre que se M e M’ sao espacos métricos homeomorfos, e M é
compacto, entao M’ é compacto. E se M é conexo, entao M’ é conexo.

EXERcicIO 2.18. Mostre que homeomorfismos definem relacoes de equivaléncia entre
espagos métricos.

ExERcicIo 2.19. Mostre que dado a < b, o intervalo (a,b) é homeomorfo a R, mas nao
é homeomorfo a [a, b].

ExERrcicio 2.20. Mostre um espaco métrico onde bolas abertas podem nao ser homeo-
morfas.

ExERcicio 2.21. Mostre @ no Exemplo 241
EXERcic1o 2.22. Mostre que G = {(z,sin(1/z)) : z € (0,1)} U ({0} x R) é conexo (i.e.,

«,

o gréfico de sin1/z e o eixo “y” sdo conexos).






APENDICE A

Miscellanea

A.1. Desigualdade de Holder e Minkowisk

Sejap >1eqtal que 1/p+1/g=1 (p e q sdo chamados de conjugados). Entao vale a
desigualdade de Holder para todo (x;)ien € 1P, (yi)ien € 1%

N N 1p , N
N (Z w) (Z mrq)
=1 =1 =1

A desigualdade de Minkowisk é dada por

N 1/p N 1/p N
(Z 2 w\p) < (Z w) " (Z \yiyp)
=1 =1 =1

Ambas as desigualdades valem também para “N = o0”, bastando tomar N — oo

1/q

1/p

A.2. Séries

Sejam os nimeros aq, as, . ... Dizemos que uma série ZS; a; converge se a sequéncia s

definida por
k
Sk — Z a;
i=1

converge. Neste caso escrevemos que » .~ a; < +00. Note que se a série converge, entao
a; — 0, pois
|CLZ‘| = |3i — 3i—1| — 0,
pois como s; converge, entao s; é de Cauchy.
Outra observacao é que se Y.~ |a;| converge (neste caso dizemos que a série converge
absolutamente), entdao Y .~ a; também converge. De fato, podemos limitar as somas parciais

J

< Z ’ak‘a

k=i

J

>

k=i

|sj — sil =

e como a série a direita é de Cauchy, obtemos a convergéncia.
Note também que para provar convergéncia de uma série de termos positivos, basta provar
que as somas parciais sao limitadas e usar que sequéncias mondétonas e limitadas convergem.

1Ultima Atualizacao: 25/04,/2018
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