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Exerćıcio 1. Seja f : R→ R função diferenciável em R e tal que f ′(x) 6= 0 para todo x ∈ R.

Mostre que f é injetiva.

Exerćıcio 2. Sejam a < b, e x0, x1, . . . , xN pontos tais que a = x0 < x1 < · · · < xN = b.

Mostre que se f : [a, b] → R é diferenciável e tem derivada cont́ınua em [a, b], então existe

uma constante M ∈ R independente de N tal que

N∑
i=1

|f(xi)− f(xi−1)| ≤M.

(Obs: dizemos neste caso que f tem variação limitada.)

Exerćıcio 3. Seja I ⊆ R intervalo aberto e f : I → R duas vezes diferenciável com a segunda

derivada cont́ınua, numa vizinhança aberta de x ∈ I. Mostre então que existem constantes

positivas δ e c tal que ∣∣∣∣f ′(x)− f(x+ h)− f(x)

h

∣∣∣∣ ≤ ch,

para todo 0 < h < δ. Mostre que a constante c pode ser escolhida independentemente de h.

Repita o exerćıcio supondo agora que f : I → R é três vezes diferenciável com a terceira

derivada cont́ınua, numa vizinhança aberta de x ∈ I, e que então∣∣∣∣f ′(x)− f(x+ h)− f(x− h)

2h

∣∣∣∣ ≤ ch2,

As duas formas acima são utilizadas para aproximar f ′(x).

Exerćıcio 4. Seja f : R→ R suave, com mı́nimo local em x = 0, e suponha que este mı́nimo

não seja global. Mostre que existe ponto cŕıtico diferente de x = 0.

Exerćıcio 5. Suponha que f : R → R seja suave, e possua ao menos dois mı́nimos locais.

Mostre que f possui um ponto cŕıtico entre estes dois mı́nimos.

Exerćıcio 6. Seja f : R → R suave e tal que f ′(x1) > 0 e f ′(x2) > 0 para x1 < x2 ráızes de

f . Mostre que f possui ao menos uma raiz em (x1, x2).

1


