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Exerćıcio 1. Seja f : Ω → R, onde Ω ⊂ Rm é aberto. Mostre que f é cont́ınua em Ω se e

somente se f−1((α,+∞)) e f−1((−∞, α)) são abertos para todo α ∈ R.

Exerćıcio 2. Seja f : [0, 1] → R cont́ınua tal que f(0) < 0 e f(1) > 0. Mostre que se

s = sup{x ∈ [0, 1] : f(x) < 0}, então f(s) = 0.

Exerćıcio 3. Sejam Ω ⊆ Rm fechado e limitado, e f : Ω → Rn cont́ınua em Ω. Sem usar

Heine–Borel, mostre que f(Ω) é fechado e limitado.

Exerćıcio 4. Seja I ⊂ R um intervalo. Dizemos que uma função f : I → R é absolutamente

cont́ınua se para todo ε > 0 existir δ tal que dados K subintervalos (x1, y1), . . . , (xK , yK)

contidos em I e disjuntos (i.e., x1 < y1 < · · · < xK < yK), com
∑K

i=1(yi − xi) < δ então∑K
i=1 |f(yi)− f(xi)| < ε. Mostre que

(1) toda função absolutamente cont́ınua é uniformemente cont́ınua

(2) toda função de Lipschitz é absolutamente cont́ınua

Exerćıcio 5. Suponha f : Ω → Rn uniformemente cont́ınua em Ω. Mostre que podemos

definir f̄ : Ω̄→ Rn tal que f̄ seja cont́ınua em Ω̄, e f̄(x) = f(x) para todo x ∈ Ω. Neste caso

dizemos que f̄ é uma extensão cont́ınua de f .

Exerćıcio 6. Seja B ⊆ Rm limitado, e f : B → Rn uniformemente cont́ınua. Mostre que f

é limitada em B. Mostre que esta conclusão não é necessariamente verdadeira se B não for

limitado.
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