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PREFACIO. Estas notas de aula sdo relativas ao curso de Anélise I da Escola de Pds-
Graduagao em Economia da Fundacao Getilio Vargas (EPGE-FGV). Estas notas devem
servir de apoio, e certamente nao eliminam a necessidade de se usar os ja classicos, apri-
morados e varios livros didaticos. Mencionamos alguns deles na biliografia.

Neste curso apresento alguns topicos de andlise que, espero, sejam tuteis. Na verdade, o
que eu espero mesmo € apresentar o rigor matematico aos alunos, e mostrar como este deve
ser utilizado em conjunto com a intuigdo matematica. Minha experiéncia diz que os alunos
da EPGE tém a intuigao mais desenvolvida que o rigor.

Planejo discutir os seguintes tépicos:

e Os numeros reais e topologia em R"
Fungoes; Conjuntos finitos, infinitos, contaveis; Propriedades dos reais;
Espagos Vetoriais; Conjuntos abertos e fechados; Vizinhangas; Teorema de Bolzano-
Weierstrass;
Conjuntos Compactos; Teorema de Heine-Borel;
e Sequéncias e Convergéncia;
Sequéncias, Subsequéncias;
Teorema de Bolzano-Weierstrass; Sequéncias de Cauchy
Sequncias Contrateis e pontos fixos de contragoes; Caracterizagao de abertos e fecha-
dos;
Sequéncias monétonas (em R); limsup, liminf;
Funcgoes Continuas
Propriedades Locais e Globais
Preservacao de Compacidade e Continuidade Uniforme
Diferenciabilidade
Fungoes de uma varidvel; Derivadas parciais; Diferenciabilidade
Regra da cadeia; Teorema de Taylor;
Teorema da funcao implicita e da funcao inversa;
Aplicacoes: Minizacao com restricoes de igualdade e desigualdade
Sequéncia de fungoes
Convergéncia pontual e uniforme; Trocas de limites
Equicontinuidade

A referéncia bésica é o livro The elements of Real Analysis, de Robert Bartle [T]. Outra
referéncia importante é o ja cldssico livro de andlise do Elon Lima [B], bem como [4]. Para
tépicos especificos em uma dimensao, pode-se ler [2, B]. Finalmente, idéias mais abstratas
sdo apresentadas em [7].
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CAPITULO 1
Pré-requisitos

! Neste capitulo, recordaremos definicdes e notacoes bésicas sobre conjuntos e funcoes.
Assumiremos aqui que as propriedades basicas de conjuntos sao conhecidas. Em particular,
sao de grande importancia os conjuntos

N=1{1,2,3,4,...} (ntmeros naturais),
7 =40,1,—-1,2,—-2,3,-3,...} (ntmeros inteiros),
Q={m/n: m,neZ n+#0} (nimeros racionais),
além ¢ claro do conjunto dos ntimeros reais, que denotaremos por R.

Usaremos também a regra de De Morgam, que diz que para conjuntos F,, onde n € N,
temos que

C(UienEn) = Nien C(EL), C(NienEr) = Uien C(Ey),

onde C(E,) indica o conjunto complementar de E,.

1.1. Funcoes

Considere A e B dois conjuntos. Uma funcao é uma regra que associa a cada elemento
x € A, um elemento f(x) € B. Chamamos o conjunto A de dominio da fungao f e o
denotamos por D(f). Chamamos o conjunto B de contradominio da fungao f. Escrevemos
f: A— B, ou ainda
f:A—B
x— f(z).

Se £ C A, chamamos de imagem de E o conjunto

f(E) ={f(x): z € E}.

Similarmente, se H C B, chamamos de imagem inversa de H o conjunto

fHH) ={z: f(z) € H}.
Se f(A) = B dizemos que f é sobrejetiva (ou simplesmente sobre). Dizemos que f é

injetiva (ou biunivoca ou um a um ou 1-1) quando, dados a, @’ € D(f), se f(a) = f(a)
entdo a = a’. Numa forma mais compacta, escrevemos que para todo a, a’ € D(f) temos

fla) = f(d) = a=d,

7 significa implica que. Se f é injetiva e sobre, a chamamos de bijetiva ou de

onde “ =
uma bijecao.

1Ultima Atualizacao: 07/06,/2006



2 1. PRE-REQUISITOS
Dizemos que g : B — A é funcado inversa de f se
g(f(z)) =x paratodo z € A, flg(y)) =y paratodoy € B.
Quando esta existir, denotamos a inversa de f por f~1.

OBSERVACAO. Note que a definicao de imagem inversa independe de existir ou nao a
fungdo inversa. Por exemplo, a funcio f : R — R dada por f(z) = 2% nao tem inversa.
Entretanto f~!(R) = R.

1.2. Conjuntos finitos, infinitos, enumeraveis

Um conjunto B é finito se é vazio ou se existe uma bije¢ao entre B e {1,2,--- , N} para
aleum N € N. Caso B nao seja finito, o dizemos infinito. Se B é finito ou se existe uma
bijecao entre B e N, dizemos que B é enumerdvel.

OBSERVACAO. Existe aqui uma diferenca entre os termos usados em inglés no livro do
Bartle [0], e suas tradugoes diretas em portugués. Seguindo Elon [5], usamos o termo
enumerdvel para equivaler ao inglés countable. Ja as expressoes enumerable ou denumerable
sao usadas quando existe bijecao com N, i.e., exclui os conjuntos finitos. Por sua vez,
Rudin [9] define os termos de uma terceira forma.

ExempLo 1.1. {2,3,4,5} é finito, e portanto enumerével.

EXEMPLO 1.2. P ={2,4,6,---} é enumeravel pois ¢ : N — P definida por ¢(n) = 2n é
uma bijecao entre P e N.

ExEmPLO 1.3. O conjunto Z é enumeravel pois
7= {Oa 17 _1727 _2737 _37 T }7

e ¢ : N — Z dada por ¢(i) = (—1)"[¢/2] é uma bijecao entre N e Z. A fungao [[]: R — Z ¢
tal que [z] é a parte inteira de z, i.e., 0 maior inteiro menor ou igual a x.

EXEMPLO 1.4. Q é enumeravel pela “contagem diagonal”:

0,

17 _17 27 _27 3a _3a
1/2, —1/2, 2/2, —2/2, 3/2, —3/2,
1/3, —1/3, 2/3, —2/3, 3/3, —3/3,

e podemos contar pois
1 11 1
= 0 1 —1 — 2 —_— ., — —2 T, .
Q { ) ) 727 7 27 37 ) 37 }

ExXEMPLO 1.5. O conjunto de nimeros reais R nao é enumeravel. Para mostrar isto,
usaremos uma demonstragao por contradicao. Mostraremos na verdade que I = {x € R :
0 < z < 1} nao é enumeravel. Usando a base decimal, todo elemento x € [ pode ser
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representado por = 0, ajagas - - -, onde a; € {0,...,9}. Assuma que I é enumeravel. Entao
existe uma enumeracao ri,Ts,...,T,,... dos elementos de I tal que

x1 = 0,ana2013. . .,

9 = 0, az1a92a903 . . .,

x3 = 0,azrazzazs . . .,

onde a;; € {0,...,9}. Seja agora y = 0,b1b2b3 - - - onde

b‘_{() se a; € {1,...,9}

1 sea; =0.

Logo y € I mas y # z, para todo n € N. Isto contradiz a afirmacgao que x1,xs, ..., %y, ... €
uma enumeracao dos elementos de I. Portanto, I nao é enumeravel.

1.3. Demonstracao por inducao

Revemos aqui, através de um exemplo, como é possivel demonstrar alguns fatos usando
argumentos indutivos.
Considere a afirmativa

(1.3.1) >i= g(n—i—l)

para todo n € N.

Para demonstrar que ([[.3.1]) vale para todos os inteiros positivos, comegamos observando
que paran = 1, a afirmativa é obviamente verdadeira. Assuma entao que ([[.3.1) seja verdade
paran = N*, ie,

N* N*
1.3.2 | = N*+1).
(132) >oim G
Paran = N* 4+ 1 temos
N*4+1 N*

D i=NH14) i
=1 1

1=

Usamos a hipétese indutiva ([[.3.3) obtemos

N*+1

o N* N*+1, .
d i=Nf1+ S (V' +1) = ——(N"+2),
=1

e podemos concluir que ([[.3.1) vale para n = N* 4+ 1, e portanto vale para todos os inteiros
positivos.
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1.4. Exercicios
EXERcicIo 1.1. Mostre que uma funcao tem inversa se e somente se ela é uma bijecao.

EXERCicIO 1.2. Sejam A e B conjuntos enumeraveis. Mostre que o produto cartesiano
A x B é enumeravel. Conclua assim que Z enumeravel implica em QQ enumeravel.

ExXERcicio 1.3. Para i € N, seja A; conjunto infinito enumerdvel. Mostre que o produto
cartesiano infinito [[72, A; ndo é enumerdvel.

EXERcicIO 1.4. Mostre por inducao que n < 2" para todo n € N.

EXERcic1o 1.5. Mostre por inducao a desigualdade de Bernoulli: se x > —1, entao
(14+2)" > 1+ nx para todo n € N.



CAPITULO 2

Os numeros reais e o R"

1 Neste capitulo, falaremos sobre ntimeros reais. Suporemos aqui que os nimeros reais
e as operagoes neles definidas sao bem definidos e “existem”, sem entrar em detalhes sobre
a construcao deste corpo. A idéia é apenas apresentar propriedades que os reais satisfazem.
A seguir, falaremos sobre abertos e fechados nos reais.

2.1. Os numeros Reais

2.1.1. Propriedades dos Reais. Para discutir uma importante propriedade dos ntime-
ros reais, introduziremos o conceito de cotas. Para tal usaremos o fato de que R é ordenado,
i.e., existe uma relagao de ordem denotada por < indicando se uma elemento é menor que
outro. Usaremos também os simbolos >, < >, indicando se um elemento é maior, menor ou
igual, maior ou igual, respectivamente.

DEFINIGAO 2.1.1. Considere um conjunto S C R. Dizemos que u € R € cota superior
de S se s < u para todo s € S. Analogamente, dizemos que v € R ¢ cota inferior de S
se v < s para todo s € S. Se um conjunto tem cota superior dizemos que ele é limitado
por cima ou superiormente. Se um conjunto tem cota inferior dizemos que ele € limitado
por baixo ou inferiormente. Se um conjunto tem cota superior e inferior, dizemos que ele é
limitado.

Note que nem todos os conjuntos possuem cotas superiores e/ou inferiores. Por exemplo
N C R nao possui cota superior, apesar de possuir cota inferior. Segue-se da definicao que
se um conjunto possui cota superior, entao ele possui infinitas cotas superiores:

s cota superior de A = s+ 1 cota superior de A.

Observagao analoga vale para as cotas inferiores.

EXEMPLO 2.1. O conjunto R~ = {z € R: z < 0} é limitado superiormente mas nao
inferiormente. De fato qualquer nimero nao negativo é cota superior de R™, pois se b > 0,
entao x € R~ implica que =z < 0 < b. Por outro lado, nenhum nimero a € R pode ser
cota inferior pois sempre existe y € R™ tal que y < a. Concluimos portanto que R™ nao é
limitado.

ExXEMPLO 2.2. Usando argumentos como acima, vemos que R nao ¢ limitado nem supe-
riormente nem inferiormente.

EXEMPLO 2.3. Seja [ = {r € R: 0 < z < 1}. Entao qualquer niimero b > 1 é cota
superior de I, e todo nimero a < 0 é cota inferior de I. De fato, nestes casos teriamos
a < x < b para todo x € I. Logo, por definicao, I ¢é limitado.

1tima Atualizacao: 07/02/2007



6 2. 0S NUMEROS REAIS E O R"
EXEMPLO 2.4. Note que qualquer ntimero é cota inferior e superior do conjunto vazio.

DEFINICAO 2.1.2. Se um conjunto S € limitado por cima, chamamos de supremo de S
ou simplesmente sup S a menor de suas cotas superiores. Analogamente, se um conjunto
S € limitado por bairo, chamamos de infimo de S ou simplesmente inf S a maior de suas
cotas inferiores.

Logo, se u = sup S, entao

(1) s <wu para todo s € S.
(2) Se existe v € R tal que s < v para todo s € S, entao u < v.

OBSERVAGAO. Segue-se da definigdo a unicidade do supremo e do infimo, se estes exis-
tirem, ver exercicio £.4.

O resultado a seguir nos da uma forma equivalente para determinar o supremo de um con-
junto.

LEMA 2.1.3. Seja S # (), e v cota superior de S. Entao v = sup S se e somente se para
todo € > 0 existir s, € S tal que v — € < s..

DEMONSTRACAO. (=) Seja v = sup S e € > 0. Como v — € < v, entdo v — € ndo é cota
superior de S. Logo, existe um elemento s, € S tal que s, > v — e.

(<) Seja v cota superior de S. Suponha que para todo € existe s, € S tal que v —e€ < s..
Vamos entao mostrar que v = sup S.

Seja ¥ cota superior de S com ¥ # v. Se v < v, definimos € = v — ¥ e entao € > 0 e existe
sc € S tal que s, > v — e = 0. Isto é uma contradi¢cao com o fato de v ser cota superior.
Logo temos obrigatoriamente © > v, e v é a menor das cotas superiores, i.e., v =sup.S. U

EXEMPLO 2.5. [ ={z € R: 0<z <1} temsupl =1einf/ =0. Note quesupl € [ e
infl 1.

EXEMPLO 2.6. U ={z € R: 0 <z < 1} tem supU =1 e inf U = 0. Note que neste
casosupl € U einfI ¢ U.

Uma propriedade fundamental dos reais, que o distingue por exemplo dos racionais, é
dada a seguir.

Propriedade do supremo de R: Todo conjunto nao vazio em R limitado superiormente
tem um supremo em R.

Da propriedade acima, obtemos o seguinte resultado.

LEMA 2.1.4 (Propriedade Arquimediana). Para todo z € R, existe n € N tal que n > x.

DemonsTrRACAO. (Por contradi¢dao.) Suponha que nao existe tal nimero n. Portanto, x
¢é cota superior de N C R. Pela Propriedade do supremo de R, entao N tem um supremo
s. Logo existe m € N tal que s — 1 < m. Mas entao, s < m + 1, uma contradi¢ao, pois
m+ 1 € N e s deveria ser cota superior de N. ([l

OBSERVACAO. Densidade de Q em R: Se z, y € R e x < y, entao existe r € Q tal que
x <r <y. Da mesma forma, existe r € R\Q tal que z < r < y.
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2.1.2. Valor absoluto e Intervalos. Para um nidmero real a, o valor absoluto (ou
modulo) de a é dado por
a se a > 0,
jal =

—a sea<0.

EXEMPLO 2.7. Por definigdo |5| =5, e | — 5| = —(—5) = 5.

LEMA 2.1.5. Algumas propriedades dos niimeros reais:
(1) | — a| = |a| para todo a € R.
(2) |ab| = |al||b|] para todo a, b € R.
(3) Dados a, k € R temos que |a| < k se e somente se —k < a < k.
(4) —la|] < a < |a| para todo a € R.

DEMONSTRACAO. (1) Sea =0, entao [0 =0=|—0]. Se a > 0, entdo —a < 0 e logo
| —a|=—(—a) =a=a|. Sea<0,entdo —a>0e|—a|] =—a=|al.

(2) Exercicio.

(3) Exercicio.

(4) Tome k = |a| no item (3) do lema. Entéo |a| < |a|] = —|a] < a < |al.

LEMA 2.1.6 (Desigualdade Triangular). Para todo a, b € R temos
la + 0| < |al + [b].
DEMONSTRACAO. Sabemos que —|a| < a < |a| e —|b] < b < |b|. Logo, —|a] — [b] <
a+b<|a|+|b|. Pelo item (3) do Lema R.1.5 temos que |a + b| < |a| + |b|, como querfamos

demonstrar. O

Dentre os mais importantes conjuntos reais estao os intervalos. Sejam a,b € R, com
a < b. Chamaremos de intervalo quaisquer conjuntos dos seguintes tipos:
) Intervalo aberto: (a,b) ={x € R: a <x < b}
) Intervalo fechado: [a,b] = {x € R: a < x < b}
) [a,b) ={z €eR:a<z<b}
) (a,b] ={z €eR:a<z<b}
) [a,+o00) ={x €eR: a <z}
) oo)={reR:a<z}
) (— |={zeR:z<b}
) (—00,b) = {3: eER: x<b}
) (—

A definicao de alguns intervalos particulares é imediata usando-se o médulo:
(a—d,a+d)={xeR: |z —al <d}, [a—da+d ={zeR: |z —a| <d},

Uma importante propriedade dos niimeros reais, intrinsicamente ligada a sua propria
definicao, é dada por intersecoes de intervalos encaixantes, nocao que discutimos a seguir.

DEFINICAO 2.1.7. Dizemos que uma sequéncia de intervalos I,, € encaizante se

LDoDLDLED--DI,D--
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Nos dois exemplos abaixo, ilustramos o fato de que intersecoes de intervalos encaixantes
podem ser vazias ou nao. Entretanto, quando os intervalos forem fechados, o Teorema dos
intervalos encaixantes abaixo garante que estas interse¢oes sao sempre nao vazias.

EXEMPLO 2.8. Se I, = [0,1/n] entdao N1, = {0}. De fato, 0 € Iy para todo n € N
e portanto 0 € N, I,. Por outro lado, para x € R nao nulo a Propriedade Arquimediana
(Lema P.1.4) garante a existéncia de n € N tal que = & I,,. Logo x & N>, I,.

EXEMPLO 2.9. Usando novamente a Propriedade Arquimediana (Lema 2.1.4) temos que
se I, = (0,1/n) entao N, I, = 0.

TEOREMA 2.1.8 (Teorema dos intervalos encaixantes). Sejam I, = [ay,b,] intervalos
fechados, limitados, nao vazios e encaixantes. Entao existe £ € R tal que & € N2, 1,. Além
disto, se inf{b, — a, : n € N} =0, entao £ é o inico elemento da intersegdo.

DemMoONSTRACAO. Temos by > a, para todo n pois I, C I. Seja & = sup{a, : n € N}.
Logo & > a, para todo n. Queremos mostrar agora que ¢ < b, para todo n. Suponha
o contrario, i.e., que existe b, < & para algum k. Logo by < a, para algum m. Seja
p = max{k,m}. Entdo a, > a, > by > b, e temos [a,,b,] = 0, uma contradi¢do. Logo
a, < & <b, para todo n € N e portanto ¢ € [, para todo n € N.

Supondo agora que inf{b, — a, : n € N} = 0, definimos n = inf{b, : n € N}. Entao
n > a, paratodon € Nen > ¢ Como 0 <n—¢ <b,—a, para todon € N, temos n = ¢
pois inf{b, — a, : n € N} = 0. O

Introduzimos agora a noc¢ao de ponto de acumulacao.

DEFINICAO 2.1.9. Um ponto x € R € ponto de acumulacao de S C R se para todo e > 0
existir £ # x tal que £ € (x — e,z +€)NS.

Note que um ponto pode ser de acumulacao de um certo conjunto mesmo sem pertencer
a este conjunto. De fato veremos varios exemplos abaixo em que tal situacao ocorre.

ExeEMPLO 2.10. Se S = (0,1), entéo todo ponto em [0, 1] é ponto de acumulagao de S.
ExXEMPLO 2.11. O conjunto N nao tem ponto de acumulacao.

EXEMPLO 2.12. O tnico ponto de acumulagao de {1,1/2,1/3,1/4,...,1/n,...} é 0 0.
EXEMPLO 2.13. S =[0,1] N Q tem como pontos de acumulagao o conjunto S = [0, 1].

EXEMPLO 2.14. Seja S C R limitado superiormente e u = sup S. Se u ¢ S, entdo u é
ponto de acumulacao de S, pois para todo € > 0 existe x € S tal que x € (u — €, u + €).

Uma importante aplicacao do Teorema dos intervalos encaixantes é na demonstragao do
resultado a seguir.

TEOREMA 2.1.10 (Bolzano-Weiertrass em uma dimensao). Todo subconjunto de R in-
finito e limitado tem pelo menos um ponto de acumulagao.

A seguir damos uma idéia da demonstragao, antes de proceder formalmente. Os passos
sao o0s seguintes:

(1) S C I := [a,b] para algum a < b € R, pois S é limitado.
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(2) Seja I, um dos conjuntos [a, (a+b)/2] ou [(a+b)/2,b], tal que I contenha infinitos
pontos de S. Note que I, C I4.

(3) Divida Iy em dois subconjuntos fechados de mesmo comprimento e defina I3 como
sendo uma das partes tal que que contenha infinitos pontos de S. Por definigao,
I3 C Is.

(4) Prossiga assim definindo Iy, ..., I,, tais que I,, C --- C Iy C I3, e que I,, seja fechado
e contenha infinitos pontos de S.

(5) Usando Teorema dos intervalos encaixantes, seja x € NS, [,,.

(6) Mostre que x é ponto de acumulagao.

DemMoNSTRACAO. (do Teorema R.I1.10). Como S é limitado, existe I; = [a,b] C R tal
que S C I;. Note que [a,(a + b)/2]/2 ou [(a + b)/2,b] ou contém infinitos pontos de S, e
chame de I, tal intervalo. Da mesma forma, decomponha I em dois subintervalos fechados,
e denomine por I3 um dos subintervalos tal que I3 NS contenha infinitos pontos. Assim
procedendo, obtemos uma sequéncia encaixante I, C --- C Iy C I;. Pelo Teorema dos
intervalos encaixantes, existe x € MN>°,/,. Temos agora que mostrar que x é ponto de
acumulacio. Note que o comprimento de I,, = (b—a)/2""!. Dado e > 0, seja V = (z—¢, 1+¢€).
Seja n tal que (b—a)/2" ! < €/2. Entao I,, C V. Logo V contém infinitos pontos de S, e =
é ponto de acumulagao. ([l

2.2. Espacos Vetoriais e o R"

O exemplo mais comum e intuitivo de espaco vetorial é o R". Entretanto, uma definicao
mais geral é de grande utilidade. A menos que explicitamente mencionado, neste texto nos
restringiremos a espagos vetoriais sobre o corpo dos reais.

DEFINICAO 2.2.1. Um espaco vetorial V' sobre os reais é um conjunto cujos elementos
chamamos de vetores, com duas operacoes bindrias, soma vetorial e multiplicacao por escalar
tats que

(1) x+y =y +x, para todo x,y € V

) (x+y)+z=y+ (x+2z), para todo x,y,z € V

) Existe um elemento 0 € V tal que 0 + x = x, para todo x € V
) Para todo x € V, existe um elementoy € V tal quey +x =10
) 1x = x, para todo x € V

) (o + B)x = ax + (%, para todo o, B € R e para todo x € V

) a(Bx) = (af)x, para todo o, € R e para todo x € V

) a(x+y) =ax+ ay, para todo a € R e para todo x,y € V

Alguns resultados podem ser obtidos imediatamente:

LEMA 2.2.2. Seja V um espaco vetorial sobre os reais. Entao temos que

(1) O vetor zero ¢é nico

(2) Todo elemento de x € V' tem um tnico negativo dado por (—1)x
(3) 0x = 0 para todox € V

(4) @0 = 0 para todo @ € R
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DemonsTRAGAO. Demonstraremos apenas a primeira afirmativa. As demais ficam como
exercicios. Para demonstrar (1), suponha que 0; e 02 sejam dois zeros de V. Logo

0; =02 + 07 = 01 + 02 = 02,

onde usamos que a hipétese de que 01 é zero e a propriedade (3) da Defini¢ao B.2.1, seguida
da propriedade (1). Na ultima igualdade usamos a hipdtese de que 07 é zero e novamente a

propriedade (3) da Definigao de .2.1]. O
DEFINICAO 2.2.3. Seja R™ o conjunto das n-iplas ordenadas de nimeros reais, i.e,
R" ={x= (21,..., %) : ®; € Rparai=1,...,n}.
Definimos entao as operagoes produto por escalar e soma da sequinte forma:

ax = (azxy,...,ax,), X+y=(T1+y,. . T+ Yn),

onde x = (x1,...,2,) ey = (Y1,...,yn) estao em R", e « € R. Pode-se checar que R™ ¢
espaco vetorial com as operagoes acima descritas.

Parai € {1,...,n} seja e; onde o vetor com a iésima coordenada valendo um e as demais
coordenadas com valor zero, i.e.,

e; =(1,0,0,...,0), ey =1(0,1,0,...,0), ... e,=(0,0,...,0,1).
Chamamos este vetores de vetores da base canonica. Note que podemos escrever um ponto
X = (x1,29,...,2,) € R" como x = x1€] + 229 + -+ + xpe,. Definimos entio a matriz
coluna

T
I

(2.2.1) X =
Tn

como sendo as coordenadas de x na base canonica.

Note que existe uma identificagcao natural dos pontos em R™ com suas coordenadas na base
canonica. Usaremos neste texto a notacao indicada acima. Para cada x € R™, indicaremos
por X a matriz coluna das coordenadas na base canénica como em (B.2.1)).

ExXEMPLO 2.15. O espago F' das fungoes de R em R, com as operagoes
(u+v)(z) = u(x) +v(z) para todo x € R e todas u,v € F'
(au)(z) = au(z) para todo z € R, toda u € F e todo o € R

Duas importantes ferramentas matematicas quando se trabalha em espacos vetoriais sao
produtos internos e normas.

DEFINICAO 2.2.4. Seja V espaco vetorial sobre os reais. Um produto interno € uma
funcao de V- xV — R, denotado por x,y — x -y e tal que

(1

2
(3
(4

) x-x >0 para todo x € V' com x # 0

) X-y=y- X para todox,y €V

) (ax) -y = a(x-y) para todo « € R e todo x, y € V
)(x+y) Z=X-Z+Yy- zparatodox,y,zeV
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Note que da defini¢ao acima concluimos imediatamente que para todo x € V/,
0-x=(00) -x=0(0-x)=0.
EXEMPLO 2.16. Em R?, se x = (z1,72), e y = (y1,¥2), o produto interno canonico é
dado por
y = XY = 21y1 + Totpo.
Y1, - -+, Yn), definimos

X
Em R" para x = (21,...,2,), ey = (
X -y=X¥=x1y1 + - + Tpln.

EXEMPLO 2.17. Em R2?, a operacao
(z1,22) - (Y1, 92) = (331 352) (_21 _41) (Z;) = 2r1Yy1 — T1Y2 — T2y1 + 4T2y2
define um produto interno. De fato, a primeira propriedade (positividade) é verdadeira pois
(z1,22) - (21, 9) = 227 — 23129 + 425 = 2[(1 — 29/2)* + T23/4] > 0,
se (z1,22) # (0,0). As outras propriedades do produto interno sdo mais faceis de serem

checadas.

ExeEMPLO 2.18. Considere o espacgo vetorial das fungdes continuas em [0, 1], com as
operacoes de multiplicacao por escalar e soma como no Exemplo Z.15. Entao a operagao
dada pela integral de Riemann

1
fro= [ g d
0
define um produto interno deste espaco.

Introduzimos agora a nogao de norma. Num espago vetorial, uma boa forma de se medir
distancias entre vetores é através de normas. Em particular, o conceito normas ajuda na
definicao canodnica de conjuntos abertos e fechados, como veremos a seguir.

DEFINICAO 2.2.5. Dado um espaco vetorial V', wma norma € uma fungao de V em R,
denotada por x — ||x||, e tal que

(D) Ix+yll < Ixll + llyll para todo x, y € V' (desigualdade triangular)
(2) |lax|| = |a|||x|| para todo x € V, e para todo o € R
(3) |Ix|| > 0 para todo x € V tal que x # 0

Quando um espaco vetorial V' tem uma norma associada, dizemos que é um espaco
normado.

EXEMPLO 2.19. Em R?,

(21, m2)|| = /2% + 23

define uma norma. Na Figura [[] temos que o conjunto de pontos x tais que ||x|| = 1 é dado
por um circulo. No caso mais geral, em R",

||([E1,...,:En)||: JZ%—{—---—FZE%

também define uma norma.
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Fic. 1. Conjunto {x € R?: ||x|| = 1}.

F1Gg. 2. Conjunto {x € R?: [|x|, = 1}

ExXEMPLO 2.20. Outra norma em R" é dada por

(@1, 2n)lloe = 121]'&;% |21

Na Figura JJ vemos que o conjunto de pontos x tais que ||x|/oc = 1 é dado por um quadrado.
Compare com a Figura [I.

O resultado abaixo é importante pois mostra que todo produto interno induz uma norma.

TEOREMA 2.2.6. Seja V' um espaco vetorial com produto interno. Entao
[x[] = vx-x
define uma norma em V. Além disto, vale a desigualdade de Cauchy-Schwartz

(2.2.2) Ix-y| < |Ix]|||¥]] para todo x,y € V.

DemonsTrRACAO. Como o produto interno garante que sempre teremos x - x > 0, entao a
operagao acima estd bem definida. Mostraremos primeiro (2:2.3). Sejaz = x— (x-y)y/|ly|*
Entao

_ X'y _
z-y=xy——=y - y=0,
[Ngl

OgHZHQ:z-z:z-x:x-x—ﬁx-y.

Logo
(x-y)* < [IxI*lyl%

e (B.2.9) vale.

Para mostrar a propriedade (1) da definicao de norma, note que
Ix+yl? = (x+y) - (x+y) =x-x+2x-y+y-y < [x]]*+2[x/llyll + [yl* = (=]l + [ly[)?,

e assim temos (1). As propriedade (2) e (3) seguem-se imediatamente da definigdo e das
propriedades do produto interno. ]
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OBSERVAGAO. Note pela demonstracao que a igualdade |x-y| = ||x||||y|| vale se e somente
se x = ay para algum a € R.

Dados dois espagos vetoriais V; e V5, dizemos que uma funcao 7' : V; — V5 é uma funcao,
transformacdao ou aplicagcao linear se

T(x+ay)=T(x)+aT(y) para todo x, y € V; e todo a € R.
Note que em particular, para toda aplicac¢@o linear linear temos 7'(0) = 0, pois
T(0) =T(00) =0T7(0) = 0.

Seja L(V1,V3) o espago das aplicacoes lineares T : V) — V5 para as quais existe M € R
tal que
1Tx]lv, < M|[x]}wa,

E possivel definir operagoes candnicas de multiplicacao por escalar e soma em L£(Vi, V5) de
tal forma que este seja um espaco vetorial, ver exercicio £.8. Se V; for espago normado com
norma || - ||v;, e Vo for espago normado com norma || - ||y;, é possivel induzir uma norma em
L(V1,V3), que é chamada norma dos operadores (exercicio R.9), dada por

T
(2.2.3) T vy = sup 120
S Tl

para T' € L(V1, V3).

Neste caso, para y € Vi, sempre vale a desigualdade

1Ty llve < TN zeama 1yl
De fato, para y = 0 vale a igualdade. Para y # 0 temos que

Ty Tx
||TY||V2 _ H ”V2 || ||V2
1yl [1[v4

O exemplo tipico de transformacao linear é dada por matrizes, da seguinte forma. Seja
A uma matriz com n linhas e m colunas, e T4 : R™ — R" definida por

[yllvi < sup Iyl = Tl vy 19 llva -
x#£0

Ty(x) =y, ondey = AX,

onde usamos a notacao da Definicao P.2.3. Neste caso denotamos a norma de operadores
|74 || £(rm ) simplesmente por ||A]|. Vale portanto a importante desigualdade

(2.2.4) |1 Ta(x)||re < [|A||||Ix||Rm para todo x € R™,

onde || - [|ge € || - |[gm s@0 normas em R™ e R™ respecivamente.

2.3. Conjuntos abertos e fechados em R"

Como ja foi comentado, para definirmos conjuntos abertos e fechados no R”, utilizaremos
o conceito de distancia definida por uma norma. No caso, escolhemos a norma definida por

(21, .. x| = /23 + - + 22.

E importante ressaltar que esta escolha de norma nao implica em nenhuma “escolha de
topologia”, pois em espagos de dimensao finita, todas as normas sao equivalentes, i.e., se
Il - |ll define uma norma em R", entao existem contantes ¢ e C' tais que

clllxlll < lixll < Clixll,
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para todo x € R™. As contantes ¢ e C' dependem apenas de n (dimensao do espago).
Para definirmos o que é um conjunto aberto necessitamos dos chamadas bolas em R".
Dizemos que a bola aberta de raio r e centro x é dada por
Bi(x)={y e R": [[x—y| <r}.

De forma similar, chamamos de bola fechada de raio r e centro x, e de esfera de raio r e
centro X os conjuntos

[yeR': |x—yll<r}, {yeR:|x—yl=rh

EXEMPLO 2.21. Em uma dimensdo, para = € R temos B,(z) = (x —r,z + ). A bola
fechada de raio r e centro em = é dada por [x — r,z + r|, e a esfera de raio r e centro x é
simplesmente o conjunto {x — r,x + r}.

Podemos agora definir conjuntos abertos em R™.

DEFINIGAO 2.3.1. Um conjunto 2 C R™ € aberto em R™ se para todo x € Q) existe € > 0
tal que B.(x) C Q. Em geral chamaremos conjuntos abertos simplesmente de abertos.

EXEMPLO 2.22. () é aberto por “vacuidade”.

EXEMPLO 2.23. R ¢ aberto nos reais pois para todo = € R, temos By (z) = (z—1,z+1) C
R. Note que tomamos € = 1. Da mesma forma, R” também é aberto pois para todo x € R,
tem-se B;(x) C R™.

ExEMPLO 2.24. O conjunto I = [0,1] C R nao é aberto. De fato 0 € I, e para todo
e >0, a bola B.(0) = (—¢,€) ¢ I, pois, por exemplo, —¢/2 € B,(0) mas —¢/2 & I.

ExeEmMpPLO 2.25. O conjunto (0,1) é aberto em R. De fato para qualquer z € (0,1),
seja € = min{x/2,(1 — z)/2}. Entao B.(z) = (x — €,z +¢) C (0,1). De forma anéloga,
By(0) = {x € R": ||x|]| < 1} é aberto em R™.

EXEMPLO 2.26. O subconjunto de R? dado por
Q=(0,1) x {0} = {(z,0) € R*: . € (0,1)}
nao é aberto em R?. De fato, seja x € (0,1) e x = (2,0) € Q. Para todo € > 0 temos
que B.(x) ¢ Q, pois, por exemplo, (z, —€/2) € B.(x) mas (z,—¢/2) ¢ Q. Compare com o
exemplo £.25.

LEMA 2.3.2. Duas propriedades fundamentais de conjuntos abertos sao

(1) A unido arbitraria de abertos é aberta.
(2) A intersegao finita de abertos é aberta.

DEMONSTRACAO. Para mostrar (1), seja {Gy : A € A} uma familia arbitraria de abertos,
e seja G = UyepGy e x € G. Entao x € G, para algum \g € A. Como G, é aberto, entao
existe € > 0 tal que B.(x) C G),. Logo B.(x) C UxeaGy = G e entao G é aberto.

Para mostrar (2), sejam Gy, - - - , Gy, abertos e G = N G;. Sejax € G. Logo x € G, para
todo i € N. Como G; é aberto, seja ¢; tal que B, (x) C G;. Definindo € = min{ey,--- ,€,},
temos € >0 e B(x) C G;N---NG, =G. Logo G é aberto. O

OBSERVAGAO. Um argumento semelhante para mostrar (2) do Lema P.3.2 acima, é us-
ando inducao no numero de conjuntos da intersecao.
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EXEMPLO 2.27. Em uma dimensao, seja I, = (0,1—1/n) onde n € N. Entao I,, é aberto
e UX I, = (0,1) também o é.

EXEMPLO 2.28. Intersecao infinita de abertos pode nao ser aberta. Por exemplo, G, =
(0,14 1/n) é aberto em R, ao contrario de N2, G, = (0,1]. Da mesma forma, By /,(0) é
aberto, mas N7, By, (0) = {0} nao é aberto. Qual o passo da demonstracdo do Lema P.3.7
que nao seria correto para este exemplo?

Um outro importante conceito é o de conjuntos fechados, e temos a seguinte definicao.

DEFINICAO 2.3.3. Um conjunto F' C R™ € fechado em R"™ se seu complemento
C(F)=R"\F={xeR": x¢F}
€ aberto.

Para mostrar que um conjunto G é aberto em R", basta mostrar que para todo x € G
existe € > 0 tal que B.(x) C G. Para mostrar que F' é fechado, basta mostrar que para todo
x ¢ F existe € > 0 tal que B.(x) N F = ().

ExEMPLO 2.29. [0, 1] é fechado em R pois C([0, 1]) = (—o0,0) U (1, 00) é aberto em R.
ExXEMPLO 2.30. (0,1] nao é aberto nem fechado em R.

ExEMPLO 2.31. Os conjuntos R™ e () sao fechados em R", pois seus complementares
C(0) =R" e C(R™) = (0 sao abertos em R".

EXEMPLO 2.32. Para todo x € R™ e r > 0, as esferas e as bolas fechadas de centro x e
raio r sao conjuntos fechados em R".

COROLARIO 2.3.4. Como consequéncia do Lema B.3.9 temos:

(1) A intersegao arbitraria de fechados é fechada.
(2) A uniao finita de fechados é fechada.

DEMONSTRAGAO. (1) Seja {F\ : A € A} uma colegdo de fechados em R", e seja
F = NyeaF\. Entao C(F) = Upea C(F)) é uma unido de abertos. Logo C(F') é
aberto e, por definicao, F' é fechado.

(2) Se Fy,..., F, sao fechadosem R" e F' = F1U- - -UF,,, entao C(F') = C(Fy)N---NC(F},).
Como a intersegao finita de abertos é aberta, e C(F;) sao abertos, entao C(F') é
aberto. Logo F' é fechado.

U

ExeEmpPLO 2.33. F, = [1/n,1] é fechado em R, mas U2 | F,, = (0, 1] nao o é.

2.3.1. Outras caracterizagoes de conjuntos abertos e fechados. Outras nogoes
que podem ser tlteis quando precisamos caracterizar conjuntos abertos ou fechados vem a
seguir.

DEFINICAO 2.3.5. Sejam x € R", e Q) C R™. Dizemos entao que

(1) wma vizinhanga aberta de x é um conjunto aberto que contenha X.

(2) x € ponto interior de  se existe uma vizinhanga aberta de x contida em 2.

(3) x € ponto de fronteira de Q se toda vizinhancga aberta de x contém ponto de ) e do
complementar C(€).
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(4) x ¢ ponto exterior de Q) se eziste uma vizinhan¢a aberta de x contida em C(S2).

Observe que das defini¢oes acima, dados um ponto x € R”, e um conjunto {2 C R”, entao
x ¢é ponto interior, exterior, ou de fronteira de {2, sendo as opgdes mutualmente exclusivas.

EXEMPLO 2.34. Seja U = (0,1). Se a € U, entdo U é vizinhanga aberta de a. De forma
analoga, qualquer conjunto aberto é vizinhanca aberta de seus pontos.

As seguintes propriedades podem ser usadas para se definir se um conjunto é ou nao
aberto.

LEMA 2.3.6. Seja B C R™. As afirmativas abaixo sao equivalentes.

(1) B ¢é aberto.
(2) Todo ponto de B é ponto interior.

DEMONSTRACAO. (=) Supondo (1), seja x € B. Como por hipdtese B é aberto, temos
que B é vizinhanca aberta de x. Logo x é ponto interior de B. Como x é arbitrario, obtemos
(2).

(<) Seja agora (2) verdadeiro. Se x € B, entao por hipdtese, x é ponto interior de B,
i.e., existe uma vizinhanca aberta V' C B contendo x. Mas V ser aberto implica que existe
e > 0 tal que B.(x) C V C B. Logo, por defini¢ao, B é aberto. O

Uma outra caracterizagao para conjuntos abertos envolve o uso de ponto de fronteira.
Temos o seguinte resultado.

TEOREMA 2.3.7. Seja G C R™. Entao G € aberto se e somente se G nao contém nenhum
de seus pontos de fronteira.

DEMONSTRAGAO. (=) Suponha G aberto e x € G. Entao existe aberto U C G tal que
x € U. Entao x nao é ponto de fronteira.

(<) Suponha que G nao contém nenhum de seus pontos de fronteira. Se G é vazio, entao
é aberto. Suponha entdao que G é nao vazio. Seja x € G. Como G nao contém pontos de
fronteira, existe vizinhanca aberta U de x tal que U C GG. Logo G é aberto. 0

COROLARIO 2.3.8. Seja F' C R™. Entao F é fechado se e somente se contém todos os
seus pontos de fronteira.

Finalmente concluimos esta se¢ao com o conceito de ponto de acumulagao em R”.

DEFINICAO 2.3.9. Um ponto x € R™ é um ponto de acumulagao de S C R" se toda
vizinhanga aberta de x contém pelo menos um ponto de S diferente de x.

Uma caracterizagao tutil de fechados utiliza o conceito de pontos de acumulagao, como o
resultado a seguir indica.

TEOREMA 2.3.10. Um subconjunto de R™ € fechado se e somente se contém todos os seus
pontos de acumulacao.

DemonsTRACAO. (=) (Por contradicao) Seja F' um fechado em R", e x ponto de acu-
mulacao de F. Temos que mostrar que x € F. De fato, se x ¢ F, entdao x € C(F). Mas
como C(F') é aberto, entdo existe € > 0 tal que B.(x) C C(F). Logo B.(x) N F =) e x nao
é ponto de acumulacaode F', uma contradicao. Portanto x € F'.
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Fic. 3. Conjunto 2.

(<) Supomos agora que F' contém todos os seus pontos de acumulagao. Considere entao
um ponto y € C(F'). Entdao y nao é ponto de acumulacao de F', e portanto existe ¢ > 0 tal
que B.(y) C C(F). Logo C(F) ¢ aberto, e concluimos que F' é fechado. O

EXEMPLO 2.35. Em R? o conjunto
Q=10,1) x {0} = {(z,0) e R*: 2 €[0,1)}

representado na figura B, nao é nem aberto nem fechado. Para mostrar que 2 nao é fechado,
considere os pontos z, €  dados por x, = (1 — 1/n,0). Entdo |x, — (1,0)|| = 1/n e
(1,0) é ponto de acumula¢ao. Como (1,0) € €, entdo 2 ndo contém um de seus pontos de
acumulacao, logo ) nao é fechado. Para mostrar que ) nao é aberto, note que toda bola
de raio € e centro em (0,0) contém pontos em 2 e no complementar de §2. Compare com o

exemplo £.26.
2.4. Celas encaixantes e o Teorema de Bolzano—Weiertrass

Uma importante e imediata generalizagado do Teorema dos intervalos encaixantes (Teo-
rema P.1.§) para o R™ é descrita a seguir. Antes de mais nada, chamamos de cela fechada
ao conjunto dado por

[a17bl] X [CLQ,bQ] X X [an,bn] = {XERnI a; <x; < bl,Z: 1,...,n},
onde a; < b; parai = 1,...,n. Dizemos que uma sequéncia de celas (Cy) é encaixante se
CiD0C;DC3D---DCED---

TEOREMA 2.4.1 (Teorema das celas encaixantes). Seja (Cy) uma sequéncia de celas
fechadas, limitadas, nao vazias e encaixantes. Entao existe £ € R™ tal que & € N2, C;.

DemonsTRACAO. Para k € N, e a;; < b; para i =1,...,n, suponha que
Cy = {X e R": Ak <z < b/m}

Fixando ¢ € {1,...,n} e aplicando o Teorema dos intervalos encaixantes (Teorema P.1.§)
para Ij; = [ak.i, by ], temos que existe & € NP2, I}, ;. portanto €& = (&1,...,&,) € N2,C. O

Um resultado semelhante ao Teorema de Bolzano-Weiertrass em uma dimensao (Teo-
rema R.1.10) vale no R™, e a demonstracao é andloga. Uma outra maneira de se mostrar este
resultado é baseada na no¢ao de compacidade que discutiremos a seguir, ver o exercicio 2.23.

TEOREMA 2.4.2 (Bolzano—Weiertrass no R"). Todo subconjunto de R™ infinito e limitado
tem pelo menos um ponto de acumulacao.
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2.5. Conjuntos Compactos

Um importante conceito em analise é o de conjuntos compactos. Em espacos de dimensao
finita, estes conjuntos sao na verdade conjuntos fechados limitados, e a nocao de compaci-
dade ajuda apenas nas demonstracoes, tornando-as mais diretas. Entretanto, em dimensao
infinita, nem todo fechado limitado é compacto, e algumas propriedades que continuam
valendo para compactos, deixam de valer para fechados limitados.

Antes de definirmos compactos, precisamos introduzir a nocao de cobertura aberta.

DEFINIGAO 2.5.1. Seja Q2 C R™. Chamamos G = {G,} de cobertura aberta de € se
para todo o temos G, conjunto aberto, e 2 C U,G,.

ExempLO 2.36. Como (0,1) € U®,(1/i,1), entdo G = {(1/i,1)}°, é uma cobertura
aberta de (0,1).

EXEMPLO 2.37. Se para z € R, temos G, = (x — 1,2 4+ 1), entdo G = {G, }rern € uma
cobertura aberta de R".

DEFINICAO 2.5.2. Dizemos que um conjunto K C R™ é compacto se para toda cobertura
aberta de K existir uma subcobertura finita de K em G. FEm outras palavras, se existe
cobertura aberta G = {G,} de K tal que K C U,G,, entdo existem oy, aa, ..., q, tais que
K c U, G,,.

Note que para mostrar que um determinado conjunto é compacto precisamos provas que
para toda cobertura aberta existe subcobertura finita. Para mostar que nao é compacto
basta achar uma cobertura que nao possui subcobertura finita.

ExXEMPLO 2.38. Seja K = {x1,2,...,2;} conjunto finito em R e seja G{G,} colegao
de conjuntos abertos em R tais que K C U,G,, i.e., G é uma cobertura aberta de K. Para
i=1,...,J, seja G; € G tal que z; € G; (tal conjunto sempre existe pois G é cobertura
de K). Entao Gi,...,G; geram uma subcobertura finita de K. Logo K é compacto, e
concluimos que todo conjunto finito é compacto.

ExXEMPLO 2.39. O conjunto (0,1) nao é compacto. De fato (0,1) € U2,(1/i,1), mas
se existisse {G,,,...,Gy,} tal que (0,1) C U_;(1/n;, 1), entao (0,1) C (1/N* 1), onde
N* = max{ny,...,n,} > 0, um absurdo.

TEOREMA 2.5.3 (Heine-Borel). Um conjunto em R™ é compacto se e somente se é fechado
e limitado.

DEMONSTRACAO. (=) Suponha K C R"™ conjunto compacto. Entao K C U_, B,,(0).
Como K é compacto, a cobertura acima possui subcobertura finita e portanto existe M tal
que K C By(0). Logo K é limitado.

Para mostrar que é também fechado, sejax € C(K) e G, = {y € R": |y — x| > 1/n}.
Logo G, ¢é aberto e R"\{x} = U ,G,. Mas como x ¢ K, entao K C U ,G,. Usando
agora que K é compacto, extraimos uma subcobertura finita e temos K C UY. | G,, = Gy-.
Portanto K N Byn+(x) = 0 e concluimos que By/n+(x) C C(K'). Logo C(K) é aberto e K é
fechado.

(<) (Contradigao) Suponha K fechado e limitado. Entao existe uma cela

KcC={xeR": a;<z;<b;, parai=1,...n}
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tal que K C C. Sejad = [>_1, (b; — a;)?]"/2. A fim de obter uma contradicdo, suponha que
exista um recobrimento aberto {G,} de K que nao contenha nenhuma subcobertura finita
de K. Seja ¢; = (a; + b;)/2. Entao [a;, ¢;] e [c;,b;] determinam 2" celas cuja uniao é C.
Pelo menos uma destas celas contém pontos da parte de K que nao tem subcobertura finita.
Chame de C esta cela. Subdividindo C desta mesma forma, obtemos uma sequéncia de
celas fechadas {C}} tal que

(1) Cl DCQDCgD ce
(2) C; contém parte de K que nao tem subcobertura finita,
(3) se x,y € Cj, entao ||x —y|| <277d.

Pelo Teorema das celas encaixantes (Teorema PR.4.1), existe £ € C}, para todo j € N. Como
C; N K ¢ infinito, entao & ¢ ponto de acumulagao de K. Mas K fechado implica que § € K.
Portanto & € G, para algum a. Como G, é aberto, entao existe r tal que

(2.5.1) ly —€&|| <r = yeG,.
Seja J € N tal que 27/d < r, e y um ponto arbitrario de C';. Por (3) acima,
1€ —yll<27"d <.

Por (B.5.1), concluimos que y € G, e portanto, todo ponto de C; pertence a G,. Logo,
Cj C Gg, e G, é uma cobertura de C}, uma contradigao com (2). O

Uma outra demonstracao que apresentamos abaixo vale no caso unidimensional pode ser
usada para mostrar que um conjunto fechado e limitado em R é compacto.

TEOREMA 2.5.4. Um conjunto fechado e limitado em R é compacto.

DemonsTRACAO. Parte (i) Primeiro supomos K = [—1,1], e G = {G,} cobertura aberta
de K. Seja

S ={ce[-1,1]: [~l,c] pode ser coberto por finitos abertos de G}.

Entao S é nao vazio, pois —l € S, e é limitado. Seja s = sup.S. Entao s € [—[, ], pois se
s > [ terfamos | como cota superior de S menor que o supremo, um absurdo.

Seja entao G5 elemento de G tal que s € G5. Sabemos que tal G5 existe pois G é
cobertura de [—[,1] e s € [, ]].

Primeiro afirmamos que s € S, pois caso contrario suponha {G,,, . . ., G4, } subcobertura
finita de S. Entao terfamos {G,,,...,Ga,,Ga} subcobertura finita de [, s].

Queremos mostrar agora que s = [. Supondo s < [, e como G4 é aberto entao existe €
tal que s+e € G5, e s+e <, logo s+ € € S, uma contradigao com a definicao de supremo.

Parte (ii) Consideramos agora o caso geral, onde K ¢é fechado e limitado, e G = {G,}
é cobertura aberta de K. Como K é fechado, entdao C(K)é aberto, e como K é limitada,
entao existe [ € R tal que K C [—,l]. Logo {G,,C(K)} geram uma cobertura aberta de
[—1,1]. Pela Parte (i), existe uma subcobertura {Ga,,...,G,,,C(K)} de [-[,1], e portanto
também de K pois K C [—I,1]. Como KNC(K) =0, entao {Ga,,-..,Ga, } ¢ uma cobertura
finita de K. U
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2.6. Exercicios
ExEercicio 2.1. Se S C R é um conjunto nao vazio e limitado, entdo S C [inf S, sup S].
ExERcic10 2.2. Demonstre os itens (2) e (3) no Lema P.1.5.

ExERcicio 2.3. Seja S C R e as funcoes f : S — R e g: S — R sejam tais que os
conjuntos f(S) e g(5) sejam limitados superiormente. Defina a funcdo f +¢: S — R por
(f+9)(x) = f(z)+ g(x). Mostre que sup(f + g)(S) < sup f(S) +sup g(S). Dé um exemplo
em que a desigualdade é estrita.

EXERcicIO 2.4. Seja S C R conjunto limitado. Mostre que inf S e sup S sao unicos.
ExERcicio 2.5. Faca os detalhes do exemplo P.9.

ExERcicIO 2.6. Aponte na demonstragao do Teorema quais o(s) argumento(s) que
nao ¢ (sao) vélido(s) se considerarmos uma sequéncia encaixante de intervalos abertos.

ExXERcicIO 2.7. Demonstar os itens (2), (3) e (4) do Lema P.2.2.

ExERcicio 2.8. Defina operagoes de multiplicacao por escalar e soma em L£(V;, V3), tais
que este seja um espaco vetorial com estas operacoes.

ExERcicIO 2.9. Mostre que (£:2.3) define uma norma.

ExXERcicio 2.10. Seja A C R", e denote por interior de A o conjunto A° de pontos
interiores de A. Mostre que

(1) (A%)° = A
(2) (ANB)°=A°NB°
(3) Se B C A e B ¢ aberto, entdao B C A° (i.e. A° é o “maior” aberto contido em A)

ExERcicio 2.11. Seja A C R". Chamamos de fecho de A, e denotamos por A, ain-
tersecao de todos os fechados que contenham A. Mostre que x € A se e somente se x é
ponto de interior ou de fronteira da A.

ExErcicio 2.12. Demonstre o Corolario P-3 8.

ExErcicio 2.13. Mostre que um ponto x € A C R” é ponto de acumulacao se e somente
se toda vizinhanca aberta de x contém infinitos pontos de A.

EXERcicIO 2.14. Mostre que todo ponto de
{1/n: n e N}
é ponto de fronteira, e que 0 é o tinico ponto de acumulacao.

EXERcicIO 2.15. Sejam A, B C R", e x ponto de acumulacao de AN B. Mostre que x é
ponto de acumulacao de A e de B.

EXERcICIO 2.16. Mostre que se F' # () é fechado em R™, e inf{||x —y|| : y € F} =0,
entao x € F.

EXERcicio 2.17. Mostre que se x # y sao pontos em R”, entdo existem vizinhancas
abertas U dexe V dey taisque UNV =0



2.6. EXERCICIOS 21

EXERcicIO 2.18. Mostre que se U e V sao vizinhancas abertas de x € R", entao U NV
¢é vizinhanca aberta de x.

EXERCicIO 2.19. Para cada um dos conjuntos abaixo, ache, se for possivel, uma cobertura
de abertos que nao contenha subcobertura finita.
(1) R
(2) {1,1/2,1/3,1/4,...}
(3) {0,1,1/2,1/3,1/4,...}

ExEeRrcicio 2.20. Mostre sem usar o Teorema de Heine-Borel que a bola aberta B;(0) C
R™nao é compacta.

EXERcicIO 2.21. Mostre sem usar o Teorema de Heine-Borel que K é compacto e F' C K
é fechado, entao F' é compacto.

EXERCICIO 2.22. Sem usar o Teorema de Bolzano—Weiertrass no R™ (Teorema P.4.9),
mostre que se K ¢é compacto e S C K ¢ infinito, entao existe pelo menos um ponto de
acumulagao de S.

ExXERcicIO 2.23. Mostre o resultado do exercicio P29 sem usar o Teorema de Heine—
Borel.

EXERCICIO 2.24 (Teorema da interse¢do de Cantor). Suponha que { K} seja uma colegao
de conjuntos compactos, com K1 D Ky D K3 D .... Mostre que N32,; K; é nao vazio.






CAPITULO 3

Sequéncias

3.1. Definigao e resultados preliminares

Uma sequéncia em R™ é simplesmente uma funcao de N em R". Portanto X : N —
R™ indica uma sequéncia de nimeros reais, que escrevemos também como (xj), ou ainda
(x1,X9,X3,...). Para indicar o k-ésimo valor da sequéncia escrevemos simplesmente xj.

EXEMPLO 3.1. 2 = (—1)* define a sequéncia (—1,1,—1,1,—1,1,—1,...) em R.

EXEMPLO 3.2. A sequéncia de Fibonacci é definida recursivamente por 1 = 1, 9 = 1,
e Ty = T + rx_1 para k > 2. Portanto temos (zx) = (1,1,2,3,5,8,...).

Podemos realizar com sequéncias vérias das operacoes que realizamos com nimeros reais,
como por exemplo somar, subtrair, etc. Sejam por exemplo (x;) e (yx) duas sequéncias em
R", e ¢ € R. Entao definimos

(xk) + (ye) = (X +yx), () = (yr) = (e —yn), c(xi) = (exx).
Podemos da mesma forma definir produtos internos de sequéncias em R"™ por (xy) - (yx) =
(Xk - Y&)-

EXEMPLO 3.3. Se 2 = (2,4,6,8,...) e (yx) = (1,1/2,1/3,1/4,...), entao (zx) - (yx) =
(2,2,2,--).

A primeira pergunta que surge quando tratamos de sequéncias é quanto a convergéncia
destas, isto é, se quando k aumenta, os termos x; se aproximam de algum valor real. Note
que para isto, nao importa o que acontece com finitos termos da sequéncia, mas sim seu
comportamento assintético com respeito a k. Em outras palavras queremos determinar o
comportamento das sequéncias no “limite”.

DEFINIGAO 3.1.1. Dizemos que x € R"™ ¢ limite de uma sequéncia (xy), se para toda
wizinhanga aberta U de x emistir K* € N tal que x; € U para todo k > K*. FEscrevemos
neste caso que X, — X, ou que X = limxy, ou ainda

x = lim xy.
k—o0

De forma equivalente, x — x se para todo € > 0, ezxiste K* € N tal que X, € B.(x) para
todo k > K*.

Se uma sequéncia tem limite, dizemos que ela diverge, e se nao tem limite, dizemos que
ela diverge ou € divergente.

1Ultima Atualizacao: 14/03,/2006
23
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O lema abaixo é consequéncia da definicao de convergéncia, e portanto na maioria dos
exemplos a seguir nos restringimos ao caso unidimensional.

LEMA 3.1.2. Toda sequéncia (x;) em R™ converge se e somente se a sequéncia das i-ésimas
coordenadas ((:cz)k) converge em R parai=1,...,n.

DeMONSTRACAO. Exercicio. 0]

EXEMPLO 3.4. Se x;, = 1, entao limx; = 1. De fato, dado € > 0, para todo k > 1 temos
|z, — 1| =0 <e.

ExeEmMpPLO 3.5. lim(1/k) = 0. De fato, dado € > 0, seja K* tal que 1/K* < e. Logo, para
todon > K* temos |1/k —0|=1/k < 1/K* <e.

Observe que diferentes situacoes ocorrem nos exemplos acima. Em B.4 a sequéncia é
constante, e a escolha de K* independe de €. J4 no exemplo B.5, temos que K* claramente
depende de e.

A seguir, no exemplo o objetivo é mostar que um certo valor z nao é o limite da
sequéncia (zx). Mostramos entao que existe pelo menos um certo € > 0 tal que para todo
K*, conseguimos achar n > K* tal que |ry — x| > €. Note que o que fazemos é negar a
convergencia.

ExempLO 3.6. (0,2,0,2,0,2,0,2,...) ndo converge para 0. De fato, tome ¢ = 1. Entao
para todo K* € N temos 2K* > K* e xox+ = 2. Portanto |zog+ — 0] =2 > €.

Outro resultado importante trata de limites de sequéncias que sao resultados de operagoes
entre sequéncias. Por exemplo, dadas duas sequéncias convergente, o limite da soma das
sequéncias é a soma dos limites. E assim por diante.

LEMA 3.1.3. Seja (xx) e (yx) tais que limx; = x e limy, = y. Entédo
(1) lim(xx +yx) =x+Yy.
(2) lim(xy —yx) =x—y.
(3) lim(cxy) = ex, para ¢ € R.
(4) Em R, temos que lim(zxyx) = zy.
(5) Em R, temos que se y;, # 0 para todo k e y # 0, entao lim(zg/yx) = z/y.

DemonsTrRACAO. (1) Dado € > 0, seja K* € N tal que ||xx — x|| < €/2 e ||lyr — ¥ < €/2
para todo k > K*. Logo
Ixe + v — (x+y)|| < |Ixx —x|| + |lyxr — ¥|| < € paratodo k> K*.

(2) A demonstracao é basicamente a mesma de (1), tomando-se o devido cuidado com os
sinais.
(4) Para todo k € N temos
|[zrye — 2yl < lzeyr — 2yl + oy — 2yl = |zellye — yl + yllze — 2.
Seja M € R tal que |zx] < M e |y| < M. Tal constante M existe pois como () converge,
ela é limitada. Agora, dado € > 0, seja K* tal que |yx —y| < €/(2M) e |zx — x| < €¢/(2M)
para todo k > K*. Logo,

lzryr — xy| < Mlye — y| + |z — 2]] <,



3.1. DEFINICAO E RESULTADOS PRELIMINARES 25

para todo k > K*.
Deixamos (3) e (5) como exercicios para o leitor. O

OBSERVACAO. Os resultados do lema acima continuam vélidos para um nidmero finito
de somas, produtos, etc.

Talvez a segunda pergunta mais natural em relagao aos limites de sequéncias é quanto
a unicidade destes, quando existirem. A resposta é afirmativa, como mostra o resultado
abaixo.

TEOREMA 3.1.4 (Unicidade de limite). Uma sequéncia pode ter no mdximo um limite.

DemonsTrRACAO. Considere que (x;) é uma sequéncia tal que x; — X e x;, — X/, com
x # x'. Sejam € = ||x —x'||/2 > 0, e sejam K* e K’ € N tais que ||x; — x|| < € para todo
k> K* e ||x — X'|| < € para todo k > K'. Logo, se k > max{K*, K'}, entao
Ix = x| < flx = x| + [[x6 = X'[| < 2e =[x = x|
Como um nimero nao pode ser estritamente menor que ele mesmo, temos uma contradicao.
Portanto x = x’ e o limite é 1nico. O

As vezes, uma sequéncia se aproxima de algum valor em R"™ de forma mais lenta que
alguma outra sequéncia de reais que converge para 0. E possivel assim garantir convergéncia,
como o resultado a seguir nos mostra.

LEMA 3.1.5. Seja (ay) sequéncia em R convergente para 0. Se para (xj) sequéncia em
R™ existir ¢ > 0 tal que

|xx — x|| < clag| para todo k € N,

entao x; — X.

DemonsTRACAO. Como (a) converge, dado € > 0, seja K* € N tal que |ag| < ¢/c para
todo k > K*. Logo
lIxr — x|| < clag| < € paratodo k > K*,
e limx;, = x. O
COROLARIO 3.1.6. Seja (ax) sequéncia em R convergente para 0. Se para (x;) sequéncia
em R" existir ¢ > 0 e K* € N tal que
|Ixx — x|| < clax| para todo k > K™,

entao x;, — X.

EXEMPLO 3.7. Seja x = (2/k)sin(1/k). Enao
2

Como 1/k — 0, podemos usar o lema acima para garantir que lim[(2/k) sin(1/k)] = 0.

Uma outra nocao importante é o de limitacao de uma sequéncia. Neste caso, mesmo
quando a sequéncia nao converge, podemos conseguir alguns resultados parciais, como vere-
mos mais a seguir.



26 3. SEQUENCIAS

DEFINIGAO 3.1.7. Dizemos que uma sequéncia (x) € limitada quando existe um nimero
real C' tal que ||xx|| < C para todo k € N.

Um primeiro resultado intuitivo é que toda sequéncia convergente é limitada. De fato,
é razoavel pensar que se a sequéncia converge, ela nao pode ter elementos arbitrariamente
grandes em norma.

TEOREMA 3.1.8. Toda sequéncia convergente € limitada

DEMONSTRACAO. Seja (Xj) sequéncia convergente e seja X seu limite. Seja e = 1. Como
(x) converge, existe K* tal que ||x—xy|| < 1 paratodo k > K*. Logo, usando a desigualdade
triangular temos

x|l < ||xx — x|| + ||x]| <1+ ||x|| paratodo k> K~*.
Falta agora limitar os K™ primeiros termos da sequéncia. Seja entao
1+ [}
Portanto ||x;|| < C para todo k € N. O

C' = max{|x ||, [[%a|, Ixsll, - - ¢

EXEMPLO 3.8. (n) diverge pois ndo ¢ limitada.

EXEMPLO 3.9. Seja S,, =14+ 1/24+1/3+1/4+ -+ 1/n. Mostraremos que (.S,,) nao é
limitada, e portanto divergente. Note que

1+1+ 1+1 + 1+1+1+1 +oe 4 ! + +1
xn: —_ —_ —_ —_— f— — p— PR —_— o« o e —_—
2 2 34 56 7 8 on—1 4 1 on

o
)

3
o~

Logo (S,) nao é limitada, e portanto diverge.
Outra forma de ver que a sequéncia acima diverge é por inducao. Quero mostrar que
Son > 14 n/2. Note que Sy = 1+ 1/2. Supondo que Son-1 > 14 (n —1)/2 temos

1 1 (n—1) 1 n
Son = Son-1 4+ ———+ -+ —>1 —>1+—
R T A TR B RS
como querfamos demonstrar. Mais uma vez a conclusdo é que (S,) nao é limitada, logo
diverge.

EXEMPLO 3.10. lim, o ((2n + 1)/n) = 2. De fato,

2"n+1 _ )+ (%)

Como lim,, . (2) = 2 e lim,, . (1/n) = 0, nds obtemos o resultado.

EXEMPLO 3.11. lim, o (2n/(n® + 1)) = 0, pois
2n 2/n
n2+1  141/n2
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Como lim,, ..(2/n) = 0 e lim, .o (1 + 1/n?) = 1 # 0, podemos aplicar o resultado sobre
quociente de sequéncias.

EXEMPLO 3.12. A sequéncia

converge. Primeiro note que

& n?+n
3.1.1 = .
(3.1.1) ; i=—
Paran = 1 o resultado (B.1.1)) é trivial. Suponha (B.1.1]) vedadeiro para n = k. Temos entao
que

S Rk K43k+2  (k+1)2+(k+1)
Y i= +k+1= = ,
— 2 2
e portanto formula (B.1.1]) é verdadeira. Temos entao que
n? +n 1 1 + 1
T o T2 2n
Logo (z,) é soma de duas sequéncias convergentes, (1/2 e (1/2)(1/n) e
1 1
lim z, = lim - + lim — = —.

EXEMPLO 3.13 (Sequéncia de Cesaro). Seja (z;) sequéncia convergente em R, e seja
x € R seu limite. Entao a sequéncia definida por

1
3(1‘1+l’2+"‘+$j)

converge e tem x como seu limite.

Sem perda de generalidade, supomos que (x;) converge para zero. Para o caso geral
quando (z;) converge para x basta tratar a sequéncia (z; — x).

Seja S; = (x1 + x93+ --- +x;)/j. Como (z;) converge, entdao é limitada. Seja M tal que
|z;| < M para todo j € N. Dado € > 0, seja K* tal que M/K* < eesup{|z;|: j > K*} <e
Entao, temos S; = Sj + Sj, onde

- 1 A 1
Sj = ;(331 +ZTo+ - +.TK*), Sj = 3(1’[{*4_1 + Treqpr + +CC])

Entao (S;) é a soma de duas sequéncias convergentes. De fato para j > (K*)?, temos
S| < K*M/j < M/K* < e. Além disso, |S;| < e(j — K*)/j < €. Portanto (S;) converge.

Note que sequéncias convergentes convergem também no sentido de Cesaro. Entretanto
o oposto nao ocorre. Considere como exemplo (z3) = (0,1,0,1,0,1,...). Entao S; como
definida acima converge para 1/2, apesar de (x;) nao convergir.

Outro resultado importante refere-se a convergéncia das normas de sequéncias: se uma
sequéncia converge, entao a sequéncia de normas também converge. A reciproca nao é ver-
dadeira. Basta considerar como contra-exemplo a sequéncia ((—1)"). Neste caso a sequéncia
diverge mas a sequéncia de seus valores absolutos converge.
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LEMA 3.1.9. Seja (x;) convergente. Entao (||x;]|) também o é.

DEeMONSTRACAO. Exercicio. 0]

3.2. Subsequéncias e Teorema de Bolzano—Weierstrass
Seja (x) sequéncia em R™ e
ki <kog<hks<---<kj<...
sequéncia de niimeros naturais. Entao dizemos que (x,;) ¢ uma subsequéncia de (Xg).

OBSERVACAO. Para definir subsequéncias de forma rigorosa, basta supor que k : N — N
¢ uma funcao estritamente crescente, i.e., ¢ > j implica em k(i) > k(j). Para facilitar a
notacao, escrevemos k(i) simplesmente como k;. Note que sempre k; > i.

EXEMPLO 3.14. Se (zx) = (1,1/2,1/3,1/4,...), entdo (1,1/2,1/4,1/6,1/8,...) e (zq)
sao subsequéncias de (xy).

Um primeiro resultado relacionado com subsequéncias nos diz que se uma sequéncia
converge para um determinado limite, entao todas as subsequéncias convergem e tém o
mesmo limite.

LEMA 3.2.1. Se uma sequéncia (xXj) converge para X, entdo todas as subsequéncias de
(xx) s@o convergentes e tém o mesmo limite x.

DEMONSTRACAO. Seja (X)) subsequéncia convergente, e seja X = limy_,(Xx). Dado
e > 0, seja K* tal que
(3.2.1) |x — xk|]| < € paratodo k > K*.

Seja (xx,) subsequéncia de (x;). Como k; > j para todo j € N, entao j > K* implica em
k; > K* e portanto

[ — x| <,
por (B.2.1). Logo (x,;) converge para X. O

ExEmpPLO 3.15. ((—1)") diverge pois se convergisse para algum x € R, suas sub-
sequéncias convirgiriam este mesmo valor. Mas

lim ((—1)*") =1, lim ((—1)*"*') = —1.

n—oo n—oo
EXEMPLO 3.16. Seja (x) sequéncia convergente para [ e tal que z9, = z3. Entao
| = lim (29) = lim () lim (2) = 2.
n—oo k—o0 k—o0
Logo I = 0 oul = 1. Para concluirmos qual dos dois candidatos a limite é o correto,
precisamos de mais informacdes sobre a sequéncia. Por exemplo, se z;, = a* para a < 1,

temos que [ = 0 pois a sequencia é limitada superiormente por a < 1. Entao [ = 1 nao pode
ser limite, e limy_,(a*) = 0. Por outro lado, se a = 1 entdo [ = 1.

LEMA 3.2.2 (Critérios de divergéncia). Seja (xx) sequéncia em R™. As afirmativas abaixo
sao equivalentes:
(1) (xx) nao converge para x € R".
(2) Existe € > 0 tal que para todo K* € N, existe k; € N, com k; > K* e [|[x — x| > €.
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(3) Existe € > 0 e uma subsequéncia (x,;) de (xx) tal que ||x — xy,|| > € para todo
jeN,

DEMONSTRACAO. (1) = (2): Se (x;) nao converge para x entao existe € > 0 tal que é
impossivel achar K* € N tal que ||x — x;|| < € para todo k > K*. Logo, para todo K*, existe
kj > K* tal que |z — x| > e

(2) = (3): Seja € como em (2). Para todo j € N, seja k; > j tal que [|x — xy,|| > e
Portanto s subsequéncia (x,) satisfaz a propiedade em (3).

(3) = (1): Se (xx) convergisse para X terfamos (xy,) convergindo para X, o que contraria
a hip6tese inicial. Logo (xj) ndo converge para X. U

No exemplos abaixos temos uma aplicacao imediata do Lema B.2.2.

EXEMPLO 3.17. Seja (xj) sequéncia em R™ tal que toda subsequéncia de (xj) contém
uma subsequéncia convergente para x. Entao (xj) converge para X.

Por contradigao suponha que (x;) ndo convirja para x. Portanto existe uma subsequéncia
(xx;) e € > 0 tal que

(3.2.2) |x —x4,[| > € paratodo j € N.

Mas entao, por hipdtese, (xx,) tem uma subsequéncia convergindo para x, uma contradicao

com (B.2.9).

EXEMPLO 3.18. Sejam (x,) e (y,) sequéncias em R" e seja (z;) a sequéncia formada por
71 = X1, Zo = Y1, Z3 = Xo, Zy = Yo2,..., Zoi_1 = X;, Zo; = Yi, .... Entao, se lim;, . X; =& e
lim; . y; = &, temos que lim; .z, = &.

De fato, Suponha que (z,) nao convirja para €. Entdo existe um €, uma subsequéncia
(Zy, ), € um inteiro Ny tal que

12, — &Il > €

para todo nj > Ny. Isto implica que existem infinitos elementos de (z,) distando mais que
e de &. Logo existem infinitos elementos de (x,,) ou de (y,) distando mais que € de £. mas
isto contradiz o fato de que lim,, . X, = & e lim,, .y, = &.

A nocao de subsequencia, combinada com o conceito de ponto de acumulagaoe o Teo-
rema de Bolzano—Weierstrass (Teorema 2.4.3) pode ser aplicada como o exemplo abaixo nos
mostra.

ExXEMPLO 3.19. Suponha que (x;) é uma sequéncia limitada de elementos distintos, e
que o conjunto {x;, : k € N} tem exatamente um ponto de acumula¢do. Entao (xj) é
convergente.

De fato, seja x o ponto de acumulagao da sequéncia. Por absurdo, suponha que (x;) nao
converge para X. Entao existe € > 0 e uma subsequéncia (xj,) tal que

(3.2.3) |xx, —x|| > ¢ para todo k € N.

Mas entdo o conjunto {xj, : j € N} ¢é infinito pois os x;, sdo distintos e portanto pelo
Teorema de Bolzano—Weierstrass ele tem pelo menos um ponto de acumulagao, que é diferente
de x, uma contradicdo com x ser o tinico ponto de acumulagio de {x; : k € N}.
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Finalmente mostramos um importante resultado que nos garante convergencia de alguma
subsequéncia mesmo quando a sequéncia original nao converge. E o andlogo para sequéncias
do Teorema de Bolzano—Weierstrass (Teorema P.4.2).

TEOREMA 3.2.3 (Bolzano—Weierstrass para sequéncias). Toda sequéncia limitada em R"
tem pelo menos uma subsequéncia convergente.

DeMONSTRAGAO. Seja (xi) sequéncia em R™ e S = {x;, : k € N}. Entao S ¢ finito ou nao.
Se S for finito, entao existe pelo menos um elemento § € S tal que § = xi, = Xy, = Xp, =
para algum ki, kg, k3, ...em N. Neste caso, a subsequéncia constante (x,) ¢ convergente.

Se S for infinito, e como este conjunto ¢é limitado por hipdtese, entao o teorema de
Bolzano-Weierstrass .4.7 garante a existéncia de pelo menos um ponto x de acumulagao de
S. Como x é ponto de acumulagao, entao para todo 57 € N existe pelo menos um ponto em
SN Byj(x), i.e., existe k; € N tal que x;; € SN Byy;(x). Entao, dado € > 0, para 1/J < e
temos

1 1 .
||X—ij||<j<j<€ para todo j > J.
Logo, a subsequéncia (xy;) ¢ convergente. O

3.3. Sequéncias de Cauchy

Um conceito importante tratando-se de sequéncias é o de sequéncias de Cauchy. Formal-
mente, dizemos que uma sequéncia (xi) é de Cauchy se para todo € > 0 existe K* € N tal
que

|x) — Xm| < € paratodo k,m > K™

Usando os lemas a seguir, mostraremos que uma sequéncia é convergente se e somente se é

de Cauchy.
LEMA 3.3.1. Toda sequéncia convergente é de Cauchy.

DEMONSTRACAO. Seja (Xj) sequéncia convergente, e X o seu limite. Entao, dado € > 0,
existe K* € N tal que |x — xx| < ¢/2 para todo k > K*. Portanto,

X — X | < % — x|+ |x — x| <€ se k,m > K"
Logo (xj) é de Cauchy. O
LEMA 3.3.2. Toda sequéncia de Cauchy é limitada.

DEMONSTRACAO. Seja (xj) sequéncia de Cauchy. Entao, considerando ¢ = 1, temos que
existe K* € N tal que |[xg+ — x;| < 1 para todo k > K*. Logo, para k > K* temos

Xk | < |xp — Xge| + X | < 14 [xK|

Definindo C' = max{|x1|,..., |xx+_1], 1 + |x}|}, temos imediatamente que |x;| < C' para
todo k € N. Portanto a sequéncia ¢é limitada. Il

Finalmente podemos enunciar a equivaléncia entre convergéncia e o critério de Cauchy.

TEOREMA 3.3.3 (Critério de convergéncia de Cauchy). Uma sequéncia é convergente se
e somente se é de Cauchy.
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DemoNnsTRACAO. J& vimos no Lema B.3.1] que se uma sequéncia é convergente, ela é de
Cauchy.

Suponha agora que (x;) é sequéncia de Cauchy. Pelo Lema B.3.3, a sequéncia é limitada,
e pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass (Teorema B.2.3), existe uma subsequéncia (xy;)
convergente. Seja X = limy, _oo(Xy,). Quero mostrar que x = limg_.(Xx). Seja € > 0.
Como (xy) é de Cauchy, temos que existe K* € N tal que

(3.3.1) |xk — X | < g para todo k,m > K™.
Como (xy,;) é convergente, entao existe m € {ki, ky,...} tal que m > K*, e

€
|x — x| < 3

Como m > K* temos também de (B.3.1]) que |x; —x,,,| < €/2 para todo k > K*. Finalmente,
para todo k > K™ temos

1% = x| < [1x = X + [Ixm — x| <€
Concluimos que (xj) converge. O

EXEMPLO 3.20. Considere x; = 1, 25 = 2 e ; = (xj_1 + zj_2)/2 para j > 3. Entao
mostraremos que (x;) converge pois é de Cauchy. Mostramos primeiro que

(3.3.2) |z — xj| = 1 para j € N.
Note que (B-3.2) é valido para j = 1. Supondo também vélida para j = k, i.e., que
1
(3.3.3) [Tk — Tpga| = o1
temos
1 1
|Tri1 — Trgo| = |Tpg1 — §(Ik+1 +a1)| = ’§($k+1 — )| = 9k

onde usamos (B.3.3) na tultima igualdade. Concluimos por indugao que (B.3.2) é valida.
Tendo (B.3.2) sido demonstrado, basta agora, dado €, tomar K* tal que 25 ~2¢ > 1.
Neste caso, se 7 > i > K*, tem-se

(3.3.4) oy — x| <oy —xja| +|wjm1 — mjoa| + |Tj2 — 353 + -+ + 11 — 2

1 1 1 1 1 1 1 ]
T 9j-2 + 2j—3 + 9j—4 ot 9i—1 — 9i—1\ 9j—i—1 + 9j—i—2 + 9j—i—3 Tt
1 1-— 1/234 < 1
= 2i—1 1— % — 2i—2 <6

ExeEmMpPLO 3.21. Em geral, se (z;) é tal que |z;41 — ;| < ¢, onde S; = 22:1 cp é
convergente, entao (z;) é convergente. De fato, mostramos abaixo que a sequéncia é de
Cauchy, e portanto converge. Note que para ¢ > 7, temos
(3.3.5)
|\, — x| < |ag— x|+ v — 2o+ -+ |ojp — 2] <o+t e = Sim1 — S,
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Como S; converge, entao é de Cauchy. Logo dado € > 0, existe K* € N tal que ¢ > j > K*
implica que |S;_;—95;_1] < e. Logo, por (B.3.5) temos que i > j > K* implica que |z;—z;| < €
e (z;) é de Cauchy.

3.4. Resultados Topoldgicos

O conceito de sequéncia é importante também para caracterizar conjuntos quanto a sua
topologia. Apresentamos abaixo alguns resultados nesta dire¢ao.

Podemos por exemplo usar sequéncias para caracterizar conjuntos fechados, como o re-
sultado abaixo mostra.

LEMA 3.4.1 (Conjuntos fechados). Seja F' C R™. As afirmativas abaixo sdo equivalentes.

(1) F é fechado em R™.
(2) Se (xx) é sequéncia convergente, com x;, € F para todo k € N, entao limy_.. xi € F.

DeMONSTRACAO. (1)=(2) (por contradi¢ao) Suponha F fechado em R™, e seja (xj) se-
quéncia em F' com limg_.o, X; = X. Suponha x ¢ F. Como C(F') é aberto, existe aberto V'
contendo x tal que VN F = (). Logo, para todo k € N, temos x; ¢ V', uma contradi¢ao com
limy_.. X, = X. Portanto x € F'.

(1)<(2) (por contradi¢do) Suponha que C(F) nao seja aberto. Entao existe x € C(F)
tal que para todo k£ € N existe um ponto em x;, € By/x(x) N F. Logo (x;) é uma sequéncia
em [ que converge para x. Por hip6tese, temos que x € F', uma contradi¢ao com x € C(F').
Portanto C(F') é aberto, e F' é fechado. O

Também os conceito de fronteira de um conjunto e o de conjunto aberto pode ser dado
através de sequeéncias.

LEMA 3.4.2 (Pontos de fronteira). Entao x é ponto de fronteira de 2 C R" se e somente
se existe sequéncia em ) e sequéncia em C'(2), ambas convergentes para X.

LEMA 3.4.3 (Conjuntos abertos). Seja 2 C R™. As afirmativas abaixo sdo equivalentes.

(1) Q é aberto em R™.
(2) Seja x € Q e (xx) contida em R™ com x;, — x. Entao existe K* tal que

k> K" = x3, € Q.

3.5. Sequéncias em R

Varios conceitos e propriedades de sequéncias existem apenas em uma dimensao. Por
exemplo, o conceito de monotonicidade, a definicao de lim sup, lim inf nao se generalizam no
R™. E propriedades, como por exemplo o limite de uma sequéncia positiva € nao negativo
também nao. Este por sinal é o primeiro resultado que apresentamos a seguir.

Outro resultado importante para se tentar achar um “candidato” a limite nos diz que se
temos uma sequéncia “sanduichadas” entre outras duas sequéncias convergentes que tém o
mesmo limite, entao a sequéncia do meio converge e tem também o mesmo limite.

LEMA 3.5.1. Seja (x,) convergente com limx,, = x. Se existe K* € N tal que z,, > 0
para todo n > K*, entao x > 0.
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DemonsTRACAO. (por contradi¢do) Suponha que x < 0. Seja entdo € = —z/2 > 0.
Como (z,) converge para z, seja K* € N tal que |z,, — z| < € para todo n > K*. Logo,
Trei1 € (x —€,x 4 €), ist0 é, g1 < x+ € =12/2 < 0. Obtivemos entdo uma contradigao
pois Tx+,1 nao é negativo. U

COROLARIO 3.5.2. Se (x,) e (x,) sdo convergentes com limx, = z e limy, = y, e se
existe K* € N tal que z,, > y, para todo n > K*, entao x > y.

DEMONSTRACAO. Se z, = x,, — Y, entao limz, = limz, — limy, = x — y. O presente
resultado segue entao do Lema B.51]. O

LEMA 3.5.3 (sanduiche de sequéncias). Sejam (x,,), (y,) e (2,) sequéncias tais que x, <
Yn < z, para todo n > K*, para algum K* € N. Suponha ainda que (x,) e (z,) convergem
com lim z,, = lim z,,. Entao (y,) converge e limy,, = limx,, = lim z,.

DEMONSTRACAO. Seja a = limz,, = lim z,. Dado € > 0, existe K* tal que |z, —a|] < € e
|z, — a| < € para todo n > K*. Logo

—e<a,—a<y,—a<zz—a<e = |y, —a|<e
para todo n > K*, como queriamos demonstrar. Il
EXEMPLO 3.22. lim,,_.((sinn)/n) = 0 pois como —1 < sinn < 1, entdo
—1/n < (sinn)/n < 1/n,
e o resultado segue do lema B.5.3.

LEMA 3.5.4 (teste da razdo). Seja (x,) sequéncia de ntimeros positivos tal que (,41/zy)
converge e lim,, o (Z,11/%,) < 1. Entao (x,) converge e lim, ., (z,) = 0.

DEMONSTRACAO. Seja L = lim,, oo (Tp41/2,). Entao, por hipdtese, L < 1. Seja r tal que
L <r<1,esejae=r—L>0. Portanto existe K* tal que x,1/x, < L + ¢ = r para todo
n > K*. Logo,

n—K*+1

0<xp <apr < T T2 < Tpyol> < oo < Tt para todo n > K*.

Se ¢ =xg-r"5".  entao 0 < x4 < ™™t O resultado segue do Corolario B.1.6, pois como
r < 1, entao lim,,_,., " = 0. O

COROLARIO 3.5.5. Seja (x,,) tal que x, # 0 para todon € Ne

L — llm |mn+1|

existe e L > 1. Entao para todo C € R existe K* € N tal que
n>N" = |z,|>C.

DEMONSTRACAO. basta considerar o teste da razao para y, = 1/x,. Neste caso,

1 1 1
tim et _ gy 17l — =<1

Logo (y,) converge para zero, e para todo C' € RT existe K* tal que

1
> K" = |y < =.
nz vl < &
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Portanto para n > K* temos |z,| > C e (z,,) ndo é limitada e nao converge.

0
ExXEMPLO 3.23. Seja (z,) = n/2". Entao
T oom+12n0 1 n+1, 1
Jm () = (G ) = 5 m () =3

Pelo teste da razao temos lim,,_,(z,) = 0

EXEMPLO 3.24. Note que para x, = 1/n, temos lim, . Tp11/2, = 1 e (x,) converge.
Entretanto, para y, = n, temos lim, . Yn+1/yn = 1 mas (y,) ndo convergente. Portanto o
teste nao é conclusivo quando o limite da razao entre os termos é um.

3.5.1. Sequéncias Mondtonas. Um classe muito especial de sequéncias é a de sequén-
cias monotonas. Uma sequéncia mondtona é tal que seus valores nao “oscilam”, i.e., eles ou
nunca diminuem ou nunca aumentam. Pode-se ver que a definicao de sequéncia mondtona é
restrita a uma dimensao.

DEFINIGAO 3.5.6. Dizemos que uma sequéncia (x,) € mondtona crescente, ou simples-
mente crescente se r1 < x3 < -+- < x, < .... Da mesma forma uma sequéncia (x,) é
monotona decrescente, ou simplesmente decrescente se x1 > x9 > --- > x, > .... Final-
mente, uma sequéncia ¢ monotona se for crescente ou decrescente.

ExeEmMpLO 3.25. (1,2,3,4,...) e (1,2,3,3,3,3,...) sao crescentes.
EXEMPLO 3.26. (1/n) é decrescente.
ExemprLo 3.27. (—1,1,—1,1,—1,...) ndo é mondtona.

TEOREMA 3.5.7. Uma sequéncia monotona € convergente se e somente se é limitada.
Além disso, se (x,) € crescente, entdo lim, . (x,) = sup{z, : n € N}. Da mesma
forma, se (x,) € decrescente, entdo lim,,_,(z,) = inf{x, : n € N}.

DemonsTRACAO. (= ) J4 vimos que toda sequéncia convergente é limitada.

( <= ) Suponha (z,) crescente e limitada. Seja z = sup{xz,, : n € N}. Entao dado ¢ > 0,
existe N tal que r —e < oy < o < x4+ ¢, pois x é o supremo. Logo, para todo n > N temos
r—e<zxzy <z, <z <x-+e¢€ portanto x, converge para x. Se a sequéncia for nao-crescente,
a demonstracao ¢ andloga. O

EXEMPLO 3.28. (a™) diverge se a > 1 pois nao ¢ limitada.

EXEMPLO 3.29. (a™) converge se 0 < a < 1 pois é mondtona decrescente e limitada.
Além disso, lim,, .. (a") = 0, pois inf{a, : n € N} = 0.

EXEMPLO 3.30. Seja y1 = 1 € yni1 = (14 yn)/3. Mostraremos que (y,) é convergente
e achamos seu limite. Note que y; = 2/3 < 1 = y;. Vamos mostrar por indu¢ao que
0 < Yn+1 < yn. Esta afirmativa vale para n = 1. Suponha verdadeira para n = k — 1, isto é
0 < yx < yr—1. Entao para n = k temos

Y1 = (1 +u)/3 < (14 yr-1)/3 = s,
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e como Yy > 0, entdao yrr1 > 0, como queriamos. Portanto a sequéncia é mondétona nao
crescente e limitada inferiormente por zero. Portanto converge. Seja y seu limite. Entao

y= lim ypy1 = lim (1 +9,)/3=(1+y)/3.
Logo y = 1/2.
ExEmMPLO 3.31. Seja y1 = 1, e ypr1 = (2y, + 3)/4. Note que yo = 5/4 > ;. Para

mostrar que y,11 > y, em geral, usamos inducao. Note que para n = 1 o resultado vale.
Suponha agora que valha também para n = k para algum k, i.e., yp11 > yx. Entao

1 1
Yk42 = Z(kaﬂ +3) > Z(ka +3) = Yk

Logo, por inducao, y,+1 > y, para todo n € N, e (y,) é ndo decrescente. Para mostrar que
é limitada, note que |y;| < 2. Mais uma vez usamos indugao a fim de provar que em geral
lyn| < 2. Suponha que |yx| < 2. Logo,

1 1 7
(Y] = 17 2yess +3)] < 2@k +3) < 7 < 2.

Por indugao, segue-se que |y,| < 2 para todo n € N. Como (y,) é monétona e limitada,
entao é convergente. Seja y = lim,,_,(y,). Entao

y = lim (y,) = lim (29, +3)/4) = (2 +3)/4).
resolvendo a equagao algébrica acima, temos y = 3/2.

EXEMPLO 3.32. Seja 0 < a < b, e defina ag = a e by = b. Seja
1
An4+1 = anbna bn+1 - E(an + bn)u

para n € N. Entao (a,) e (b,) convergem para o mesmo limite.
Vamos mostrar por inducao que

(351) Qi1 > G, 0<a; < bi, bi+1 < bz parat=20,1,....
Para i = 0 temos ag = a < b = by. Logo, usando que y > x implica em \/y > /z, e que aq e

by sao positivos, temos a; = v/agby > ag > 0. Além disso, by = (ag+ bp)/2 < by pois ag < by.
Portanto (B.5.1) vale para i = 0. Suponha que valha também para i = n. Entao

1
0<a,<b, = 0< (\/a_n—\/bn)2 = +a bn<§(an+bn) = py1 < bpt1.

Note também que a, 1 > a, > 0. Finalmente,

Unt1 + Ony1
Upy2 = 1/ an—l—lbn—l-l > Qp41, bn+2 = f < bn+1-

Logo (B.5.1) vale também para i = n + 1. Portanto temos que (a,) é monétona nao decres-
cente e limitada superiormente, enquanto (b,) é mondtona nao crescente e limitada superi-
ormente. Ambas entdao convergem e sejam A e B seus limites. Neste caso teremos

A—VAB, B= %(A+B).
e portanto A = B.



36 3. SEQUENCIAS

3.5.2. Limite superior e inferior. Uma nocao importante tratando-se de sequéncias é
a de limites superiores (lim sup) e inferiores (lim inf), que nos d& informagoes sobre sequéncias
limitadas mesmo quando estas nao sao convergentes.

Seja (z,,) sequéncia limitada de reais, e defina

V ={v € R: existem finitos n € N tais que z,, > v}.

Definimos entao
limsup x,, = inf V.
De forma anéloga, se
W = {v € R: existem finitos n € N tais que z,, < v},
definimos
liminf x,, = sup W.

LEMA 3.5.8. Seja () sequéncia de reais limitada. Entao (z,) converge para = se e
somente se limsup z,, = liminf z, = x.

EXEMPLO 3.33. Seja (z,,) = (—1)". Entao liminfx, = —1 e limsupx,, = 1.
EXEMPLO 3.34. Seja
(="
) = (=1)" :
=0+ 5
Entao liminf z, = —1 e limsup z, = 1.

3.6. Sequéncias contrateis e o método das aproximacoes sucessivas

Dizemos que uma sequéncia (Xj) é contrdtil se existem ntimero real A < 1 e um natural
K™ tais que

X2 — Xpp1 ]| < AllXp1 — x|
para todo k > K*.

TEOREMA 3.6.1. Toda sequéncia contratil é convergente

DEMONSTRACAO. Seja (X,) sequéncia contratil com constante A < 1. Sem perda de
generalidade, supomos nesta demonstracao que K* =1, isto é

[%k42 = Xps || < Al — x|
para todo k£ € N. Entao,
iz — K| < Alxees — 3l < A2l — i 1l] < - < Ao — 3l
Logo, para m € N e k > m temos
Ik = %l < 13— 1+ 01— Kol + -+ [Kings = Xl
< (W2 AT xe — x| = AT N 1) | xe — x|

)\kfm -1 m—1
= )\m_lﬁﬂm = x| < T lxe — x|
Logo, dado € > 0 se K* € N é tal que
)\K*—l

[x2 — x1]| <e,

1—-A
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entdo ||xx — Xm|| < € para todo m > K*, k > K*. Portanto a sequéncia é de Cauchy e é
convergente U

EXEMPLO 3.35. Seja a sequéncia definida por

ro=a > 0, mnH:l—l—i.
mn
Queremos mostrar que (x,) é contratil, e portanto convergente.
Seja f : RT — R dadapor f(z) = 14+1/x. Entéao a sequéncia é definida por x,,.1 = f(x,),
e temos portanto que z* = (1 4 +/5)/2 é a tinica solucio em R* para a equacio z = f(x).
Usaremos mais tarde o fato de que z > z* implica em 22 > z 4+ 1. Note ainda que f é tal
que

(3.6.1) >y = f(z) < f(y),

e que se z, y € R e ¢ < min{z,y}, entao

1
(362) f@) = fo)l = |5 - =l <
A fim de utilizar (B.6.9), mostraremos que (x,) é limitada inferiormente por algum nimero
maior que um.

Temos entao trés possibilidades: a = z*, a > z* ou a < x*. Quando a = x*, a série é
trivialmente convergente pois temos 1 = x9 = --- = x*. Suponha entao que xg = a > zx*.
A andlise para a < r* é similar.

Entao z; = f(zo) < f(2*) = z*. Por indugao temos que za, o > x* e x9, 1 < x*. De
fato, como estas desigualdades sao verdadeiras para n = 1 e supondo também corretas para
n =k temos xo, = f(xar_1) > f(x*) = 2% € o1 = f(x9r) < f(2*) = 2*, como queriamos
demonstrar.

Temos entao g = a, r1 = (a+1)/a, e

1’: [z —yl _ |y — 2]

1 2a+1 a-+ad®
p— < :a:x07
T a+1 a+1

Ty =1+

onde usamos que a + 1 < a®. Da mesma forma, z3 = 1+ 1/x9 > 1 + 1/x¢ = z;. Portanto
temos que para n = 1 vale x9, < To,_2 € To,11 > Ta,—1. Supondo estas duas desigualdades
para n = k temos

Topyo = 1+ 1/xopy1 < 1+ 1/xop_1 = oy, Toprs = 1+ 1/@opyo > 1+ 1/20p = Topya,

como queriamos demonstrar.

Concluimos que (x9,_1) é sequéncia nao decrescente, e que |zy,| > z* > x; para todo
n € N. Portanto (z,) ¢ limitada inferiormente por ;.

Aplicando agora (B.6.7), temos

1
|Tr1 — 2n] = [ f(2) — f2ro1)]| < F'm — Tp_1].
1

Como z; =1+ 1/a > 1, entao (z,) é contratil e portanto converge.
Para achar o valor limite, basta resolver x = f(z), e temos que lim,, ., =, = x*.
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Em véarias apliagoes importantes é necessario achar um ponto fizos, i.e., uma solugao do
tipo x = T'(x), onde T': R® — R"™ é dada. E natural perguntar-se se dado algum ponto
inicial xg, a sequéncia gerada por

xp = T(Xp—1), k€N,

converge para um ponto fixo. Esta forma de determinar pontos fixos é denominada método
das aproximacoes sucessivas.

No caso de T ser uma “contragao”, (xj) serd contratil, e portanto convergente. E exata-
mente isto que mostraremos a seguir.

DEFINICAO 3.6.2. Dizemos que uma funcao T : R™ — R"™ € uma contracao se existir
A <1 tal que

1T(y) = T(x)|| < Ally — x|
para todo x, y € R™.

Temos entao o seguinte resultado.

TEOREMA 3.6.3. Seja T : R®™ — R™ uma contracao. Entao T possui um e somente um
ponto fivo. Além disto, para qualquer xo € R"™, a sequéncia definida por

(3.6.3) xp = T (Xk_1), k€N,
converge para o ponto fizo de T.
DEMONSTRACAO. Suponha entao que existe A < 1 tal que
1T(y) = T)| < Ally — ]|

para todo x, y € R".
Mostraremos primeiro a unicidade. Dados dois pontos fixos x e y de T, temos que

[x =yl = 1T() =Tl < Alx =yl
0 que s0 ¢ possivel se x =y, e portanto o ponto fixo, se existir, é tinico.
Note que (xy) é contrétil pois

Iz — X | = [T (xe1) — TCx) | < Allcess — -
Logo (xj) converge. Seja x* seu limite. Para mostrar que x* é ponto fixo de T, note que
para todo k € N, temos que

[ = T ()| < X" = %kl + [[xi = T(@*) || = lIx" = x| + [|T(x4-1) = T(27) |
<X = x| + Allxg—a — 27

Tomando o limite k — oo dos dois lados da desigualdade obtemos que ||z* — T'(z*)|| = 0, e

portanto z* = T'(z*).

COROLARIO 3.6.4. Seja F' C R™ conjunto fechado, e T : F' — F uma contracao. Entao
T possui um unico ponto fixo, e para qualquer x, € R", a sequéncia definida por (B.6.3)
converge para o ponto fixo.
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3.7. Exercicios

EXERcicIO 3.1. Demontre o Lema B19.

EXERcicIO 3.2. Demonstrar o Lema B14.

EXERcCICIO 3.3. Seja (x;) sequéncia convergente para x. Mostre que {x; : k£ € N} U{x}
é compacto.

ExERrcicio 3.4. Mostre que se k : N — N é uma funcao estritamente crescente, entao
k; > 1.
ExEercicio 3.5. Dé um exemplo de uma sequéncia (z,,) em R tal que toda subsequéncia

convergente de (x,) convirja para z, mas que (z,) nao seja convergente.

EXERcIcIO 3.6. Seja (x,,) sequéncia de Cauchy contendo uma subsequéncia convergente
para x. Mostre que (x,) converge para X.

EXERCICIO 3.7. Sejam (x;) e (yr) duas sequéncias de Cauchy em R™. Mostre que
||xx — yx|| converge.

ExERciciO 3.8. Demonstrar o Lema B49.
ExErcicio 3.9. Demonstrar o Lema B43.

ExXERcicio 3.10. Mostre que se A C R e s = sup A, entao existe sequéncia em A
convergindo para s.

EXERcicIO 3.11 (Bartle [T]). Sejaz; = 1 ez, = (2+x,)"/2. Mostre que z,, ¢ mondtona
e limitada, e portanto converge. Ache seu limite.

ExgeRrcicio 3.12 (Bartle [@]). Seja a > 0 e z; > 0. Mostre que a sequéncia dada por
Tpi1 = (a + x,)"? converge.

EXERcICIO 3.13. Seja (z;) sequéncia em R, limitada. Se s; = sup{z; : j € N, j > i},
mostre que
limsup 25, = inf{s; : i € N}.

ExEeRcicio 3.14. Seja () sequéncia em R, e seja L o conjunto de nimeros reais z tais
que existe uma subsequéncia de xj convergindo para x. Se E # (), mostre que sup F =
lim sup x.

ExEercicio 3.15. Dadas duas sequéncias limitadas (xy) e (yx), mostre que
lim sup(zx + yx) < limsup(xy) + lim sup(yx ).

ExEercicio 3.16. Seja (zx) sequéncia limitada. Mostre que (x;) converge se e somente
se lim sup x; = liminf ;. Neste caso, lim x;, = lim sup z; = liminf x;.

ExeRrcicio 3.17. Seja S C R™. Mostre que x é ponto de acumulacao de S se e somente
se existe sequéncia de pontos (x;) em S\{x} que converge para x.






CAPITULO 4

Continuidade e Fungoes Continuas

! Um dos mais importantes tépicos de andlise é o estudo de funcdes e suas propriedades,
em particular a continuidade. Seja 2 C R™. Dizemos que uma fungao f : {2 — R" é continua
em x € (), se para toda vizinhanga aberta V' de f(x) existir vizinhanga aberta U de x tal
que

yelUnNnQ = f(y)eV.
Ver Figura [l Finalmente, dizemos que f é continua em 2’ C €2 se f for continua em todos
os pontos de (.

Dividimos o estudo de fungoes continuas analisando primeiro propriedades locais, seguido
das propriedades globais. A menos que seja explicitamente indicado, neste capitulo utilizare-
mos a notacao acima.

4.1. Propriedades locais

Comecamos observando que a funcao f € continua em todo ponto x € ) que nao seja
ponto de acumulagao de €. De fato, se x € {2 nao é ponto de acumulagao, existe vizinhanca
aberta U de x tal que QNU = {x}. Logo para todo vizinhanca aberta V' de f(x), temos
que

yeOQNU = y=x = f(y)=Ff(x)eV
Logo f é necessariamente continua em x.

LEMA 4.1.1. Entao as afirmativas abaixo sao equivalentes.

1Ultima Atualizacio: 28/02/2007

Fia. 1. Continuidade de f(x).

41
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(1) f é continua em x.
(2) Para todo € > 0 existe 0 > 0 tal que

yeQ, |[x-yll<dé = [f(x)-Ff¥l<e
(3) Se (x,) é tal que x,, € Q para todo n € N e lim,,_,,, x,, = x, entdo lim,_, f(x,) =

f(x).

Outro resultado importante é o seguinte critério de descontinuidade: f nao é continua
em X se e somente se existe sequéncia (x,) em € convergindo para x mas (f(x,)) ndo
convergindo para f(x).

Uma nocao que pode ser 1til em algumas ocasioes é a de limites de funcdes. Se x é ponto
de acumulacao de €2, dizemos que p € o limite de f em x se para toda vizinhanca aberta V'
de p existir vizinhanca aberta U de x tal que

yeUnQ, y#x = f(y)eV.

Neste caso, escrevemos p = limy_.» f(y), e dizemos que f converge para p no ponto x. Uma
observagao a respeito da definicao acima é que s6 a utilizamos para pontos de acumulagao
do dominio. Note também que a nocao de limite em x independe do valor de f em x. Na
verdade, f nao precisa nem estar definida neste ponto.

OBSERVACAO. Note algumas diferencas na definicao de limite de funcao e continuidade
num ponto X. Para definir limite, a funcao nao precisava nem estar definida em x, e se
estivesse, o valor desta nao teria importancia. Mas fazia parte da definicao que x fosse ponto
de acumulagao do dominio da funcao. Na definicao de limite, a funcao tem que estar definida
em X, mas este ponto nao necessariamente é de acumulacao.

Se x for ponto de acumulacao de €2, entao

f é continua em x < f(x) = lim f(y).

y—x

EXEMPLO 4.1. g(x) = x é continua em R. De fato, para todo ¢ € R, temos lim,_.. g(z) =
c=g(c).

EXEMPLO 4.2. Seja f : R™ — R” continua em R™, e seja (x,) sequéncia de Cauchy em
R™. Entao ( f (xn)) é sequéncia de Cauchy em R”.

De fato, como (x,) é de Cauchy, entdo converge. Seja x € R™ seu limite. Posto que f

¢ continua em R", entdo f(x,) converge para f(x) e portanto é convergente. Como toda
sequéncia convergente é de Cauchy, temos que f(x,) é de Cauchy.

EXEMPLO 4.3. Seja
1 sex >0,
sgn(x) =<0  sex =0,
-1 sexz <0,
como na figura B.

Tomando-se as sequéncias (—1/n) e (1/n), ambas convergindo para ¢ = 0 mas nunca
atingindo este valor, tem-se (sgn(—1/n)) = —1 e (sgn(1/n)) = 1. Entdo esta fun¢do nao
tem limite em ¢ = 0, pois se o limite existe, este tem que ser unico. Portanto, a funcao
sgn(x) nao é continua no zero, ja que nao existe lim, g sgn(x).
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1

—0.5 -

F1a. 2. Gréfico de sgn(x), que é descontinua em z = 0.

EXEMPLO 4.4. Seja f: R — R dada por

f(x):{l se x € Q,

0 caso contrario,

é descontinua para todo x € R. Para mostrar isto, suponha x € Q, e uma sequéncia
(z,) em R\Q convergindo para z. Neste caso, lim, .o (f(zn)) = 0 # 1 = f(z). Da
mesma forma, se z ¢ Q, tomamos uma sequéncia (z,) em Q convergindo para z, e temos

limy, oo (fzn)) =1 # 0= f(z).

As vezes, é possivel estender uma funcao de forma continua. Seja x ¢ ) ponto de
acumulacao de 2. Se existir limy_.» f(y), entdo definimos f(x) como sendo este limite, e f
sera continua em x.

ExeEMPLO 4.5. Considere a fungao

z, sex € RTNQ,

- RT — =
/R R, @) {O, se r € RM\Q.

Entao lim, ¢ f(z) = 0 e podemos estender f continuamente no zero definindo

R+
g: RTU{0} =R, gx)= f(z), sex R,
0, se x = 0.

Entao temos g continua no zero (e somente no zero).

EXEMPLO 4.6. E claro que nem sempre tal extensio continua é possivel. Por exemplo no
caso de f: Rt — R dada por f(z) = 1/x, nao se pode definir f(0) tal que f : RTU{0} — R
seja continua.

4.1.1. Composicao de fungoes. Em geral, se f e g sao continuas, entao f+g, f —g,
e no caso unidimensional, fg também o sao. Da mesma forma, se h : 2 — R é tal que
h(x) # 0 para todo x do dominio, entdao f/h é continua. O préoximo resultado garante que
a composicao de fungoes continuas também é continua.
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Fi1G. 3. Continuidade em z = 0.

TEOREMA 4.1.2. Sejam Q CR™, RCR*, e f: 9 —- Reg: R — R. Suponha f
continua em x € Q e g continua em f(x) € R. Endo a composicio go f : Q — Rl ¢
continua em X.

DEMONSTRACAO. Sejay = f(x) e W vizinhanga aberta de g(y). Como g é continua em
y, entao existe vizinhanca aberta V' de y tal que

yeEVNR = g(y)eW.
Como f é continua em X, entao existe vizinhanca aberta U de x tal que
xXelUNQ = f(x)eW

Logo
xXelnO) = fx)eV = g(fx)) eWwW.

Portanto g o f é continua em x. U
EXEMPLO 4.7. A fungdo g(x) = ||x|| é continua em R™. Realmente, como
90¢) = g(¥)| = [Ix[| = Iyl | < [lx =¥,
se (x,) converge para x entao
l9(xn) = 9(X)| < [0 = x[| = lim (g(x,)) = g(x).

Portanto, se f é continua em x, entao h(x) = || f(x)|| também o é, pois h = go f é composi¢ao
de fungoes continuas.

OBSERVACAO. Note que nao podemos concluir a continuidade de f : R™ — R", mesmo
que || f|| seja continua. Por exemplo se f: R — R é tal que

fla) = {—1 sex >0,

1 se x > 0,

entao |f| é continua mesmo sendo f descontinua.
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4.2. Propriedades globais

Algumas propriedades de func¢oes continuas nao estao restritas a apenas um ponto, mas
sim a todo o dominio. Como exemplos citamos preservacao de compacidade, e a continuidade
uniforme.

Antes de prosseguirmos com as propriedades e suas aplicacoes, temos o seguinte resultado
que caracteriza fungoes continuas em todo dominio.

TEOREMA 4.2.1 (Continuidade Global). As afirmativas abaizo sdo equivalentes:
(1) f € continua em Q
(2) Se V. .C R™ € aberto, entio existe aberto U tal que UNQ = f71(V)
(3) Se H C R™ ¢ fechado, entdo existe fechado F tal que FNQ = f1(H)

DeMONSTRACAO. (1) = (2): Seja f continua em Q e V' C R™ aberto. Seja x € £ (V).
Como é f continua, existe aberto Uy contendo x tal que

yelUsNQ = f(y) eV.

Logo U, NQ C f1(V). Seja U = Uxes-1(v)Ux. Entdo U é aberto pois é unido de abertos, e
UunQ=f1v).

(2) = (1): Seja x € Q e V vizinhanga aberta de f(x). Por hipétese existe um aberto
U tal que UNQ = £ (V). Mas como f(x) € V, entdo x € U e portanto U é vizinhanca
aberta de x. Além disto, para todoy € UNQ tem-se f(y) € V.

(2) = (3): Seja H C R™ fechado. Entao como C(H) é aberto, temos por hipétese que
existe aberto U tal que UNQ = £ Y(C(H)). Seja F = C(U). Entao

XEFNQ = f(x)¢C(H) = f(x)eH = FnQcC f'(H).
Por outro lado,
xcf Y (H) = x¢UNQexcQ = xcFNQ = fY(H)C FnQ.

Logo f'(H) = FNQ.
(3) = (2): semelhante ao caso anterior. O

OBSERVAGAO. Note que U aberto e f continua ndo implica em f(U) aberto. Da mesma
forma, F' fechado nao implica em f(F) fechado. Como exemplo tome f(z) =22 e U = (—1,1)
implica em f(U) = [0,1).

E se F'=[1,+00) com g(z) = 1/x, entao g(F) = (0, 1].

4.2.1. Fungoes Continuas em Conjuntos Compactos. Um resultado com varias
aplicagoes vem a seguir e garante que a compacidade é uma propriedade preservada por
fungoes continuas.

TEOREMA 4.2.2 (Preservacao de compacidade). Se K é compacto, e f : K — R™ ¢
continua, entao f(K) é compacto.

DEMONSTRACAO. Seja G = {G,} cobertura aberta para f(K), i.e., f(K) C U,G,. Logo
K C Uaf HG,). Por f ser continua, pelo Teorema [.2.1, para todo « existe H, aberto tal
que f(G,) = H,NK. Portanto {H,} é uma cobertura aberta de K. Como K é compacto,
entdo existe {H,,, ..., H,,} subcobertura finita. Logo,

K CU_ Hy, NK =U_,f (G,,),
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e entao f(K) C U/_,G,,. Portanto, achamos uma subcobertura aberta finita para f(K), e
concluimos que f(K') é compacto. O

Uma aplicagao imediata do resultado acima é a existéncia de maximos e minimos de
fungoes continuas definidas em compactos. Em particular, estas fungoes sao limitadas.

DEFINICAO 4.2.3. Dizemos que f : 2 — R € limitada em ) se existe M € R tal que
| f(x)]| <M para todo x € Q.

EXEMPLO 4.8. sinx ¢ limitada em R pois |sinz| < 1 para todo = € R.

EXEMPLO 4.9. 1/x nao é limitada em R*. Entretanto 1/x é limitada em (1/2, 400) pois
|1/x| < 2 para todo x neste intervalo.

O Teorema [I.2.2 garante que imagens de compactos sao conjuntos compactos, portanto
pelo Teorema de Heine-Borel (Teorema R.5.3) fechados e limitados. O resultado abaixo é
consequencia imediata deste fato.

TEOREMA 4.2.4. Seja K compacto, e f: K — R" continua em K. Entao f € limitada
em K.

Uma demonstracao alternativa do Teorema [.2.4 que dispensa o uso de nogoes de com-
pacidade vem a seguir.

DemonsTRACAO. (alternativa do Teorema [1.2.4; por contradi¢do) Suponha K fechado e
limitado e f nao limitada. Entao para todon € N existe x,, € K tal que f(x,) > n. Como K
é fechado e limitado, entao, pelo Teorema de Bolzano—Weierstrass, (x,,) possui subsequéncia
(xy,) convergente. Seja x = lim,, o X,,. Como K ¢ fechado, entdo x € K. Mas como f é
continua, entao f tem limite em X, e portanto é localmente limitada, uma contradicao com
a construcao de (x,). O

Outra nogao importante é o de maximos e minimos. Dizemos que f : {2 — R tem valor
maximo em {2 se existe z* € Q tal que f(z*) é cota superior de f(£2). De forma andloga
dizemos que f tem valor minimo em €2 se existe z, € {2 tal que f(x,) é cota inferior de f(2).
Chamamos z* de ponto de valor maximo e x, de ponto de valor minimo.

OBSERVACAO. Se uma fun¢ao f como acima definida tem seus valores méximo e minimo
em (), entao f é limitada em (2.

ExEMPLO 4.10. A fungao f: (—1,1) — R dada por f(z) = 1/(1 — z?) (Figura f]) nao é

limitada em (—1,1), mas é limitada em [—1/2,1/2] por exemplo.

EXEMPLO 4.11. f(x) = x é continua e limitada em (—1,1), mas nao toma valor maximo
nem minimo em (—1,1). Entretanto f tem seus valores méximo e minimo em [—1, 1].

EXEMPLO 4.12. A fungdo h(z) = 1/(1 + 2?) (Figura fi) é limitada em R, tem seu valor
maximo em z* = 0, mas nao tem seu valor minimo. Isto porque inf A(R) = 0 # h(z) para
todo xz € R.

OBSERVACGAO. Note que pontos de maximo e minimo nao sao unicos em geral. Por
exemplo, f(z) = 2? tem —1 e 1 como seus dois pontos de méximo em [—1,1].

O resultado a seguir mais uma vez é consequéncia do Teorema E.2.2.



4.2. PROPRIEDADES GLOBAIS 47

350

300

250

200+

150

100

\ 501 \

\\ //
A e

1 08 06 -04 02 0" 02 04 06 08 1

X

F1G. 4. Gréfico de 1/(1 — %), que nao é limitada em (—1,1).

F1G. 5. Gréafico de 1/(1 + z?%), que tem seu maximo mas nao o seu minimo em R.

TEOREMA 4.2.5 (Pontos Extremos). Seja K compacto e f : K — R continua em K.
Entao f tem pelo menos um ponto de mdzximo e um de minimo em K.

DemonsTrRACAO. Como K é compacto, entao o Teorema [1.2.7 garante que f(K) também
é compacto. Logo f(K) é limitado e portanto tem supremo, e f(K) é fechado, e portanto o
supremo pertence a f(K). Logo existe * € K tal que f(z*) = sup f(K).

Mesmo tipo de argumento assegura que existe ponto de minimo em K. 0

A seguinte demonstracao dispensa o uso direto de compacidade.

DEMONSTRACAO. (alternativa do Teorema [£.2.5) Demonstraremos somente que existe um
ponto de maximo para f. O caso de valor minimo ¢é analogo. Como K é fechado limitado,
entao f(K) é limitado. Seja s* = sup f(K). Seja x,, tal que f(x,) > s* — 1/n. Mas pelo
Teorema de Bolzano—Weierstrass, K limitado implica em existéncia de uma subsequéncia
(x,,) convergente. Seja x* o limite de tal subsequéncia. Como K ¢ fechado, entdo x* € K.
Como f é continua, entdo f(x*) = lim,, o f(Xn,). Finalmente, usamos que

1
s"— — < flxn,) <57,
ng



48 4. CONTINUIDADE E FUNCOES CONTINUAS
e pelo Lema do sanduiche de sequéncias B.5.3, temos que f(x*) = lim,, o f(Xp,) = s*. O

Outro resultado de grande importancia é o Teorema do Valor Intermediario que garante
a preservacao de intervalos por fungoes continua.

TEOREMA 4.2.6 (Teorema do Valor Intermediario). Sejam a < b e suponha f : [a,b] — R
continua. Se existe d € R tal que f(a) < d < f(b), entdo existe ¢ € (a,b) tal que f(c) = d.

DEMONSTRACAO. Seja

I={zelab]: flz)<d} = f"((—o0,d)).
Logo I ¢é nao vazio pois a € I, e definimos ¢ = sup I. Entao ¢ € [a, ], pois b é cota superior
de I. Pelo Teorema da Continuidade Global (Teorema [1.2.1)), existe aberto U tal que

I=UnN]a, bl =UnN/a,b),

pois b € I. Logo, para todo x € I, existe € > 0 tal que x + € € I. Portanto ¢ ¢ I, i.e.,
f(c) > d. Seja entao z,, € I tal que x, — ¢, ver Exercicio B.I(. Por continuidade de f,
temos f(c) = lim, . f(x,). Como f(x,) < d, entdo f(c) < d. Portanto f(c) = d. O

COROLARIO 4.2.7 (Teorema do ponto fixo em uma dimensao). Seja f : [0,1] — [0,1]
continua. Entdo f tem um ponto fixo, i.e., existe z € [0, 1] tal que f(x) = .

DemoNsTRACAO. seja d : [0,1] — R dada por d(z) = f(z) — . Portanto d é continua.
Nosso objetivo é achar raiz para d em [0, 1]. Se d(0) = 0 ou d(1) = 0, entdo nada mais ha a
fazer. Suponha que nem 0 nem 1 sejam raizes de d. Logo d(0) = f(0) > 0ed(1l) = f(1)—1 <
0 pois f(z) € [0,1]. Aplicando o Teorema do Valor Intermedidrio (Teorema [.2.F), temos
que existe x € (0,1) tal que d(z) = 0, como queriamos demonstrar. O

Concluimos esta parte com uma importante consequéncia dos resultados anteriores.

TEOREMA 4.2.8. Seja I intervalo fechado limitado e f: I — R fun¢dao continua. Entdao
f(I) € intervalo fechado limitado.

4.3. Fungoes Uniformemente Continuas

Considere g(z) = 1/z, para z € (0,1). Seja ¢ € (0,1). Entao
1 1 z—-c
c)—glx)=———= .
o) —gla) = - —— =
Para mostrarmos que g é continua em c. seja € > 0. Sem perda de generalidade, podemos

supor que € < 1, e portanto ec < 1. Seja 6 = 626/2. Entao

2

o< = c<r+d=1+ —<z+= ‘<
|z = ¢|
2 2 2
Logo
v —c| & cPe  ce
—cl<bd = — = ==
|z — ¢ l9(c) —g(a)l = ———= < — =~ = <e

onde usamos que ¢/2 < z na ultima desigualdade. Mostramos entao, usando €s e ds que 1/z
¢é continua em todo ponto diferente de zero. O objetivo principal do calculo acima é ressaltar
que a escolha de 6 nao é uniforme em relacao ao ponto ¢, i.e., d depende de c.
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Em outros casos, a escolha de ¢ independe do ponto em questao. Por exemplo, para
f(z) = x, dado € > 0, tomando ¢ = € temos
lr—c| <0 = |f(z) — f(o)| <e.
Dizemos que esta fungao é uniformemente continua.

DEFINICAO 4.3.1. Seja Q C R™ e f : Q — R™ Dizemos que f ¢ uniformemente
continua em €2 se para todo € > 0, existir § tal que para todo X, y € ) tem-se

[x =yl <d = [fx) = Fy)l <e

Note que a definicao de continuidade uniforme s6 faz sentido no dominio ou subdominio
da funcao, e nao pontualmente como na definicao de continuidade. Uma forma equivalente
de se definir uma funcao uniformemente continua, é exigir que dado ¢ > 0 exista 0 tal que
para todo x € €) tem-se

y € Bs(x)NQ = f(y) € B(f(x)).

Além disto, pode-se usar o seguinte resultado abaixo para se mostar que uma funcgao nao é
uniformemente continua.

LEMA 4.3.2. Seja Q C R™ e f: Q — R". Entao as afirmativas abaixo sao equivalentes.

(1) f ndo é uniformemente continua em (2.
(2) Existe € > 0 tal que para todo 6 > 0 existem pontos x, y € (2 tais que ||[x —y|| < ¢

mas |[f(x) = f(y)ll > €

(3) Existe € > 0 e duas sequéncias (x;) e (yx) em Q tais que limg .. (xx —yx) = 0 e
| f(xk) — f(yr)| > € para todo k € N.

EXEMPLO 4.13. O resultado acima pode ser usado por exemplo para mostrar que f(z) =
1/z nao é uniformemente continua em R*. Considere as sequéncias (1/k) e (1/(k + 1)).
Entao limy_o(1/k — 1/(k+1)) =0 mas f(1/k) — f(1/(k + 1)) = 1 para todo k € N.

Uma interessante propriedade da continuidade uniforme é dada abaixo, e tem aplicacao
na extensao de funcoes, ver exercicio f.12. Seja 2 C R™ e suponha que f :  — R” é
uniformemente continua. Entao (x;) ser sequéncia de Cauchy implica que (f(x;)) também
é sequencia de Cauchy.

De fato, seja € > 0. Como f é uniformemente continua, entao existe d tal que

(4.3.) I =yl <6 = [ £(x) = £ < .
para todo x, y € Q. Como (x;) é sequéncia de Cauchy, entao existe Ny tal que se
(4.3.2) i,j > No = ||x; — x| <.
Combinando ({:3.1) e (E3.2), temos entao que

i > No = [IF(xi) — F(x;)l < e

Note que isto nos da um outro critério para determinar quando uma fungao nao é uniforme-
mente continua. Por exemplo, para o caso considerado no exemplo .13, temos que x;, = 1/k
é de Cauchy mas f(x;) = k nao é de Cauchy. Logo f nao é uniformemente continua em R*.

Apesar de parecer dificil conferir se uma dada funcao é ou nao uniformemente continua,
o (supreendente?) resultado abaixo garante que todas as fungbes continuas em conjuntos
compactos sao uniformemente continuas.
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TEOREMA 4.3.3 (Continuidade Uniforme em compactos). Seja K C R™ conjunto com-
pacto, e f: K — R"™ continua em K. Entdo f € uniformemente continua em K.

DeMONSTRACAO. Seja € > 0. Entao, para todo x € K, existe d(x) > 0 tal que
(4.3.3) Y € Bspy(x) N K = |[f(y) — F(X)[| <e€/2.

Seja a cobertura aberta de K gerada por {B%é(x) (%) }zex. Como K é compacto, entao existe
{x1,...,x,} tal que {B%(;(xi)(xi)};’:l é uma subcobertura de K. Seja

§= %min{cg(xl), 5 0(xg) )

Sejam x, y € K tais que ||x — y|| < 0. Entao existe indice j € {1,...,J} tal que x €
B%(;(xj)(xj), ie., |x —x;|| < d(x;)/2. Portanto, usando (£.3.3) temos que || f(x) — f(x;)]| <
€¢/2. Da mesma forma,

1
Iy = x50l < lly = x| + [lx = ;] <&+ 50(x5) < d(xy),

e entdo || f(y) — f(x;)|| < €/2. Concluimos que
[x -yl < = [f&x) = FWI <IFx) = FE)I+1F(x) = FII <€

e portanto f ¢é uniformemente continua. ([l

Abaixo apresentamos uma demonstracao alternativa do Teorema F.3.3, que nao usa ar-
gumentos de compacidade.

DemonsTRAGAO. (alternativa do Teorema H.3.3; por contradi¢do) Suponha que f néo
seja uniformemente continua. Como K é compacto, entao é fechado e limitado. Entao, pelo
Lema [.3.9, existe € > 0 e existem sequéncias (x,) e (y,) em K tais que ||x, —y.|| < 1/n
e ||f(x,) — f(yn)|| > €. Como K ¢ fechado, pelo Teorema de Bolzano—Weierstrass, existe
subsequéncia (x,, ) convergente. Seja z = lim,, o (X,,). Como K é fechado, entdo z € K.
Note que (y,,) também converge para z pois

(ynk - Z) = (ynk - Xnk) + (Xnk - Z)'
Como f ¢é continua em z, entdo f(z) = lim,, oo f(Xn,), € f(2) = lim,, oo f(Yn,), uma

contradigao com || f(x,) — f(yn)|| > €. Logo f ¢é uniformemente continua. O

Outra importante situacao em que temos continuidade uniforme, mesmo com dominios
nao compactos, é quando a funcao é de Lipschitz. Seja 2 C R™ e f : @ — R". Dizemos que
f é de Lipschitz se existe M € R tal que

1f(x) = fF¥)Il < M|x—y|
para todo x, y € Q.

TEOREMA 4.3.4. SeQ CR™ e f: QQ — R", e f é de Lipschitz, entao f € uniformemente
continua em Q.
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DemonsTrACAO. Seja M € R tal que

1f(x) = fFWIl < M|x—y]
para todo x, y € Q. Dado € > 0, seja d = ¢/M. Entaose x, y € Qe ||x —y|| <, temos que
1f(x) = FWI < Mlx -yl < Md=e

o que mostra que f é uniformemente continua em (2. O
Nem toda fungao uniformemente continua é de Lipschitz, como o exemplo abaixo mostra.

EXEMPLO 4.14. Seja g : [0,1] — R, tal que g(z) = /z. Como [0,1] é compacto, e g
é continua, entdo g é uniformemente continua em [0, 1]. Entretanto note que se g fosse de
Lipschitz, nds teriamos a existéncia de M € R tal que

1
VvV =lg(z) —g0)] < klr — 0| = Mz = NG < M para todo z > 0,
x
um absurdo. Logo g nao é de Lipschitz apesar de ser uniformemente continua em seu dominio.

4.4. Exercicios

ExERrcicio 4.1. Determine os pontos de continuidade da fun¢ao [x], que retorna para
cada = € R o maior inteiro menor ou igual a z. Por exemplo, [2] = 2, [2.5] = 2, [-2.5] = —3.

EXERCICIO 4.2. Demonstre o Lema BE11l.

ExXERcicIo 4.3. Seja f: R™ — R continua em x € R™, e f(x) > 0. Mostre que existe
uma vizinhanca aberta de x tal que f seja estritamente positiva.

ExERrcicio 4.4. Sejam f, g : R™ — R funcoes continuas. Mostre que o conjunto
{x e R™: f(x) > g(x)} é aberto em R™.

EXERcIcIO 4.5. Mostre que toda contracao ¢ uma funcao continua.

ExERrcicio 4.6. Dé exemplos de

(1) Um conjunto F' fechado em R e uma funcéo f: F — R continua tais que f(F’) ndo
seja compacto.

(2) Um conjunto A aberto em R e uma fungao f : R — R tais que f~1(A) nao seja
aberto em R.

(3) Um conjunto 2 C R, um conjunto A aberto em R e uma fungao continua f : Q@ — R
tais que f~(A) nao seja aberto em R.

EXERcICIO 4.7. Seja f : [0,1] — R continua tal que f(0) < 0e f(1) > 0. Mostre que se
s =sup{z € [0,1] : f(z) < 0}, entdo f(s) =0.
EXERCicIO 4.8. Seja 2 C R™ conjunto limitado. Dé exemplo de uma funcao f : Q — R

continua e limitada que nao atinja seu maximo.

ExERrcicio 4.9. Mostre que nao é possivel generalizar o Teorema do ponto fixo (Teo-
rema [1.2.1) para o intervalo (0, 1].

ExERrcicio 4.10. Mostre quese f : R™ — Re g : R™ — R sao uniformemente continuas,
entao f + ¢ é uniformemente continua. Mostre que, mesmo que f seja limitada, a funcao fg
nao é necessariamente uniformemente continua.
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EXERcic1O 4.11. Mostre que o produto de duas funcoes uniformemente continuas e
limitadas é uniformemente continua.

ExERcicio 4.12. suponha f : (0,1] — R uniformemente continua em (0, 1]. Mostre que
podemos definir f(0) tal que f seja uniformemente continua em [0, 1].

ExERrcicio 4.13. Seja B C R™ limitado, e f : B — R™ uniformemente continua. Mostre
que f ¢é limitada em B. Mostre que esta conclusao nao é necessariamente verdadeira se B
nao for limitado.



CAPITULO 5
Diferenciacao

! Neste capitulo vemos a nocao de diferenciabilidade e suas aplicacoes. Comecaremos
com o caso unidimensional, onde veremos algumas propriedades e aplicagoes particulares.

5.1. Derivada em uma dimensao

Seja f: I — R, onde I é um intervalo. Dizemos que f é diferenciavel em ¢ € [ se existe
um numero real L onde dado € > 0 existe § > 0 tal que

z) — f(¢)

rel, O<\x—c]<5:>‘f( —L‘<e.
r—cC

Chamamos L de derivada de f em ¢, e escrevemos L = f(c).
Note que se f é diferenciavel em ¢, entao

/ RT f(m)—f(c)
f'(c) —%I;T

Se f é diferenciavel em todo ponto de I dizemos que f é diferencidvel em I. Neste caso note
que a derivada f’ é uma funcao de I em R.

Observe que f : I — R é diferencidvel em ¢ € I com f'(c) = L se e somente se existir
uma funcao r tal que

F(2) = F(0) + L — &) +r(x — ), com Tim "W — g,
=
De forma equivalente escrevemos h = x — c e
(5.1.1) fle+h)= f(c)+ Lh+r(h) com }Lirr(l)# = 0.
h#0

Podemos também entender L como a aplicagao linear (neste caso dada por um nimero) que
torna (b.1.1)) possivel. Esta interpretacao induz de forma natural a generalizacdo da nogao
de derivada para o caso multidimensional.

A seguir temos dois exemplos de fungoes diferenciaveis.

EXEMPLO 5.1. Se f(x) = x?, entao para ¢ € R tem-se

2 _ 2 B
f'(c) = lim 7% lim w = lim(z + ¢) = 2c.
e r— 6 e r—==c i

1Ultima Atualizacio: 16/03/2007
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Fia. 1. Grafico de f(z), que é diferenciavel, mas a derivada nao é continua.

EXEMPLO 5.2. Seja

1
2 .
r°sin—, sex #0
O S
0, se x =0,
mostrada na Figura [. Para x # 0 temos f'(x) = 2zsinl/xz — cos1/xz. Observe que nao
existe o limite lim, o f'(x). Em 2 = 0 usamos a defini¢ao:

z#0
f(0) = lim @) = J(0) = lim z sin — = 0.
z—0 x—0 z—0 T
xz#0 xz#0

Logo f é diferenciavel em R mas f’ nao é continua no zero.
Diferenciabilidade implica em continuidade, como nos mostra o resultado a seguir.

TEOREMA 5.1.1. Se f: I — R, onde I é um intervalo, € diferencidvel em c € I, entao
f € continua em c.

DemonsTrRACAO. Seja L = f'(c). Dado € > 0, existe § > 0 tal que

zel, O0<|r—c¢<d = L—e<)M <L+e

T —cC

Seja 6 = min{4, /(L + ¢€)}. Entdo
fz) = f(c)

Tr —cC

rel, 0<|r—c<d = ]f(x)—f(c)]:‘

Logo f é continua em c. 0

OBSERVACGAO. Pelo teorema acima, diferenciabilidade implica em continuidade. O in-
verso entretanto nao é verdade em geral. Seja por exemplo f : R — R onde f(z) = ||,
representada na Figura B. Entao f é continua em R mas nao é diferenciavel em zero pois
para x # 0 temos

z—0 T

f(z) = f(0) _ | |:{1 se > 0,

T —1 sex <.
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Fi1a. 2. Gréafico de f(x) = |z|, fungdo continua mas nao diferencidvel.

Logo o limite quando z — 0 nao existe.
Sejam f e g funcoes de I — R, onde [ é um intervalo, ambas diferenciaveis em ¢ €
Entao
(1) (af)(c) = af'(c), onde a € R. De fato, se = # ¢, entao
(af)(x) = (af)(e) _ flz) = flc)
T —c r—c

(2) (f +9)(c) = f'(c) +g(c)
(3) Se p = fg, entao se x # c,

p(x) —ple) _ fle)glx) — fle)gle) _ flz)g(z) — fld)g(z) + f()g(z) — f(c)g(c)
Logo existe lim,_.. y2.(p(z) — p(c))/(x —¢c) e
R e I =
= ['(c)g(e) + f(0)g ().

(4) Se g(x) # 0 para todo x € I, entao seja h(z) = f(x)/g(z). Logo se x # c,

W) = he) _ 56~ 58 _ F@)el) - fe)a(x)
r—c x—c (x —c)g(x)g(c
_ f@)g(c) = flo)gle) | flo)gle) = fle)glx) _ flx)—fle) 1 [fle) g(x)—g(c)
(z — c)g(x)g(c) (x — c)g(z)g(c) (z—0c) g(x) glx)gle) z—c
Logo existe lim, .. y2.(h(x) — h(c))/(z —c) e
o) = tm MM gt S g

55

I.



56 5. DIFERENCIACAO
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Fic. 3. Gréfico de f(x) = z?, que tem derivada zero em z = 0, mas este nao
é ponto extremo.

EXEMPLO 5.3. Pela regra acima temos que se f(x) = x™, para n € N, entao f é difer-
encidvel e f'(c) = na™ L.

Uma primeira e importante aplicagao de derivadas diz respeito a pontos extremos locais.
Dizemos que uma funcao f: I — R, onde I é um intervalo, tem um mdximo local em x € [
se existe 6 > 0 tal que

(5.1.2) ye(x—o,x+0)NI = f(y) < f(x).

Se a desigualdade em (p.1.9) for estrita, chamamos o ponto de mdzimo estrito local. Defini¢ao
analoga serve para minimo local e minimo estrito local. Chamamos um ponto de maximo
ou minimo (estrito) local de ponto extremo (estrito) local.

O resultado a seguir descreve condigao necessaria para um ponto interior ser extremo
local.

TEOREMA 5.1.2 (Ponto extremo interior). Seja f: I — R, onde I é um intervalo, e c
ponto interior de I e extremo local de f. Se f € diferencidvel em ¢, entao f'(c) = 0.

DeMmoNSTRACAO. Sem perda de generalidade, suponha que ¢ seja ponto de maximo local.
Entao, se f'(c) > 0 temos
T—cC xr —C r —cC
numa vizinhanga aberta de c¢. Logo, para x > ¢ tem-se f(x) > f(c), contradigdo pois ¢ é
ponto de maximo local. De forma semelhante ndao podemos ter f'(¢) < 0. Logo f'(¢) =0. O

Note que se a derivada de uma funcao se anula num determinado ponto, nao se pode
concluir que este seja um ponto extremo. Como exemplo temos f : R — R dada por
f(x) = 23, que tem derivada zero em z = 0 mas este nao é ponto de maximo nem minimo
local. Ver Figura B.

A seguir apresentamos um resultado com importantes por si e por suas consequéncias.
E o Teorema do Valor Médio, que vemos a seguir na sua versao mais simples, o Teorema de
Rolle, ilustrados na Figura [.
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Fi1c. 4. Os Teoremas de Rolle e do Valor Médio versam sobre a existéncia de
derivada com valor determinado pelos pontos extremos.

TEOREMA 5.1.3 (Teorema de Rolle). Sejaa <beR e f: [a,b] — R continua em [a,b]
e diferencidvel em (a,b). Suponha ainda que f(a) = f(b) = 0. Entao existe ¢ € (a,b) tal que
f'(e) = 0.

DEMONSTRACAO. Se f é identicamente nula em [a, b], entdo o resultado ¢é verdadeiro. Caso
contréario, entao f tem algum valor positivo ou negativo em (a, b). Sem perda de generalidade,
suponha que f tem algum valor positivo. Como [a, b] é compacto, entdao f atinge seu maximo
em algum ¢ € (a,b). Mas pelo Teorema do ponto extremo interior (Teoremap.1.2), f'(c¢) = 0,
como queriamos demonstrar. O

TEOREMA 5.1.4 (Teorema do Valor Médio). Sejaa < b€ R e f: [a,b] — R continua
em la,b] e diferencidvel em (a,b). Entao existe ¢ € (a,b) tal que

f(b) = fa) = f'(e)(b - a).
DeMONSTRACAO. Seja
f(0) — f(a)

6(2) = fl@) — fla) - H—2

Entao ¢(a) = ¢(b) = 0. Como f é diferencidvel em [a,b], entdo ¢ também o é no mesmo
intervalo. Logo, pelo Teorem de Rolle f.1.3 existe ¢ € (a, b) tal que ¢'(c) = 0. Portanto

(x —a).

O

Uma primeira aplicagao do Teorema do Valor Médio garante que se uma fungao definida
num intervalo tem derivada identicamente igual a zero, entao a funcao é constante.

LEMA 5.1.5. Suponha que f : [a,b] — R seja continua em [a, b], onde a < b, e diferencidvel
m (a,b). Se f'(xz) =0 para todo z, entdo f é constante em [a, b].

DEMONSTRACAO. Seja a < o < b. Pelo Teorema do Valor Médio p.1.4, existe ¢ € (a,z)
tal que f(x)— f(a) = f'(¢)(x —a). Como f'(c) =0, temos f(x) = f(a). Como x é arbitrério,

temos f constante em (a,b). Mas continuidade temos f constante em [a, b]. U

Observe que pelo resultado acima, se f, g sao funcoes diferencidveis que tem a mesma
derivada, entao f e g diferem por uma constante.
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A aplicagao seguinte do Teorema do Valor Médio garante condigoes necessarias e sufi-
cientes para uma funcgao ser crescente num intervalo. Dizemos que uma funcao f: I — R é
crescente no intervalo I se para x,y € I com y > x tem-se f(y) > f(z). Dizemos ainda que
f: I — R é estritamente crescente em I se para z,y € I com y > z tem-se f(y) > f(z).
Definicoes analogas valem para funcoes decrescentes e estritamente decrescentes.

LEMA 5.1.6. Seja [ intervalo e f : I — R diferenciavel em I. Entao

(1) f é crescente em I se e somente se f'(x) > 0 para todo = € I.
(2) f é decrescente em I se e somente se f'(z) < 0 para todo = € I.

DEMONSTRACAO. (=) Suponha f crescente. Para x, ¢ € I,

r<couzxr>c — MZO.
r—c

T—cC r—c -
(<) Suponha f’(x) > 0 para todo x € I. Sejam z7,x2 € I com x; < xe. Usando o

teorema do valor médio b.1.4, existe ¢ € (x1,z2) tal que f(x2) — f(z1) = f'(¢)(xy —x1). O

Portanto

OBSERVACAO. E possivel modificar a demonstracio acima e mostrar que f’ (x) > 0
implica em f estritamente crescente. Entretanto, mesmo fungoes que tem derivada nula em
alguns pontos podem ser estritamente crescentes, como por exemplo f(z) = x3 (Figura E)

OBSERVAGAO. Nao é verdade que se f'(c) > 0 para algum ponto ¢ no dominio da f
implique em f crescente numa vizinhanca de ¢. Como exemplo considere
T
4 2x%sin— sex #0,
g(x) = z
0 se x =0,

é diferenciavel em zero com ¢'(0) = 1, mas nao é crescente em nenhuma vizinhanga do zero,
ver Figura . De fato, considere as sequéncias xy = 1/(2k + 1/2) e y,, = 1/(2k). Entao
xp < yr mas g(xg) > g(yx). Para comprovar esta tltima desigualdade note que

ok (2 + 1) Town) gt = 2k(om s L) [ Loy 21
p) WA T IR 2) [2k+1 7 2k+1) 2%

1 1\’
:2k(2k+§)+4k— (2k+§) =4k* +k+4k — (4k* + 2k +1/4) =3k —1/4> 0

para todo k inteiro positivo.
Outra aplicagoes do Teorema do Valor Médio seguem nos exemplos abaixo.
EXEMPLO 5.4. Seja f(x) = exp(z). Entao f'(z) = exp(z). Queremos mostrar que
(5.1.3) exp(x) > 1 + x para todo x # 0.

Seja z > 0. Entao aplicando o Teorema do Valor Médio em [0, z] temos que existe ¢ € (0, z)
tal que

exp(x) — exp(0) = exp(c)(z — 0).
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Fi1a. 5. Grafico de g(x), que tem ¢'(0) = 1 mas nao é localmente crescente.

Como ¢ > 0, entao exp(c) > exp(0) = 1. Logo
exp(z) > 1+ x.

Para x < 0, os argumentos sao semelhantes e portanto a desigualdade (B.1.3) vale.

ExeEMPLO 5.5 (Ponto Fixo). Seja I intervalo fechado e f: I — I diferencidvel em I tal
que | f'(x)| < ¢ paratodo x € I, onde ¢ < 1. Entao a sequéncia definida por zg e x; = f(x;_1)
para i € N converge, e z* = lim,,_,, =, é ponto fixo, i.e, f(z*) = z*. Além disto, este ponto
fixo é unico.

De fato, note que para f é uma contragao pois

1f(y) = f@)| < 1 Oly — 2| < o — i,
onde £ é um ponto entre y e z, e como [ ¢ intervalo, entao £ € I. Logo pelo Teorema B.6.3,
o ponto fixo é tnico, e é o limite da sequéncia (x;) acima, pois esta é a gerada pelo método
das aproximagoes sucessivas, e portanto converge.

5.2. Teorema de Taylor em uma dimensao e Aplicagoes

Uma ferramenta poderosa em analise com varias consequéncias é o Teorema de Taylor,
que é na verdade também uma aplicacao do Teorema do Valor Médio.

A expansao de Taylor aproxima localmente por um polindomio uma funcao que pode ser
complicada. Suponha que f: I — R onde I C R tenha k > 0 derivadas num ponto xg € I.
Defina

(x — 3)*

Pi(x) = f(wo) + f'(zo)(x — 20) + f”(l’o)T +o+ fB) ()

(x — x0)®

K
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onde usamos a notacao que g¥)(c) indica a j-ésima deriva de g num ponto c.

Note que com a definicio acima, temos fU)(xq) = P,Ej)(:co) para j = 1,..., k. Chamamos
Py de polinomio de Taylor de ordem k para f em x, e o resultado abaixo diz o quao boa é
a aproximagcao de uma funcao por seu polinomio de Taylor.

TEOREMA 5.2.1 (Taylor). Seja k >0 e I = [a,b], com a <b. Seja f: I — R fun¢io k
vezes diferencidvel em I com f*) continua em I e tal f**+Y exista em (a,b). Se xg, x € I
entdo existe & € (xo,x) U (z,20) tal que

F(&) = Flao) + £/ lan)ar — ) + ") T g g

k+1

DEMONSTRACAO. Sejam xg, x € I. Sem perda de generalidade, suponha = > xy. Defina
J = [zg,x] e seja F': J — R dada por

Logo

Definindo G : J — R por

mwzF@—(x‘tYHﬂm»

T — X9
temos G(xg) = G(x) = 0. Pelo Teorema de Rolle (Teorema p.1.3) existe & € (g, x) tal que

-9 .

0=G"(§) =F'(&+(k+ 1)W (o).

Portanto
1 (z =)™ 1 (x =)™ (@ = "
)a — _ )a _ (k+1)
@) =T e TO 1 e W
_ (z — zg)F ! f(k+1)(€>
(k+1)! '
0]
EXEMPLO 5.6. Seja f: [ — R, onde I = [a,b] C R, com a < b. Suponha que f e suas
derivadas f’, f”,..., f*+) existam e sejam continuas em I. Se f**V(z) = 0 para todo
vele flxg) = f(x0) = -+ = f*¥(2¢) = 0 para algum x5 € I, entdo f(x) = 0 para todo

x € I. De fato, pelo Teorema de Taylor unidimensional (Teorema [.2.1), dado z € I, existe



5.3. DIFERENCIABILIDADE PARA FUNCOES DE VARIAS VARIAVEIS 61
& entre x e xg tal que

(x — )*
2

(2 — x0)*

k!
+ 50

f(x) = f(xo) + f'(z0)(x — o) + " (w0) +oe+ fB) ()

(:C _ I.O)k?-‘rl

(k+1)!
Mas por hipétese, f@(z) parai=0,...,k, e f*) =0 em I. Em particular, como & € I,
temos f+1)(¢) = 0. Portanto, f(z) = 0 para todo = € I.

Uma aplicacao da série de Taylor refere-se a caracterizagao de extremos locais.

TEOREMA 5.2.2. Sejaa < b € R el = [a,b]. Sejam zy € (a,b) e k > 2 nimero
inteiro. Supondo que f,...,f*) existam, que sejam continuas em I, e que f'(xg) = --- =
FED(20) = 0 mas f*)(x0) # 0, temos que

(1) Se k € par e f®)(zy) > 0, entdo xo € ponto de minimo estrito local.
(2) Se k ¢ par e f¥)(x) <0, entdo z¢ € ponto de mdzimo estrito local.
(3) Se k € impar, entio xoy ndo é extremo local.

DemonsTRACAO. Pelo Teorema de Taylor, para x € I existe £ entre zg e = tal que

x — x0)> . x — x0) D
f(@) = f(xo) + f'(20)(x — 20) + f”(xo)% oy fE )(Io)ﬁ
+ﬁ@¢£%?L=f@@+ﬁ@¢£%?L.

Supondo agora que f*)(z4) > 0, como f*) é continua entdo existe § > 0 tal que f*)(z) >0
para todo z € U = (z9 — 0,29 + 9). Se € U, entdo £ € U e entdao f*)(z) > 0. Se n é par,
entao para x # o temos
r — Xy k
) (5)% > 0.
Logo
r € U\{zo} = f(x)— f(zo) >0 = ¢ é minimo local,

e portanto (1) estd demonstrado.

Para demonstrar (2), o argumento é semelhante.

Finalmente, se k é impar, entao (x —z)/k! é positivo para x > xy e negativo para r < x.
Logo f(z) > f(zo) ou f(z) < f(xo) dependendo do sinal de x — x,. Logo a proposicao (3) é
verdadeira. 0

5.3. Diferenciabilidade para fungoes de varias variaveis

A nogao de diferenciabilidade e de derivada em dimenstes maiores simplesmente gener-
aliza de forma natural a derivada unidimensional. Seja f : €2 — R", onde {2 C R™ é aberto
e x € (). Dizemos que f é diferenciavel em x se existe uma aplicagao linear L : R™ — R"
tal que

h) — — L(h
L F Gt h) — Fx) — L(h)|

=0.
h—0 i
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Chamamos L de derivada de f em x, e que também denotamos por D f(x) ou f'(x). No
Caso escrevemos
L(h) = Df(x)(h) = f'(x)(h).
Suporemos neste texto a convencao que h é sempre suficientemente pequeno de tal forma
que x +h € Q.
Assim como em uma dimensao, f é diferencidavel em x se e somente se existir uma fungao
r: R™ — R” tal que

(5.3.1) f(x+h)=fx)+ f(x)(h) +r(h) com llllil’(l) ”](}?”)H =0.
Note que pela identidade acima, temos imediatamente que diferenciabilidade implica em
continuidade.

A derivada de uma funcao num determinado ponto, se existe, é tinica. De fato, se L;
e Ly sdo duas derivadas de f em x , entdo substituindo h = t£, com ||£]| = 1 em (5.3.1))
concluimos que existem funcoes 71 e 5 tais que

FOx+16) = Fx) + L) + (1), Fx+1€) = F(x) + 1La(€) + (),
G RN A3

= lim =521 _
T I & T ’

Logo concluimos que
”(Ll _ Lz)(&)H _ H'r?(t€>;r1(t£>|| < H”?(ZE)H + H"‘l(ttE)H

Tomando o limite quando t — 0 em ambos os lados da equagao concluimos que (L;—Ls)(§) =
0, para todo & € R™ com norma unitdria. Mas isto s é possivel se L1 = Lo, como queriamos
demonstrar.

EXEMPLO 5.7. Podemos usar o resultado de unicidade acima descrito para encontrar
derivadas em casos simples. Como exemplo considere A : R™ — R"™ aplicacao linear e f :
R™ — R™ dada por f(x) = A(x)+c, onde ¢ € R™ é vetor constante. Entao f'(x)(h) = A(h)
para todo x, h € R™, e para mostrar tal fato vemos que se f'(x) = A entao

r(h) = f(x+h)— f(x) - f/(x)(h) = A(x+h)+c— (Ax+¢c) — Ah = 0,

e portanto limy,_q ||7(h)||/||h]| = 0. A unicidade da derivada garante que f'(x)(h) = A(h).
Note que neste caso, a derivada f'(x) é na verdade independente de x.

EXEMPLO 5.8. Seja a matriz A € R™*" e ¢ = (¢y,...,¢n,) vetor constante. Considere
ainda f : R™ — R” tal que para x = (x1,...,2,,) tem-se f(x) = (f1(x),..., fn(X)) e

F(x)=AR+¢E e, fi(x) = ZA,-J-:E]- +c; parai=1,...,n.

Jj=1

Entao, para h = (hy, ..., hy) tem-se f'(x)(h) =y onde y = Ah, ie.,

Yi = Z Aijhy.
j=1

Compare com o exemplo p.7.
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Uma interessante forma de analisarmos uma fungao em varias variaveis é restringindo
esta funcao numa direcao e usando propriedades de funcoes de apenas uma variavel. Para
tanto, sejam u € R™ com |jul| =1, e f: Q@ — R" onde Q C R™ é aberto. Dado x € €,
seja € > 0 tal que x + tu € ) para todo t € (0,¢). Finalmente, seja ¢ : (0,¢) — R" dada
por ¢(t) = f(x + tu). Entao, definimos a derivada direcional de f em x na dire¢do u como
@'(0) = (¢7(0),...,¢.,(0)), quando esta existir. Note que neste caso, ¢'(0) define a aplicagao
linear de R em R" dada por t — t¢'(0).

Noutra forma de definir, a derivada direcional é dada por L,, € R™ tal que

fx+ta) — f(x)
t

—L,=0.

Escrevemos neste caso Dy f(x) = Ly,.
No caso em que u = e;, entao temos a derivada parcial em relacao a iésima coordenada
€ escrevemos
of

D, £(x) = 5-(x).

E importante ressaltar que a existéncia de derivadas parciais em relagao as coordenadas
nao implica na existéncia de derivadas direcionais em geral. Considere o simples exemplo
abaixo.

EXEMPLO 5.9. Seja f: R? — R dada por

T
- s€ Yy 7é 07
flz,y) =Y
0 sey=0
Entao of of

mas a derivada direcional na diregdo (a,b) nao existe se ab # 0, pois nao existe o limite
quando t — 0 de
f(ta,tb) — f(0,0) 10
t T ta
A situacao muda se supusermos diferenciabilidade, como mostra o resultado a seguir.

TEOREMA 5.3.1. Seja 0 C R™ aberto e f : Q — R" diferencidvel em x € ). Seja
u € R™ com ||ul]| = 1. Entao eziste a derivada direcional D, f(x), e esta é dada por

D.f(x) = f'(x)(u).
DemonsTrACAO. Como f é diferencidvel em x, entao para todo € > 0 existe § tal que
[f(x+h) = f(x) - f)0)
<€
[l
para todo h € R™. Tomando h = tu, com ¢ > 0, temos

f(x+t11) —fx) f/(x)(u)H <e

Portanto a derivada direcional existe e é dada por f'(x)(u). O

|h|| <0 =

|t|<5:>‘
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O teorema acima é importante porque podemos calcular f'(x) tomando-se derivadas nas
dire¢oes das coordenadas. De fato, considerando-se f(x) = (f1(x), f2(x), ..., fa(x)), temos
que

De f(x) = (gf (%) g§j<x>,...,g{;<x>).

Usando agora a linearidade de f'(x) e que f'(x)(e;) = D, f(x) obtemos

£ = Y wf () = > uDef(x) =D u (gf (x), gf ). .. Z_J;:<X>).

i=1

Em termos matriciais, definindo a matriz [f'(x)] € R™™ dada por

(oA Oh ... Oh7
81‘1 amz 8$m
/ _ |82 of2 ... Of2
[f (X)] = | 0z1  Oz2 Oxm | »
Ofn Ofn .., Ofn
L Oz Oxo Oz,

temos que se € = f'(x)(y) entdo &€ = [f'(x)]y. A matriz [f'(x)] também é chamada de
matriz jacobiana de f no ponto x.

A existéncia de derivadas direcionais nao implica em diferenciabilidade. Para ilustrar tal
fato, considere a funcao

L2 sey #£0,
— )
f(x,y) {0 sy =0
Entao of of

mas dado (a,b) # (0,0) com |[|(a,d)||* = a* + b* = 1, temos
f(taa tb) _ f(07 O) a_2

tim t R

e a derivada direcional é dada por

a2
(5.3.2) Diaiy [(0,0) = -
Entretanto, se f fosse diferenciavel, teriamos

af of
Daw f(0,0) = £(0,0)(a,b) = =—(0,0 —(0,0)b =0,
o F(0.0) = F(0.0)(a.8) = (0.0)a+ 51 (0.0

uma contradigao com (b.3.9). Logo f nao é diferencidvel em (0,0) apesar de ter todas as
derivadas direcionais neste ponto.

Apesar da existéncia de derivadas direcionais num determinado ponto nao garantir a
diferenciabilidade neste ponto, a existéncia e continuidade das derivadas parciais numa vizi-
nhanc¢a dum ponto garante a diferenciabilidade, como podemos ver no resultado a seguir.
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TEOREMA 5.3.2. Seja f: Q — R, onde Q C R™ € aberto. Sex € Q e Of/0x; existir e
for continua numa vizinhanca aberta de X parai=1,...,m, entao f € diferencidvel em X.

DemonsTrACAO. Dado € > 0, seja d tal que

of of €
—-X||<d = — < —=.
Iy x| L -gle) <=
Dados x = (1,29, ..., Tm) €Y = (Y1, Y2, - - -, Ym), S€jAm
ZOZYa Zl :<w1ay2>y37"'7ym)a Z2:(x17$27y37--'7ym>7
c z"" ! (xlax%"'axmflaym% z" =x.

Temos entao que ||y — x|| < d implica em ||z; — x|| < 0, para todo i. Note que
fy) = f(x) = f(2") = f(2") + f(z') = f(2°) + -+ f(z") — f(z").

Pelo Teorema do valor médio (Teorema p.1.4), existe 2’ no segmento determinado por z'~
e z' tal que

1

. . of .
AN i—1 — A A -
f(2) = f(z77) = (i wz)axi(z )-
Logo,
(5.3.3)
= of af . af € —
_ _ x| < iy _ 2 <
701 =169 =3 g ot e Z ) = 00—l < Sl
< elly — x|,
onde usamos a desigualdade de Cauchy—Schwartz para obter a tltima desigualdade. Portanto
de (5.3.3) concluimos que f é diferencidvel em x. O
COROLARIO 5.3.3. Seja f: © — R™ onde Q C R™ é aberto. Se x € Q e df/dz; existir
e for continua numa vizinhancga aberta de x parat =1,...,m, entao f é diferenciavel em x.

Outro resultado de grande importancia diz respeito a diferenciabilidade de composigoes
de fungoes, garantindo que se duas fungoes sao diferencidveis, entao a composicao também
o é.

TEOREMA 5.3.4 (Regra da Cadeia). Sejam A C R! e B C R™ conjuntos abertos. Sejam
f:A—=R"eg: B — R" onde f(A) C B. Se f € diferencidvel em x € A e g €
diferencidvel em f(x), entio g o f € diferencidvel em x e

(go f)(x)=g(f(c)) o f(x).

DEeMONSTRACAO. Sejay = f(x). Note que para h tal que x+h € Aek tal quey+k € B,
temos

Fix+ ) = £ + F/(x)(0) +r(h) com Jim 17 H<h”>“ 0

g(y +k) = g(y) +¢'(y) (k) + p(k) com lim ||I|J|i{||)|| o
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Definindo k = f(x + h) — f(x) = f'(x)(h) + r(h), temos
go f(x+h)=g(f(x+h)=g(y+k) =g(y)+g ) k) +pk)
=g(y) +9'(¥)[f' (x)(h) +r(h)] +p(f(x +h) - f(x)) = g(y) + ' (y)f'(x)(h) + q(h)
gy)

onde g(h) = ¢g'(y)r(h) + p(f(x +h) — f(x)). Finalmente,

1?% iy tim T gy, PECE D) = £69)

Y iulo Thl| " n—o ]|

Se f(x + h) = f(x) numa vizinhanga aberta de x, entdo p(f(x + h) — f(x)) = 0. Caso
contrario,

() = £ () = FG) [ F o+ B) — £

= lim im = 0.
h—0 [l h—0 [|f(x+h) - f(x)] n-o [
De qualquer forma concluimos que
h) —
i PEE+D) — fx)
h—0 I
Portanto,
lg(h)]]
lim =0,
h—0 ||hll
donde obtemos o resultado. 0J

ExeEMPLO 5.10. Seja f: R"™ — R", e seja a fungao g : R” — R” inversa de f, isto é,

gfx)=x,  fgy) =y,

para todo x, y em R". Se f é diferenciavel em x € R", e g é diferenciavel em y = f(x),
entao f'(x) e g'(y) sao inversas uma da outra, isto é,

Fxegly) =¢)f(x) =1,

onde I é o operador identidade I(x) = x.

De fato, seja h(x) = g(f(x)) = x. Derivando h(x) = x, temos h'(x) = I. Usando a
regra da cadeia para h(x) = g(f(x)), temos h'(x) = g'(y)f ( ). Logo, g'(y)f ’( )=1. De
forma andloga segue-se que f'(x)g/(y) = I.

Uma aplicagao imediata da regra da cadeia é dada no seguinte teorema do valor médio
para funcoes de varias varidaveis. Na verdade, esta é uma aplicacao imediata do teorema
do valor médio unidimensional (Teorema p.1.4) quando restringimos uma fungao de vérias
variaveis num segmento de reta.

TEOREMA 5.3.5. Seja f: Q0 — R, diferencidvel em §2, onde 2 C R™ € aberto. Sejam x,
y € Q e seja S o segmento de reta unindo estes pontos. Se S C €1, entdao existe & € S tal
que
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DeMonsTRACAO. Este resultado segue-se de uma aplicacao do teorema do valor médio
unidimensional (Teorema p.1.4) para a func¢ao ¢ : [0,1] — Q dada por ¢(t) = f(x+t(y —x)).
Note ainda que pela regra da cadeia temos que

¢'(t) = f'(x+tly —x))(y — x).
O

E interessante notar que nao vale uma “generalizacao trivial” para o teorema do valor
médio quando a imagem de uma funcao estd no R”, para n > 2. Como exemplo, considere
a fungdo ¢ : R — R? dada por ¢(t) = (sint,cost). Tomando-se os pontos t = 0 e t = 27,
vemos que nao existe £ € [0, 27] tal que

¢(0) — ¢(2m) = ¢/(§)(2m — 0) = 27¢'(¢).
pois ¢(0) — ¢(27) = 0 e ¢'(£) # 0 para todo &.

Temos entretanto o seguinte resultado para funcgoes em R".

TEOREMA 5.3.6. Seja f: Q — R", diferencidvel em 2, onde  C R™ € aberto. Sejam
X, X1 € €2 e seja S o segmento de reta unindo estes pontos. Se S C (2, entao existe & € S
tal que

1 (x1) = Fxo)ll < [1F(E)(y = %)
DEMONSTRACAO. Seja v = f(x1) — f(Xo), e ¢(x) = f(x) - v. Entao

P(x1) — P(x0) = (f(x1) — f(x0)) - v = [ f(x1) = f(x0)|I".
e ¢'(x)(h) = [f(x)(h)] - v. Pelo Teorema do valor médio dado pelo Teorema [5.3.5, existe
€ € S tal que ¢(x;1) — P(x0) = @' (€)(x1 — x0), i.e.,
1£60) = £ = [FE)0 — %) - (F) — £x0)) < (€061 — x| F 1) — FGxo)l-

Finalmente, se f(x1) = f(xo), o resultado é trivial. Caso contrario dividimos ambos os lados
da desigualdade acima para concluir a demonstragao. U

ExeEmMPLO 5.11. Seja f : B;(0) — R diferencidvel e com derivada limitada em B;(0). Se
(x,) é sequéncia de Cauchy em B;(0), entao ( f (xn)) é sequéncia de Cauchy em R.

Para mostrar este fato, como f tem derivada limitada, seja ¢ constante tal que || f'(x)|| < ¢
para todo x € B;(0). Dado € > 0, como (x;) é sequéncia de Cauchy em B;(0), entao existe
N tal que

ij>N = |xi—x <=
c
Pelo Teorema do valor Médio, temos para todo x; e x; que existe &, ; € B;(0) tal que
1 (x:) = fxp)I = [[f"(& ) (xi = x5)]I-
Logo,
1 (xi) = fx)I < N i = x50 < ellxi — x4,
e portanto
i,j >N = [[f(x:) = f(x))]] < cllxi —x5]| <,

e ( f (Xz)) é sequéncia de Cauchy.

Encontramos na demonstracao do resultado abaixo uma outra aplicacao da regra da
cadeia, desta vez para funcoes de R em R.
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TEOREMA 5.3.7 (Derivada da Fungao Inversa). Seja I intervalo, f : I — R continua e
invertivel com inversa g : J — R continua, e J = f(I). Se f € diferencidvel em c € I, entdo
g € diferencidvel em d = f(c) se e somente se f'(c) # 0. Neste caso,

,_1_1
9 =T = Flatay

DemoNsSTRACAO. Se y € J\{d}, entdo g(y) # c. Logo, se f'(c) # 0,
(c

9(y) — 9(d) gy —c . (f(g(y)) —f

lim —~———~ = lim )>1: !
y=d Yy —d v—d f(g(y)) — f(c) gly) —c fie)’
onde usamos a continuidade de g no tultimo passo. Concluimos que g é diferencidvel em d e
g'(d) =1/f"(c).
Analogamente, se g é diferencidvel em d, entao usando a regra da cadeia e que g(f(z)) =
T, temos

g (f(e)f(ec) =1,
e entdao f'(c) # 0. O

EXEMPLO 5.12. Seja f : RT — R* dada por f(z) = 2™, onde n € N. Entdao f tem
inversa g : R — R*, e g(y) = ¢/y. Para y > 0 temos entao
1

g/(y) = n—1"*
ny n

Note que g nao é diferenciavel no zero pois f/(0) = 0.

5.4. Matriz Hessiana, Formula de Taylor e pontos criticos

Note que a derivada de uma funcao de uma funcao de f : R™ — R num determinado
ponto x foi definida como uma aplicacao linear de R™ em R com certa capacidade de a-
proximar a func¢ao f no ponto x. No caso, para x fixo, terfamos f'(x) : R™ — R dada

por
af of
/ = —_—— .« .. —
FOO) = 5 + (e -+ 5 (K
onde y € R™.
De forma analoga, definimos a segunda derivada de f num ponto x fixado como sendo a
fungao bilinear f”(x) : R™ x R™ — R tal que

Z onde O —i of
a,I‘Za:L‘J 8:1:18%_0% OQTZ ’

ey,z € R™. Uma forma mais compacta de escrever a definicao acima é usando-se a matriz
hessiana H dada por H;;(x) = 0 f(x)/0z;0x;. Logo

1" _(a\t =
")y, 2) = (¥) H(x)zZ.

Um interessante resultado garante que se f for suficientemente suave num determi-
nado ponto xy (é suficiente que a segunda derivada exista numa vizinhanga aberta de xq
e seja continua em Xg) teremos que ndo importa a ordem em que se toma as derivadas, i.e.,
0*f)0x;0x; = 0 f /Dx;0x;, e portanto a matriz hessiana é simétrica.
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Definigoes para derivadas de ordem mais alta seguem o mesmo formato, sendo estas
aplicacoes multilineares. Entretanto para os nossos propdsitos, a matriz hessiana basta.

Apresentamos no teorema a seguir a férmula de Taylor, e nos restringimos ao caso par-
ticular de polinomios quadraticos. Este teorema serd de fundamental importancia para
caracterizarmos pontos extremos.

TEOREMA 5.4.1 (Taylor). Seja Q C R™ aberto e f: Q — R duas vezes diferencidvel em
Q, com derivadas continuas. Para x € Q, e h € R™ tais que x +th € Q para todo t € [0, 1],
existe t € (0,1) tal que para & = x + th tem-se

FOxth) = )+ £/)(h) + 5 f'(€)(h, ).

DEeMONSTRACAO. Seja ¢ : [0,1] — R dada por ¢(t) = f(x + th). Aplicando o Teorema
de Taylor em uma dimensdo (Teorema p.2.1)), obtemos que existe £ € (0, 1) tal que

1., .-
6(1) = 6(0) +¢(0) + 56" (7).
Usando a definicao de ¢ obtemos o resultado diretamente. 0

Assim como em uma dimensao, usaremos o Teorema de Taylor para estudarmos pontos
extremos de uma funcao. Dizemos que f: Q — R, onde 2 C R™, tem um mdzimo local em
x € () se existe 0 > 0 tal que

(5.4.1) y € Bs(x)NQ = f(y) < f(x).

Dizemos que x é mdximo estrito local se valer a desigualdade estrita em (5.4.1]). Defini¢ao
analoga serve para minimo local e minimo estrito local. Chamamos um ponto de maximo
ou minimo local de ponto extremo local, e um ponto de méaximo ou minimo estrito local de
ponto extremo estrito local.

O resultado que obtemos a seguir, relativo a pontos extremos interiores, é analogo ao
caso unidimensional, ver o Teorema p.1.2, e diz primeiro que pontos extermos interiores sao
pontos criticos, i.e., pontos em que a derivada se anula. O resultado mostra também que
se um ponto x é de minimo local, entao a forma bilinear f”(x) é semi-definida positiva, i.e,
f"(x)(h,h) > 0 para todo h € R™. De forma andloga se um ponto é de maximo local, entao
f"(x) é semi-definida negativa, i.e, f”(x)(h,h) <0 para todo h € R™.

Em termos matriciais, f”(x) é semi-definida positiva se a matriz hessiana H(x) o for,
i.e., se (W) H(x)h > 0 para todo h € R™, e semi-definida negativa se (h)'H(x)h < 0 para
todo h € R™.

TEOREMA 5.4.2 (Ponto extremo interior). Seja f: Q@ — R, onde Q C R™ € aberto, e
x € Q ponto extremo local. Se f € diferencidvel em x, entdo f'(x) = 0. Se além disto, f for
duas vezes diferencidvel, com derivadas sequndas continuas, entao temos que

(1) se x for ponto de minimo local, entao f"(x)(h,h) > 0 para todo h € R™,
(2) se x for ponto de mdximo local, entio f”(x)(h,h) <0 para todo h € R™.

DeMoNsTRACAO. Para mostrar que x é ponto critico, basta usar o Teorema p.3.1 e mostrar
que as derivadas parciais se anulam. Dada entdo o vetor e; temos que a fungao ¢(t) =
f(x + te;) tem ponto extremo local em ¢ = 0. Usando o Teorema [5.1.3 vemos que ¢/(0) =0
e concluimos que x é ponto critico.
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F1G. 6. Grafico de 22 — 32, que tem ponto de sela em (0, 0).

Suponha agora que f seja duas vezes diferencidvel com derivadas segundas continuas, e
que x seja ponto de minimo local. Entao x é ponto critico, como acabamos de mostrar, e
pelo Teorema de Taylor em vérias dimensoes (Teorema p.4.1]), temos que

Fx -+ su) = f(x) = T 0" (€,) (w ),

para todo s suficientemente pequeno e u € R™, onde £, é ponto do segmento unindo x e
x + su. Quando s — 0, temos que £, — x, e usando a continuidade de f” concluimos
que f"(&,) — f"(x). Como x é minimo local, entdo f(x + su) — f(x) > 0 para todo s
suficientemente pequeno. Portanto f”(£,)(u,u) > 0, como queriamos demonstrar. O

Os resultados acima nos dao condigoes necessarias para um ponto interior ser extremo
local, porém estas nao sao suficientes (vide exemplo f(x) = 23, Figura ). Dizemos que
um ponto é de sela quando a derivada se anula mas este nao é extremo local. Um caso
interessante é quando a funcao é localmente crescente na direcao de uma coordenada e
decrescente na dire¢ao de outra. Por exemplo, f : R? — R dada por f(z,y) = x? — y?, ver
Figura f.

O resultado a seguir dé algumas condi¢oes suficientes um ponto ser de maximo, minimo
ou de sela. Mais precisamente, temos que se um ponto critico x de uma fungao suave tem
1"(x) positiva definida, i.e, f”(x)(h,h) > 0 para todo h € R™\{0}, entdo ele é minimo
estrito local. De forma andloga, se f”(x) é negativa definida, i.e, f”(x)(h,h) < 0 para todo
h € R™\{0}, entao ele é minimo estrito local. O ultimo caso é quando f”(x) é indefinida
i.e, existem h, & em R™ tais que [f”(x)(h,h)][f”(x)(&,&)] < 0. Af entao x é ponto de sela.

TEOREMA 5.4.3. Seja Q0 C R™ aberto e f : Q — R duas vezes diferencidvel, com
derivadas continuas, e X € §) ponto critico. Temos entdo que

(1) se f"(x) for positiva definida entao x é minimo estrito local,
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(2) se f"(x) for negativa definida entdo x € minimo estrito local,
(3) se f"(x) for indefinida entdo x é ponto de sela.

DEMONSTRACAO. Mostraremos apenas o caso em que f”(x) é positiva definida. neste caso,
devido & continuidade das segundas derivadas, f”(-) é positiva definida numa vizinhanga
aberta de x. Para y € Q\{x} satisfazendo as condigdes do Teorema [.4.1], e suficientemente
préximo de x, temos que existe & pertencente ao segmento de reta entre y e x e tal que

1
(5.4 Fly) — 1) = 51"€)y —x.y )
Portanto x é minimo estrito local pois a espressao do lado direito de (5.4.2) é estritamente
positiva. [l

Note que apesar do teorema anterior dar condicoes suficientes para determinar se um
ponto critico é ou nao extremo local, ainda é preciso descobrir se a f” é positiva ou negativa
definida ou indeterminada. Esta dificuldade é contornavel, pois existem varios resultados
de algebra linear que dizem, por exemplo, quando uma matriz é ou nao positiva definida.
Por exemplo, uma matriz simétrica é positiva definida se e somente se seus autovalores sao
positivos. A referéncia [3] apresenta este e vérios outros resultados relacionados ao tema.

EXEMPLO 5.13. Seja F': R™ — R dada por

1
F(x) = §XtAX —b'x +e¢,

onde A € R™™ é simétrica positiva definida, b € R", e ¢ € R. Entao x* é ponto de minimo
estrito de I’ se e somente se Ax* = b. De fato, se x* é ponto de minimo estrito de F', entao
F'(x*) = 0. Mas F'(x*) = (x*)!A — b', e portanto Ax* = b. Por outro lado, se Ax* = b,
entdo F'(x*) = 0. Como a matriz hessiana H = A é positiva definida, entdo x* é ponto de
minimo estrito de F.

Uma segunda aplicagao do Teorema [.4.1] diz respeito a fungoes convexas definidas em
convexos. Dizemos que 2 C R™ é convexo se x, y € € implica em (1 — t)x + ty € {2 para
todo ¢ € [0,1]. Dizemos que f : 2 — R é convexa em {2 se

F(A=tx+ty) <1 —1t)f(x)+tf(y).

para todo t € [0, 1]. Graficamente, uma funcéo é convexa se o grafico de f entre x e y estd
abaixo da reta que une os pontos (x, f(x)) e (y, f(y)), como ilustra a Figura [q.

Existem intimeros resultados relacionados a convexidade. Em particular, um minimo
local é também global, e se 0 minimo local é estrito, segue-se a unicidade de minimo global [8].

TEOREMA 5.4.4. Seja Q2 C R™ conjunto aberto e convero e f : 0 — R duas vezes
diferencidvel, com derivadas continuas. Entao as afirmativas abaizo sao equivalentes:
(1) f € convezxa

(2) f"(x) é semi-definida positiva para todo x € Q.

DEMONSTRACAO. (<) Suponha que f”(x) seja semi-definida positiva em 2. Seja S o
segmento de reta unindo x ey € Q, e seja 0 < t < 1. Definindo xq = (1 — t)x + ty, pelo
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Fic. 7. Funcao convexa.

Teorema de Taylor existe £, € S entre x e X, e §, € S entre xq e y tais que

F06) = £ 00) £ (50)x = x0) 3./ (E0)(x = x0,% — 0)

Fly) = o) + F/00)(y = x0) + 5/ (E2)(y — 0,y —x0).

Como f"(&;) e f"(&5) sdo ambas semi-definidas positivas, entao

(1—=t)f(x)+tf(y)
= f(x0)+ f'(x0)[(1 —t)x +ty — x0] + (1-1)

2
= f(x0) + @f”(&)(x — Xo,X — Xg) + %fﬂ(@)(y — X0,y — Xo) > f(Xo).

(€)= %0, X = X0) 5 (€2)(y 0.y o)

Logo f é convexa.
(=) Se f é convexa,

Sl =tx+ty) < (1 =t)f(x) +1f(y)
e para t € (0, 1] temos que

f((l — t>X—it_ty) B f(X) < f(Y) . f(X)

Tomando o limite ¢ — 0 obtemos f'(x)(x —y) < f(y) — f(x). Usando agora a férmula de
Taylor obtemos que existe & no segmento unindo x e y tal que

SO~y x—y) = (y) = f(x) — F()(x ~y) 2 0

Tomando y — x e usando a continuidade de f” concluimos a demonstracao. U

OBSERVACAO. Note que no processo de demonstracao do Teorema [.4.4, mostramos
também que uma funcao f ser convexa é equivalente a f'(x)(x—y) < f(y)— f(x) para todo

xX,y.
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()

Fic. 8. Teorema da funcao inversa.

5.5. Teorema da Fungao Implicita e da Funcao Inversa

5.5.1. Teorema da Funcao Inversa. Como motivacao considere primeiro o caso uni-
dimensional, e seja f : R — R “suave”. Se f’(x) # 0 para algum x € R, entdo f é localmente
invertivel, i.e, f é injetiva numa vizinhanca aberta U de z e existe g = f~! : V — U, onde
U= f(V), tal que

g(f(x)) ==, para todo x € U.

No caso a “suavidade” necessaria é que a func¢ao tenha derivadas continuas. Dado 2 C R™,
dizemos que uma funcdo f : Q — R" é de classe C'(2) se é diferencidvel com derivadas
continuas em 2. A regularidade exigida nos garante o seguinte resultado.

LEMA 5.5.1. Seja @ C R™ aberto, e f : Q@ — R™ de classe C'(©2). Suponha que
D = f'(xo) seja invertivel, onde x¢ € Q. Entao f'(x) é invertivel com inversa continua, na
vizinhanga aberta de x, dada por

1
U= {x eQ: ||D-fl(x)] < —}
2[| D=1
DemonsTrAGA0. Como f € C'(Q), entdo U é vizinhanga aberta de x. Se f' fosse nao
invertivel para algum x € U, existiria & € R™ nao nulo tal que f'(x)& = 0 (por que?). Mas
entao

1
DE|| = D€ — f'(x)&ll < 5= €]l
IDell = | ST
Finalmente,
1 1
=D ! < |ID7Y||I|D DY |—— = -
€]} = 1D~ DE|| < DI D& < | IIQHD,1HII€II 5 1€l

uma contradicao. Logo tal x nao existe e f’ é invertivel em U.
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Para mostrar que a inversa de f’ é uma fungao continua, primeiro denotamos A(x) =
f'(x). Usando o fato de que para cada x € U, o operador linear A(x) : R™ — R™ ¢ uma
sobrejecao, temos que
|D7'n — A7 (x)nl| D~ A(x)€ — €|l

(5.5.1) ||[D'— AT (%)= sup = sup
nERm, 70 7l germezo A

< || DT'Ax) =1 sup ﬁ
| ) ”&Rm,#o [AX)E]l

Note primeiro que
(5.5.2) X —»Xg = ||[DrA(x) —I|| — 0.
Em seguida, por ser composicao de fungoes continuas, para cada € nao nulo fixo temos

6L _ L€l
5% TAGOE] ~ T1Dé]

Mas

3 D¢ -

sup =
cerm,¢20 | DE|l ¢cerm czo |I€]|

Portanto, existe uma vizinhanca aberta de xy e uma constante M tal que para todo x nesta
vizinhanga,

(5.5.3) sup el < M.

germ, e20 ||A(X)E]]

Logo, por (5.5.1) (6.5.9) (6.5.9), temos que A~'(x) — D! se x — x,. Portanto A™! é
continua. 0

TEOREMA 5.5.2 (Funcdo Inversa). Seja Q@ C R™ e f : Q — R™ de classe C'(2). Seja
x € Q tal que f'(Xx) € invertivel. Entdo

(1) Ezxistem wvizinhanca aberta U de x contida em ) tal que f : U — V = f(U) é
mjetiva. Além disto, V' € aberto.
(2) Seja g :V — U a fungao inversa de f definida por

g(f(x) =x para todo x € U.
Entio g € CH(V) e para y = f(X) tem-se g'(y) = [f'(x)]~".

DEMONSTRACAO. (Rudin) Para mostrar (1) comegamos definindo D = f/(X) e

1
(5.5.4) A= m
Como [’ é continua, entao existe uma bola aberta U centrada em x tal que
(5.5.5) |f(x)—=D|| <X emU.
Definindo para y € R" a funcao ¢ : 2 — R™ dada por
(5.5.6) d(x) =x+ D7 (y - f(x)),

temos que f(x) =y se e s se x é ponto fixo de ¢.
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Mas ¢'(x) = I — D' f'(x) = D7Y(D — f'(x)), e portanto ||¢'(x)|| < 1/2 em U. Logo,
sey € U, temos pelo Teorema p.3.9 que

(5.5.7) 1) — d)] < 2 l1x — vl

e ¢ é contragdo. Portanto tem no maximo um ponto fixo, e f é injetiva em U (observe que
a existéncia de ponto fixo nao estd garantida pois ¢ estd definida em €2 somente. Por que?).
Para mostrar que V' é aberto, seja yg € V. Entao yg = f(Xo) para algum xo € U.

Considere p > 0 tal que B,(x¢) C U. Mostraremos que B,\(yo) C V, para concluir que V' é
aberto. Para y € B,x(yo),

- - p
l6(x0) = %ol = D (y =yo)ll < [D"[lpA = 3.

Mas entao para x € B,(xo),

(x) — o]l < l1b() — bloxo)| + ll(x0) — ol < 5 1x —oll + 2 < .

e ¢(x) € B,(xg). Portanto ¢ é contragao de B,(xg) em B,(x), e pelo Coroldrio B.6.4 tem

entdo um tnico ponto fixo x € B,(xo) C U. Logo f(x) =y, ey € f(B,(x0)) C f(U) =V,
como querfamos demonstrar.

Mostramos agora (2). Por (1), temos que f é invertivel em U, e seja g : V — U sua
inversa. Paray, y +k € V, existem x = g(y), x + h = g(y + k). Considerando ¢ como

em (5.5.6), temos que
¢(x+h)—¢(x)=h+ D 'f(x) - f(x+h)]=h-D 'k
Por (5.5.7) temos |h — D7'k| < |h|/2 e entdo |[D~'k| > |h|/2. Logo
_ k
b < 217" i < <.

Mas por (5.5.4), (55.9), e Lema p.5.1, f' é invertivel em U. Denotando esta inversa por T,
temos

ls(y +%) —g(y) =Tk|| _ |b—=Tk|| _ |7(f'(x)h —k)|
K]l (1 Allh
S NTNFx+h) = f() = ()b
TA [l '
Tomando k — 0, temos h — 0, e o lado direito acima vai zero. Portanto o lado esquerdo
também converge para zero, e ¢'(y) = T, que é a inversa de f(x). Logo g é diferencidvel.

Para concluir que g € C'(V), usamos que g'(y) = [f'(g(y))]~' é composicio de funcdes
continuas. 0

OBSERVACAO. Note que o teorema acima tem carater local. Em particular, é possivel
construir fungoes nao injetivas em seu dominios que possuem matrizes jacobianas invertiveis
em todos os pontos. Entretanto em uwma dimensao, se a derivada nao se anula em nenhum
ponto de um intervalo aberto, a funcao é globalmente invertivel.
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Fic. 9. Conjunto {(z,y) € R* : 2* + ¢y* = 1}.

Y
\ )
F1G. 10. Conjunto {(x,y) € R*: z = y*}.

5.5.2. Teorema da funcgao implicita. O teorema de fungao inversa trata da impor-
tante questao de solvabilidade de equacoes dadas de forma implicita. A pergunta é simples:
dados os pontos (x,y) solugoes de uma equagao F'(x,y) = 0, serd que é possivel escrever y
em funcao de x?

Como uma primeira motivacao, considere F(z,y) = z* +y*> — 1. Entao a curva de
nivel determinada por F(z,y) = 0 é dada pelo circulo de raio unitdrio, como nos mostra a
Figura [. Seja (a,b) € R? tal que F(a,b) = 0. Por exemplo (0,1) e (—1,0) satisfazem esta
condi¢ao. Uma pergunta natural é se existe uma funcao ¢ tal que F(x, ¢(z)) =0, e ¢p(a) = b.
A resposta é globalmente, nao. Mas localmente sim, se OF/0y(a,b) # 0.

Um segundo exemplo é dado por F'(z,y) = x—y?, ver Figura [[(. Para se ter F'(z, ¢(z)) =
0, pode-se escolher ¢(z) = v/x ou ¢(xr) = —/x. Entretanto nenhuma das duas fungoes esté
definida na vizinhanga de = 0. Note que 0F/Jy(0,0) = 0.

Um exemplo final, agora em dimensoes maiores. Sejam 77 : R™ — R" e Ty : R* — R"
transformagoes lineares, e F' : R™™" — R™ dada por F(x,y) = T1x + Tyy. Entao podemos
escrever a equagao F'(x,y) = 0 somente em fungao de x se Ty for invertivel. Neste caso
temos F(x,—T, 'Tix) = 0. Note que se definirmos a aplicagao linear L : R* — R" dada
por L : v — F'(a,b)(0,v), teremos L = T». Entao a condigao de solvabilidade é de L seja
invertivel.

TEOREMA 5.5.3 (Fungdo implicita). Seja Q@ C R™™ um aberto, e (Xg,y0) € Q. Seja
F :Q — R" de classe C*(2), e tal que F(xo,y0) = 0. Se a transformacdo linear de R™ em
R" definida por v — F'(xq,y0)(0,Vv) for invertivel, entdao existe uma vizinhanca aberta W
de Xo, e uma tinica funcio ¢ : W — R, que é C*(W) e tal que yo = ¢p(x0) e F(x,p(x)) =0
para todo x € W.
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DEMONSTRACAO. Sem perda de generalidade, suponha xg = 0 e yo = 0. Seja H : Q —
R™*" dada por H(x,y) = (x, F(x,y)). Entao H'(0,0) é invertivel. Pelo teorema da fungao
inversa (Teorema p.5.9), existe vizinhanga aberta U de (0,0) em R™*™ tal que V = H(U)
¢ vizinhanca aberta em R™". Além disto existe ® : V — U inversa de H de classe C'.
Escrevendo ® = (¢, ¢2), onde ¢ : V—R™ e ¢ : V — R™, temos

(x,y) = Ho®(x,y) = H(¢1(X,y), 92(x,y)) = (¢1(%,y), F(¢1(x,¥), ¢2(x,¥))).
Logo,

(5.5.8) x = ¢1(X,y), y = F(x, $a2(x,y)),

para todo (x,y) € V. Entao W = {x € R™: (x,0) € V} ¢é vizinhanga aberta de x = 0 em
R™. Definindo ¢(x) = ¢»(x,0), temos ¢(0) = 0, e segue-se de (5.5.8) que F(x,¢(x)) = 0.
Como ® é de classe C', entdo ¢, e portanto ¢ também é de classe C'. O

5.6. Minimizagao com restrigoes

Para problemas de minimizacao com restri¢oes, dois importantes resultados nos dao
condigoes suficientes para que um ponto seja extremo. Sao os teoremas de Lagrange e de
Kuhn-Tucker, que demonstramos abaixo. Em ambas demonstracoes que apresentamos se
faz necessario o Lema da aplicacdo aberta (ou sobrejetiva), que apresentamos abaixo sem
demonstrar [I].

LEMA 5.6.1 (aplicacdo aberta). Seja Q aberto em R™, e f : Q — R™ de classe C*(Q).
Suponha que f'(x) : R™ — R" seja uma sobrejecio. Entao existe U vizinhanga aberta de x
tal que f(U) é aberto.

Precisamos também de alguns conceitos de algebra linear. Dizemos por exemplo que o
conjunto de vetores {vy,---, vy} dum espaco vetorial é linearmente dependente se existem
nameros Ay, - - - , A\g, nao todos nulos, tais que A\yvy+---+ A; vy = 0. Estes mesmos conjunto
é linearmente independente se nao é linearmente dependente.

Um resultado importante de algebra linear linear nos diz que se uma aplicagao linear
A R™ — R™ dada por A(x) = (vy - X,...,V, - X) nao é sobrejetiva, entao {vy, -, vy}
é linearmente dependente. De fato, como A nao é sobrejetiva, entao existe vetor nao nulo
&= (&,...,&) € R" ortogonal a A(x) para todo x € R™, i.e.,

O0=(vi X,...,Vp-X)-E=(Evi+ -+ &) - X

Mas entao &vy + -+ - + &, v,, € R™ € ortogonal a todo vetor do R”, e isto s6 é possivel se
&vy+ -+ &, v, =0, como queriamos demonstrar.

Voltemos ao problema de minimizacao com restrigoes. Dadas fungoes reais f, g1, ..., gk
definidas num aberto €2 de R™, consideramos o problema de minimizar f restrita ao conjunto
de raizes de gi,...,gr em . O Teorema de Lagrange nos dé condicoes necessarias que um
candidato a minimo de tal problema tem que satisfazer.

TEOREMA 5.6.2 (Lagrange). Seja Q@ C R™ aberto, e f,q1,...,gx funcdes reais definidas
em Q de classe C'(2). Suponha que exista um aberto U C Q e x, € U e tal que

f(xo) =inf{f(z): x €U e g1(x) =--- = gg(x) = 0}.
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Entao existem numeros pi, A1, ..., \x nao todos nulos e tais que
(5.6.1) pf (%) = Aagi (%) 4 -+ + Argp ().
Além disto, se {g}(x4),...,9p(Xs)} € linearmente independente, entao pode-se tomar p = 1.

DEMONSTRACAO. Seja F' @ Q — RF! dada por F(x) = (f(x),g1(x),...,gx(x)). Entao
para x € 2, temos que F’(x) : R™ — R¥*1 ¢ dada por
F'(x)(h) = (f'(x)(h), g1(x)(h),.. ., gi(x)(h)).
Parax € N = {x € Q: ¢1(x) = --- = gr(x) = 0}, temos que F(x) = (f(x),0,...,0).
Supondo agora que X, minimiza [ restrita a N, entdao F'(£2) ndao contém pontos da forma
(f(x«) —€,0,...,0) para nenhum e > 0. Logo, pelo Lema da aplica¢ao aberta (Lema p.6.1)),

F’(x,) nao é uma sobreje¢ao. Temos portanto que {f'(x), g1(X4), ..., g.(x.)} é linearmente
dependente, e (p.6.1) vale.

Finalmente, se {¢](x.),...,g,(x.)} é linearmente independente, entdo p # 0, pois caso
contrario terfamos A\; = - -+ = Ay = 0. Logo podemos dividir os fatores da combinagao linear
por fi. 0

Os ntimeros A1, ..., Ay acima sao conhecidos por multiplicadores de Lagrange, e em muitas

aplicagoes tem significado proprio.

Uma outra situagao de minimizagao com restrigoes ocorre quando as restrigoes sao dadas
por desigualdades, e nao mais como acima. neste caso temos o Teorema de Kuhn—Tucker,
dado abaixo.

TEOREMA 5.6.3 (Kuhn-Tucker). Seja Q@ C R™ aberto, e f,hy,..., hy fungoes reais
definidas em Q de classe C'(Q0). Suponha que exista um aberto U C Q e x, € U e tal
que

f(x.) =inf{f(z) : x €U e hy(x) > 0,---, he(x) > 0}.
Entao as sequintes afirmativas sao verdadeiras:

(1) existem numeros i, A1, ..., \x nao todos nulos e tais que
pf'(x) = MBy (%) + - 4 Aphy ().

(2) sejai € {1,...,k} tal que h;y(x,) > 0. Entdo pode-se impor \; = 0.
(3) se conjunto V- = {h}(x.) : hi(x.) =0, onde 1 <i <k} € linearmente independente,
entao pode-se tomar p=1e Xy >0,..., A\ > 0.

DeMONSTRACAO. (1) Neste caso, a demonstracao é muito semelhante & do Teorema b.6.2.
Seja F(x) = (f(x), h1(x), ..., hg(x)). Entdo para x € Q,

F'(x)(h) = (f'(x)(h), By (x)(h), . ..., hy,(x)(h)).
Supondo agora que x, minimiza f restrita a {x € Q : hy(x) > 0, -+, hx(x) > 0, }, entdo
F(€) nao contém pontos da forma (f(x.) — €, hi(X4), ..., hx(X,)) para nenhum € > 0. Pelo
Lema da aplicacao aberta (Lema p.6.1)), F'(x,) ndo é uma sobrejegdo. Temos portanto que
{f/(x), h)(Xs), ..., hi(x«)} é linearmente dependente.

(2) Se hyy1(x) > 0,..., hi(xs) > 0 entao considere um aberto U contendo x, tal que
hri1(%4) > 0,..., hg(x,) > 0 em U. Aplicando a primeira parte deste teorema com somente
as primeiras r restrigoes hy(x) > 0,--- , h.(x) > 0 obtemos o resultado.
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(3) Sem perda de generalidade, considere V' = {h/(x),...,h.(x.)}, onde r < k. Se V
¢ linearmente independente, argumentamos como na demonstracao do Teorema b.6.2 para

tomar = 1. Além disto, dado € > 0, existem vetores vy,...,v, € R™ tais que
1 sei=jy,
Pix.) - v; ={ L
€ seiFj.

Logo existe t suficientemente pequeno e t e t, ambos contidos em (0,1) e tais que
hi(X. 4 tv;) = hi(X, + tv;) — hi(x.) = thl(x, + tv;)(v;) > 0.
Logo f(x.) < f(x. +tv;). Concluimos entdo que

0 < lim [+ tvy) — f(x4)

t
=~ t

= F10e)(v5) = Mbi (%) (V) + - 4 Ak () (v;)

= MR x) (V) + D ARV =Xt > A
i=1,i#j i=1,i#j

Como € pode ser tomado arbitrariamente pequeno, necessariamente tem-se A; > 0. O

5.7. Exercicios

ExEeRrcicio 5.1. Seja f : R — Rec € Rtal que f(¢) = 0. Mostre entao que g(z) = |f(z)|
¢ diferencidvel em ¢ se e somente se f é diferencidvel em c e f'(c) = 0.

Exercicio 5.2. Seja f: R — R dada por

flw)=> (z—a),
i=1
onde ¢; € Rparai=1,...,n,en € N. Ache um ponto de minimo local de f. Mostre que é
unico.
ExEeRrcicio 5.3. Dé exemplo de uma fungdao uniformemente continua em [0, 1] que seja

diferencidvel em (0, 1) mas cuja derivada nao seja limitada em (0,1). Mostre porque que o
seu exemplo funciona.

ExERrcicio 5.4. Seja I um intervalo e f : I — R diferencidvel. Mostre que se f’ é
positiva em I, i.e., f'(z) > 0 para todo = € I, entdo f é estritamente crescente.

EXERcicio 5.5. Mostre que se I é um intervalo e f : I — R diferencidvel com derivada
limitada em I, entao f é de Lipschitz.

ExERrcicio 5.6. Seja I C R intervalo aberto e f : I — R quatro vezes diferencidvel, com
a quarta derivada continua, numa vizinhanca aberta de x € I. Mostre entao que existe uma
constante c¢ tal que

OERR (AL ELICRY (1)

para h suficientemente pequeno. A forma acima é utilizada para aproximar f”(x), quando
f € suave.

< ch?,
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EXERcicIO 5.7. Mostre que dados quaisquer z, y € R fixados, o resto da série de Taylor
da funcao cosx centrada em z e calculada em y converge para zero quando n — +o0.

EXERcIcIO 5.8. Seja f: R — R dada por
22 sex €Q,
flz) =
0 sexeR\Q.
Calcule f/(0).

EXERcic1o 5.9. Seja f: R? — R dada por
Y para (2.9) # (0.0)
r x7 7 )

fay) =Syt P /

0 para (z,y) = (0,0).

Mostre que a derivada direcional de f em (0,0) com respeito a u = (a, b) existe e que
2

b
Duf(O,O):E, se a # 0.

Mostre que f nao é continua e portanto nao é diferencidvel no (0, 0).

Exgrcicio 5.10 (Kevasan [@], Example 1.1.1). Mostre que f : R? — R dada por

.
para (z,y) 7 (0,0),
0 para (z,y) = (0,0).

flry) = q (y —2?) +at
tem todas as derivadas direcionais em (0, 0) iguais a zero, mas que f nao é diferencidvel no
(0,0). (Dica: considere h = (h, h?) em (5.3.1)).

ExERrcicio 5.11. Seja B = {x € R™ : ||x|| < 1} e f : B — R fungao continua em B,
diferenciavel no interior de B e tal que f = 0 na fronteira de B. Mostre que f tem ponto
critico no interior de B.

ExEercicio 5.12 (Minimos Quadrados). Considere para i =1,...,n os pontos (x;,y;) €
R? e seja p : R — R dada por p(z) = ax® + bz + ¢ tal que a, b e ¢ minimizam o erro
Sor L Ip(xi) — yil®. Mostre que a, b e ¢ satisfazem as equagoes

n n n n
4 3 2 _ 2
aE :cl-+bE xi—ircg 931‘—2 5 Yis
i=1 i=1 i=1 i=1
n n n n
3 b 2 — a1
a r; + T; +c¢ €T; = TilYs,
i=1 i=1 i=1 i=1
n n n
2 _
ag xi—i-bg Ii—l—cn—g Yi-
i=1 i=1 i=1

EXERCICIO 5.13. Mostre, usando o Teorema p.4.3, que (0,0) é ponto de sela de f(z,y) =
x? — %, e ponto de minimo estrito local de f(x,y) = 22 + 3.

ExERrcicio 5.14. Seja f : R — R? diferencidvel e tal que ||f(¢)|] = 1 para todo t € R.
Mostre entao que f'(t) - £(t) = 0. O vetor f'(t) é o vetor tangente da curva £ em t.
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EXERcicIO 5.15. Seja 2 C R™ aberto e f : © — R diferencidvel em x € Q. Seja
V f(x)=(0f/0z1,...,0f/0xy)(x) € R™. Supondo que x nao é ponto critico de f, mostre
que a derivada direcional D, f(x) atinge seu méximo quando u = ¢V f(x) para algum ¢ > 0.
O vetor V f é chamado de vetor gradiente de f, e da a diregdo de “maior crescimento” da
funcao f no ponto x.






CAPITULO 6
Sequéncia de Funcoes

1Seja Q CR™e f;: Q — R" onde i € N. Dizemos entdo que (f;) define uma sequéncia
de fungoes. Note que cada x € Q define a sequéncia (f;(x)) em R™.

6.1. Convergéncia Pontual

DEFINIGAO 6.1.1. Seja (f;) uma sequéncia de fungoes, onde f; : @ — R", e Q C R™.
Dizemos que (f;) converge pontualmente para uma fungdao f: Qy — R™ em Qo C Q se para
todo x € Qy, a sequéncia (f;(x)) converge para f(x).

EXEMPLO 6.1. Sejam f;(x) = z/i e f(z) = 0. Entdo f; converge pontualmente para f
em R, pois para todo x € R tem-se lim; ., fi(z) = lim;_ o, z/i = 0.

EXEMPLO 6.2. Sejam g;(z) = z'. Entao
(1) Se x € (—1,1), entao lim;_.o g;(x) = lim; o, 2* = 0.
(2) Se x =1, entao lim; o gi(z) = lim; oo 1 = 1.
(3) Se x = —1, entdo g;(x) = (—1)" = 1 ndo converge.
(4) Se |x| > 1, entdo g;(x) ndo ¢é limitada e portanto nao converge.
Logo (g;) converge pontualmente para g em (—1, 1], onde

(6.1.1) g(z) = {0 se —1l<ua<l,

1 sex=1.

Note que
0= lim g(z) = lim lim g¢;(z) # lim lim g;(z) = 1.

rx—1— rz—1— 1—+00 i—+o00 g—1—

Note que a definicao de convergéncia pontual pode ser escrita da seguinte forma.

DEFINIGAO 6.1.2. Uma sequéncia de fungées (f;) onde f; : Q2 — R™, e Q C R™ converge
pontualmente para uma funcao f: Qg — R™ em Qg C 2 se para dado € > 0 e x € )y, existe
No(x,€) tal que

n> No(x,€) = [fi(x) — f(x)| <e.

O que fica claro na definicao acima é que a “escolha de Ny’ depende do ponto x em
consideragao. Considere o exemplo B.1, e seja € = 1/10. Entao, para x = 1 e Ny(z,€) = 10,
temos

n > No(z,€) =10 = |fi(x) — f(z)| = |1/n| < e.
Mas para x = 2, a escolha anterior de Ny = 10 ja nao é suficiente e temos que escolher
N()(ilf, E) > 20.

1Ultima Atualizacao: 08/06,/2006
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6.2. Convergéncia Uniforme

DEFINICAO 6.2.1. Dados Q C R™ ei € N, seja f; : Q — R™. Dizemos que a sequéncia
de fungoes (f;), converge uniformemente para f : Q@ — R", se dado € > 0 existe Ny(e) tal
que

n> Ny = || fi(x) — f(x)|| < € para todo x € Q.

Observe que convergéncia uniforme implica em convergéncia pontual, mas que a afirmagao
reciproca nao vale. Uma forma pratica de se mostrar que uma sequéncia de fungoes nao con-
verge uniformemente ¢é utilizando o resultado abaixo.

TEOREMA 6.2.2. Seja f;: @ — R" onde QQ C R™ e v € N. Entao a sequéncia de fungoes
(fi) nao converge uniformemente para f: @ — R"™ se e somente se para algum € > 0 existir
uma subsequéncia (f,,) e uma sequéncia de pontos (xi) em Q tais que

| for (X&) — f(xx)|| > € para todo k € N.

EXEMPLO 6.3. Sejam f; : R - Re f: R — R, onde f;(x) = x/i e f(x) = 0. Tome
e=1/2, ny =k ez, = k. Entéo

| frn (1) — flzp)] =1 > €

Logo nao ha convergéncia uniforme.

Uma forma de “medir” convergéncia uniforme é através da norma do supremo, que para
cada funcao limitada associa o valor maximo que o médulo desta assume. Formalmente
temos a seguinte definicao.

DEFINIGAO 6.2.3. Seja f : Q — R", onde Q C R™, funcao limitada. Definimos a
norma do supremo entao por

[ fllsup. = sup{[[f ()| - x € 2}

Portanto, uma sequéncia de fungoes limitadas (f;), onde 2 C R™, converge para f : ) —
R", se e somente se lim; . || fi — f|lsup.a = 0.

EXEMPLO 6.4. Se g; : [0,1] — R é tal que g;(x) = 2%, g : [0,1] — R é tal que
0 sexel0,1),
g(z) = _[ )
1 sex=1,

entao
ng - g”sup,[O,l] = Sup({mZ S [Oa 1)} U {0}) =1

para todo ¢+ € N. Logo g; nao converge uniformemente para g. Observe entretanto no
Exemplo que hé convergéncia pontual para a fun¢ao definida em (6.1.1).

EXEMPLO 6.5. Se fi(z) = z/i e f(x) =0 entao
1fi = Fllsup foa) = sup{z/i - x € [0,1]} = 1/i.

Logo f; converge uniformemente para a fungao identicamente nula.
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EXEMPLO 6.6. Suponha que f : R — R seja uniformemente continua em R e defina
filx) = f(x +1/i). Entdo f; converge uniformemente para f em R. De fato, seja ¢ > 0.
Como f é uniformemente continua, existe 6 € R tal que

[z -yl <d = [f(z) - fy)l <e

Seja entao N* € N tal que N* > 1/§. Logo
i> N = |fi(z) = f(@)| =[x+ 1/i) = f(z)] <,

para todo x € R. Portanto, f; converge uniformemente para f.
TEOREMA 6.2.4 (Critério de Cauchy para convergéncia uniforme). Seja Q@ C R™ e, para

i €N, seja f; : Q@ — R" fungao limitada. Entdo a sequéncia (f;) converge uniformemente
para uma funcao f: 2 — R se e somente se dado € > 0, existe Ny tal que

i,j > No = [lfi = fillawa <e

DEMONSTRACAO. (=) Basta usar que

1f5(2) = i) | < [ f;() = F@) + 11/ (2) = fi2)]
para todo x € 2.
(<) Assuma que dado € > 0 existe Ny tal que

i,j>No = |lfi = fillswpo <€
Logo,
m,n >Ny = [|fm(x) = fix)[ <e,
para todo x € €. Mas entao (f;(x)) é sequéncia de Cauchy em R, e podemos definir

f(x) =lim;_, ;1 fi(x). Falta agora mostrar que lim; o || fi — fllsup.o = 0. Dado € > 0, seja
K € N tal que
o €
1,] > K = ||fl - fj”sup,Q < 5
Dado x € Q e seja K € N tal que
€
5
Note que K depende somente de € e K depende também de z. Entdo, seja i > K, e para
cada x € Q, seja j = sup{K, K'}. Logo

1FG0) = fixI < 1FG0) = ;G0N + [1£5(3) = flx)| < e,

e (f;) converge uniformemente para f. O

i>K = |fi(x) - f(x)] <

Finalmente concluimos esta secao mostrando que limite uniforme de fungoes continuas
é também uma funcao continua. Lembre-se que esta propriedade nao vale em geral se a
convergencia é s6 pontual.

TEOREMA 6.2.5 (Troca de Limites e Continuidade). Seja (f;) sequéncia de fungoes f; :
Q — R" continuas em Q C R™ convergindo uniformemente para f : 0 — R™. Entao f é
continua em ).
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DEMONSTRACAO. Seja xg € . Dado € > 0 existe Ny € N tal que || f(x) — fn, (X)]| < €/3
para todo x € 2. Como fy, é continua em (2, existe 6 > 0 tal que

€

x € flx = x0l| <0 = [Ifno(x) = frvo (o)l < 3

Logo se x € Q e |x — x¢| < I, entdo

17(0) = F o) | < WS (x) = fovo GO+ 1o () = Svo (o)l + [ fvg (%0) = f(x0) || < e

Logo f é continua. O

6.3. Equicontinuidade

Nesta secao discutiremos os conceitos de equicontinuidade e enunciaremos o Teorema
de Arzeld—Ascoli. Nao apresentaremos demonstragoes, que podem (devem) ser conferidas
em [B], por exemplo.

Seja F' conjunto de fungoes f : Q — R" onde 2 C R™. Chamamos o conjunto F' de
equicontinuo em Xq € €2, se dado € > 0, existe 6 > 0 tal que

x€Q, |x—x0| <d = |f(x)— f(x0)]| <eparatodox € Qe feF.

Se F' for equicontinuo em todos os pontos de €2, dizemos simplesmente que F' é equicontinuo.

O conceito de equicontinuidade num ponto pode ser generalizado de forma a que a escolha
de § nao dependa mais do ponto em consideracao i.e., seja uniforme. Dizemos entao que F
é uniformemente equicontinuo, se dado € > 0, existe § > 0 tal que

X,Xp €8}, [[x—x¢| <6 = ||f(x)— f(X0)]| < € para todo x, xg € Qe f € F.

De forma semelhante, chamamos F' de simplesmente limitado se para cada x € (2 existe ¢
tal que ||f(x)|| < ¢ para todo f € F. Finalmente, dizemos que F' é uniformemente limitado
se existe ¢ tal que || f(x)|| < ¢ para cada x € Q) e para todo f € F.

O resultado abaixo informa que se €2 for compacto, entao equicontinuidade e equicon-
tinuidade uniforme sao equivalentes. O mesmo acontece com limitacao simples e uniforme.

LEMA 6.3.1. Seja F' conjunto de fungoes f : K — R, onde K C R é compacto. Entao F
é equicontinuo se e somente se é uniformemente equicontinuo. Além disto, F' é simplesmente
limitado se e somente se for uniformemente limitado.

Temos entao o Teorema de Arzela—Ascoli, que de alguma forma generaliza o Teorema de
Bolzano—Weierstrass para sequéncias de funcoes.

TEOREMA 6.3.2 (Teorema de Arzela—Ascoli). Seja F' conjunto de funcgies definidas em
K e assumindo valores em R, onde K C R € compacto. Entao F € equicontinuo e simples-
mente limitado se e somente se toda sequéncia de funcoes tém subsequéncia que converge
uniformemente.

Como aplica¢do mostramos alguns detalhes do belo exemplo apresentado em [5].

EXEMPLO 6.7. Seja F' o conjunto das fungoes f : [—1,1] — [0, 1], continuas e tais que
f(—=1) = f(1) = 1. Considere I(f) = f_ll f(z)dz. E possivel mostrar que nio existe f € F

tal que I(f) = minsep I(f). Considere agora
F.={f € F: féde Lipschitz com constante c}.
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Entao F. é simplesmente limitado e equicontinuo. Seja entdo u. = inf{I/(f) : f € F.}, e
para cada ¢ € N seja f; € F, tal que

1

Pelo Teorema de Arzeld-Ascoli, (f;) possui subsequéncia (f;,) uniformemente convergente

para algum f,. Pode-se mostrar que f. € F., e que I(f.) = minep, I(f). Portanto o
problema de minimizar /(-) em F, tem solugao.

6.4. Exercicios

ExXERcicIO 6.1. Seja a sequéncia de fungoes (f;), onde f;(z) = sin(nz)/(1+ nx). Mostre
que (f;) converge pontualmente para todo z € R*, uniformemente em [a, +00) para a > 0,
mas nao converge uniformemente em [0, +00).

ExErcicio 6.2. Seja A C R™ e f; : A — R sejam fung¢des uniformemente continuas.
Mostre que (f;) converge uniformemente para f, entdo f é uniformemente continua.

EXERcicIO 6.3. Ache exemplo de sequéncia (f;) de fungoes que converge uniformemente
em (0, 1], mas nao em [0, 1].






APPENDIX A

Listas de Exercicios

Lista I: Resolver problemas [, [.2, [.5, B-3, .4, B.§. (entrega dia 26/01/07)
Lista II: Resolver problemas P.11], P.12, .14, .14, , 222, B, B.3. (entrega dia

06/02/07
/ / ) (entrega dia 27/02/07)
(

Lista ITI: Resolver problemas B.6, B.11|, B.15, [.1], (.3, {.7
Lista IV: Resolver problemas .10, .12, B.1, .2, 5.5, 5.6. (entrega dia 08/03/06)

Lista V: Resolver problemas b.10, .11, .13, 5.13, 5.14, F.13. (entrega dia 15/03/06)
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