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PREFAcCIO. Estas notas de aula sdo relativas ao curso da Escola de Pés-Graduacio em
Economia da Fundagao Getilio Vargas (EPGE-FGV).

Neste curso pretendo apresentar alguns tépicos de andlise que, espero, sejam uteis aos
futuros economistas. Na verdade, o que eu espero mesmo ¢é apresentar o rigor matematico
aos alunos, e mostrar como este deve ser utilizado em conjunto com a intuigao matematica.
Minha experiéncia diz que os alunos da EPGE tém a intuicao mais desenvolvida que o rigor.

Planejo discutir os seguintes tépicos:

(1) Topologia dos nimeros reais
(2) Sequéncias
(3) Limite e Continuidade
(4) Derivagao
A referéncia bésica é o livro Introduction to Real Analysis, de Bartle e Sherbert [2].
Outra referéncia importante ¢ o ja cldssico livro de andlise do Elon Lima [3].

Finalmente gostaria de agradecer a algumas pessoas da FGV que me possibilitaram
ensinar este curso. Tudo comecou quando o Ricardo Cavalcanti me convidou em 2003 para
ensinar metade do curso de anélise II com o Samuel Pessoa. Foi uma 6tima experiéncia, e
no ano seguinte, a Cristina Terra me chamou para novamente lecionar, desta vez o curso de
Anélise I. Agora em 2005 tive novo convite e decidi comecar a escrever estas notas de aula.
Sou grato a todos pelas oportunidades.
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CAPITULO 1
Pré-requisitos

Neste capitulo, recordaremos defini¢des e notagoes basicas sobre conjuntos e fungoes.
Assumiremos aqui que as propriedades bésicas de conjuntos sao conhecidas.

1.1. Conjuntos e funcgoes

Considere A e B dois conjuntos. Uma fungao é uma regra que associa a cada elemento
x € A, um elemento f(zr) € B. Chamamos o conjunto A de dominio da fungaof e o
denotamos por D(F). Chamamos o conjunto B de contradominio da fungaof. Escrevemos
f: A— B, ou ainda

f:A—B
Se £ C A, chamamos de imagem de FE o conjunto
fE)={f(z): z € E}.

Similarmente, se H C B, chamamos de imagem inversa de H o conjunto
fTHH) = {2 f(x) € H}.

Se f(A) = B dizemos que [ é sobrejetiva (ou simplesmente sobre). Dizemos que f é
injetiva (ou um a um ou 1-1) quando, dados a, a’ € D(f), se f(a) = f(a') entdo a = d'.
Numa forma mais compacta, escrevemos que para todo a, a’ € D(f) temos

fla)=fld) = a=d,

onde “ =" significa implica que.
Se f é injetiva e sobre, a chamamos de bije¢ao.
Dizemos que g : B — A é funcao inversa de f se

2

g(f(x)) =z paratodo z € A, flg(y)) =y paratodoy € B.
Quando existir, denotamos a inversa de f por f1.

OBSERVACAO. Note que a definicao de imagem inversa independe de existir ou nao a

fungao inversa. Por exemplo, a funcio f : R — R dada por f(z) = 2% nao tem inversa.
Entretanto f~!(R) = R.



2 1. PRE-REQUISITOS
1.2. Conjuntos finitos, infinitos, enumeraveis

Um conjunto B é finito se é vazio ou se existe uma bijecao entre B e {1,2,--- N}
para algum N € N. Se B é finito ou se existe uma bijecao entre B e N, dizemos que B é
enumerduvel.

ExeEmMpLO 1.1. {2,3,4,5} é finito, e portanto enumerével.

ExEmMPLO 1.2. P = {2,4,6,---} é enumeravel pois ¢ : N — P definida por ¢(n) = 2n é
uma bijecao entre P e N.

ExEmMPLO 1.3. O conjunto Z é enumeravel pois
7= {Oa 17 _1727 _2737 _37 e }7

e ¢ : N — Z dada por ¢(i) = (—1)"*[i/2] é uma bijecao entre N e Z. A fungao [[]: R — Z
é tal que [z] é a parte inteira de x, i.e., 0 maior inteiro menor ou igual a z.

EXEMPLO 1.4. Q é enumeravel pela “contagem diagonal”:

0

17 _17 27 _27 37 _37
L1 2 2 3 _3
AN SR R - S
37 37 3? 37 3 39

e podemos contar pois
1 11 1
= 0717_17_727__7_7_27__7'” .
Q { 2 2°3 3 }
EXEMPLO 1.5. R nao é enumeravel. Para mostrar isto, usaremos uma demonstragao por
contradigdo. Mostraremos na verdade que I = {x € R: 0 <z < 1} nao é enumeravel. Us-
ando a base decimal, todo elemento x € I pode ser representado por x = 0, ajasaz - - -, onde

a; €40,...,9}. Assuma que [ é enumeravel. Entao existe uma enumeragao xy, s, ..., Tn, ...
dos elementos de I tal que

x1 = 0,ana2013. . .,
9 = 0, az1a92a903 . . .,
x3 = 0,azrazzazs . . .,
onde a;; € {0,...,9}. Seja agora y = 0.b1bsbs - - - onde
- 0 seay;e{l,...,9}
)1 se a; = 0.

Logo y € I mas y # x, para todo n € N. Isto contradidiz a afirmacao que x1,x9,..., %y, ...
¢ uma enumeracao dos elementos de I. Portanto, I nao é enumeravel.

ExERrcicio 1.1. Mostre que uma funcao tem inversa se e somente se ela é uma bijecao.

Exercicio 1.2. Sejam A e B conjuntos enumerdveis. Mostre que o produto cartesiano
A x B é enumeravel. Conclua assim que Z enumeravel implica em Q enumeravel.
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EXERcicIo 1.3. Mostre por inducao que n < 2" para todo n € N.

ExEeRrcicio 1.4. Mostre por indugao que se x > —1, entao (1 + x)" > 1 + nx para todo
n € N. Esta ¢ a desigualdade de Bernoulli.






CAPITULO 2

Topologia dos niimeros reais

Neste capitulo, falaremos sobre ntimeros reais. Assumiremos aqui que os nimeros reais
sao bem definidos e “existem”, sem entrar em detalhes sobre a construcao deste corpo. A
idéia é apenas apresentar propriedades que os reais satisfazem. A seguir, falaremos sobre
abertos e fechados nos reais.

2.1. Os numeros Reais

2.1.1. Valor absoluto. Para um numero real a, o valor absoluto (ou médulo) de a é

dado por
a se a > 0,
jaf =

—a sea<0.
ExeEMPLO 2.1. Por definigao |5/ =5, e | — 5| = —(—5) = 5.
LEMA 2.1.1. Algumas propriedades dos ntimeros reais:
(1) | — a| = |a| para todo a € R.
(2) |ab| = |al|b|] para todo a, b € R.
(3) Dados a, k € R temos que |a| < k se e somente se —k < a < k.
(4) —|a| < a < |a| para todo a € R.
DEMONSTRACAO. (1) Sea =0, entao [0] =0=|—0|. Se a >0, entdo —a < 0 e logo
| —a|=—(—a)=a=lal. Sea <0, entdo —a>0e|—a| =—a=|al
(2) Exercicio.
(3) Exercicio.
(4) Tome k = |a| no item (3) do lema. Entao |a| < |a] = —la|] < a < al.

LEMA 2.1.2 (Desigualdade Triangular). Para todo a, b € R temos
la + b < a|] +1b].
DEMONSTRACAO. Sabemos que —|a| < a < |a] e —|b] < b < |b]. Logo, —la] — [b] <
a+b < |a|+|b|. Pelo item (3) do Lema 2.1.1 temos que |a + b| < |a|] + |b|, como querfamos
demonstrar. ]

2.1.2. Nogoes de vizinhanca. Seja a € R e considere o conjunto V.(a) = {z € R :
|z — a| < €}. Uma wvizinhanca de a é qualquer conjunto contendo V,(a) para algum e > 0.

EXEMPLO 2.2. Seja U = {z : 0 < z < 1}. Se a € U, e € < min{a,1 — a}, entdo
Vi(a) C U. Logo U é vizinhanga de a.

ExXEMPLO 2.3. Seja [ = {z: 0 <z < 1}. Entao I ndo é vizinhanga de 0 pois para todo
e > 0 temos V.(a) ¢ I. Entretanto, I é vizinhanca de 0.5 por exemplo.

5
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2.1.3. Propriedades dos Reais.

DEFINICAO 2.1.3. Considere um conjunto S C R. Dizemos que u € R € cota superior
de S se s < u para todo s € S. Analogamente, dizemos que v € R € cota inferior de S
sev < s para todo s € S. Se um conjunto tem cota superior dizemos que ele € limitado
por cima ou superiormente. Se um conjunto tem cota inferior dizemos que ele é limitado
por baixo ou inferiormente. Se um conjunto tem cota superior e inferior, dizemos que ele é
limitado.

EXeEMPLO 2.4. O conjunto R™ = {z € R: x < 0} é limitado superiormente mas nao
inferiormente. De fato qualquer nimero nao negativo é cota superior de R™, pois se b > 0,
entao x € R~ implica que x < 0 < b. Por outro lado, nenhum numero a € R pode ser
cota inferior pois sempre existe y € R~ tal que y < a. Concluimos portanto que R™ nao é
limitado.

ExXEMPLO 2.5. Usando argumentos como acima, vemos que R nao ¢é limitado nem supe-
riormente nem inferiormente.

EXEMPLO 2.6. Seja [ = {zr € R: 0 < z < 1}. Entao qualquer niimero b > 1 é cota
superior de I, e todo nimero a < 0 é cota inferior de I. De fato, nestes casos teriamos
a < x < b para todo x € I. Logo, por definicao, I é limitado.

DEFINICAO 2.1.4. Se um conjunto S € limitado por cima, chamamos de supremo de S
ou simplesmente sup S a menor de suas cotas superiores. Analogamente, se um conjunto
S € limitado por baizo, chamamos de infimo de S ou simplesmente inf S a maior de suas
cotas inferiores.

Logo, se u = sup S, entao

(1) s <wu para todo s € S.
(2) Se existe v € R tal que s < v para todo s € S, entao u < v.

OBSERVAGAO. Segue-se da definigao a unicidade do supremo e do infimo (se estes exis-
tirem).

LEMA 2.1.5. Seja S # 0, e u cota superior de S. Entao u = sup S se e somente se para
todo € > 0 existir s, € S tal que u — € < s..

DEMONSTRACAO. (=) Seja u =sup S e € > 0. Como u — € < u, entdo u — € ndo ¢ cota
superior de S. Logo, existe um elemento s, € S tal que s, > u — €.

( <) Seja u cota superior de S. Assuma que para todo € existe s, € S tal que u—e < s..
Vamos entao mostrar que u = sup S.

Seja v cota superior de S com v # u. Se v < u, definimos € = u—v e entao € > 0 e existe
sc € S tal que s >> u — € = v. Isto é uma contradicao com o fato de v ser cota superior.
Logo temos obrigatoriamente v > u, e u é a menor das cotas superiores, i.e., v =sup S. [

ExEmMPLO 2.7. [={r € R: 0<z <1} tem 1 =supl e 0 =infl. Note quesupl € I e
infl € 1.

EXEMPLO 28. U ={r € R: 0 <z <1} tem 1 =supU e 0 = inf U. Note que neste
casosupl ¢ U einfl ¢ U.
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Propriedade do R: Todo conjunto nao vazio em R limitado superiormente tem um
supremo em R.

OBSERVACAO. Densidade de Q em R: Se x, y € R e x < y, entao existe r € Q tal que
x < r <y. Da mesma forma, existe r € R\Q tal que z < r < y.

2.2. Intervalos e Pontos de Acumulacao

Notagao para intervalos:

Intervalo fechado: [a,b] = {r € R: a <x < b}
[a,0) ={r €R: a <z <b}
(a,b) ={x €eR:a<x<b}
[a,4+00) ={z €R: a <z}
a,400)={r eR: a<uz}
b ={zeR: z<b}
b)) ={reR:z<b}

—00
—00

DEFINIGAO 2.2.1. Dizemos que uma sequéncia de intervalos I,, € encaizantes se
LD, DI3D>---DI1,D -

ExXEmMPLO 2.9. Se I, = [0,1/n] entdao N1, = {0}.

ExeEmPLO 2.10. Se I,, = (0,1/n) entao N>, I,, = 0.

TEOREMA 2.2.2. [Teorema dos intervalos encaizantes| Para n € N, seja I, = |an, by,]
uma sequéncia de intervalos fechados limitados e nao vazios e encaixantes. Entdao existe
£ € R tal que £ € N, 1,. Além disto, se inf{b, — a, : n € N} = 0, entao & € o unico
elemento da intersecao.

DEMONSTRACAO. Temos by > a, para todo n pois I, C I;. Seja & = sup{a, : n € N}.
Logo & > a, para todo n. Queremos mostrar agora que ¢ < b, para todo n. Suponha
o contrario, i.e., que existe by < & para algum k. Logo b, < a,, para algum m. Seja
p = max{k,m}. Entdo a, > a, > by > b, e temos [a,,b,] = 0, uma contradigao. Logo
a, < & < b, para todo n € N e portanto £ € I,, para todo n € N.

Assumindo agora que inf{b, — a, : n € N} = 0, definimos 1 = inf{b, : n € N}. Entao
n>a, paratodon € Nen > ¢ Como 0 <n—¢<b,—a, para todo n € N, temos n = £
pois inf{b, —a, : n € N} =0. O

DEFINICAO 2.2.3. Um ponto x € R € um ponto de acumulagao de S C R se toda
vizinhanga (x — €,x + €) contém pelo menos um ponto de S diferente de x.

ExEMPLO 2.11. Se S = (0, 1), entao todo ponto em [0, 1] é ponto de acumulagao de S.
EXEMPLO 2.12. O conjunto N nao tem ponto de acumulacao.
ExEMPLO 2.13. O tnico ponto de acumulagao de {1,1/2,1/3,1/4,...,1/n,...} é 0 0.

EXEMPLO 2.14. S =[0,1] N Q tem como pontos de acumulagao o conjunto S = [0, 1].
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EXEMPLO 2.15. Seja S C R limitado superiormente e u = sup S. Se u ¢ S, entao u é
ponto de acumulacao de S, pois para todo € > 0 existe x € S tal que x € (u — €,u + €).

TEOREMA 2.2.4. [Bolzano—Weiertrass| Todo subconjunto de R infinito e limitado tem
pelo menos um ponto de acumulacao.

A seguir damos uma idéia da demonstracao, antes de proceder formalmente. Os passos sao
0s seguintes:
(1) S C I := [a,b] para algum a, b € R, pois S é limitado.
(2) Seja I um dos conjuntos [a, (a+b)/2] ou [(a+b)/2,b], tal que I contenha infinitos
pontos de S. Note que I, C I;.
(3) Divida I, em duas partes e defina I3 como sendo uma das partes tal que que contenha
infinitos pontos de S. Por definicao, I5 C I5.
(4) Prossiga assim definindo Iy, ..., I, tais que I, C --- C Iy C I, e que I,, contenha
infinitos pontos de S.
(5) Usando Teorema dos intervalos encaixantes, seja x € NS, [,,.
(6) Mostre que x é ponto de acumulagao.

DemoONSTRACAO. (do Teorema 2.2.4). Como S é limitado, existe I; = [a,b] C R tal que
S C I,. Note que [a, (a+b)/2]/2 ou [(a+b)/2,b] ou contém infinitos pontos de S, e chame de
I tal intervalo. Da mesma forma, decomponha 5 em dois subintervalos, e denomine por I3
um dos subintervalos tal que I3 N S contenha infinitos pontos. Assim procedendo, obtemos
uma sequéncia encaixante I, C --- C Iy C I;. Pelo Teorema dos intervalos encaixantes,
existe z € N2 ,1,. Temos agora que mostrar que x ¢ ponto de acumulacao. Note que o
comprimento de I,, = (b —a)/2"1. Dado € > 0, seja V = (z — €,z + €). Seja n tal que
(b —a)/2"' < e. Entao I, C V. Logo V contém infinitos pontos de S, e z é ponto de
acumulacao. O

2.3. Abertos e Fechados em R

DEFINICAO 2.3.1. Um conjunto G C R € aberto em R se para todo x € G, existe uma
vizinhang¢a V de x com V. C G. Um conjunto F' C R ¢é fechado em R se seu complemento

C(F) =R\F € aberto.

Para mostrar que um conjunto GG é aberto em R, basta mostrar que para todo z € GG
existe € > 0 tal que (r — €,z + €) C G. Para mostrar que F' é fechado, basta mostrar que
para todo z ¢ F, existe € > 0 tal que (x — e,z +¢) N F = ().

EXEMPLO 2.16. R é aberto nos reais pois para todo z € R, temos (z — 1, + 1) € R.
Note que tomamos € = 1.

ExeEMPLO 2.17. O conjunto (0, 1) é aberto em R. De fato para qualquer z € (0, 1), seja
e = min{xz/2, (1 — z)/2}. Entao (x —e,x +¢) C (0,1).

ExeEmMpPLO 2.18. [0, 1] é fechado em R pois C([0, 1]) = (—o0,0) U (1, 00) é aberto.
ExeEmMpPLO 2.19. (0, 1] ndo é aberto nem fechado em R.
EXEMPLO 2.20. () é aberto por “vacuidade”.

EXEMPLO 2.21. ) é fechado pois seu complementar C(f)) = R é aberto em R.
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LEMA 2.3.2. Duas propriedades fundamentais de conjuntos abertos sao

(1) A unido arbitraria de abertos é aberta.
(2) A intersegao finita de abertos é aberta.

DEMONSTRACAO. (1) Seja {Gy : A € A} uma familia arbitraria de abertos, e seja
G = UxeaGy e ¢ € G. Entao x € G, para algum )y € A. Como G,, ¢é aberto,
entao existe uma vizinhanga V' de x tal que V' C G),. Logo V C UyeaGr = G e
entao G é aberto.

(2) Sejam Gy, G abertos e G = G1NGy. Sejax € G. Logo x € Gy e x € Gy. Como G4
é aberto, seja €; tal que (z — €1, + ¢1) C G1. Da mesma forma, sendo Gy aberto,
seja €y tal que (r — €3, + €3) C Go. Definindo € = min{ey, €2}, temos € > 0 e
(x—e,x4+€) C G1NGy = G. Logo G é aberto. O caso geral, para um nimero finito
de conjuntos segue por inducao.

0
COROLARIO 2.3.3. Como consequéncia do resultado acima temos:
(1) A intersegao arbitraria de fechados é fechada.
(2) A unido finita de fechados é fechada.
DEMONSTRACAO. (1) Seja {F\ : A € A} uma cole¢do de fechados em R, e seja

F = NyeaF)\. Entao C(F) = Uyea C(F)) é uma unido de abertos. Logo C(F') é
aberto, e por definicao, F' é fechado.

(2) Se Fy,..., I, sao fechadosem R e F' = F1U---UF,, entao C(F) = C(F1)N---NC(F,).
Como a intersegao finita de abertos é aberta, e C(F;) sdo abertos, entao C(F') é
aberto. Logo F' é fechado.

Il

ExempLo 2.22. I, = (0,1 —1/n) é aberto e U2 ,1,, = (0,1) também é aberto.
EXEMPLO 2.23. G, = (0,14 1/n) é aberto, ao contréario de N, G,, = (0, 1].
EXEMPLO 2.24. F,, = (1/n, 1) é fechado, mas U® | F}, = (0, 1] nao é.

Uma caracterizacao ttil de fechados utiliza o conceito de pontos de acumalagao, como o
resultado a seguir indica.

TEOREMA 2.3.4. Um subconjunto de R € fechado se e somente se contém todos os seus
pontos de acumulacao.

DemonsTRACAO. (= ) Seja F' um fechado em R, e x ponto de acumulagaode F'. Temos
que mostrar que « € F. De fato, se x ¢ F, entdo z € C(F). Mas como C(F') é aberto,
entao existe € tal que (x — e, +¢€) C C(F). Logo (x —€,2+€) N F = () e x ndo é ponto de
acumulacgao, uma contradicao. Portanto x € F'.

( <= )Assumimos agora que F' contém todos os seus pontos de acumulac¢ao. Considere
entdo um ponto y € C(F'). Entao y nao é ponto de acumulagaode F', e existe € > 0 tal que
(y —€,y+¢€) CC(F). Logo C(F) é aberto, e concluimos que F' é fechado. O

Uma caracterizacao para conjuntos abertos envolve o uso de ponto de fronteira. Dizemos
que um ponto x € G é ponto de fronteira se toda vizinhanca de x contém pontos em G e no
conjunto complementar de G. Temos entao o seguinte resultado.
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TEOREMA 2.3.5. Seja G C R. Mostre que G ¢ aberto se e somente se G nao contém
nenhum de seus pontos de fronteira.

DEMONSTRACAO. ( = ) Assuma G aberto e z € G. Entao existe aberto U C G. Entao
x nao é ponto de fronteira.

( <) Assuma que G nao contém nenhum de seus pontos de fronteira. Se G é vazio,
entao é aberto. Assuma entao que G é nao vazio. Seja x € G. Como G nao contém pontos
de fronteira, existe vizinhanca U de z em G tal que U C G. Logo G é aberto. 0

2.4. Conjuntos Compactos

Um importante conceito em analise é o de conjuntos compactos. Em espacos de dimensao
finita, estes conjuntos sao na verdade conjuntos fechados limitados, e a nocao de compaci-
dade ajuda apenas nas demonstracoes, tornando-as mais diretas. Entretanto, em dimensao
infinita, nem todo fechado limitado é compacto, e algumas propriedades que continuam
valendo para compactos, deixam de valer para fechados limitados.

Antes de definirmos compactos, precisamos introduzir a nocao de cobertura aberta.

DEFINIGAO 2.4.1. Seja A C R. Chamamos G = {G,} de cobertura aberta de A se para
todo o temos G, conjunto aberto, e A C U,G,.

ExeEmpLO 2.25. Como (0,1) C U2, (1/i,1), entdao G = {(1/i,1)}32, é uma cobertura
aberta de (0, 1).

EXEMPLO 2.26. Se para x € R, temos G, = (x — 1,z + 1), entdo G = {G,}rer € uma
cobertura aberta de R.

DEFINICAO 2.4.2. Dizemos que um conjunto K C R é compacto se para toda cobertura
aberta de K existir uma subcobertura finita de K em G. Em outras palavras, se existe
cobertura aberta G = {G,} de K tal que K C U,G,, entao existem oy, aq, ..., o, tais que
K c UL G,,.

Note que para mostrar que um determinado conjunto é compacto precisamos provas que
para toda cobertura aberta existe subcobertura finita. Para mostar que nao é compacto
basta achar uma cobertura que nao possui subcobertura finita.

EXEMPLO 2.27. Seja K = {x1,x9,...,x,} conjunto finito em R e seja G{G,} colecao
de conjuntos abertos em R tais que K C UG, i.e., G é uma cobertura aberta de K. Para
i=1,...,n, seja G; € G tal que x; € G; (tal conjunto sempre existe pois G é cobertura

de K). Entao Gy,...,G, geram uma subcobertura finita de K. Logo K é compacto, e
concluimos que todo conjunto finito é compacto.

EXEMPLO 2.28. O conjunto (0,1) ndo ¢ compacto. De fato (0,1) C U2, (1/7,1), mas
se existisse {Gy,,...,Gy,} tal que (0,1) C UL (1/n;, 1), entdo (0,1) C (1/N*, 1), onde
N* = max{ny,...,n,} > 0, um absurdo.

TEOREMA 2.4.3 (Heine-Borel). Um conjunto em R é compacto se e somente se € fechado
e limitado.
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DEMONSTRACAO. ( = ) Assuma k C R conjunto compacto, e seja H,, = (—m,m).
Entao K C3*, H,,. Como K é compacto, a cobertura acima possui subcobertura finita e
portanto existe M tal que K C H);. Logo K é limitado.

Para mostrar que ¢ também fechado, seja z € C(K) e G, = {y € R: |y — z| > 1/n}.
Logo G, é aberto e R\{z} = U ,G,. Mas como x ¢ K, entdo K C UX,G,. Usando
agora que K é compacto, extraimos uma subcobertura finita e temos K C UN. | G,, = Gy-.
Portanto K N (x — 1/N*, & + 1/N*) e concluimos que (x — 1/N*,z + 1/N*) C C(K). Logo
C(K) é aberto e K ¢ fechado.

( <) Parte (i) Primeiro assumimos K = [—[,[], e G = {G,} cobertura aberta de K.
Seja

S ={ce |-l : [-1,¢] pode ser coberto por finitos abertos de G}.
Entao S é nao vazio, pois [ € S, e é limitado. Seja s = sup S. Entao s € [—1, (], pois se s > [
terfamos [ como cota superior de S menor que o supremo, um absurdo.

Seja entao G5 elemento de G tal que s € G5. Sabemos que tal G5 existe pois G é
cobertura de [—[,1] e s € [, 1].

Primeiro afirmamos que s € S, pois caso contrario suponha {G,,, . .., G, } subcobertura
finita de S. Entao terfamos {G,,,...,Ga,,Gs} subcobertura finita de [—1, s].

Queremos mostrar agora que s = [. Assumindo s < [, e como G5 é aberto entao existe €
tal que s+¢e € G5, e s+¢e <, logo s+ ¢ € S, uma contradigao com a definicao de supremo.

Parte (ii) Consideramos agora o caso geral, onde K é fechado e limitado, e G = {G,}
é cobertura aberta de K. Como K é fechado, entao C(K)é aberto, e como K é limitada,
entao existe [ € R tll que K C [—[,]. Logo {G4,C(K)} geram uma cobertura aberta de
[—1,1]. Pela Parte (i), existe uma subcobertura {G,, ..., G, ,C(K)} de [, 1], e portanto
também de K pois K C [—/,1]. Como KNC(K) =0, entdao {Gay, - - -, Ga, } 6 uma cobertura
finita de K. 0

2.5. Exercicios
ExERcicio 2.1. Demonstre os itens (2) e (3) no Lema 2.1.1.

EXERCicIO 2.2. Mostre que se x # y sao niimeros reais, entao existem vizinhancas U de
zeVdeytaisque UNV = 0.

EXERcicIO 2.3. Mostre que se U e V sao vizinhancas de z, entao U NV é vizinhanca de

Exercicio 2.4. Considere um conjunto A C R. Um ponto x € R é de fronteira de A se
toda vizinhanca de x contém pontos de A e de C(A). Mostre que A é aberto se e somente
nao contém nenhum de seus pontos de fronteira. Mostre que A é fechado se e somente se
contém todos os seus pontos de fronteira.

EXERcicIO 2.5. Seja X C R e as funcoes f: X — Re g: X — R sejam tais que os
conjuntos f(X) e g(X) sejam limitados superiormente. Defina a fun¢ao f +g¢: X — R por
(f+9)(z) = f(x)+g(x). Mostre que sup(f+g¢)(X) < sup f(X)+sup g(X). Dé um exemplo
em que a desigualdade ¢é estrita.

EXERCICIO 2.6. Aponte na demonstragdo do Teorema 2.2.2 quais o(s) argumento(s) que
nao é (sao) vélido(s) se considerarmos uma sequéncia encaixante de intervalos abertos.



12 2. TOPOLOGIA DOS NUMEROS REAIS

EXERcicIO 2.7. Mostre que um ponto x € R é de acumulacaode um conjunto A C R se
e somente se toda vizinhancga de = contiver infinitos pontos de A.



CAPITULO 3
Sequéncias

3.1. Definigao e resultados preliminares

Uma sequéncia em R é simplesmente uma funcao de N em R. Portanto X : N —
R indica uma sequéncia de nimeros reais, que escrevemos também como (x,), ou ainda
(21, 29,3, ...). Para indicar o n-ésimo valor da sequéncia escrevemos simplesmente x,,.

ExEMPLO 3.1. x, = (—1)" define a sequéncia (—1,1—1,1,—-1,1,—1,...).

EXEMPLO 3.2. A sequéncia de Fibonacci é definida recursivamente por z; = 1, 9 = 1,
e Tpi1 = Ty + T,_1 para n > 2. Portanto temos (x,) = (1,1,2,3,5,8,...).

Podemos realizar com sequéncias varias das operagoesque realizamos com niimeros reais,
como por exemplo somar, subtrair, etc. Sejam por exemplo (z,) e (y,) duas sequéncias em
R, e ¢ € R. Entao definimos

(‘TN)_I'(yn) = (xn‘l'yn)a (xn)_(yn) = (wn_yn)v (In)(yn) = (xnyN)a C(xn) = (CL%)
ExEmpLO 3.3. Se =, = (2,4,6,8,...) ¢ (y,) = (1,1/2,1/3,1/4,...), entdo x, - y, =
(2,2,2,---).

A primeira pergunta que surge quando tratamos de sequéncias é quanto a convergencia
destas, isto €, se quando n aumenta, os termos x,, se aproximam de algum valor real. Note
que para isto, nao importa o que acontece com finitos termos da sequéncia, mas sim seu
comportamento assintético com respeito a n. Em outras palavras queremos determinar o
comportamento das sequéncias no “limite”.

DEFINIGAO 3.1.1. Dizemos que x € R € limite de uma sequéncia (z,), se para todo
e > 0, eriste N € N tal que |x — x,| < € para todo n > N. Escrevemos neste caso que
Tp — T, ou que x = limx,,, ou ainda

r = lim z,.
n—oo
De forma resumida, x, — x se para todo € existir N € N tal que
n>N = |z —uz,| <e

Se uma sequéncia nao tem limite, dizemos que ela diverge ou € divergente.

ExXEmMPLO 3.4. Se x,, = 1, entao limx,, = 1. De fato, dado ¢ > 0, para todo n > 1 temos
|z, — 1| =0<e.

ExeEmMpPLO 3.5. lim(1/n) = 0. De fato, dado € > 0, seja N tal que 1/N < e. Logo, para
todon > N temos |[1/n—0/=1/n <1/N <e.

13
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ExempLO 3.6. (0,2,0,2,0,2,0,2,...) ndo converge para 0. De fato, tome € = 1. Entao
para todo N € N temos 2N > N e xony = 2. Portanto |zoy — 0] =2 > €.

Observe que diferentes situacoes ocorrem nos exemplos acima. No primeiro, a sequéncia
é constante, e a escolha de N independe de €. J4 no exemplo seguinte, N claramente depende
de e.

A seguir, no exemplo 3.6 o objetivo é mostar que um certo valor z ndo é o limite da
sequéncia (z,). Mostramos entdo que existe pelo menos um certo € > 0 tal que para todo
N, conseguimos achar n > N tal que |z, — x| > e. Note que o que fizemos foi negar a
convergencia.

Talvez a segunda pergunta mais natural em relagao aos limites de sequéncias é quanto a
unicidade destes, quando existirem. A respota é afirmativa, como mostra o resultado abaixo.

TEOREMA 3.1.2 (Unicidade de limite). Uma sequéncia pode ter no mdximo um limite.

DemvonsTRACAO. Considere que (x,,) é uma sequéncia de reais tal que x,, — = e x,, — 2/,
com x # x'. Sejam € = |[x — 2'|/2 > 0, e sejam N e N’ € N tais que |z,, — x| < € para todo
n > N e |z, — 2| < e para todo n > N’. Logo, se n > max{N, N'}, entao

|z — 2| < |z — x| + |xn — 2| < 26 = |z — 2|
Como um nimero nao pode ser estritamente menor que ele mesmo, temos uma contradicao.
Portanto = 2’ e o limite é tnico. 0

Para mostrar convergéncia, podemos usar o resultado seguinte.

TEOREMA 3.1.3. Seja (x,) uma sequéncia em R. Entdao as afirmativas sio equivalentes.
(1) (z,) converge para x.
(2) Para toda vizinhanca V de x existe N € N tal que
n>N — zyeV.
DeMonsTrACAO. Fica como exercicio. O

As vezes, uma sequéncia se aproxima de algum valor de forma mais lenta que alguma outra
sequéncia que converge para (. E possivel assim garantir conveérgencia, como o resultado a
seguir nos mostra.

LEMA 3.1.4. Seja (a,) sequéncia em R convergente para 0. Se para (z,) sequéncia em R
existir ¢ > 0 tal que
|z, — x| < cla,| para todon € N,
entao r,, — .
DemonsTrACAO. Como (a,) converge, dado € > 0, seja N € N tal que |a,| < €¢/c para
todo n > N. Logo
|z, — x| < cla,| < € paratodon > N,
e limz, = x. O
COROLARIO 3.1.5. Seja (a,) sequéncia em R convergente para 0. Se para (x,) sequéncia
em R existir c >0 e N € N tal que
|z, — x| < cla,| para todon > N,

entao x,, — .
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ExeEMPLO 3.7. Seja z, = (2/n)sin(1/n). Enao

1
|z, — 0] <2—.
n

Como 1/n — 0, podemos usar o lema acima para garantir que lim[(2/n)sin(1/n)] = 0.

Uma outra nocao importante é o de limitacao de uma sequéncia. Neste caso, mesmo
quando a sequéncia nao converge, podemos conseguir alguns resultados parciais, como vere-
mos mais a seguir.

DEFINIGAO 3.1.6. Dizemos que uma sequéncia (x,,) € limitada quando existe um nimero
real M tal que |x,| < M para todo n € N.

Um primeiro resultado intuitivo é que toda sequéncia convergente é limitada. De fato,
é razgoavel pensar que se a sequéncia converge, ela nao pode ter elementos arbitrariamente
grandes em valor absoluto.

TEOREMA 3.1.7. Toda sequéncia convergente € limitada

DEMONSTRACAO. Seja (z,) sequéncia convergente e seja x seu limite. Seja e = 1. Como
(x) converge, existe N tal que |x — x,,| < 1 para todo n > N. Logo, usando a desigualdade
triangular temos

|z,| < |2 — 2| + 2| <1+ |2| paratodon > N.
Falta agora limitar os N primeiros termos da sequéncia. Seja entao
M = max{|z1], |2, |23, .., |xNn], 1 + ||}
Portanto |z,| < M para todo n € N. O

Outro resultado importante trata de limites de sequéncias que sao resultados de operagoes
entre sequéncias. Por exemplo, daads duas sequéncias convergente, o limite da soma das
sequéncias é a soma dos limites. E assim por diante.

LEMA 3.1.8. Seja (z,) e (y,) tais que limz,, = x e limy,, = y. Entao

DemonsTrAGAO. (1) Dado € > 0, seja N € N tal que |z, —z| < €/2 e |y, —y| < €/2 para
todo n > N. Logo

Ty + yn — (x+y)| < |z — 2|+ |yn — y| < € para todon > N.

(2) A demonstracao ¢ basicamente a mesma de (1), tomando-se o devido cuidado com os
sinais.
(3) Para todo n € N temos

‘xnyn - x?/’ < |xnyn - xny| + |$ny - *Ty, = ‘anyn - y’ + |y|’$n — x|
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Seja M € R tal que |z,| < M e |y| < M. Tal constante M existe pois como (z,) converge,
ela é limitada. Agora, dado € > 0, seja N tal que |y, —y| < ¢/(2M) e |z, — x| < €/(2M)
para todo n > N. Logo,

[Tnin — xy| < M|y, —y| + |20 — 2] <,

para todo n > N.
Deixamos (4) e (5) como exercicios para o leitor. O

OBSERVAGAO. Os resultados do lema acima continuam vélidos para um nimero finito
de somas, produtos, etc.

Outros resultados importantes para tentar achar um “candidato” limite vém a seguir.
O primeiro nos diz que se temos uma sequéncia de nimeros positivos, entao o limite, se
existir, tem que ser nao negativo, podendo ser zero. A seguir, aprendemos que se temos
uma sequéncia “sanduichadas” entre outras duas sequéncias convergentes que tem o mesmo
limite, entao a sequéncia do meio converge e tem também o mesmo limite.

LEMA 3.1.9. Seja (z,,) convergente com limz,, = z. Se existe N € N tal que x,, > 0 para
todo n > N, entao x > 0.

DeMONSTRACAO. (por contradigao) Assuma que x < 0. Seja entdo € = —x/2 > 0.
Como (z,) converge para x, seja N € N tal que |z, — x| < € para todo n > N. Logo,
Tns1 € (x—€,x+€), isto é, xyy < x4+ € = /2 < 0. Obtivemos entdo uma contradi¢ao

pois xy11 nao é negativo. ([l

COROLARIO 3.1.10. Se (z,) e (x,) sdo convergentes com limz, = z e limy, = y, e se
existe N € N tal que x,, > y, para todo n > N, entao z > y.

DEMONSTRACAO. Se z, = T, — Y, entao limz, = limx, — limy, = x —y. O presente
resultado segue entao do Lema 3.1.9. U

LEMA 3.1.11 (sanduiche de sequéncias). Sejam (x,), (y,) e (z,) sequéncias tais que
z, < y, < z, para todo n > N, para algum N € N. Assuma ainda que (z,) e (z,)

convergem com lim x,, = lim z,,. Entéo (y,) converge e limy, = limx,, = lim z,.

DEMONSTRACAO. Seja a = limx,, = limz,. Dado € > 0, existe N tal que |z, —a| < € e
|z, — a| < € para todo n > N. Logo

—e<x,—a<y,—a<z,—a<e = |r,—a|l<e
para todo n > N, como queriamos demonstrar. O

EXEMPLO 3.8. (n) diverge pois nao ¢é limitada.
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ExXEMPLO 3.9. Seja S, =1+1/2+1/3+1/4+---+ 1/n. Mostraremos que (.S,) nao é
limitada, e portanto divergente. Note que

1 1 1 1 1 1 1 1 1
:L‘2n:1—|—§+<§+1)+(g+6+?+§)+“'+(m+2—n)
1 1 1 | 1 1 1 |
=142+Y 4> et STy Y ot —
1 1 1 1 1 1 n
= +§+§+§+"'+§— —l—§.
Logo (S,) nao é limitada, e portanto diverge.
Outra forma de ver que a sequéncia acima diverge é por inducao. Quero mostrar que
Son > 14 n/2. Note que Sy =1+ 1/2. Assumindo que Son-1 > 1+ (n — 1)/2 temos

1 1 (n—1) 1 n
Son = Son- —t .+ —>1 —>14 =
s L S R R §
como querfamos demonstrar. Mais uma vez a conclusdo é que (S,) nao é limitada, logo
diverge.
EXEMPLO 3.10. lim,_((2n + 1)/n) = 2. De fato,
2n+1 1

(2) + (E>'

Como lim,, . (2) = 2 e lim,,_».(1/n) = 0, nés obtemos o resultado.

n

EXEMPLO 3.11. lim, .o (2n/(n*+ 1)) = 0, pois
2n 2/n
n?+1 1+1/n*
Como lim, o (2/n) = 0 e lim, .o (1 + 1/n?) = 1 # 0, podemos aplicar o resultado sobre
quociente de sequéncias.

EXEMPLO 3.12. A sequéncia
1 .
Tp = — E 7
i=1
converge. Primeiro note que

- n®+n
3.1.1 = .
(3.1.1) ;Z :

Para n = 1 o resultado (3.1.1) ¢ trivial. Assuma (3.1.1) vedadeiro para n = k. Temos entao
que

k+1

2 2 2 12 1
Zi:k L. +3k+ _(k+1) ;r(kJr )

i=1
e portanto féormula (3.1.1) é verdadeira. Temos entao que

n+n 1 1+1 1+ 1
xn:—:— —_ = — _— .
2n2 2 n 2 2n
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Logo (z,,) é soma de duas sequéncias convergentes, (1/2) e (1/2)(1/n) e
: 11 1
lim z, = lim - + lim — = —.

ExeEMPLO 3.13. Seja (x,) sequéncia convergente em R e seja x € R seu limite. Entéo a
sequencia definida por

1
ﬁ($1+$2+"'+$n)
converge e tem x como seu limite.

Sem perda de generalidade, supomos que (x,) converge para zero. Para o caso geral
quando (x,) converge para x basta tratar a sequéncia (x,, — x).

Seja S, = (z1+x2+---+x,)/n. Como (x,) converge, entao é limitada. Seja M tal que
|z,| < M paratodon € N. Dado € > 0, seja N* tal que M/N* < e e sup{|z,|: n > N*} <e.
Entao, temos S,, = S, + Sy, onde

- - 1

S, = E(:zcl + 2o+ FTNe), S, = E(:ch* + TN+ X))
Entao (S,) é a soma de duas sequéncias convergentes. De fato para n > (N*)?, temos
1S,| < N*M/n < M/N* < e. Além disso, |S,| < e(n — N*)/n < €. Portanto (S,) converge.

EXEMPLO 3.14. lim,_((sinn)/n) = 0 pois como —1 < sinn < 1, entdo
—1/n < (sinn)/n < 1/n,
e o resultado segue do lema 3.1.11.

Outro resultado importante refere-se a convergencia do valor absoluto de sequéncias:
se uma sequéncia converge, entao a sequéncia de valores absolutos também converge. A
reciproca nao é verdadeira. Basta considerar como contra-exemplo a sequéncia ((—1)”)
Neste caso a sequéncia diverge mas a sequéncia de seus valores absolutos converge.

LEMA 3.1.12. Seja (x,) convergente. Entao (|z,|) também o é.
DEemonsTrRACAO. Exercicio. Ol

LEMA 3.1.13 (teste da razao). Seja (z,) sequéncia de niimeros positivos tal que (z,41/x,)
converge e lim,, o (Zn41/2,) < 1. Entao (x,) converge e lim, ., (z,) = 0.

DEMONSTRACAO. Seja L = limy, o0 (2p11/x,). Entao, por hipétese, L < 1. Seja r tal que
L < r < 1. Portanto dado € = r — L > 0, existe N tal que x,,1/x, < L 4+ € = r para todo
n > N. Logo,

0<zpy1 <apr < Tp172 < Tpot> < - oo < xyr VL para todo n > N.
Sec=anr V. | entdo 0 < z,41 < ™l O resultado segue do Coroldrio 3.1.5, pois como
r < 1, entao lim,,_,, " = 0. O

COROLARIO 3.1.14. Seja (x,,) tal que x,, # 0 para todon € N e

L = lim [0l
n—oo |xn|

existe e L > 1. Entao para todo C' € R existe N* € N tal que
n>N" = |z,|>C.
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DEMONSTRACAO. basta considerar o teste da razao para y, = 1/x,. Neste caso,

1 1 1
i el i 2L el =7 <L
n—oo Jyn  nmeo ] neo Banl iy el L

Logo (y,) converge para zero, e para todo C' € RT existe N* tal que

1
>N = |y, < =.
n > |Yn| c

Portanto para n > N* temos |z,| > C e (z,,) nao é limitada e ndo converge.

U
ExeEmpLO 3.15. Seja (z,) = n/2". Entao
. Tyl . m+12" 1. n+1 1
J (5 ) = i (G ) = g (5 7) =5

Pelo teste da razao temos lim,,_(z,) = 0

ExXEMPLO 3.16. Note que para x,, = 1/n, temos lim,, .o, T,11/x, = 1 e (z,) converge.
Entretanto, para x,, = n, temos lim,, . 11 / T, = 1 mas (asn) nao convergente. Portanto o
teste nao é conclusivo quando o limite da razao entre os termos é um.

3.2. Limite superior e inferior

Uma nocao importante tratando-se de sequéncias é a de limites superiores (limsup) e
inferiores (liminf), que nos da informagoes sobre sequéncias limitadas mesmo quando estas
nao sao convergentes.

Seja (z,,) sequéncia limitada de reais, e defina
V ={v € R: existem finitos n € N tais que x,, > v}.
Definimos entao
limsup x,, = inf V.
De forma anéloga, se
W ={v € R: existem finitos n € N tais que x, < v},
definimos

liminf z,, = sup W.

LEMA 3.2.1. Seja (x,) sequéncia de reais limitada. Entao (x,) converge para = se e
somente se limsup z,, = liminf z,, = x.

ExeEmpLO 3.17. Seja (z,) = (—1)". Entao liminfx, = —1 e limsupx,, = 1.
EXEMPLO 3.18. Seja
(=D"
) = (=1r .
o) = (14 &

Entao liminf z, = —1 e limsup z, = 1.
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3.3. Sequéncias Monétonas

Um classe muito especial de seqiencias |’e a de sequancias mondtonas. Uma sequéncia
monotona é tal que seus valores nao “oscilam”, i.e., eles ou nunca diminuem ou nunca
aumentam. Pode-se ver que a definicao de sequéncia mondétona € restritas a uma dimensao.

DEFINIGAO 3.3.1. Dizemos que uma sequéncia (x,) é nao decrescente se r; < xo <
o<z, < ..., e que uma sequéncia (x,) € nao crescente se x; > xg > -0 > Ty > ...
Finalmente, uma sequéncia é mondtona se for crescente ou decrescente.

ExeEmpLO 3.19. (1,2,3,4,...) e (1,2,3,3,3,3,...) sao crescentes.
ExEMPLO 3.20. (1/n) é decrescente.
ExemprLo 3.21. (—1,1,—1,1,—1,...) ndo é mondtona.

TEOREMA 3.3.2. Uma sequéncia monotona é convergente se e somente se é limitada.
Além disso, se (x,) € nao decrescente, entao lim,, .o (x,) = sup{z, : n € N}. Da mesma
forma, se (x,) € ndo crescente, entdo lim, . (z,) = inf{x, : n € N}.

DEMONSTRACAO. ( = ) J4 vimos que toda sequéncia convergente é limitada.

( <= ) Assuma (z,) nao decrescente e limitada. Seja z = supz, : n € N. Entao dado
€ > 0, existe N tal que v — € < oy < o < x + ¢, pois x é o supremo. Logo, para todo
n > N temos x —e < zny <z, < x < x +¢€, portanto z,, converge para x. Se a sequéncia for
nao-crescente, a demonstragao é analoga. U

TEOREMA 3.3.3. Uma sequéncia de numeros reais (x,), mondtona ndo decrescente e
limitada converge para “seu supremo”, i.e., converge para sup{x, : n € N}.

DEMONSTRACAO. Seja = sup{z, : n € N} (que existe pois a sequéncia é limitada).
Entao pela definigdo de supremo, para todo € > 0, existe N* € N tal que zy+ € (x — €, ).
Logo como a sequéncia é mondtona nao decrescente, temos

n>N"=— x,>xNn >1—¢.
Mas para todo n € N temos x,, < x por defini¢ao de supremo. Logo

n>N"—= x,>zn+>2x—€ ex,<xr+e = 1, € (xr—€1x+¢€).

EXEMPLO 3.22.

—~

a") diverge se a > 1 pois é ilimitada.

EXEMPLO 3.23. (a™) converge se 0 < a < 1 pois é mondtona decrescente e limitada.
Além disso, lim,, . (a") = 0, pois inf{a, : n € N} = 0.

—~

ExeEmpLO 3.24. (Bartle?) Seja y1 = 1 e ypy1 = (1 + y,)/3. Mostraremos que (y,) é
convergente e achamos seu limite. Note que yo = 2/3 < 1 = y;. Vamos mostrar por inducao
que 0 < y,+1 < y,. Esta afirmativa vale para n = 1. Assuma verdadeira para n = k — 1,
isto ¢ 0 < yx < yx_1. Entao para n = k temos

U1 = (L +u)/3 < (L4 yr-1)/3 =y,
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e como Yy > 0, entdao yrr1 > 0, como queriamos. Portanto a sequéncia é mondétona nao
crescente e limitada inferiormente por zero. Portanto converge. Seja y seu limite. Entao

y = lim ey = lim (1 +,)/3=(14y)/3.
Logo y = 1/2.

EXEMPLO 3.25. Seja y1 = 1, € ypy1 = (2y, + 3)/4. Note que y, = 5/4 > ;. Para
mostrar que y,11 > y, em geral, usamos inducao. Note que para n = 1 o resultado vale.
Assuma agora que valha também para n = k para algum k, i.e., yp11 > yr. Entao

1 1
Yk+2 = Z(ka—i—l +3) > 4_1(2‘% +3) = Yrs1.

Logo, por inducao, y,4+1 > y, para todo n € N, e (y,) é ndo decrescente. Para mostrar que
é limitada, note que |y;| < 2. Mais uma vez usamos indugao a fim de provar que em geral
lyn| < 2. Assuma que |y;| < 2. Logo,

1 1 7
[Yiei] = 17 @y +3)] < 2 Clyen| +3) < 7 <2.

Por indugao, segue-se que |y,| < 2 para todo n € N. Como (y,) é monétona e limitada,
entdo é convergente. Seja y = lim,, . (y,). Entao

y = lim (y) = lim (29, +3)/4) = (2 +3)/4).

n—oo

resolvendo a equacao algébrica acima, temos y = 3/2.

EXEMPLO 3.26. Assuma 0 < a < b, e defina ag = a e by = b. Seja

1
Ap4+1 = anbna bn+1 = §(an + bn)a

para n € N. Entao (a,) e (b,) convergem para o mesmo limite.
Vamos mostrar por inducao que

(331) Aiy1 > G5y, a; < bi, bi+1 < bl para 1= O, 1, e

Para i = 0 temos a9 = a < b = by. Logo, usando que y > z implica em /y > /z, e
que ag e by sdo positivos, temos a; = v/agby > ag. Além disso, by = (ag + by)/2 < by pois
ag < by. Portanto (3.3.1) vale para i = 0. Assuma que valha também para i = n. Entao
i1 = Vapb, > a,. Além disso, b,11 = (a, +b,)/2 < b, € b1 = (a, +0,)/2 > a,
pois a, < b, por hipétese. Entdo a,i1 = Va,b, < \/bpi1b, < bpy1. Logo (3.3.1) vale
também para ¢ = n + 1. Portanto temos que (a,) é monétona nao decrescente e limitada
superiormente, enquanto (b,) é mondtona nao crescente e limitada superiormente. Ambas
entao convergem e sejam A e B seus limites. Neste caso teremos

A= VAB, B:%M+B)

e portanto A = B.
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3.4. Subsequéncias e Teorema de Bolzano—Weierstrass

Seja (z,) sequéncia em R e ny < ny < m3 < -+ < ng < ... sequéncia de nimeros
naturais. Entao dizemos que (x,, ) é uma subsequéncia de (x,,).

ExeEmMpPLO 3.27. Se (z,,) = (1,1/2,1/3,1/4,...), entao (1,1/2,1/4,1/8,...) e (x2n) sdo
subsequéncias de (x,).

Um primeiro resultado relacionado com subsequéncias nos diz que se uma sequéncia
converge para um determinado limite, entao todas as subsequéncias convergem e tém o
mesmo limite.

LEMA 3.4.1. Se uma sequéncia (z,) converge para x, entao todas as subsequéncias de
(x,) s@o convergentes e tém o mesmo imite z.

DEMONSTRACAO. Seja (z,) subsequéncia convergente, e seja x = lim, . (z,). Dado
e > 0, seja IV tal que

(3.4.1) |z — x,| <€ paratodon > N.

Seja (z,,) subsequéncia de (x,) e seja Ny € {ni,ng,ns,...} tal que N > N. Entéo, se
ng > Ni, temos por (3.4.1) que
|z — x| <,

pois N, > N. Logo (z,,) converge para . O

ExEmMPLO 3.28. ((—1)”) diverge pois se convergisse para algum x € R, suas sub-
sequéncias convirgiriam este mesmo valor. Mas
lim ((—1)*") =1, lim ((—1)*"*!) = —1.
EXEMPLO 3.29. (a™) é nao crescente e limitada para 0 < a < 1. Logo é convergente.
Seja | = lim,, . (a"). Entao
| = lim (¢*) = lim (a") lim (a”) = [*.

Logo !l =0o0ul = 1. Como a sequéncia é nao crescente e limitada superiormente por a < 1,
entdo [ = 1 nao pode ser limite. Logo lim,_.(a") = 0.

LEMA 3.4.2 (Critério de divergéncia). Seja (z,,) sequéncia em R. As afirmativas abaixo
sao equivalentes:
(1) (x,) nao converge para x € R.
(2) Existe e > 0 tal que para todo N € N, existe ny € N, com ny > N e |z —z,,| > €.
(3) Existe € > 0 e uma subsequéncia (z,, ) de (x,,) tal que |z —z,,| > € para todo k € N.

DEMONSTRACAO. (1) = (2): Se (z,,) ndo converge para x entao existe € > 0 tal que é é
impossivel achar N € N tal que |z — z,,| < € para todo n > N. Logo, para todo N, existe
ni > N tal que |z — z,, | > €.

(2) = (3): Seja € como em (2). Para todo k € N, seja n, > k tal que |z — z,,| > €.
Portanto s subsequéncia (z,, ) satisfaz a propiedade em (3).

(3) = (1): Se (x,,) convergisse para x teriamos (z,, ) convergindo para z, o que contraria
a hipétese inicial. Logo (z,) ndo converge para x. 0
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No exemplo abaixo temos uma aplicagao imediata do Lema 3.4.2.

ExXEMPLO 3.30. Seja (z,,) sequéncia em R tal que toda subsequéncia de (x,,) contém uma
subsequéncia convergente para x. Entao (z,) converge para z.

Por contradigao suponha que (z,,) ndo convirja para z. Portanto existe uma subsequéncia
(xn,) e € >0 tal que

(3.4.2) |z — x,,| > € paratodo k € N.

Mas entao, por hipétese, (z,,) tem uma subsequéncia convergindo para x, uma contradigao
com (3.4.2).

Finalmente mostramos um importante resultado que nos garante convergencia de alguma
subsequéncia mesmo quando a sequéncia original nao converge. E o andlogo para sequéncias
do Teorema de Bolzano—Weierstrass 2.2.4.

TEOREMA 3.4.3. [Bolzano—Weierstrass para sequéncias] Toda sequéncia limitada de nu-
meros reais tem pelo menos uma subsequéncia convergente.

DEMONSTRAGAO. Seja (x,,) sequéncia em R e s = {z,, : n € N}. Entao S ¢é finito ou nao.
Se S for finito, entao existe pelo menos um elemento s € Stal que s = z,,, = T, = Tpy = . . ..
para algum ny, no, ns, ...em N. Neste caso, a subsequéncia constante (z,,) é convergente.

Se S for infinito, e como este conjunto é limitado por hipdtese, entao o teorema de
Bolzano-Weierstrass 2.2.4 garante a existéncia de pelo menos um ponto z de acumulacao de
S. Seja Uy = (x — 1/k, 2+ 1/k). Como x é ponto de acumulagao, entao para todo k existe
pelo menos um ponto em SNUy, i.e., existe ng, € N tal que z,, € SNUj. Entao, dado € > 0,
para 1/k < e temos

1 1 _
|x—xnk|<E<z<e para todo k > k.
Logo, a subsequéncia (z,, ) é convergente. O

EXEMPLO 3.31. Suponha que (z,,) ¢ uma sequéncia limitada de ntimeros reais distintos,
e que o conjunto {x, : n € N} tem exatamente um ponto de acumulagdo. Entao (z,) é
convergente. De fato, seja x o ponto de acumulacao da sequéncia. Por absurdo, assuma que
(x,) nao converge para z. Entao existe € > 0 e uma subsequencia (z,,) tal que

|z, — x| > € paratodo k € N.

Mas entao o conjunto {z,, : k € N} ¢ infinito pois os z,, sao distintos e portanto pelo
Teorema de Bolzano—Weierstrass ele tem pelo menos um ponto de acumulacao, que é diferente
de x, uma contradi¢ao com x ser o inico ponto de acumulagao de {z,, : n € N}.

3.5. Sequéncias de Cauchy

Um conceito importante tratando-se de sequéncias é o de sequéncias de Cauchy. Formal-
mente, dizemos que uma sequéncia (x,) é de Cauchy se para todo € > 0 existe N € N tal
que

|z — x| < € para todo m,n > N.
Usando os lemas a seguir, mostraremos que uma sequéncia é convergente se e somente se é
de Cauchy.
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LEMA 3.5.1. Toda sequéncia convergente é de Cauchy.

DEMONSTRACAO. Seja (z,,) sequéncia convergente, e x o seu limite. Entao, dado € > 0,
existe N € N tal que |z — x,| < €¢/2 para todo n > N. Portanto,
| T — 0| < | — x| + |z — 24| <€ sem,n>N.
Logo (z,) é de Cauchy. O
LEMA 3.5.2. Toda sequéncia de Cauchy é limitada.

DEMONSTRACAO. Seja (x,) sequéncia de Cauchy. Entao, considerando ¢ = 1, temos que
existe N € N tal que |zy — z,,| < 1 para todo n > N. Logo, paran > N temos

| T < |2 — Xn| + | XN| <14+ |Xp].

Definindo C' = max{|z1], ..., |xy_1],1+|Xn]|}, temos imediatamente que |z;| < C para todo
1 € N. Portanto a sequéncia ¢ limitada. ([l

Finalmente podemos enunciar a equivalencia entre convergéncia e o critério de Cauchy.

TEOREMA 3.5.3 (Critério de convergéncia de Cauchy). Uma sequéncia é convergente se
e somente se é de Cauchy.

DemoNSTRACAO. J& vimos no Lema 3.5.1 que se uma sequéncia é convergente, ela é de
Cauchy.

Assuma agora que (z,) é sequéncia de Cauchy. Pelo Lema 3.5.2, a sequéncia é limitada,
e pelo Teorema de Bozano—Weierstrass 3.4.3, existe uma subsequéncia (z,,) convergente.
Seja & = limy, oo(®p, ). Quero mostrar que = = lim,_,«(z,). Seja € > 0. Como (x,) é de
Cauchy, temos que existe N € N tal que

(3.5.1) |2 — 25| < % para todo m,n > N.
Como (x,, ) é convergente, entao existe k € {ny,nq,...} tal que k > N, e
€
|r — x| < 7

Como k > N temos também de 3.5.1 que |z,, — x| < ¢/2 para todo n > N. Finalmente,
para todo n > N temos

|z — x| < |z — k| + |2 — 20| <€
Concluimos que (x,) converge. O

ExEMPLO 3.32. Considere 1 = 1, xo = 2 e x,, = (Tp_1 + Tp_2)/2 para n > 3. Entao
mostraremos que (x,) converge pois é de Cauchy. Mostramos primeiro que

(3.5.2) |Tn — Tpya| = in_ s paran € N.
Note que (3.5.2) é valido para n = 1. Supondo também valida para n = k, i.e., que
1
(353) |I’k — Ik+1| = ﬁ,
temos
1 1
Tkt — Tpra| = [Tpg1 — 5(1’“1 + )| = |§($k+1 — )| = 9k _ 1’
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onde usamos (3.5.3) na tultima igualdade. Concluimos por indugao que (3.5.2) é vélida.
Tendo (3.5.2) demonstrado, basta agora, dado €, tomar N tal que 2¥~2¢ > 1. Neste caso,
sen >m > N, tem-se

(354) ’xn - xm' S |xn - xn71| + |$n71 - xan‘ + ‘xan - xn73| + o+ ’merl - xm‘

1 1 1 1 1 1 1 1
= 5 + 3 + ond 4+t TSl —— + T + — T |
1 1—-1/2mm™ < 1 _

= €

gm—1 1— % = om—2 )

n

EXEMPLO 3.33. Em geral, se (x,) é tal que |z,41 — @,| < ¢y, onde S, = Y7 ¢ é
convergente, entao (x,) é convergente. De fato, mostramos abaixo que a sequéncia é de
Cauchy, e portanto converge. Note que para n > m, temos

(3.5.5)
|$n_xm| é ’xn_xn—1|+|xn—l_$n—2|+' : '+‘xm+l_$m’ S Cn—1+cn—2+' : '+Cm = n—l_Sm—l'

Como S,, converge, entao é de Cauchy. Logo dado € > 0, existe N* € N tal que n > m > N*
implica que |S,—1 — S;—1| < e. Logo, por (3.5.5) temos que n > m > N* implica que
|z, — @ < € e (x,) é de Cauchy.

3.6. Sequéncias Contrateis

Dizemos que uma sequéncia é contrdtil se existem niimero real A < 1 e um inteiro N > 0
tais que
‘37n+N+2 - l’n+N+1‘ < )\‘xn+N+1 - $N+n‘
para todo n € N.
TEOREMA 3.6.1. Toda sequéncia contrdtil € convergente

Seja (z,) sequéncia contratil com constante A < 1. Sem perda de generalidade, assumi-
mos nesta demonstracao que N = 0, isto é

[Znte — Toga| < A|Tngr — 2
para todo n € N. Entao,
|Zns2 — Togt] < MEpgp1 — 20| < N2y — 2oy < - -0 < N ag — 14,
Logo, para n > m temos
|2 — T| <@y — Tpa| + |20t — Too| + - + |Timg1 — T
el O Y . L 1 Fo e E Kt O e S e SRR A B 1

n—m m—1
= )\m_l%"fg —l'1| S f\_ )\‘xg —$1|.
Logo, dado € > 0 se N € N ¢ tal que
)\N—l
1_)\|x2 — 1] <,

entdo |z, — x,,| < € para todo m > N, n > N. Portanto a sequéncia é de Cauchy e é
convergente
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EXEMPLO 3.34. Seja a sequéncia definida por

xo=a > 0, xn+1:1+i.
xn
Queremos mostrar que (x,,) é contratil, e portanto convergente.
Seja f : RT — Rdadapor f(z) = 14+1/x. Entao a sequéncia é definida por x,, 1 = f(z,),
e temos portanto que z* = (1 4 /5)/2 é a tinica solucio em R* para a equacio z = f(x).
Usaremos mais tarde o fato de que z > z* implica em 2% > z + 1. Note ainda que f é tal
que

(3.6.1) >y = f(z) < f(y),

e que se z, y € R e ¢ < min{z,y}, entdo

(3.6.2) [f(x) = f(y)l =

1
x

1 _ -yl _ly—af
Y ry T

A fim de utilizar (3.6.2), mostraremos que (z,,) ¢ limitada inferiormente por algum nimero
maior que um.

Temos entao tres possibilidades: a = x*, a > x* ou a < z*. Quando a = x*, a série é
trivialmente convergente pois temos 1 = x5 = --- = x*. Assuma entao que g =a > z*. A
analise para a < z* é similar.

Entao z; = f(zo) < f(2*) = z*. Por indugao temos que za, » > x* e x9, 1 < x*. De
fato, como estas desigualdades sao verdadeiras para n = 1 e assumindo também corretas
para n = k temos xo, = f(wor_1) > f(x*) = 2" e xopy1 = flr) < f(x*) = 2, como
querfamos demonstrar.

Temos entao g = a, r1 = (a+1)/a, e

1 2a+1 a+a®

=14+ —= <
2 +a:1 a+1 a+1

:a:'qu)

onde usamos que a + 1 < a?. Da mesma forma, x3 = 1 + 1/z9 > 14 1/x¢ = x;. Portanto
temos que paran = 1 vale x9, < T9, 2 € To,11 > To,_1. Assumindo estas duas desigualdades
para n = k temos

Topyo = 14+ 1/xopy1 < 14 1/xop1 = oy, Topys = 1+ 1/@opy0 > 14+ 1/xop = Topt1,

como querfamos demonstrar.

Concluimos que (x9,_1) é sequéncia nao decrescente, e que |zy,| > z* > x; para todo
n € N. Portanto (x,,) é limitada inferiormente por x;.

Aplicando agora (3.6.2), temos

1
‘karl - xk‘ = ’f(il?k) - f(xk—l)‘ < P|$k - $k71|-
1

Como z; =1+ 1/a > 1, entao (x,) é contrétil e portanto converge.
Para achar o valor limite, basta resolver z = f(x), e temos que lim,, ., x, = z*.
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3.7. Caracterizagao de conjuntos fechados

Podemos usar a nocao de sequéncia para caracterizar conjuntos fechados, como o resul-
tado abaixo mostra.

TEOREMA 3.7.1. Seja f C R. As afirmativas abaixo sao equivalentes.

(1) F € fechado em R.
(2) Se (x,) € sequéncia convergente, com x,, € F' para todo n, entdo lim, . x, € F.

DemonsTtrAGAO. (1) == (2) (Por contradi¢ao) Assuma F fechado em R, e seja (x,)
sequéncia em F' com lim,, ., , = x. Suponha x ¢ F. Como C(F’) é aberto, existe vizinhanca
V de x tal que VN F = (). Logo, para todo n € N, temos x, ¢ V, uma contradigio com
lim,, .o , = x. Portanto z € F'.

(2) = (1) (Por contradi¢ao) Suponha que C(F') nao seja aberto. Entao existe x € C(F')
tal que para toda vizinhaca

V%(:c) =(x—1/n,x+1/n)

existe um ponto em z,, € Vi(xz) N F. Logo (z,) é uma sequéncia em F que converge para .

Por hipétese, temos que x € F, uma contradigao com = € C(F'). Portanto C(F') é aberto, e
F' é fechado. O

3.8. Exercicios
ExErcicio 3.1. Demonstrar o Teorema 3.1.3.

ExERrcicio 3.2. Seja (z,) tal que z,, # 0 para todon € N e

L = lim [

existe e L > 1. Mostre que para todo C' € R existe N* € N tal que
n>N" = |z, > C.






CAPITULO 4
Limites de funcoes

A fim de discutirmos a nocao de continuidade de funcoes, precisamos entender limites de
funcoes. Seja f: A — R, e seja ¢ ponto de acumulagao de A. Dizemos que L é o limite de
f em c se para toda vizinhanga V' de L existir vizinhanca U de c tal que

reUUA, z#c¢c = f(x)eW

Neste caso, escrevemos [ = lim, . f(z), e dizemos que f converge para L no ponto c.

Uma observacao a respeito da definicao acima é que ela sé faz sentido para pontos de
acumulagao do dominio. Note também que a nocao de limite em ¢ independe do valor que
f assume em c. Na verdade, f nao precisa nem estar definida neste ponto. Somente quando
discutirmos continuidade é que o valor em ¢ serd importante, mas isto fica para o proximo
capitulo.

4.1. Exemplos e Resultados Iniciais

Antes de comecarmos a calcular limites, é interessante também ver que as seguintes
definicoes sao equivalentes, e qualquer uma delas pode ser usada no estudo de limites.

LEMA 4.1.1 (Critérios equivalentes para limites). Seja f : A — R, e seja ¢ ponto de
acumulacao de A. Entao as afirmativas sao equivalentes:
(1) lim,_. f(z) = L.
(2) Para todo € > 0, existe § > 0 tal que

€A O<|r—c<d = |f(z)—L|<e

(3) Seja () sequéncia em A com x, # ¢ para todo n e lim, .o z, = c¢. Entao (f(z,))
converge e lim, . (f(z,)) = L.

DEMONSTRACAO. (1) = (2) Como (L—e, L+¢) é vizinhanca de L, entdo existe vizinhanga
U de C tal que para todo z € UU A, e x # ¢, tem-se f(z) € V. Portanto, tomando ¢ tal
que (z — 6,z +d) C U temos o resultado.

(2) = (3)Seja € > 0, e (x,) em A\{c} tal que lim,_, x,, = c. Por hipdtese existe ¢ tal
que

(4.1.1) reA 0<|zr—cl<d = |f(x)—L|<e

Seja N € N tal que |z, —c| < § se n > N. Entao, por (4.1.1) tem-se |f(z,) — L| < € e
conclui-se que a sequéncia ( f (atn)) converge para L.

(3) = (1)(por contradi¢iao) Assuma que (3) valha, e que (1) seja falso. Logo existe
vizinhanga V' de L tal que para todo n € N existe z,, € (c—1/n,c+1/n)N A, com x, # ce
f(z,) ¢ V. Isto é uma contradicdo pois por (3) terfamos que ter lim, oo (f(z,)) = L. O

29



30 4. LIMITES DE FUNCOES

ExEMPLO 4.1. Seja f(x) = z. Entao lim,_.. f(z) = ¢. De fato, dado € > 0, tome 0 = ¢,
pois
O<|z—cl<éd = |f(x)—fle)|=|r—c|<d=¢e

EXEMPLO 4.2. Seja f : R — R definida por

_Jx, sexeQ
f(x)_{(), se r € R\Q

Entao f tem limite bem definido em ¢ = 0, mas nao nos demais pontos. Dado € > 0, seja
d =€ Se |z|] <0, entao |f(z)|=0<|z|] <d=ccasox € R\Q, e |f(x)] = |z|] < d =€ caso
x € Q. Logo |r — 0| < ¢ implica em |f(x) — f(0)] = |f(x)| < e. Portanto f tem limite no
Zero.

Nos demais pontos tal limite nao existe pela densidade dos racionais nos irracionais e
vice-versa. De fato, dado = € R, existe (z,) sequéncia em R\Q e (y,) sequéncia em Q,
ambas convergentes para x com x, # x e y, # x para todo n € N. Mas lim,,_, f(z,) =0e
lim,, oo f(yn) = lim,, oo (yn) = & # 0. Portanto f nao tem limite para x # 0.

EXEMPLO 4.3. Ache lim, .o f(z) de f: Rt — R dada por
xsin% sex € QNRT,
fz) = +
0 se z € RT\Q.

Primeiro note para x € R* que se x € Q, entao |f(x)| < |z| pois |sinl/x| < 1. Se z ¢ Q,
entdo |f(z)] = 0 < |z|. Em ambos os casos temos |f(x)| < |z|. Entado, dado € > 0, seja
d =e. Entao se z € RT e

O<|z|<d=€¢ = |f(zx)—0] <|z| <e.
Logo f tem limite no zero e o limite é zero, i.e., lim, .o f(z) =0

LEMA 4.1.2 (Unicidade do limite). Seja f: A — R, e seja ¢ ponto de acumulagao de A.
Entao f pode ter, no maximo, um limite em c.

DEMONSTRACAO. Sejam L e Ly dois limites de f em c. Portanto, dado € > 0 existem d;
e 0, tais que

reA 0<|z—cl<d = |f(zx)— L] <

reA 0<|z—cl<d = |f(z)— Lo <

(NN INe N NON e}

Tome § = min{d;, dy}. Entdo tomando-se 0 < |z — ¢| < ¢ implica em
Ly = Lo| < Ly — f(2)| + [f(2) — Lof <e.
Como € é arbitrario, temos Lq = Ls. O
EXEMPLO 4.4. Seja
1 se x > 0,
sgn(x) =<0  sex=0,
—1 sexz <0.
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Tomando-se as sequéncias (—1/n) e (1/n), ambas convergindo para ¢ = 0 mas nunca
atingindo este valor, tem-se (f(—1/n)) = —1 e (f(1/n)) = 1. Entao esta fun¢do ndo
tem limite em ¢ = 0, pois se o limite existe, este tem que ser unico.

Assim como no caso de sequéncias, podemos definir operacoes com fungoes, como soma,
subtragao, etc. Se f: A —-Reg: A — R, entao definimos (f+g) : A — Rpor (f+g)(z) =
f(z) + g(z). De forma andloga definimos (f — g)(z) = f(z) — g(z) e (fg)(z) = f(z)g(x).
Se g é tal que g(z) # 0 para todo x € A, definimos também (f/g)(z) = f(z)/g(x). Valem
entao resultados como o limite da soma é a soma do limite, etc.

LEMA 4.1.3. Sejam f: A — Reg: A — R, e seja ¢ ponto de acumulagao de A.

Suponha que existam os limites lim,_. f(z) e lim,_. g(x). Entao

(1) limg—.(f + g)(z) = lim, . f(z) + lim,_. g(z)

(2) limg—.(f — g)(z) = lim,_. f(z) — lim,_. g(z)

(3) lim,—.(fg)(x) = lim,—. f(z) lim,_. g(z)

(4) lim,_..(f/g)(x) = lim,_. f(x)/lim,_.g(z), se g for tal que g(z) # 0 para todo

x €A, elim,_.g(x)#0.

Os resultados acima podem ser estendidos para um nimero finito de operagoes.

DEMONSTRACAO. Demonstraremos apenas (1). As demais demonstrages sao similares.

Seja (z,) sequéncia em A com z, # c¢ para todo n € N e lim, .z, = ¢. Entao
(f+9)(xn) = f(z,)+ g(x,) converge pois é soma de sequéncias convergentes e lim,_. ((f +
9)(x)) = limy—oo (f (@) + limy—oo (g(25)) - O

EXEMPLO 4.5. Seja n € N. Entao lim, .. 2" = (lim,_.z)" = ¢".
EXEMPLO 4.6. Se ¢ > 0, entdo lim,_.1/z = 1/(lim,_.z) = 1/c.

Uma outra propriedade de fungoes que tém limite em um ponto é a de limitacao local,
i.e., a funcao é limitada numa vizinhanca do ponto. Observe que uma funcao localmente
limitada nao necessariamente é globalmente limitada, como veremos mais a seguir.

DEFINICAO 4.1.4. Seja f: A — R e ¢ ponto de acumulagcao de A ou ¢ € A. Dizemos
que f € limitada numa vizinhanca de ¢ se existem vizinhanca V de ¢ e constante M tais que

reVNA = |f(z)| < M.
Dizemos também que f € localmente limitada em c.

Para mostrar que se f : A — R tem limite num ponto de acumulacao ¢ de A entao f é
localmente limitada em ¢, basta primeiro tomar € = 1. Dado L = lim,_. f(z), existe 6 > 0
tal que

reA O<|z—¢c<é= |f(x)—L| <1
Neste caso, temos |f(z)| < |f(x) = L|+|L| <1+ L. Sec ¢ Adefina M =1+|L|. Sec¢ A
defina M = max{|f(c)|,1+ |L|}. Em qualquer dos casos temos que

r€eA Jr—c<d = |f(zx)]<M.

Da discuss@o acima concluimos imediatamente que f(z) = 1/x é localmente limitada em
todo ponto ¢ # 0. Além disso concluimos que f nao tem limite em ¢ = 0 pois nao é limitada
localmente em torno deste ponto.
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Alguns resultados que valem para sequéncias podem ser estendidos para limites de
fungoes. Por exemplo, do Lema 3.1.11 tiramos o seguinte resultado. Sua demonstragao
um simples exercicio.

LEMA 4.1.5 (limite de sanduiches). Sejam f, g e h fung¢oes de A em R, e seja ¢ ponto de
acumulacao de A. Suponha que para todo z € A com z # ¢ tivermos f(z) < g(x) < h(z), e
que lim,_.. f(z) = lim,_. h(x) = L. Entao lim,_.g(x) = L.

LEMA 4.1.6. Seja ACRe f: A— R, esejac ponto de acumulacao de A. Suponha que

para todo x € A com x # c tivermos a < g(x) < b, e que existe o limite de f em c. Entao
a <lim,_. f(z) <b.

4.2. Limites laterais, infinitos e no infinito

Assim como na secao anterior, assumimos que A C Re f: A — R. Seja agora ¢ ponto
de acumulac¢ao de A N (¢, +00). Dizemos que L é limite & direita de f em ¢ se para todo
€ > 0 existe § > 0 tal que

r€A O<zr—c<d = |f(x)—L|<e
Neste caso escrevemos que lim, .+ f(z) = L.
Definigao similar vale para limite & esquerda (e escrevemos lim,_ . f(x) = L).
E possivel mostrar que se ¢ ponto de acumulagao tanto de A N (¢, +00) como de A N
(—o0, ¢), entao
(4.2.1) lim f(z) = L <— lim+ f(z) = lim f(z)=L.

Tr—cC T—C Tr—c—

EXEMPLO 4.7. Seja f(x) = sgn(x), como no exemplo 4.4. Como lim, o+ f(z) = 1 ¢
lim, .o- f(z) = —1, entdo nao existe limite de f no zero.

Outra definicao importante é a de limite infinito. Dizemos que f tende a 400 em c se
para todo «a € R existe § > 0 tal que

reA O0<|z—¢c<éd = f(z)>a

Escrevemos entao que lim,_,. = +oc.

Definicao similar vale para f tende a —oo em c.

EXEMPLO 4.8. lim, .o 1/2? = +00. De fato, dado o > 0, tomando ¢ = 1/y/a temos
1 1
0<[z]<d = <P ==- = S >a
« x
EXEMPLO 4.9. Seja g : R\{0} — R. Entdo ¢g nao tende a —oo0 ou a +00 no zero pois
g(x) <0sex <0eg(xr)>0sexz>0.

Finalmente definimos limites “no infinito”. Sejaa € Re f: (a,+00) — R. Dizemos que
L € R é limite de f quando z — 400 se para todo € existe k > a tal que

x>k = |f(z)—L| <e
Analogamente podemos definir limite de f quando x — —o0.
ExeEmMpLO 4.10. lim, o 1/ =lim, ., 1/2 = 0.

EXEMPLO 4.11. Nem sempre existe limite “no infinito. Tome por exemplo sin(z).
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4.3. Exercicios
EXERcicIO 4.1. Demonstre o Lema 4.1.5.
EXERCICIO 4.2. Demonstre o Lema 4.1.6.

ExXERcic1O 4.3. Demonstre a equivaléncia 4.2.1.
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CAPITULO 5

Continuidade e Fungoes Continuas

A partir das defini¢cées de limites de fungoes do capitulo anterior, fica mais facil definir
continuidade e estudar suas propriedades.

5.1. Introducao e exemplos

Seja ACRe f: A— R. Sejacée A Dizemos que f é continua em c se para toda
vizinhanga V' de f(c) existir vizinhanca U de de ¢ tal que

reANU = f(x)eV.

Finalmente, dizemos que f é continua em B C A se f for continua em todos os pontos de

B.

OBSERVACAO. Se ¢ for ponto de acumulacao de A, entao

f é continua em ¢ <= f(c) = lim f(x).

Se ¢ nao é ponto de acumulagao de A, entao existe vizinhanga U de ¢ tal que ANU = {c}.
Logo para todo vizinhanga V' de f(c), temos que

reANU = z=c = f(x)=f(c)eV

Logo f é necessariamente continua em c. Isto é, toda funcao é sempre continua em pontos
que nao sao de acumulacgao.

OBSERVACAO. Note algumas diferencas na definicao de limite de funcao e continuidade
num ponto c. Para definir limite, a funcao nao precisava nem estar definida em ¢, e se
estivesse, o valor assumido nao tinha importancia. Mas fazia parte da definicao que ¢ fosse
ponto de acumulagao do dominio da funcao. Na definicao de limite, a fungao tem que estar
definida em ¢, mas este ponto nao necessariamente é de acumulacao.

LEMA 5.1.1. Seja A C Re f :— R. Seja ¢ € A. Entao as afirmativas abaixo sao
equivalentes.

(1) f é continua em c.
(2) Para todo € > 0 existe 0 > 0 tal que
r€A |Jr—c<déd = |f(x)— flc)] <e
(3) Se (z,) é tal que x,, € A para todon € N e lim,, ., x,, = ¢, entdo lim,, ., f(x,) =

f(c).

Outro resultado 1til é o seguinte critério de descontinuidade: assumindo as hipéteses do
Lema 5.1.1, temos que f nao é continua em ¢ se e somente se existe sequéncia (z,) em A
convergindo para ¢ mas (f(z,)) nao convergindo para f(c).

35
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EXEMPLO 5.1. g(x) = x é continua em R. De fato, para todo ¢ € R, temos lim,_.. g(z) =
c=g(c).

EXEMPLO 5.2. A funcdo sgn(x) (ver exemplo 4.4) nao é continua no zero, ja que nao
existe lim, o sgn(x).

ExEMPLO 5.3. Seja f: R — R dada por

1 sexeQ,
-

0 caso contrario,

é descontinua para todo x € R. Para mostrar isto, assuma = € Q, e uma sequéncia (z,) em
R\Q convergindo para z. Neste caso, lim,_..(f(2,)) =0# 1 = f(z). Da mesma forma, se
z ¢ Q, tomamos uma sequéncia (z,) em Q convergindo para x, e temos lim, ... (f(z,)) =

1#0= f(z).

As vezes, é possivel estender uma funcao de forma continua. Seja ACRe f: A —R e
c ¢ A ponto de acumulagao de A. Se existir lim,_.. f(x), entdo definimos f(c¢) como sendo
este limite, e f sera continua em c.

EXEMPLO 5.4. Considere a fungao similar ao problema 4.2, mas desta vez definida apenas
para reais positivos:

x, sex € RTNQ,
0, sex € RT\Q.

Entao lim, o f(z) = 0 e podemos estender f continuamente no zero definindo

f(z), sexeRT
0, se x = 0.

f: R" =R, f(:U):{

g: RTU{0} - R, g(x):{

Entao temos ¢ continua no zero (e somente no zero).

EXEMPLO 5.5. E claro que nem sempre tal extensao continua é possivel. Por exemplo no
caso de f: Rt — R dada por f(z) = 1/x, nao se pode definir f(0) tal que f : RTU{0} — R
seja continua.

5.1.1. Composicao de funcoes. Em geral, se f e g sao continuas, entao f + g, f — g,
fg também o sdo. Da mesma forma, se h(z) # 0 para todo x do dominio, entdao f/h é
continua. O préximo resultado garante que a composi¢ao de fungoes continuas também é
continua.

TEOREMA 5.1.2. Sejam A, BCR,ef: A— B eg: B— R. Assuma f continua em
c € A e g continua em f(c) € B. Enao a composi¢ao go f: A — R € continua em c.

DemonsTRACAO. Seja b = f(c) e W vizinhanca de g(b). Como ¢ é continua em b, entao
existe vizinhanca V' de b tal que

yeVNB = g(y) e W.
Como f é continua em ¢, entao existe vizzinhanca U de c tal que
reUNA = f(x)eV.
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Logo
relUNA = f(x) eV = g(f(z)) e W.
Portanto g o f é continua em c. 0

EXEMPLO 5.6. A funcdo g(z) = |z| é continua em R. Realmente, como
l9(x) = g(y)| = [lz] = lyl| < |z —yl,
se (z,) converge para = entao
9(zn) = 9(2)| < |20 — 2| = lim (g(za)) = g(2).
Portanto, se f : A — R é continua em ¢ € A, entao h(xz) = |f(x)| também o &, pois
h = go f é composicao de fungoes continuas.
5.2. Fungoes Continuas em Conjuntos Compactos

Um resultado com varias aplicagoes vem a seguir e garante que a compacidade é uma
propriedade preservada por fungoes continuas.

TEOREMA 5.2.1 (Preservacao de compacidade). Se k C R € compacto, e f: K — R ¢
continua, entao f(K) é compacto.

DEemMONSTRACAO. Seja G = {G,} colegao de abertos em R tal que f(K) C U,G,. Logo
K C U,f ' (G,). Por f ser continua, para todo « existe H, aberto em R tal que f~'(G,) =
H, N K. Portanto {H,} é uma cobertura aberta de K. Como K é compacto, entao existe
{H,,...,H,,} cobertura finita. Logo,

K C U’Ln:lHOli = ?leOéi NK = Uznzlf_l(GOéi)a

e entao f(K) C UL, fY(G,,). Portanto, achamos uma subcobertura finita para f(K), e
concluimos que f(K') é compacto. O

Uma aplicacao imediata do resultado acima é a existéncia de maximos e minimos de
fungoes continuas definidas em compactos. Em particular, estas fungoes sao limitadas.

DEFINIGAO 5.2.2. Dizemos que f : A — R € limitada em A se existe M € R tal que
|f(z)| < M para todo x € A.

EXEMPLO 5.7. sinz é limitada em R pois |sinz| < 1 para todo x € R.

EXEMPLO 5.8. 1/x nao é limitada em R*. Entretanto 1/x é limitada em (1/2, 4+00) pois
|1/2| < 2 para todo z neste intervalo.

O Teorema 5.2.1 garante que imagens de compactos sao conjuntos compactos, portanto
pelo Teorema de Heine—Borel 2.4.3 fechados e limitados. O resultado abaixo é consequéncia
imediata deste fato.

TEOREMA 5.2.3. Seja K C R compacto, e f : A — R continua em K. Entao f é
limitada em K.

Uma demonstracao alternativa do Teorema 5.2.3 que dispensa o uso de nogoes de com-
pacidade vem a seguir.
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DEmMONSTRACAO. (alternativa do Teorema 5.2.3; por contradi¢do) Assuma K fechado e
limitado e f néo limitada. Entao para todo n € N existe x,, € A tal que f(z,) > n. Como A
é fechado e limitado, entao, pelo Teorema de Bolzano—Weierstrass, (z,,) possui subsequéncia
(xn,) convergente. Seja x = lim,,, o T,,. Como A é fechado, entdo z € A. Mas como f é
continua, entao f tem limite em x, e portanto é localmente limitada, uma contradicao com
a construcao de (x,). O

Outra nogao importante é o de maximos e minimos. Dizemos que f: A — R tem valor
méaximo em A se existe * € A tal que f(z*) é cota superior de f(A). De forma andloga
dizemos que f tem valor minimo em A se existe z, € A tal que f(x,) é cota inferior de f(A).
Chamamos z* de ponto de valor maximo e x, de ponto de valor minimo.

OBSERVAGAO. Se uma fungao f como acima definida assume seus valores maximo e
minimo em A, entao f é limitada em A.

ExEMPLO 5.9. f: (—=1,1) — R dada por f(z) = 1/(1 — 2?) nao é limitada em (—1,1),
mas ¢ limitada em [—1/2,1/2] por exemplo.

EXEMPLO 5.10. f(z) = « é continua e limitada em (—1, 1), mas nao assume valor maximo
nem minimo em (—1,1). Entretanto f assume seus valores maximo e minimo em [—1, 1].

EXEMPLO 5.11. h(z) = 1/(1+2?) é limitada em R, assume seu valor maximo em z* = 0,
mas nao assume seu valor minimo. Isto porque inf h(R) = 0 # h(x) para todo = € R.

OBSERVACAO. Note que pontos de méximo e minimo nao sdo unicos em geral. Por
exemplo, f(z) = 2 tem —1 e 1 como seus dois pontos de méximo em [—1, 1]

O resultado a seguir mais uma vez é consequéncia do Teorema 5.2.1.

TEOREMA 5.2.4 (Pontos Extremos). Seja K C R conjunto fechado e limitado, e f :

K — R continua em K. Entdo f tem pelo menos um ponto de mdximo e um de minimo em
K.

DemonsTRACAO. Como K é compacto, entao o Teorema 5.2.1 garante que f(K) também
é compacto. Logo f(K) é limitado e portanto tem supremo, e f(K) é fechado, e portanto o
supremo pertence a f(K). Logo existe z* € K tal que f(z*) = sup f(K).

Mesmo tipo de argumanto assegura que existe ponto de minimo. 0

A seguinte demonstragao dispense o uso direto de compacidade.

DEmMONSTRACAO. (alternativa do Teorema 5.2.4) Demonstraremos somente que f assume
um valor maximo. O caso de valor minimo é analogo. Como A é fechado limitado, entao
f(A) é limitado. Seja s* = sup f(A). Seja z, tal que f(z,) > s* — 1/n. Mas pelo Teorema
de Bolzano—Weierstrass, A limitado implica em existéncia de uma subsequéncia (z,, ) con-
vergente. Seja x* o limite de tal subsequéncia. Como A é fechado, entao z* € A. Como f é
continua, entdo f(z*) = lim,, .o f(2,,). Finalmente, usamos que

1
§" — — < f(wy,) <57,
ng

e pelo Lema do sanduiche de sequéncias 3.1.11, temos que f(z*) = lim,, .o f(z,,) =s*. O
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Outro resultado de grande importancia é o Teorema do Valor Intermediario que garante
a preservacao de intervalos por funcoes continua.

TEOREMA 5.2.5 (Teorema do Valor Intermedidrio). Sejam a < b e f : [a,b] — R
continua. Se existe d € R tal que f(a) < d < f(b), entdo existe ¢ € (a,b) tal que f(c) =d.

DemMoONSTRACAO. Seja A = {z € [a,b] : f(z) < d}. Logo A é nado vazio pois a € A.
Definindo ¢ = sup A, seja =, € A tal que ¢ — 1/n < z,, < ¢. Entao (z,) converge para c e
por continuidade de f, temos f(c¢) = lim,,—, f(x,). Como f(z,) < d, entdo f(c) <d.

Assuma por um instante que f(c¢) < d. Mas f é continua, e entao para ¢ = d — f(c)
existe d > 0 tal quec+9d < be

r € (c,c+0) = f(z) < flc) +e=d.
Logo ¢+ d/2>cec+ /2 € A, uma contradi¢ao pois ¢ = sup A. Portanto f(c) = d. O

COROLARIO 5.2.6 (Teorema do ponto fixo em uma dimensao). Seja f : [0,1] — [0, 1]
continua. Entdo f tem um ponto fixo, i.e., existe z € [0, 1] tal que f(x) = =.

DEMONSTRACAO. seja d : [0,1] — R dada por d(z) = f(x) — z. Portanto d é continua.
Nosso objetivo é achar raiz para d em [0,1]. Se d(0) = 0 ou d(1) = 0, entao nada mais
hé a fazer. Suponha que nem 0 nem 1 sejam raizes de d. Logo d(0) = f(0) > 0 e d(1) =
f(1) =1 < 0 pois f(z) € [0,1]. Aplicando o Teorema do Valor Intermedidrio 5.2.5, temos
que existe x € (0,1) tal que d(x) = 0, como querfamos demonstrar. O

Concluimos esta parte com uma importante consequencia dos resultados anteriores.

TEOREMA 5.2.7. Seja I intervalo fechado limitado e f: I — R fun¢ao continua. Entao
f(I) € intervalo fechado limitdado.

5.3. Fungoes Uniformemente Continuas

Considere g(z) = 1/, para x € (0,1). Seja ¢ € (0,1). Entao
1 1 z—-c¢
9(0)—9@)—5—;— or
Para mostrarmos que g é continua em c. seja ¢ > 0. Sem perda de generalidade, podemos
assumir que € < 1, e portanto ec < 1. Seja § = c?¢/2. Entao
2

rT—cl <§ = c<x+5::)s+ﬁ<:zc+E = E<:z:.
’ | 2 2 2

Logo
|z — | ) e ce
—cl<d = - = S % o
|z — | lg(c) — g(z)] ox cx  2cx 2z

onde usamos que ¢/2 < z na ultima desigualdade. Mostramos entao, usando €s e ds que 1/z
¢é continua em todo ponto diferente de zero. O objetivo principal do calculo acima é ressaltar
que a escolha de § nao é uniforme em relagao ao ponto ¢, i.e., d depende de c.

Em outros casos, a escolha de ¢ independe do ponto em questao. Por exemplo, para
f(z) = x, dado € > 0, tomando ¢ = € temos

[z —cf <6 = |f(z) - fl)] <e

Dizemos que esta fungao é uniformemente continua.
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DEFINIGAO 5.3.1. Seja A € R e fA — R. Dizemos que f ¢ uniformemente continua
em A se para todo € > 0, existir § tal que

{z,c} CA, Jr—c<d = |f(z)-flo)] <e
LEMA 5.3.2. Seja A C Re f:— R. Entao as afirmativas abaixo sao equivalentes.
(1) f nao é uniformemente continua em A.
(2) Existe ¢ > 0 tal que para todo d > 0 existem pontos x € A e ¢ € A tais que
|z —¢| <0 mas |f(x) — f(c)| > e
(3) Existe € > 0 e duas sequencias (z,) e (y,) em A tais que lim,, .o (z, —y,) =0 e
|f(z) — f(yn)| > € para todo n € N.

O resultado acima pode ser usado por exemplo para mostrar que f(z) = 1/x nao é
uniformemente continua em RT. Considere as sequencias (1/n) e (1/(n + 1)). Entdo
limy, oo (1/n — 1/(n+1)) =0 mas f(1/n) — f(1/(n+ 1)) =1 para todo n € N.

O (supreendente?) resultado abaixo garante que todas as fungoes continuas em conjuntos
fechados limitados sao uniformemente continuas.

TEOREMA 5.3.3 (Continuidade Uniforme). Seja K C R conjunto compacto, e f : K — R
continua em K. Entao f € uniformemente continua em A.

DEMONSTRACAO. Seja € > 0. Entao, para todo z € K, existe §(z) > 0 tal que y € K
e ly — x| < §(z) entdo |f(y) — f(z)| < €/2. Seja a cobertura aberta de K gerada por
{(z — d(x),x + §(x)}rex. Como K é compacto, entao existe {z1,...,x,} tal que {(x; —
d(z;), x; + 0(x;) }; é uma subcobertura de K. Seja § = (1/2) min{d(z1),...,d(z,)}. Sejam
entdo =, y € K tais que |z — y| < . Entdo existe indice j € {1,...,n} tal que z €
(x; — 0(x;), z; + 6(xj), ie, v —x;] < d(z;) e |f(x) — f(xj)| < €/2. Da mesma forma,
ly — ;] < |y —x|+ |z —z;] <5+ 0(z;) < d(x;), e entao |f(y) — f(x;)| < €/2. Concluimos
entao que

[z —yl <0 = [f(z) = fy)| < [f (@) = Flz)] 4+ [f(25) = f)] <e

e portanto f é uniformemente continua. 0

DEMONSTRACAO. (alternativa do Teorema 5.3.3; por contradi¢ao) Suponha que f nao
seja uniformemente continua. Como K é compacto, entao é fechado e limitado. Entao, pelo
Lema 5.3.2, existe € > 0 e existem sequencias (z,) e (y,) em K tais que |z, — y,| < 1/n
e |f(xn) — f(yn)| > €. Como K é fechado, pelo Teorema de Bolzano—Weierstrass, existe
subsequencia (z,,) convergente. Seja z = lim,, .o(%y, ). Como K é fechado, entdo z € K.
Note que (y,,) também converge para z pois

(ynk - Z) = (ynk - xnk) + (Ink - Z)

Como f é continua em z, entdo f(z) = lim,, oo f(2n,), ¢ f(2) = lim,, oo f(Yn,), uma
contradigao com |f(x,) — f(y,)| > €. Logo f é uniformemente continua. O

5.4. Funcgoes de Lipschitz

Seja ACRe f: A— R. Dizemos que f é de Lipschitz se existe k € R tal que

|f(x) = f(y)| < klz -y
para todo x, y € A.
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TEOREMA 5.4.1. Se ACR e f: A— R, ef ¢éde Lipschitz, entao f ¢ uniformemente
continua em A

DemonsTrRACAO. Seja k € R tal que

|f(x) = f(y)| < klz =y
para todo x, y € A. Dado € > 0, seja = ¢/k. Entao se z, y € A e |z — y| < J, temos que

|f(z) = f(y)| < klz —y| <kd=e

o que mostra que f é uniformemente continua em A. O
Nem toda funcao uniformemente continua é de Lipschitz, como o exemplo abaixo mostra.

EXEMPLO 5.12. Seja g : [0,1] — R, tal que g(x) = y/z. Como [0,1] é compacto, e g
é continua, entdo g é uniformemente continua em [0, 1]. Entretanto note que se g fosse de
Lipschitz, nés teriamos a existéncia de k € R tal que

1
VvV = |g(x) — g(0)| < klz — 0] =kx = — <k para todo x > 0,

VT

um absurdo. Logo g nao é de Lipschitz apesar de ser uniformemente continua em seu dominio.

5.5. Exercicios

ExEeRrcicio 5.1. Determine os pontos de continuidade da fun¢ao [x], que retorna para
cada = € R o maior inteiro menor ou igual a x. Por exemplo, [2] = 2, [2.5] = 2, [-2.5] = —3.

EXERcicIO 5.2. Sejam f, g : R — R fungoes continuas. Mostre que o conjunto {z € R :
f(z) > g(x)} é aberto em R.

ExERcicio 5.3. Seja ACRe f: A— R funcao continua. Mostre entdo que para todo
V C R aberto em R existe U C R aberto em R tal que U N A = f~1(V).

EXERciCIO 5.4. Mostre usando argumentos de compacidade que se K é compacto e
S C K é infinito, entdo S possui pontos de acumulagao (nao necessariamente contidos em

S).

EXERcicIO 5.5. Para cada um dos conjuntos abaixo, ache se for possivel uma cobertura
aberta que nao contenha subcobertura finita.

(1) R.
(2) {1,1/2,1/3,....1/n,...}.
(3) {0,1,1/2,1/3,...,1/n,...}.

ExERrcicio 5.6. Dé exemplos de

(1) Um conjunto F' fechado em R e uma funcéo f: F — R continua tais que f(F’) ndo
seja compacto.

(2) Um conjunto A aberto em R e uma fungao f : R — R tais que f~'(A) nao seja
aberto em R.

(3) Um conjunto D C R, um conjunto A aberto em R e uma funcao continua f : D — R
tais que f~!(A) nao seja aberto em R.
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EXERcicIO 5.7. Mostre que o produto de duas funcoes uniformemente continuas e limi-
tadas é uniformemente continua. Dé um exemplo de duas func¢oes uniformemente continuas
tal que o produto nao seja uniformemente continuo. Prove que a fungao de seu exemplo nao
¢ uniformemente continua.

ExERrcicio 5.8. Seja A C Re f: A — R uniformemente continua. Mostre que se (z,,)
é sequéncia de Cauchy em A, entdao f(z,) é sequéncia de Cauchy em R.



CAPITULO 6
Diferenciacao

Neste capitulo vemos a nocao de diferenciabilidade e suas aplicagoes.

6.1. Definicoes e Exemplos

Seja f: I — R, onde I é um intervalo em R. Dizemos que f é diferencidvel em ¢ € I se
existe um nuimero real L onde dado € > 0 existe d > 0 tal que

f(x) = fle)

rel, 0<|z—c<i =
r—c

—L‘<e

Chamamos L de derivada de f em ¢, e escrevemos L = f(c).

Note que se f é diferenciavel em ¢, entao

z—c X —cC

Se f ¢é diferenciavel em todo ponto de I dizemos que f é diferenciavel em I. Neste caso note
que a derivada f’ é uma funcao de I em R.

EXEMPLO 6.1. Se f(x) = 27, entdo para ¢ € R tem-se

2 _ 2 _
f'(c) = lim L% _lim @tdlz=c) = lim(z + ¢) = 2c.

T—=c T —C T—cC T —cC T—cC

TEOREMA 6.1.1. Se f: I — R, onde I é um intervalo em R € diferencidvel em c € I,
entao f € continua em c.

DeMONSTRACAO. Seja L = f’(¢). Dado € > 0, existe 6 > 0 tal que

rel, 0<|z—c<i = L—e<‘w < L+e
Seja 6 = min{4, /(L + ¢€)}. Entdo
vel, 0<|r—c|<d = ]f(x)—f(c)]:‘w\x—c|§(L—|—6)5§e.
Logo f é continua em c. O

OBSERVACAO. Pelo teorema acima, diferenciabilidade implica em continuidade. O in-
verso entretanto nao ¢ verdade em geral. Seja por exemplo f : R — R onde f(z) = |z|.
Entao f é continua em R mas nao é diferenciavel em zero pois para z # 0 temos

fl@) = fO)| _Jzf )1  sex>0,
x—0 ] -1 sez<0.
Logo o limite quando z — 0 nao existe.

43
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6.2. Propriedades da Derivada
Seja f e g fungoes de I — R, onde I é um intervalo em R, ambas diferenciaveis em ¢ € I.
Entao
(1) (af)'(c) = af'(c), onde o € R. De fato, se x # ¢, entao
(af)(@) = (af)(e) _ flz) = flc)

Tr —cC r —cC

(2) (f +9)(c) = f'(c) +g'(c)
(3) Se p = fg, entdo se x # c,

plx) —ple) _ flx)g(x) = fle)g(e) _ flz)g(x) — fle)g(x) + f(e)g(x) — f(c)g(c)

(GRS (CRR L R Gl

Logo existe lim, ..(p(x) — p(c))/(z —¢) e

pe) = tin PO [TV g0 4 g (022 21)
= f'(c)g(e) + fle)g'(c).
(4) Se g(x) # 0 para todo x € I, entdo seja h(z) = f(x)/g(z). Logo se x # c,
W) —h(e) _ 58— 59 _ fl@)gle) — f(e)g(x)
T —c T —c (z = c)g(x)g(c)

c

_ f(@)g(c) = f()g(e) | f(d)g(c) = f

(z = c)g(x)g(c) (x—c

Logo existe lim,_..(h

/ : h($) — h(C) / 1 f(C) /
h'(c) = lim . f'(e) 70 2@ (c).

EXEMPLO 6.2. Pela regra acima temos que se f(x) = x™, para n € N, entao f é difer-

encidvel e f'(c) = nz" 1.

Observe que f : I — R é diferencidvel em ¢ € I com f'(c¢) = L se e somente se existir
uma funcao r tal que

r(h)

flx)=fle)+(x—c)L+r(x—c), com }llir%T 0.
De forma equivalente escrevemos h =x —c e
h
fle+h)= f(c)+hL+r(h) com ]llin%Lh) = 0.

TEOREMA 6.2.1 (Regra da Cadeia). Sejam I e J intervalos em R e g : I — R e
f:J—=R,onde f(J) CI. Se f é diferencidvel em ¢ € J e g € diferencidvel em f(c), ent
ao go f € diferencdvel em c e

(g0 f)(c) =g (fe)f(c).
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DemoNsSTRACAO. Seja d = f(c). Note que para h tal que c+h € Je k tal que d+k € I,
temos

flc+h)=f(e)+hf'(c)+r(h) com lim L:) =0.

h—0

g(d+k)=g(d) + kg'(d) + p(k) com }313(1)]% = 0.

Definindo k = f(c+ h) — f(c) = hf'(c) + r(h), temos

go fle+h)=g(flct+h)) =g(d+k)=g(d) +kg'(d) + p(k)
= g(d) + (hf'(c) + r(h))g'(d) + p(f(c + h) = f(c))
onde ¢(h) =r(h)g'(d) + p(f(c+ h) — f(c)). Finalmente,

i )y 7Oy PU () S ()

h—0 h h—0 h h—0 h
Se f(c+ h) = f(c) numa vizinhanca de ¢, entdo p(f(c+ h) — f(c)) = 0. Caso contrério,
i PU e+ h) = f(0) _ . p(fleth) = fle)) . fleth)—flo)
h—0 h ~ 0 fle+h)— f(c) h0 h

De qualquer forma concluimos que

g(d) + hf'(c)g'(d) +q(h)

=0.

lim
h—0

Pt = fe)
. |

EXEMPLO 6.3. Seja
r?sind, sex #0
x) = @’
/(@) {0, se x = 0.
Logo, para z # 0 temos f'(z) = 2zsinl/z — cos1/z. Em z = 0 usamos a defini¢ao:
— f(0
f1(0) = iﬂ% = glciir(l)xsing = 0.
Logo f é diferenciavel em R mas f’ nao é continua no zero.
TEOREMA 6.2.2 (Derivada da Fungao Inversa). Seja I C R intervalo, f : I — R continua

e invertivel com inversa g : J — R continua, e J = f(I). Se f € diferencidvel em ¢ € I,
entdo g € diferencdvel em d = f(c) se e somente se f'(c) # 0. Neste caso,

R B
9 =50 = Flatay

DemvonsTRACAO. Tendo que g é continua. Al'em disso, se y € J\{d}, entdao g(y) # c.
Logo, se f'(c) # 0,

i 99 —9(d) _ .
v—d Yy —d v—d f(g(y)) — f(c) y—d
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Logo g é diferenciavel em d e ¢'(d) = 1/ f'(c). Analogamente, se g é diferencidvel em d, entao
usando a regra da cadeia e que g(f(x)) = x, temos

g (f(e)f(ec) =1,
e entdao f'(c) # 0. O

EXEMPLO 6.4. Seja f: RT — R* dada por f(z) = 2", onde n € N. Entao f tem inversa
g: Rt = R*, eg(y) = ¢/y. Para y > 0 temos entdo

Note que g nao é diferenciavel no zero pois f/'(0) = 0.

6.3. Aplicacoes

Uma primeira e importante aplicacao diz respeito a pontos extremos locais. Dizemos que
uma funcaof : I — R, onde I C R é um intervalo, tem um mazimo local em c € I se existe
0 > 0 tal que

re€(c=6c+d)NI = f(x) < f(e).

Definicao analoga serve para minimo local. Chamamos um ponto de maximo ou minimo
local de ponto extremo local.
O resultado a seguir descreve condi¢ao necessaria para um ponto ser extremo local.

TEOREMA 6.3.1 (Ponto extremo interior). Seja f: I — R, onde I C R é um intervalo,
e c € I ponto extremo local. Se f é diferencidvel em c, entdo f'(c) = 0.

DemonsTRACAO. Sem perda de generalidade, assuma ¢ ponto de méximo local. Entao,
se f'(¢) > 0 temos
)< o) i @ 1O f@ =10
z—c T —C T —c
numa vizinhanga de ¢. Logo, para z > ¢ tem-se f(z) > f(c), contradicao pois ¢ é ponto de
méximo local. De forma semelhante ndo podemos ter f'(¢) < 0. Logo f'(¢) = 0. O

A seguir apresentamos um resultado com importantes por si e por suas consequéncias.

E o Teorema do Valor Médio, que vemos a seguir na sua versao mais simples, o Teorema de
Rolle.

TEOREMA 6.3.2 (Teorema de Rolle). Seja a < b € R e f : [a,b] — R continua e
diferencidvel em [a,b]. Assuma ainda que f(a) = f(b) = 0. Entao existe ¢ € (a,b) tal que

f'(c) = 0.

DEMONSTRACAO. Se f é identicamente nula em [a,b], entdao o resultado é verdadeiro.
Caso contrario, entao f assume algum valor positivo ou negativo em (a,b). Sem perda de
generalidade, suponha que f assuma algum valor positivo. Como [a, b] é compacto, entao f
atinge seu maximo em algum ¢ € (a,b). Mas pelo Teorema do Ponto extremo interior 6.3.1,
f'(¢) =0, como queriamos demonstrar. O
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TEOREMA 6.3.3 (Teorema do Valor Médio). Sejaa <beR e f: [a,b] — R continua e
diferencidvel em [a,b]. Entdo existe ¢ € (a,b) tal que

f(b) = fla) = f'(e)(b - a).

DEMONSTRACAO. Seja

- ﬁ(x —a).

Entao ¢(a) = ¢(b) = 0. Como f é diferenciavel em [a, b, entdo ¢ também o é no mesmo
intervalo. Logo, pelo Teorem de Rolle 6.3.2 existe ¢ € (a,b) tal que ¢'(¢) = 0. Portanto

Py = {0 S
U

Uma primeira aplicagao do Teorema do Valor Médio garante que se uma funcao definida
num intervalo tem derivada identicamente igual a zero, entao a fungao é constante.

LEMA 6.3.4. Assuma que f : [a,b] — R seja continua em [a, b], onde a < b, e diferencidvel
m (a,b). Se f'(x) =0 para todo xz, entdo f é constante em [a, b].

DEMONSTRACAO. Seja a < x < b. Pelo Teorema do Valor Médio 6.3.3, existe ¢ € (a, )
tal que f(z)— f(a) = f'(¢)(x —a). Como f'(c) =0, temos f(z) = f(a). Como x é arbitrario,
temos f constante em (a,b). Mas continuidade temos f constqante em [a, b]. |

Observe que pelo resultado acima, se f, g sao funcoes diferencidveis que tem a mesma
derivada, entao f e g diferem por uma constante.

A aplicagao seguinte do Teorema do Valor Médio garante condigoes necessarias e sufi-
cientes para uma funcao ser crescente num intervalo.

LEMA 6.3.5. Seja I C R intervalo e f : [ — R diferenciavel em I. Entao
(1) f é crescente em I se e somente se f'(x) > 0 para todo = € I.
(2) f é decrescente em I se e somente se f'(z) < 0 para todo = € I.

DEMONSTRACAO. Assuma [ crescente.
(=) Paraz, cel,

r<couxr>c = MZO.
r—c
Portanto
f'(e) :limM > 0.

Tr—cC Tr — C
(= ) Assuma f'(z) > 0 para todo z € I. Sejam x; < x5 com x; < x5 € I. Usando o
teorema do valor médio 6.3.3, existe ¢ € (1, x9). O

OBSERVACAO. E possivel modificar a demonstracio acima e mostrar que f'(z) > 0

implica em [ estritamente crescente. Entretanto, mesmo fungoes que tem derivada nula em

alguns pontos podem ser estritamente crescentes, como por exemplo f(x) = 3.
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OBSERVAGAO. Nao é verdade que se f'(c) > 0 para algum ponto ¢ no dominio da f
implique em f crescente numa vizinhanca de ¢. Como exemplo considere

(2) T4 22%sin:  sex #0,
g\r) =
0 sex =0,
é diferencidvel em zero com ¢’'(0) = 1, mas nao é crescente e, nenhuma vizinhanga do zero.
Outra aplicacao do Teorema do Valor Médio segue no exemplo abaixo.

EXEMPLO 6.5. Seja f(z) = exp(x). Entao f'(x) = exp(z). Queremos mostrar que
(6.3.1) exp(z) > 1+ x para todox # 0.
Seja x > 0. Entao aplicando o Teorema do Valor Médio em [0, z] temos que existe ¢ € (0, )
tal que
exp(z) — exp(0) = exp(c)(z — 0).
Como ¢ > 0, entao exp(c) > exp(0) = 1. Logo
exp(z) > 1+ x.

Para z < 0, os argumentos sdo semelhantes e portanto a desigualdade (6.3.1) vale.

6.4. Teorema de Taylor e Aplicagoes

Uma ferramenta poderosa em analise com vérias consequéncias é o Teorema de Taylor,
que ¢é na verdade também uma aplicagao do Teorema do Valor Médio.

A expansao de Taylor aproxima localmente uma fungao que pode ser complicada por um
polinomio. Suponha que f: I — R onde I C R tenha n > 0 derivadas num ponto zy € I.
Defina

Po(x) = f(zo) + f'(20)(x — z) + f”<$0>@

onde usamos a notacaoque ¢g*)(c) indica a k-ésima deriva de g num ponto c.

(x — xo)"

o )
+ -+ f(20) TR

Note que com a defini¢do acima, temos f*)(zy) = p¥ (xo) para k =1,...,n. Chamamos
P, de polinémio de Taylor de ordem n para f em xg, e o resultado abaixo diz o quao boa é
a aproximacao de uma funcao por seu polinomio de Taylor.

TEOREMA 6.4.1. Sejan >0 el = |a,b], coma <b. Seja f: I — R n vezes diferencidvel
em I com f™ continua em I e tal f™Y) ezista em (a,b). Se my, x € I entdo emiste
€ € (xo,x) N (z,20) tal que

(x — x0)?
2

f(@) = f(wo) + f'(w0) (@ — 0) + [ (o) o ) (g )

n!

+ f(E)

(ZL‘ _ :L.O)n+1

(n+1)!

DemONSTRACAO. Sejam xg, x € I. Sem perda de generalidade, assuma x > xj. Defina
J = [xo, 2] e seja F': J — R dada por
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Logo
(z — )"

Ft) = - n!

FUER ()
Definindo G : J — R por

6l = Fio - (2= )MlF(xox

r — 2o
temos G(x¢) = G(x) = 0. Pelo Teorema de Rolle 6.3.2 existe & € (z, x) tal que
T — &

0=G(E) = F'(E) + (n+ D T
Portanto
1 (@—z)™ ., 1 (z—z)™ (z—€)

Cnd+l (x—&n n!

")
n+1

(= z0)

(n+1)
U
Uma primeira aplicagao refere-se a caracterizagao de extremos locais.

TEOREMA 6.4.2. Seja a < b € R el = [a,b]. Sejam xy € (a,b) e k > 2 nimero
inteiro. Supondo que f',... . f*) existam, que sejam continuas em I, e que f'(xq) = -+ =
fE D (20) = 0 mas f*)(x0) # 0, temos que

(1) Se k € par e f®)(zg) > 0, entdo f tem minimo local em .
(2) Se k € par e f¥)(x) <0, entdo f tem mdximo local em .
(3) Se k € impar, entdo xo nao é mdximo nem minimo local.

DemonsTRACAO. Pelo Teorema de Taylor, para x € I existe £ entre zg e x tal que

x — x0)> . x — 20) D
f(x) = f(zo) + f'(xo)(x — x0) + f"(:po)% 4ot f(k )(%)ﬁ
Y z0)" _ NGk
+/7(6) = f(wo) + f7(§)

k! k!
Assumindo agora que f*)(z4) > 0, como f* ¢é continua entdo existe § > 0 tal que f*)(x) > 0
para todo x € U = (29 — 6,20 + 9). Se x € U, entdo £ € U e entdo f&(x) > 0. Se n é par,
entao para x # xy temos

(x — x0)*

i > 0.

5 ©)
Logo
reU\{zo} = f(z)— f(z9) >0 = = é minimo local,

e portanto (1) esta demonstrado.

Para demonstrar (2) o argumento é semelhante.

Finalmente, se k é impar, entao (x —z)/k! é positivo para x > xy e negativo para r < x.
Logo f(z) > f(zo) ou f(z) < f(zo) dependendo do sinal de z — zy. Logo a proposicao (3) é
verdadeira. 0
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Uma segunda aplicacao diz respeito a funcgoes convexas. Seja I C R um intervalo.
Dizemos que f: I — R é convexa em [ se para todo t € [0,1] e x1, xo € I temos

F((L =)z +tas) < (L—1t)f(z1) + tf(22).

Graficamente, uma funcao é convexa se o grafico de f entre x; e x5 estd abaixo da reta que
wne os pontos (z1, £(z1)) © (72, £(22).

TEOREMA 6.4.3. Seja I intervalo aberto e f : I — R. Entao f é convexa se e somente
se f"(x) > 0 para todo x € I.

DEMONSTRACAO. ( <= )Assuma que f”(x) > 0 para todo z € . Sejam z; < z9 € [ ¢
0 <t < 1. Definindo g = (1 — t)x1 + txs, pelo Teorema de Taylor existe & € (r1,x¢) e
& € (o, x2) tais que

Flar) = Flao) + F'(ao)(ar — o) + 5 F(60) (1 — o),

Fle2) = Flaw) + ' (w) w2 = 20) + (&) — o)

Como f"(&) > 0e f"(&) > 0, entdo
(1 —1t)f(x1) +tf(22)

= f(mo) + [(1 — t)z1 + tzp — @) f'(20) +

(1-1)
2

(1_t> " 2 t " 2
5[ (€)1 = @0)” + S f1(&) (w2 — 20)

f7(&)(x1 — 0)* + %f”(fz)(@ —x9)% > f(wo).

= f(wo) +

Logo f é convexa.
(=) Sejam x1 < x < xy € I. Entdao x = (1 —t)xy +txg parat = (f(x2) — f(21))/ (22—
x1). Logo, se f é convexa,

fle) = fla) _ A=) f(x1) +1f(zo) = f(21) _ flz2) = f(21)
T — T - t(zy — 1) Ty — T1
flo) = fla)  flaz) = [(A =) f(x1) +1f(x)] _ flaa) = f21)
To—2T (1 —t)(xy — 1) To—T1
Portanto,
<o o LI S~ s) ) = )
< )= SOOI S Sw) S0 g

Logo f' é funcao crescente em I e entao f”(x) > 0 para todo = € I. O
g C
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6.5. Exercicios

ExEercicio 6.1. Assuma f: R — R diferencidvel em ¢ € R e f(c¢) = 0. Mostre entao
que g(z) = |f(z)] é diferencidvel em ¢ se e somente se f’'(c) = 0.

ExeRrcicio 6.2. Seja f: R — R dada por

flx) =) (& —c),
i=1
onde ¢; € Rparat=1,...,n, en € N. Ache um ponto de minimo relativo de f. Mostre
que é Unico.
ExEeRrcicio 6.3. Dé exemplo de uma fungao uniformemente continua em [0, 1] que seja

diferencidvel em (0, 1) mas cuja derivada nao seja limitada em (0,1). Mostre porque o seu
exemplo funciona.

ExERrcicio 6.4. Seja I C R um intervalo e f : I — R diferencidvel. Mostre que se [’ é
positiva em I, i.e., f'(z) > 0 para todo x € I, entdo f ¢ estritamente crescente.

ExErcicio 6.5. Mostre que se I C R é um intervalo e f : I — R diferencidvel com
derivada limitada em I, entao f é de Lipschitz.






CAPITULO 7
Sequéncia de Funcoes

Seja ACRe f,: A— R, onde n € N. Dizemos entao que (f,,) define uma sequéncia de
fungoes. Note que cada x € A define a sequéncia (f,,(z)) de reais.

7.1. Convergéncia Pontual

DEFINIGAO 7.1.1. Seja (f,) uma sequéncia de funcgéoes, onde f, : A — R, e A C R.
Dizemos que (f,) converge pontualmente para uma fungio f: Ag — R em Ag C A se para
todo xy € Ao, a sequéncia (f,(x)) converge para f(x).

EXEMPLO 7.1. Sejam f,(x) = z/n e f(xr) = 0. Entao f, converge pontualmente para f
em R, pois para todo = € R tem-se lim,, ., f,(z) = lim, . x/n = 0.

EXEMPLO 7.2. Sejam g, (z) = ™. Entao
(1) Se z € (—1,1), entao lim,, . gn(z) = lim,,_ 2" = 0.
(2) Se x =1, entao lim,, ..o gn(x) =lim,, o 1 = 1.
(3) Se x = —1, entao g,(z) = (—1)" = 1 nao converge.
(4) Se |x| > 1, entao g,(x) nao é limitada e portanto nao converge.

Logo (gn) converge pontualmente para g em (—1, 1], onde

0 se —1<z<l,
g(z) = _
1 sex=1.

Note que
0= lim g(z) = lim lim g¢,(z)# lim lim g,(z)=1.

z—1— z—1— n—+o00 n—+00 g—1-

Note que a definicao de convergéncia pontual pode ser escrita da seguinte forma.

DEFINIGAO 7.1.2. Uma sequéncia de funcoes (f,) onde f, : A — R, e A CR converge
pontualmente para uma funcdao f: Ay — R em Ag C A se para dado € >0 e x € Ay, existe
No(z,€) tal que

n > No(z,e) = |fu(x) — f(2)] <e.
O que fica claro na definicao acima é que a “escolha de Ny’ depende do ponto x em

consideragao. Considere o exemplo 7.1, e seja e = 1/10. Entao, para x = 1 e Ny(z,€) = 10,
temos

n > No(z,€) =10 = |f.(x) — f(z)| = |1/n| <e.

Mas para x = 100, a escolha anterior de Ny = 10 ja nao ¢ suficiente e temos que escolher
Noy(z,€) > 100.
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7.2. Convergéncia Uniforme

DEFINICAO 7.2.1. Dados A CR en €N, seja f, : A — R. Dizemos que a sequéncia
de fungoes (f,), converge uniformemente para f : A — R, se dado € > 0 existe Ny(€) tal
que

n> Ny = |fu(z) — f(z)| < € para todo x € A.

Observe que convergencia uniforme implica em convergencia pontual, mas que a afirmacao
reciproca nao vale. Uma forma pratica de se mostrar que uma sequéncia de func¢oes nao con-
verge uniformemente é utilizando o resultado abaixo.

TEOREMA 7.2.2. Seja f,: A — R onde A CR en € N. Entao a sequéncia de fungoes
(fn) mdo converge uniformemente para f: A — R se e somente se para algum € > 0 existir
uma subsequéncia (fp,) e uma sequéncia de pontos (xy) em A tais que

() — F(a)| > ¢ para todo k € N.
EXEMPLO 7.3. Sejam f, : R - Re f: R — R, onde f,(z) =x/n e f(x) = 0. Tome
e=1/2, ny =k ez, = k. Entdo
| for (i) = flap)| =1 > €

Logo nao ha convergencia uniforme.

Uma forma de “medir” convergéncia uniforme é através de uma norma, a norma do
supremo, que para cada funcao limitada associa o valor méaximo que o modulo desta assume.
Formalmente temos a seguinte defini¢ao.

DEFINICAO 7.2.3. Seja f: A — R, onde A C R, funcao limitada. Definimos a norma
do supremo entdo por

||f||sup,A = sup f(A).

Portanto, uma sequéncia de fungoes limitadas (f,,), onde A C R, converge para f: A —
R, se e somente se lim, oo || frn — fllsup.a = O.

ExeEmMpPLO 7.4. Se g, : [0,1] — R é tal que g,(z) = 2", g: [0,1] — R é tal que
0 sexel0,1),
g(z) = 7[ )
1 sex=1,

entao
192 = gllsup,o.y = sup({2" + 2 € [0,1)} U{0}) =1
para todo n € N. Logo g, nao converge uniformemente para g.

EXEMPLO 7.5. Se f,(x) =x/n e f(z) =0 entao
1o = Fllsup foa) = sup{a/n =z € [0, 1]} = 1/n.

Logo f, converge uniformemente para a fungao identicamente nula.

TEOREMA 7.2.4 (Critério de Cauhcy para convergéncia uniforme). Sejam A C R e f, :
A — R fungoes limitadas. Entao (f,) converge uniformemente para uma funcio f: A — R
se e somente se dado € > 0, existe Ny tal que

m,n > No = || fm = fullsupa <€
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DEMONSTRACAO. ( = ) Basta usar que

() = fu(@)] < |fm(2) = f(2)| + [ f(2) = ful)]

para todo = € A.
( <= )Assuma que dado € > 0 existe Ny tal que

m,n > Nog = || fm — fallsupa < e
Logo,
m,n > No = [fm(z) — fu(z)| <,

para todo x € A. Mas entao (f,(z)) é sequéncia de Cauchy em R, e podemos definir
f(z) = lim,,_ 1« fu(z). Falta agora mostrar que lim, .. || fm — f|lsupa = 0. Dado € > 0,
seja i € N tal que

m,n > Nog = || fm — fallsupa < e

Dado z € A e seja K € N tal que
_ €
n> K = [fule) - fo)] < 5.

Note que K depende somente de € e K depende também de z. Entdo, seja n > K, e para
cada x € A, seja m = sup{K, K'}. Logo

[f (@) = ful@)| < [f(2) = @) + [fm(2) = ful2)] <€

e (f,) converge uniformemente para f. O

Finalmente concluimos esta secao mostrando que limite uniforme de fungoes continuas
é também uma funcao continua. Lembre-se que esta propriedade nao vale em geral se a
convergéncia é sé pontual.

TEOREMA 7.2.5 (Troca de Limites e Continuidade). Seja (f,) sequéncia de fungoes f,, :
A — R continuas em A C R convergindo uniformemente para f : A — R. Entao f €
continua em A.

DemonsTRACAO. Seja xzp € A. Dado € > 0 existe Ny € N tal que |f(z) — fn,(2)] < €/3
para todo x € A. Como fy, é continua em A, existe 6 > 0 tal que

2 €A |r—xo| <6 = |fno (@) — Fao(w0)| < §

Logose z € A e |x — x| < I, entdo

[f (@) = fxo)| < |f (@) = fo ()] + [ovg () = Fivo (w0) | + [ fivy (w0) = fl0)| <€

Logo f é continua. O
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7.3. Equicontinuidade

Nesta secao discutiremos os conceitos de equicontinuidade e enunciaremos o Teorema
de Arzeld—Ascoli. Nao apresentaremos demonstragoes, que podem (devem) ser conferidas
em [3], por exemplo.

Seja F' conjunto de funcoes f : A — R, onde A C R. Chamamos o conjunto F de
equicontinuo em xo € A, se dado € > 0, existe 6 > 0 tal que

r€A |Jr—ux<d = |f(z)— f(zo)] <eparatodoz € Ae fe€F.

Se F' for equicontinuo em todos os pontos de A, dizemos simplesmente que F' é equicontinuo.

O conceito de equicontinuidade num ponto pode ser generalizado de forma a que a esoclha
de § nao dependa mais do ponto em consideracao i.e., seja uniforme. Dizemos entao que F
é uniformemente equicontinuo, se dado € > 0, existe § > 0 tal que

r,xg €A, |r—x9| <6 = |f(x) — f(xg)| < € para todo z, xg € Ae f € F.

De forma semelhante, chamamos F' de simplesmente limitado se para cada x € A existe
c tal que |f(z)| < ¢ para todo f € F. Finalmente, dizemos que F' é uniformemente limitado
se existe ¢ tal que |f(z)| < ¢ para cada x € A e para todo f € F.

O resultado abaixo informa que se A for compacto, entao equicontinuidade e equicon-
tinuidade uniforme sao equivalentes. O mesmo acontece com limitacao simples e uniforme.

LEMA 7.3.1. Seja F' conjunto de funcoes f: K — R, onde K C R é compacto. Entao F
é equicontinuo se e somente se é uniformemente equicontinuo. Além disto, F' é simplesmente
limitado se e somente se for iniformemente limitado.

Temos entao o Teorema de Arzela—Ascoli, que de alguma forma generaliza o Teorema de
Bolzano—Weierstrass para sequéncias de funcoes.

TEOREMA 7.3.2 (Teorema de Arzela—Ascoli). Seja F' conjunto de fungoes f: K — R,
onde K C R é compacto. Entao F € equicontinuo e simplesmente limitado se e somente se
toda sequéncia de funcoes tém subsequéncia que converge uniformemente.

Como aplica¢ao mostramos alguns detalhes do belo exemplo apresentado em [3].

EXEMPLO 7.6. Seja F' o conjunto das fungoes f : [—1,1] — [0, 1], continuas e tais que
f(—1) = f(1) = 1. Considere A(f) = f_ll f(z)dz. E possivel mostrar que nao existe f € F

tal que A(f) = mingep A(f). Considere agora
F.={f € F: fédelipschitz com constante c}.

Entao F, é simplesmente limitado e equicontinuo. Seja entdao u. = inf{A(f) : f € F.}, e
para cada n € N seja f, € F.tal que

1

Pelo Teorema de Arzeld—Ascoli, (f,) possui subsequéncia (f,,) uniformemente convergente
para algum f.. Pode-se mostrar que f. € F,, e que A(f.) = minsep, A(f). Portanto o
problema de minimizar A(-) em F, tem solucao.
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7.4. Exercicios

EXERcicIO 7.1. Seja I C R intervalo aberto e f : I — R quatro vezes diferencidvel
numa vizinhanca de x € I. Mostre entao que existe uma constante c tal que
x+h)—2f(x x—h
ey L) = 20(@) + fa = b
B2
para h suficientemente pequeno. A forma acima é utilizada para aproximar f”(x), quando
f é suave.

< ch?,

EXERcIcIO 7.2. Mostre que dados quaisquer z, y € R fixados, o resto da série de Taylor
da funcao cosx converge para zero quando n — +o0.

EXERCICIO 7.3. Seja a sequéncia de fungoes (f,,), onde f,(z) = sin(nz)/(1+nx). Mostre
que (f,) converge pontualmente para todo x € R, uniformemente em |a, +00) para a > 0,
mas nao converge uniformemente em [0, 4+00).

Exercicio 7.4. Seja I € Re f, : I — R sejam funcoes uniformemente continuas.
Mostre que (f,,) converge uniformemente para f, entao f é uniformemente continua.

ExEeRrcicio 7.5. Ache exemplo de sequéncia (f,,) de funcoes que converge uniformemente
em (0, 1], mas nao em [0, 1].
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