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1- (1.5 pontos) Dizemos que duas matrizes A, B ∈ Cn×n são similares se existe um matriz

P ∈ Cn×n tal que A = P−1BP . Mostre que matrizes similares têm os mesmos autovalores.

Solução: Note que

det(A− λI) = det(P−1BP − λI) = det[P−1(B − λI)P ] = det(P−1) det(B − λI) det(P )

= det(B − λI).

Logo, os polinômios caracteŕısticos de A e B são os mesmos, e portanto A e B têm os mesmos

autovalores.

2- (1.5 pontos) Sejam A, B ∈ Cn×n duas matrizes diagonalizáveis com os mesmos autove-

tores. Mostre que AB = BA.

Solução: Como A e B são diagonalizáveis e têm os mesmos autovetores, então se S é

uma matriz cujas colunas são estes autovetores, temos que ΛA = S−1AS e ΛB = S−1BS são

diagonais. Logo,

AB = SΛAS
−1SΛBS

−1 = SΛAΛBS
−1 = SΛBΛAS

−1 = SΛBS
−1SΛAS

−1 = BA.

3- (1.5 pontos) Seja A ∈ Rn×n uma matriz simétrica. Mostre que autovetores correspon-

dentes a autovalores distintos são ortogonais.

Solução: Sejam λ1 e λ2 dois autovalores de A, e sejam Ax = λ1x e Ay = λ2y. Então

λ1x
Ty = (Ax)Ty = xTATy = xTAy = λ2x

Ty,

e então (λ1 − λ2)xTy = 0. Como λ1 6= λ2, temos então que xTy = 0.
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4- (1.5 pontos) Mostre que todo autovalor de matrizes unitárias têm norma 1

Solução: Seja U matriz unitária e λ um autovetor. Então

‖x‖ = ‖Ux‖ = ‖λx‖ = |λ|‖x‖.

Logo, |λ| = 1.

5- (1.5 pontos) Seja A ∈ Rn×n uma matriz positiva definida. Calcule seu posto.

Solução: O núcleo de uma matriz positiva definida contêm somente o vetor nulo, pois se

x é não nulo e Ax = 0, então xtAx = 0, uma contradição com A ser positiva definida. Logo,

como o núcleo de A tem dimensão zero, o posto de A é igual a n.

6- (1.5 pontos) Suponha que A seja matriz real simétrica 3× 3 com autovalores 0, 1, 2.

(1) Quais propriedades podem ser garantidas para os autovetores, de norma um, u, v,

w?

(2) descreva o núcleo e o espaço coluna de A.

(3) Sob que condições o sistema Ax = b tem pelo menos uma solução?

(4) Se existe solução para o sistema Ax = b, essa solução é única?

(5) Se u, v, w formam as colunas de uma matriz S, o que é S−1? E o que é S−1AS

7- (1.5 pontos) Dê exemplo de

(1) uma matriz diagonalizável com autovalores com multiplicidade maior que 1.

(2) uma matriz não diagonalizável com autovalores com multiplicidade maior que 1.

(3) uma matriz diagonalizável e não invert́ıvel.

(4) uma matriz com todos autovalores iguais a 0.

(5) matriz com mais de um autovetor, e que não tenha dois autovetores ortogonais.

(6) uma matriz positiva definida.

Solução:

(1)

(

1 0

0 1

)

.

(2)

(

1 1

0 1

)

.

(3)
(

0
)

.

(4)
(

0
)

.
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(5)

(

1 1

0 2

)

. Os autovalores são 1 e 2, com autovetores

(

1

0

)

e

(

1

1

)

.

(6)
(

1
)

(matriz identidade de dimensão 1).


