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Prof. Alexandre Madureira
Data: 5 de junho de 2003
Tempo de prova: 2 horas

Valor total da prova: 10 pontos (0.5 pontos de bonus).

1- (1.5 pontos) Dizemos que duas matrizes A, B € C™*" sao similares se existe um matriz

P € C™" tal que A = P~'BP. Mostre que matrizes similares tém os mesmos autovalores.

Solugao: Note que
det(A — XI) = det(P"'BP — \I) = det[P~'(B — AI)P] = det(P~ ') det(B — \I) det(P)
= det(B — \I).
Logo, os polinomios caracteristicos de A e B sao 0s mesmos, e portanto A e B tém os mesmos

autovalores.

2- (1.5 pontos) Sejam A, B € C"*" duas matrizes diagonalizaveis com os mesmos autove-
tores. Mostre que AB = BA.

Solucao: Como A e B sao diagonalizdveis e tém os mesmos autovetores, entao se S é
uma matriz cujas colunas sao estes autovetores, temos que Ay = S7'AS e A = S~'BS sao

diagonais. Logo,

AB = SA4S7ISARS™ = SAAARS™! = SAgALS™ = SAS 1SALST! = BA.

3- (1.5 pontos) Seja A € R™"™ uma matriz simétrica. Mostre que autovetores correspon-
dentes a autovalores distintos sao ortogonais.
Solugao: Sejam A; e Ay dois autovalores de A, e sejam Ax = \jx e Ay = \yy. Entao
)\1XTy = (Ax)Ty = XTATy = XTAy = )\QxTy,

e entdo (A, — A)xTy = 0. Como \; # Ay, temos entdo que x’y = 0.
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4- (1.5 pontos) Mostre que todo autovalor de matrizes unitdrias tém norma 1

Solucgao: Seja U matriz unitaria e A um autovetor. Entao
[ = [|Ux[| = [[Ax[| = [Al[|x]]
Logo, |A| = 1.

5- (1.5 pontos) Seja A € R™*™ uma matriz positiva definida. Calcule seu posto.

Solucgao: O nicleo de uma matriz positiva definida contém somente o vetor nulo, pois se
x é nao nulo e Ax = 0, entao x'Ax = 0, uma contradicao com A ser positiva definida. Logo,

como o ntcleo de A tem dimensao zero, o posto de A é igual a n.

6- (1.5 pontos) Suponha que A seja matriz real simétrica 3 x 3 com autovalores 0, 1, 2.

(1) Quais propriedades podem ser garantidas para os autovetores, de norma um, u, v,
w?

2) descreva o nticleo e o espago coluna de A.

(2)
(3) Sob que condigbes o sistema Ax = b tem pelo menos uma solu¢ao?
(4) Se existe solugao para o sistema Ax = b, essa solugdo é tnica?

(5)

5) Se u, v, w formam as colunas de uma matriz S, o que é S7!'? E o que é S~1AS

7- (1.5 pontos) Dé exemplo de

1) uma matriz diagonalizavel com autovalores com multiplicidade maior que 1.
2) uma matriz nao diagonalizavel com autovalores com multiplicidade maior que 1.

3) uma matriz diagonalizavel e nao invertivel.

(1)

(2)

(3)

(4) uma matriz com todos autovalores iguais a 0.

(5) matriz com mais de um autovetor, e que nao tenha dois autovetores ortogonais.
(6)

6) uma matriz positiva definida.

Solugao:
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(6) 1) (matriz identidade de dimensao 1).
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2). Os autovalores sao 1 e 2, com autovetores (O) e (1)



