ALGEBRA LINEAR - LNCC
PRIMEIRA PROVA

Prof. Alexandre Madureira
Data: 25 de abril de 2003
Tempo de prova: 2 horas

Valor total da prova: 10 pontos + 2 pontos de bonus.

1- (2.0 pontos) Determine a dimensdao do subespago de R* gerado por todos os vetores
x € R* tais que
z1
T3
X = , 1 +2x,=0, ex3— 152, =0.
T3

Tyq

Solugao: A solugao do sistema pertence ao nicleo de A (que denotamos por N(A)), onde

120 O
A= :
001 —15
Essa matriz j4 estd na sua forma escalonada, e vemos que posto(A) = 2. Logo dim(N(A)) =

4 — posto(A) = 2.

2- (2.0 pontos) Seja A uma matriz, A € R™"™. Mostre que A é invertivel se e somente se

as colunas de A sao linearmente independentes.

Solugao: (=) A matriz A invertivel implica que existe B € R™*" tal que AB = BA = I.
Sejam cq,- - , ¢, as colunas de A. Suponha agora que existam escalares aq,--- , a,, tais que
aic, + - -+ aye, = 0.

Se a = (g, -+, )", entdo Aa = 0. Logo, @« = BAa = 0 e entao as colunas de A sao LI.
(<=) Suponha agora as colunas de A sao LI. Entao

Ax=0&x=0< N(A) = {0},
1
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onde N(A) é o nicleo de A. Logo dim R(A) = n (onde R(A) é o espago coluna de A), e a
sequencia de problemas
Ax; = e; 1=1,---,n,

tem solucao. Definindo B como a matriz que tem como colunas os X;, teremos AB = I.

Para acharmos uma inversa “a esquerda”, basta notar que dim R(A") = n. Logo, para
1=1,---,n, existe y; tais que

Alyi = e,

e se C' € R™™ tiver y! como iésima linha, temos que CA = I.

Finalmente, B = CAB = C, e entao A é invertivel.

3- (2.0 pontos) Seja A uma matriz, A € R™*". Assuma que para todo b € R™ o sistema
Ax = b tenha pelo menos uma solucao. Mostre entao que a unica solucao para ATy = 0 é

y =0.

Solucgao: Suponha que Ay = 0 e que x resolva Ax = y. Entao
y'y = (Ax)'y = x'A'y = 0.

Logoy =0.

4- (2.0 pontos) Sejam x e y dois vetores em R? e assuma que nenhum dos dois seja o vetor
nulo. Se ndo existe um nuimero ¢ tal que y = c¢x, mostre que x e y formam uma base de R?

e que R? é soma direta dos subspacos gerados por x e y.

Solugao: Suponha que a; # 0 e que a1y + asx = 0. Entdo y = —(a/a1)x, 0 que
contradiz uma hipodtese do problema. Logo a; = 0 e asx = 0 implica que as = 0. Logo x e
y sdo LI. Como {x,y} é LI e R? tem dimensao dois, entao {x,y} ¢ base de R?.

Seja agora X = span{x} e Y = span{y}. Entdao R? ¢ gerado por X +Y ji que {x,y} ¢
base de R?. Suponha agora x;,xs € X e y1,y2 € Y, com X; +y; = Xy + y2. Logo existem
a, b, c, d € R tais que

r1 = ax, To = bX, Y1 = cy, Yo = dy.

Entao ax + cy = bx + dy, e
(a—bx+ (c—d)y=0.

Como {x,y} sao LI, temosa=bec=d. Logox; =Xsey; =y e temos R = X @Y.
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5- (2.0 pontos) Seja V' um espaco vetorial de dimensao finita, munido de produto interno
(,). Sejam {vy,---,v,} um conjunto de elementos de V', com norma 1 e mutualmente
perpendiculares, i.e,

(vi,v;) =0 se i #j,
[vil? = (vi,vi) = 1.

Assuma que para todo v € V', temos

Mostre que {vy,---,v,} é uma base de V.

Solugao: Como {vy,---,v,} s@o ortogonais, eles sdo LIs. Assuma agora que estes vetores
nao gerem V. Entao existe v € V, com v nao nulo tal que v & span{vy,---,v,}. Usando o
processo de Gram-Schmidt se necessério, podemos achar v nao nulo tal que {vy,--- ,v,, v}

sejam todos ortogonais. Mas entao

n

(¥, ) =) (¥,vi) =0,

i=1
um absurdo pois v é nao nulo. Logo vy,---,v, geram V. Concluimos que {vy,---,v,} é
base.

6- (2.0 pontos) Seja V' um espago vetorial com produto interno (-,-), e seja {a, -, a,}
uma base de V. Sejam ¢y, - - - , ¢, nimeros reais. Mostre que existe exatamente um vetor «
em V tal que

(a, ;) = ¢, parai=1,---,n.

Solugao: Temos que mostrar que existem tnicos aq, - - - , a,, tais que @ = a;a;+- - -+a, o,

satisfaca
(a0, o) = ¢, parai=1,---, n.

Note que isto é equivalente a

al(ah al) +-+ an(aTu al) =,
a/l(ala an) +--+ an(any an) = Cp,

ou
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onde E; ; = (ay, ), a = (ay, -+ ,a,)", ec=(c1, - ,c,)". Basta entdo mostrar que (1) tem
solucdo tnica. Mostraremos no caso que o nicleo de E é trivial, i.e., N(E) = {0}. Suponha
Ex = 0, onde x = (z1, -+ ,2,)". Se v = x101 + -+ + T, teremos (v,a;) = 0 para

1=1,---,n. Logo,
(v,v) = Z%’(X, a;) =0,
i=1

ie, r; =0 e x =0. Como o nucleo de F ¢ trivial e £ é matriz quadrada, entao o espaco

coluna de E é o préprio R™. Concluimos finalmente que existe uma tunica solugao para (1).



