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Tempo de prova: 2 horas

1- (1.5 pontos) Ache a inversa de

—_ O =
W NN
— R

Solucgao: Usando o processo de Gauss—Jordan temos
121100 10 -3 1 —-10 10 -3 1 -1
024010[—]01 2 0 3
1 31001 01 0 -1 0 1 00 —2 -1 —

N[ —=

10 -3 1 -10
— o1 2 o0
00 -2 -1 -4

Logo, a inversa é dada por

2- (1.5 pontos) Seja A uma matriz n X n. Prove que se A ndo é invertivel, entao existe

uma matriz B tal que AB =0, mas B # 0.

Solugao: Se A nao é invertivel, entao existe vetor x # 0 tal que Ax = 0. Tome entao B

como a matriz que tem como colunas o vetor x.

3- (1.5 pontos) i) Dé um exemplo de um espago vetorial de dimensao finita que nao seja
o R™ ou o C".

ii) Dé um exemplo de um espago vetorial de dimensao infinita.
1
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iii) Dé um exemplo de um espago vetorial de dimensao finita que seja subspago do item

(ii) acima.

Solugao: i) Tome os o espago dos polinémios de grau n, com as operagoes usuais, i.e., se

P=2 @z’ e q= Yoo b;xt, entao
n

p+a=>) (a+b)a', ap=) aaa’,
=0

i=0
para a € R.
ii) Espaco dos polinémios de grau arbitrario, com as operagoes acima definidas.

iii) O espago do item (i).

4- (1.5 pontos) Prove que os vetores

o =
|
—

X1 = X9 = 2

w

sao linearmente independentes.

Solugao: O dois vetores sao linearmente dependentes se um é miiltiplo do outro, i.e., se

existe a € R tal que

1 —1
21l =al 2 |,
3 1

Esse niimero obviamente nao existe, logo x; e x5 sao LI.

T T _ 3!1’)1 + T2 ’
bﬂfg bl’l

Qual é a representacao matricial de 7" na base {vy, vz}, onde

0 1
v, = , Vg = .
T 7\
0 1
T (1) = U1 + Vs, T{ <1> = —3v; + 4vs.

5- (1.5 pontos) Seja

Solugao:
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Logo

6- (1.5 pontos) Sejam V e W espacos vetoriais de dimensao finita, com dim V=dim W,
e seja T : V — W uma transformacao linear. Suponha que {xj, - ,x,} é uma base de V.

Mostre que {T'xy,--- ,Tx,} é uma base de W se e somente se T ¢ invertivel.

Solugao: (=) Assuma {Txy,---,Tx,} base de W. Suponha entdao que T'x = 0. Quere-

mos mostrar que x = 0. Usando que {xi, -+ ,x,} é uma base de V', escrevemos
X =01X] + -+ apXy.
Logo,
O0=Tx=oTx1 + -+ a,Tx,.
Como {Txy,---,Tx,} é base de W, entdo, a1 = --- = «, = 0. Logo x = 0 e T" é injetiva.

Como dim W=dim V=dim R(T) + dim N(T) = dim R(T), entao T é sobrejetiva. Logo T

é invertivel.

(=) Assuma agora que T' é invertivel. Queremos mostrar que {T'xy,--- ,Tx,} é uma base
de V. Suponha
aTxy + -+ o, Tx, =0.

Entao
T(a1xy + -+ apx,) =0,
e
Xy + - 4 apx, =0,
pois N(T') = {0}. Como {xi,---,%,} é uma base de V, entéao ay = --- = a,, = 0. Logo
{Txy,---,Tx,} é LI. Como esse conjunto tem n = dimV = dimW elementos, entao ele é

uma base de W.

7- (1.5 pontos) Mostre que um conjunto finito de vetores ortogonais de um certo espago
vetorial com produto interno é sempre linearmente independente.
Solugao: Sejam {x;,---,X;} vetores ortogonais. Entao, se
V=Xt A agXy,

temos que o; =< v,x; > /[|x;]|*>. Logo, se v =0, entdao o; = 0.
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8- (questao bonus - 1.5 pontos) Seja V espago vetorial de dimensao finita. Sejam Wy, --- | Wy

subespacos de V. Dizemos que W7y, --- W} sao independentes se
X+ -+ x, =0, onde para i = 1---k temos x; € W,

implica que cada x; = 0. Mostre que W7y, --- , W} sao independentes se e somente se para

cada j, onde 2 < j < k, tem-se
W,n(Wy +---+W,_;) = {0}.
Definicao: A soma W + ---+ W, é o subespaco de V formado por todos os elementos

X + -+ X5, onde x; € W,.
Solucao: (=) Assuma Wi, ..., W; independentes. Seja x € W; N (W +--- + W,_4).

Entao x € Wy + --- + W;_;. Logo existem Xi,...,X;_ tais que x = X3 + -+ + X
e —x+x;+--+x;1 =0 Como—x ¢ W; eW,...,W, sao independentes, entao
X:X1:"':X]‘_1:O.

(<) Assuma agora que W; N (Wi +---+W;_;) = {0} para todo j e seja x; +---+x3 = 0,
onde x; € W;. Logoxx = —(x1+ -+ X1) € Wi + -+ + Wj_;. Como x;, € Wy, entdo
xp = 0, pois xp € W N (Wi +---+Wy_1). Logo x1 + -+ +x5,_1 = 0. Procedendo da mesma

maneira, podemos provar que x;_; = 0, e assim por diante, até chegarmos a

X ==X 1 =X, =0



