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Apresentacao

Nome;

Formacao Académica,

Atividade Profissional;

Contato anterior com modelagem
matematica e simulacao (de reservatorios
de petroleo ou em outra area).
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Introducao

* Objetivo: Dar uma visao geral sobre
simulacao de reservatorios e seus principais
conceitos

« TOpicos
« Motivacao: importancia da simulacéo na industria
do petroleo
« Simulacdo e Modelos Matematicos

« Caracteristicas relevantes para o desenvolvimento de
técnicas numéricas apropriadas

* Principais Simuladores Disponiveis
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Motivacao

A tomada de decisOes para
a explotacao de um campo
de petrdleo requer
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Meéetodo de Recuperacéao.
* Deplecao Primaria?

- Onde perfura-los? * Injecéo de agua ou gas?

* Verticais, Horizontais * Métodos Termicos?

ou Multilaterais? « Como controlar os pocos? Que
vazoes usar?

« Quantos?

_ Previsao de Comportamento:
NaAA | * Recuperacao final?

* Fluxo de caixa?

* Reservas?

Introducéo a Simulagao de . :
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Para decidir quais as melhores estratégias,
é necessario reproduzir (simular) qual seria
0 comportamento do reservatorio para as
diferentes estrategias.

-—=Alternativa A
—=Alternativa B
—=Alternativa C
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Simulacao de reservatorios € uma
atividade padrao e essencial na industria
do petroleo:

Toda decisao importante sobre a é
estratégia de explotacao de um campo é\ %
emprega simulacdo de reservatorios ?

e a qualidade dessas decisoes
(envolvendo milhoes ou bilhoes de
dolares para cada campo
individualmente) depende fortemente de
estudos de simulacao
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Motivacao

Outro aspecto fundamental
em estudos de reservatorios
é a presenca de incertezas

‘e_%’;_ na descricao das variaveis
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Incertezas Geoldgicas:

« Geometria externa

* Distribuicao espacial de
propriedades

 Falhas (localizacao, rejeito,
transmissibilidades)

Incertezas na Distribuicao
Inicial de Fluidos:
arentinae * POSICAO0 dOS contatos agua-oleo
camesbe @ gas-0leo
 SaturacoOes residuais de agua e
Oleo
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Incertezas nas Propriedades
dos Fluidos e Rocha:

« Compressibilidade

* Viscosidade

« Permeabilidade relativa

Incertezas Econdmicas:
* Preco do petroleo

Programa de Verdo LNCC
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Para tomar decisOes de forma robusta em
relacao as incertezas, € necessario
reproduzir (simular) qual seria o
comportamento do reservatorio para
diversos possiveis cenarios.
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Simulacao e Modelos Matematicos

Segundo o Aureélio:

Simular: 1. ...
2. Representar com semelhanca
3.

Simulacao: 1. Ato ou efeito de simular
2. ...
3. ...
4. Experiéncia ou ensaio realizado com auxilio
de modelos
5. ...
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Simulacao e Modelos Matematicos

Parametros do

Sistema Fisico
Previsao de producao e

(dados da geologia,
dos fluidos, etc) resultados economicos
(producao acumulada
‘ - de 6leo e gas, valor
Parametros da presente liquido (VPL),

Estratégia de Producéo etc)
(nimero e locacao dos
pocos, vazoes de
Injecao, etc)
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Simulacao e Modelos Matematicos

« Os parametros do sistema fisico sao determinados pelo
problema particular em estudo (reservatorio, fluidos, etc),
embora conhecidos com grande incerteza,

« Os parametros da estratégia de producao sao arbitrados
pelo profissional encarregado do estudo e representam as
variaveis de decisao;

* Os modelos matematicos mais empregados sdo baseados
em leis fisicas basicas (conservacao de massa e energia,
etc) e relacdes empiricas verificadas experimentalmente;

« Estes modelos sao validos sob determinadas hipéteses
simplificadoras e representam apenas uma “caricatura” do
comportamento do sistema fisico real.
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Simulacao e Modelos Matematicos

Lei de Equacoes

Darcy de Estado

Lel da
Conservacao
de Massa

Equacoes diferenciais
nao-lineares que
modelam o0 escoamento

Relacoes
de Kr e Pc

em meios pPorosos
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Simulacao e Modelos Matematicos

Equacoes
de Estado

em meios pPorosos
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Simulacao e Modelos Matematicos

« As equacoes diferenciais parciais (EDPs) que
modelam o0 escoamento em meios Porosos sao
extremamente complexas e sua analise e resolucéao
exigem técnicas matematicas sofisticadas;

« Solucdes analiticas envolvem expressoes
relativamente simples e em geral podem ser
calculadas facilmente com auxilio de planilhas ou
mesmo calculadoras cientificas;

« SolucOes numericas sdo baseadas no conceito de
“discretizacao” e requerem software especializado e
recursos computacionais poderosos.
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Simulacao e Modelos Matematicos

» Para obter solucOes analiticas é
necessario impor simplificacoes ao
modelo:

« Geometria simples (1D, radial, representacao
simplificada de falhas, etc);

« Heterogeneidade limitada;

« Simplificacdes nos modelos fisicos (pequena
compressibilidade, interacao rocha-fluido
limitada, etc).
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Simulacao e Modelos Matematicos

« Solucao da linha fonte:

« Reservatorio homogéneo
e isotropico;

« Reservatorio infinito (raio
de investigacao elevado);

« Um dnico poco
produzindo a vazao
constante q;

 Pressao inicial constante;

Programa de Verdo LNCC
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Simulacao e Modelos Matematicos
S
|
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* Problema de Buckley-Leverett:

v

» Agua injetada com vaz&o constante, deslocando 6leo em

um meio homogéneo com secao transversal constante e
inicialmente preenchido com oleo;

 Efeitos gravitacionais e capilares despreziveis;

 Fluidos imisciveis, rocha e fluidos incompressiveis.

Introducédo a Simulacéo de
Reservatorios Petroliferos

. : Programa de Verdo LNCC
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Simulacao e Modelos Matematicos

« Apesar de suas simplificacoes, solucoes
analiticas sao extremamente uteis:

« Andlise de situacOes especificas (teste de
POCOS, ensaios laboratoriais, etc);

 AvaliacOes rapidas;
« Entendimento qualitativo do comportamento;

 Validacao de solu¢cbes numéricas.

Introducédo a Simulacéo de
Reservatorios Petroliferos

. : Programa de Verdo LNCC
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Simulacao e Modelos Matematicos

» Solucbes numeéricas sao baseadas no
conceito de discretizacao:

* O meio poroso € dividido em “células’;

« O tempo € dividido em uma sucessao de
intervalos (“passos de tempo”);

« Derivadas sao substituidas por diferencas;

« EDPs de evolucéao no tempo sao transformadas
em uma sucessao de problemas algébricos.
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Meio Poroso Real

(Afloramento Fayetteville, fonte: www.copyright-free-images.com)
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Divisao do Meio Poroso em Células
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Propriedades Homogéneas em Cada Célula
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Divisao do Tempo em Passos de Tempo

O O
(T {qv]
n 0
n n
0 0
al al

Tempo Passos de Tempo

Variacao de Pressao Variacao de Pressao
com o tempo no com o tempo no
reservatorio simulador
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Apesar de todo detalhamento da discretizacao e da
sofisticacdo matematica, o modelo de simulacao
ainda € uma caricatura do reservatorio real
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Simulacao e Modelos Matematicos

 Caracteristicas fisicas relevantes para o
desenvolvimento de técnicas numéricas para
simulacao de reservatorios:

* Meio altamente heterogéneo e anisotropico

» Geologia complexa com a presenca de falhas e pinch-outs
(detalhes da geometria externa do dominio sdo menos
relevantes)

* Processos fisicos complexos (escoamento multifasico,
multicomponente, interacao rocha-fluido, etc)

« Carater misto parabolico/hiperbolico

* Presenca de fontes/sumidouros pontuais (pocos)

Programa de Verdo LNCC
Fevereiro de 2015
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llustracao de uma falha

Fonte: U.S. Geological Survey
Department of the Interior/lUSGS

(visitado em 8/1/2015)

llustrac&o de um pinch-out

\%f Fonte

Autor: Mikenorton
e (visitado em 8/1/2015)
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Simulacao e Modelos Matematicos

« QOutras caracteristicas relevantes para o
desenvolvimento de técnicas numéricas para
simulacao de reservatorios:

 Dimenséao das malhas de simulacao e necessidade de
utilizacéo de HPC

» Existéncia de software sofisticado e de grande investimento

 Grande énfase em robustez e eficiéncia, menor interesse na
precisao e acuracia

Programa de Verdo LNCC
Fevereiro de 2015

Introducéo a Simulagao de

g T . Prof. José Roberto P. Rodrigues



Simuladores Disponivelis

* Programas de simulacao de reservatorios
comecaram a ser utilizados na década de 50
basicamente em grandes empresas de
petroleo utilizando mainframes

A partir da década de 80, software-houses
Independentes comecaram a oferecer
simuladores comerciais

« Maior disponibilidade de desktops potentes

Introducéo a Simulacéo de Programa de Verdo LNCC
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Simuladores Disponivelis

« Dada a grande complexidade envolvida no
desenvolvimento de um programa de
simulacao de reservatorios, a maioria das
empresas operadoras utilizam simuladores
comerciais

« Algumas empresas possuem simuladores
proprios (exs.: Exxon, Shell, Saudi Aramco)

« Algumas universidades e centros de pesquisa
mantém simuladores com finalidade académica
e de pesquisa (exs.: Stanford, UT, Sintef)

Programa de Verdo LNCC
Fevereiro de 2015
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Simuladores Disponivelis

« Simuladores comerciais sao ferramentas caras
e sofisticadas aperfeicoadas durante duas
décadas de pesquisa e desenvolvimento

« Diversas opcoes de modelagem
« Black-oil, composicional, térmico, etc
« Geometria complexa

* Interfaces graficas para entrada e saida de
resultados (graficos, visualizacao 3D, etc)

Programa de Verdo LNCC
Fevereiro de 2015
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Simuladores Disponivelis

« Simuladores comerciais sao ferramentas caras
e sofisticadas aperfeicoadas durante duas
décadas de pesquisa e desenvolvimento
(cont.)

« Meétodos numéricos avancados para maximo
desempenho computacional

« Adaptados as modernas arquiteturas
computacionais (processamento paralelo)

Introducédo a Simulacéo de
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Simuladores Disponivelis

 Principais simuladores comerciais:

« Eclipse (Schlumberger)
* Imex, Gem, Stars (CMG)

* Nexus (Landmark)
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Simuladores de Nova Geracao

 Os simuladores atuais foram desenvolvidos
em torno de 20 anos atras

« Novas demandas

« Avancos em hardware e software

« Associacles entre operadoras e software-
houses para o desenvolvimento de
ferramentas completamente novas:

 Nexus (BP + Landmark)

* Intersect (Chevron + Schlumberger)
« DRMS (Petrobras + Shell + CMG)

Introducédo a Simulacéo de
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Simuladores de Nova Geracao
 Diferenciais:

Modelagem integrada (Reservatorios + EE)
Simulacao multiproposito

Flexibilidade e extensibilidade

Workflows automatizados

Rastreabilidade de estudos

Eficiéncia computacional

* As novas ferramentas deverao gradualmente
substituir as antigas ao longo da préoxima
década

Introducédo a Simulacéo de

Programa de Verdo LNCC

Reservatorios Petroliferos

Prof. José Roberto P. Rodrigues

Fevereiro de 2015



Parte I: Introducao — Resumo

« Simulacao de reservatorios permite
reproduzir (com certo grau de precisao) o
comportamento de reservatorios de petroleo
submetidos a diferentes estrategias de
producao

» E a principal ferramenta utilizada na tomada
de decisdes na engenharia de reservatorios

Introducédo a Simulacéo de
Reservatorios Petroliferos
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Parte I: Introducao — Resumo

« Simulacao de reservatorios é baseada em
modelos matematicos sofisticados (sistemas
de EDP’s) obtidos a partir de principios fisicos
basicos (conservacao de massa e energia)
combinados com leis constitutivas empiricas

» Solucbes analiticas, embora uteis, sao
limitadas a situacoes relativamente simples

» Solucbes numeéricas sao baseadas no
conceito de discretizacao (espacial e
temporal)

Introducéo a Simulacéo de
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Parte I: Introducao — Resumo

« Técnicas numericas para simulacao de
reservatorios devem levar em conta a
presenca de meio heterogéneo e anisotropico,
geologia e processos fisicos complexos,
carater das EDPs e a presenca de fontes
pontuais

« Também é preciso considerar a necessidade
de utilizacao de HPC, a grande base de
software ja existente e a énfase em robustez e
eficiencia

Introducéo a Simulacéo de Programa de Verdo LNCC
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Parte I: Introducao — Resumo

« Simuladores de reservatorio modernos sao
ferramentas computacionais caras e
sofisticadas gue regquerem recursos
computacionais adequados

 Os simuladores comerciais sao 0S mais
utilizados no cotidiano da industria

A sofisticacao dos modelos e o numero de
células utilizado cresceu exponencialmente ao
longo das ultimas decadas

Introducéo a Simulacéo de
Reservatorios Petroliferos
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Objetivos do Curso

» Descrever as principais técnicas matematicas
e numéricas empregadas nos simuladores de
reservatorios utilizados na industria

» Enfase na fundamentacdo matematica dessas
técnicas e nos aspectos distintivos de outras
areas de aplicacéao

* Apresentar algumas questoes em discussao
na literatura da area (“literatura SPE”")

Introducéo a Simulacéo de Programa de Verdo LNCC

Reservatorios Petroliferos
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Objetivos do Curso

» Descrever as principais técnicas matematicas
e numericas empregadas nos simuladores
de reservatorios utilizados na industria

 Enfase na fundamentacdo matematica
dessas técnicas e nos aspectos distintivos de
outras areas de aplicacao

* Apresentar algumas questoes em discussao
na literatura da area (“literatura SPE”)

Programa de Verdo LNCC
Fevereiro de 2015
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Objetivos do Curso

* O gue este curso nao e:
« Um curso pratico sobre o uso de ferramentas de
simulacao

« Nao serao apresentados os fluxos de trabalho
caracteristicos de estudos de reservatorio empregando
simulacao (curso mais voltado “para
desenvolvedor/pesquisador” do que “para usuario”)

« Uma apresentacao completa dos modelos fisicos
sofisticados presentes nos simuladores

 Limitado a problemas monofasicos e bifasicos

 Discussao superficial de metodos de solucao

Programa de Verdo LNCC

Introducédo a Simulacéo de . :
Reservatorios Petroliferos Prof. Jose Roberto P. Rodrigues Fevereiro de 2015



Objetivos do Curso

* Nao e esperado conhecimento prévio de
simulacao de reservatorios ou modelagem de
escoamento em meios porosos

* Nao e esperado conhecimento prévio de
metodos numericos para EDP’s (embora
possa ser util em alguns momentos)

 Curso introdutério acessivel até para alunos
de graduacdo com solida base em calculo e
algebra linear (embora alguns topicos nao
sejam exatamente “elementares”)

Introducéo a Simulacéo de Programa de Verdo LNCC
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Programa do Curso

* Primeiro dia
* Introducao/Motivacao (este conjunto de slides)

« Escamento monofasico

« Formulacdo Matematica: conceitos basicos de meios
porosos (porosidade, permeabilidade e a lei de Darcy). Lei
de conservacao de massa e as EDP’s que modelam o
escoamento em meios porosos

« Formulacdo Numeérica: discretizacao em Volumes Finitos
para fluido incompressivel. Monotonicidade e
Convergéncia

Programa de Verdo LNCC
Fevereiro de 2015
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Programa do Curso

« Segundo dia

« Escamento monofasico (cont.)

* Formulacdo Numerica: discretizacao em Volumes Finitos
para fluido incompressivel. Monotonicidade e
Convergéncia. Introducao a malhas néo estruturadas e
meétodos de multiplos pontos.

Programa de Verdo LNCC
Fevereiro de 2015

Introdugap " Slmulagao o Prof. José Roberto P. Rodrigues
Reservatorios Petroliferos




Programa do Curso

e Terceiro dia

« Escamento monofasico (cont.)

« Tratamento de pocos. Fluido compressivel e discretizacao
temporal. Breve descricao dos principais métodos de
solucéao.

« Escamento bifasico

« Formulacao Matematica: conceitos basicos de
escoamento bifasico em meios porosos (saturacao,
pressao capilar e permeabilidade relativa). Natureza das
EDP’s que modelam o escoamento bifasico em meios
porosos. Problema de Buckley-Leverett e comportamento
das solucoes.

Introducédo a Simulacéo de Programa de Verdo LNCC
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Programa do Curso

« Quarto dia

« Escamento bifasico (cont.)

« Formulacdo Numeérica: discretizacao a montante para
problemas convectivos. Estabilidade e a condicao de CFL.
Difusao numérica. Métodos IMPES, Totalmente Implicito e
Adaptativo Implicito. Breve descricdo dos principais
metodos de solucao.

Programa de Verdo LNCC
Fevereiro de 2015
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Programa do Curso

 Aulas expositivas com uso de slides
« Nao havera exercicios ou laboratério

« A participacao e incentivada atraves de perguntas,
etc.

« Cada dia dividido em duas aulas (em torno de
1:20 h cada uma) e um intervalo (em torno de
20 min)

Introducéo a Simulagao de
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Escoamento Monofasico —
Formulacao Matematica

« TOpicos
« Conceitos basicos de meios porosos

 Porosidade

* Permeabilidade e a Lei de Darcy

 Deducao da equacao para escoamento
monofasico em meios porosos

» Andlise de alguns casos especiais
» Fluido e rocha pouco compressiveis

* Fluido e rocha incompressiveis
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Meio Poroso: Conceitos Basicos

» Definicdo genérica: sélido com espacos vazios

T Y Y
Y 14
11 )y’
o0 &
@

) )

B soico

Vazio

 Embora os dois meios acima se enquadrem nesta definicao
grosseira, estamos interessados em meios como o da direita
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Meio Poroso: Conceitos Basicos

» Hipodteses adicionais de homogeneidade e escala séo
necessarias para distinguir o que iremos considerar meio
pPOroso:

v' Tamanho dos poros pequeno em relacdo ao tamanho da
amostra

v" Distribuicao relativamente homogénea dos poros na
amostra

« Exemplos: rochas, solos, areias, tecidos fibrosos, madeira,
ceramica

Programa de Verdo LNCC
Fevereiro de 2015
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Meio Poroso: Conceitos Basicos

» Reservatorios de petréleo sdo meios porosos naturais
constituidos por rochas sedimentares onde se encontram
hidrocarbonetos em estado liquido ou gasoso

» Estamos interessados nas propriedades dos meios porosos
relevantes para a modelagem do escoamento de fluidos

* Propriedades macroscopicas relevantes:
v Porosidade: fracdo volumétrica do espaco vazio

v' Permeabilidade: capacidade do meio de deixar o fluido
escoar
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Porosidade

» Porosidade: fracao do volume total ocupada por poros ou espaco

vazio
Ve =Vvolume de poros
oo Ve _1 Vs -
Vi VA Vs = volume de sdlido

V; = volume total

* Nos interessa apenas a porosidade efetiva, isto €, considerando
apenas o volume de poros conectados

Poros Isolados Poros Conectados
(porosidade efetiva nula)

Programa de Verdo LNCC
Fevereiro de 2015
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Porosidade

« A porosidade é determinada através de experimentos em
laboratorio

« Varios métodos, entre eles:

v Por embebicdo com um fluido de densidade conhecida. A
diferenca de peso antes e depois do fluido preencher o
meio permite calcular a porosidade

v' Expansado gasosa

» Valores tipicos em reservatorios de petréleo se situam na faixa
de 0,15 a 0,25

Introducéo a Simulacéo de
Reservatorios Petroliferos

Programa de Verdo LNCC
Fevereiro de 2015

Prof. José Roberto P. Rodrigues



Porosidade

Método de Expansdo Gasosa para Determinacao de Porosidade

Para gas ideal

=

/ﬁ V,, vacuo

I:)1(\/1 - Vs) = Pz(V1 +V, — Vs)
U

Vs =V, -

P,

1 2

Va

V,+V,, P,
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Permeabilidade e Lei de Darcy

permitir o escoamento de fluidos

Darcy (1856)

« A permeabilidade esta relacionada a capacidade do meio de

« Adefinicao de permeabilidade € baseada no experimento de

Introduca
Reservatc
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Permeabilidade e Lei de Darcy

« Avazéao de um fluido incompressivel escoando através de um
meio poroso é proporcional a diferenca de potencial e a area
exposta ao fluido e inversamente proporcional ao comprimento

Q- aA(p1_p2 +pgh)
h

p =densidade do fluido
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Permeabilidade e Lei de Darcy

» A constante de proporcionalidade depende do meio e do fluido

k
o =—
)

onde u é a viscosidade do fluido e k € uma constante que so
depende do meio, denominada de permeabilidade (especifica)

e Dai,

Q_ko, -,

V=—=
A p h

® =p + pgz = potencial do fluido
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Permeabilidade e Lei de Darcy

* Vv é uma velocidade “ficticia” diferente da velocidade real do
fluido, uma vez que considera a area total tanto vazios (por
onde o fluido escoa, em verde na figura abaixo) como solidos

area de vazios

AV
area total

A=
A
Q=AV=A Vi = Vi = A—V

V
V =

fluido E

» Vv ¢é a velocidade superficial ou de Darcy

Introducéo a Simulacéo de Programa de Verdo LNCC
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Permeabilidade e Lei de Darcy

« Analise dimensional para a permeabilidade:

L] M]
it
AD M]

LITF

= [LF = dimens&o de &area

« Unidade mais utilizada em engenharia de reservatorios € o
Darcy:

2
1Darcy = M P _987x103m?
S-atm

« 1 Darcy corresponde a permeabilidade de um meio com 1 cm
de comprimento em que um fluido de viscosidade igual a 1 cp,
submetido a uma diferenca de potencial de 1 atm escoarad com
uma velocidade de 1 cm/s
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Permeabilidade e Lei de Darcy

» Valores tipicos de permeabilidade para reservatorios de
petroleo se situam entre 100 e 5000 mD

* Recentemente com o interesse em tight oil e tight gas,
reservatorios com permeabilidades muito baixas (< 0,1 mD)
também tem despertado grande interesse
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Permeabilidade e Lei de Darcy

« Forma diferencial da Lei de Darcy (h —0):

skl k(o
u dz ul dz P

« O sinal de menos aparece pois 0 escoamento se da do maior
para o0 menor potencial

« Para escoamento multidimensional em meio homogéneo e
isotropico:

V= -v0 =~ X(Vp-+05)
H H
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Permeabilidade e Lei de Darcy

 Em geral a permeabilidade varia com a posi¢c&o no espaco
(heterogeneidade) e a direc&o (anisotropia)
» Trata-se entdo a permeabilidade como um tensor que varia no

espaco:
Ko Ky Kyg |

k(x)=|ky ky Ky

K, Ky Ky

« E muito comum assumir que os eixos coordenados est&o
alinhados com as direcdes principais e considerar k diagonal

ky, O O
k(x)=| 0 k, O
0 0 k.

Programa de Verdo LNCC
Fevereiro de 2015
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Permeabilidade e Lei de Darcy

* Observacoes Finais:

v A definicdo de potencial apresentada se aplica a fluidos
incompressiveis. Para fluidos compressiveis, a definicao
deve levar em conta a dependéncia da densidade na
pressao

v’ Existem diversas “deduc¢des” da lei de Darcy a partir das
equacoes de balanco de quantidade de movimento

v Alei de Darcy se aplica bem a escoamentos lentos, que
€ 0 caso mais comum em engenharia de reservatorios

v Existem extensdes para situacdes de velocidades mais
elevadas

v Note que a lei de Darcy é semelhante a lei de Fourier
para transmissao de calor e a lei de Fick da difuséo
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Deducéao da Equacéao para Escoamento Monofasico

* Vamos obter a equacao diferencial que modela o escoamento
de um fluido em um meio poroso

« O principio basico € a lei de conservacao de massa:

Em um volume de controle fixo no espaco, a
variacao de massa em um intervalo de tempo € igual
a massa que entrou menos a que saiu atraves das
fronteiras ou por acéo de fontes ou sumidouros”

Entrada — Saida = Acumulacao

Programa de Verdo LNCC
Fevereiro de 2015
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Deducéao da Equacéao para Escoamento Monofasico

Volume de controle retangular V =[x,x +dx|x[y,y +dy|x[z,z + dz]

V(X,Y,2) = (V4 (XY, 2),Vy (XY, 2),V,(XY,2)) = velocidade do fluido

V,(X,y,z+dz)

Vy(X,y+dy,z)

v, (X,Y,2) 5 Vy(x+ax,y,z)

v
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Deducéao da Equacéao para Escoamento Monofasico

Denotando a densidade do fluido por p, a massa no volume M em um
instante t € dada por

M(t) = | £ [ (dp)x.y,z,H)dV

Variacao de Massa em um intervalo de tempo [t,t+dt]:

M(t +dt) —M(t) = [[[ [(dp XX,y z,t+dt) = (dp )X, Y,z t) AV =

- 4 )asay
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Deducéao da Equacéao para Escoamento Monofasico

Massa atravessando a face perpendicular ao eixo X no ponto (X,y,z)
no instante t:

I
| _y+dy pz+dz
v.(%y.2) : L= (pvXxy,z t)dydz
IR P
/ Sinal positivo para massa
/ entrando!!
- v
v X
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Deducéao da Equacéao para Escoamento Monofasico

Massa atravessando a face perpendicular ao eixo X no ponto (x+dx,y,z)
no instante t:

Vv, (X+dx,y,z)

f (X+0dx,t)= —j;”dy jzz+dz (pv, XX +dx,y,z,t)dydz

Sinal negativo para massa
entrando!!
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Deducéao da Equacéao para Escoamento Monofasico

Massa atravessando as faces perpendiculares ao eixo X no
intervalo [t,t+dt]:

i ( (%,8) + f (x +dx,S5))ds =
— jt”dt L”dz j;“dy[ oV, XX,Y,2,5) - (pv, XX + dx,y,z,s) dydzds =
_ _J~t+dt|:J-z+dzJ-y+dy J-x+dx 8( ) |Xdde:|dt _ _J-tt+dt J._U G(pvx)dth
OX v OX
Raciocinando analogamente para as diregcdes Y e Z, a massa total

atravessando as faces do volume de controle V no intervalo [t,t+dt]
é dada por

_J-t+dt M (g;’ ) 5(2‘2’ )}dvdt ——IHdtm V- (pv)dVvdt

Introducéo a Simulacéo de

Programa de Verdo LNCC
Fevereiro de 2015

Reservatérios Petroliferos Prof. José Roberto P. Rodrigues



Deducéao da Equacéao para Escoamento Monofasico

Tratamento da producéo e injecéo de fluidos através dos pocos:
« Raio dos pocos raio é da ordem de centimetros
« Adistancia entre os pocos é da ordem de centenas de metros

« Em muitas aplicacdes, € conveniente ndo considerar 0s pocos
como fronteira e trata-los como fontes ou sumidouros pontuais

Programa de Verdo LNCC
Fevereiro de 2015
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Deducéao da Equacéao para Escoamento Monofasico

Seja g a vazao volumétrica especifica (vazao por unidade de
volume) de uma fonte (g > 0O, injecao) ou sumidouro (g < 0,
producao) situada no volume de controle V.

A massa agregada a V por q no intervalo de tempo [t,t+dt] é dada
por

[l (pa)avas

\Y,

Sinal positivo para injecao (acréscimo de massa) e
negativo para producao (retirada de massa)

Introducéo a Simulacéo de Programa de Verdo LNCC
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Deducéao da Equacéao para Escoamento Monofasico

Juntando acumulacao, fluxo e termos fontes:

j\j/ [ ftHdt%m) dsdV = —jt”dt [ \j/ [V (pV)dvds + fdt [ \j/j (pq)dVds

(1] 242) v p9)- v

Como V e o intervalo de tempo [t,t+dt] s&o arbitrarios, o integrando
deve ser nulo:

+V-(pV)~(pa)=0

Equacao de balanco de massa ou da continuidade
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Deducéao da Equacéao para Escoamento Monofasico

A equacao geral para escoamento monofasico € obtida substituindo
a lei de Darcy na equacéao da continuidade:

V=X (Vp-+pg)
L
)y (X (9p-pg) |- () -0

Em geral, na equagao acima assumimos:

« k & um tensor diagonal conhecido em funcéo da posicao (nao
varia com o tempo)

« p=p(p), d =0(p) e u=pn(p) sao funcdes conhecidas da pressao
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Deducéao da Equacéao para Escoamento Monofasico

A equacao para escoamento monofasico requer ainda a
especificacao de condicdes iniciais e de fronteira:

 Em simulacé&o de reservatorios, a condicao inicial é geralmente
determinada para que haja equilibrio hidrostatico, isto €, ® constante:

V®:O:>@:6—p:0ea—p:pg
oX oy 0z

« Por exemplo, assumindo densidade constante, a distribuicao

inicial de pressao € uma reta com inclinacao positiva com a
profundidade

P ressao
Datum Datum P €

profundidade |

Introducéo a Simulacéo de
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Deducéao da Equacéao para Escoamento Monofasico

« Acondicdo de fronteira mais usada é fluxo nulo, isto ¢, v-n=0
onde n é a normal a fronteira

« OQOutra condicdo encontrada € especificar que em parte da

fronteira a pressao € mantida em um certo nivel (por exemplo,
pela acdo de um aquiifero)
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Deducéao da Equacéao para Escoamento Monofasico

Em resumo, p(x,t) deve satisfazer

%p)_v.(p_f(vp+pg)j—(pq):0 (x,1) e Qx[0,T] EDP

P(x0)=pi(X) xeQ Condicéo Inicial

(p_k(Vp+pg)j-ﬁ =0 (xt)elx[0,T]

H Condicoes de Fronteira

p(X,t) =pe(x,t) (Xt) eI x[0,T]

onde Q & o dominio de interesse com fronteira ' ="y U I,

As equacOes acima sao acrescidas de equagoes de estado p = p(p),

¢ = ¢(p) € p=pn(p)
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Analise para Alguns Casos Especiais

« As equacoes apresentadas constituem um sistema de EDP’s néo
lineares extremamente complexo

« Solucbes para este problema s6 podem ser obtidas através de
técnicas numericas aproximadas

 Mesmo a natureza do comportamento da solucéo € dificil de ser
percebido pelas equacdes

« Adicionando hipoteses simplificadoras, vamos considerar versdes
destas equacotes que resultam em EDP’s classicas que modelam
diversos outros fendmenos fisicos
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Analise para Alguns Casos Especiais

« A compressibilidade do fluido € a propriedade que caracteriza a
variacao de volume com a variacao de pressao:

_ldv; 1dp
Vi dp  pdp

Ct

» Para fluidos de compressibilidade constante (liquidos ideais),
sendo p, a densidade medida em uma presséao de referéncia p,,
da definicdo acima segue que

p=poexp[ci(p—p,)]

« Para este caso,

o op 0O op 0 0 1
op :Cfp_p’_p :cfp—pe—p :cfp—p = Vp=—-yVp
OX OX oy oy 0z 674 Cip
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Analise para Alguns Casos Especiais

» Substituindo na equacao de balanco de massa,

%@—V(%pr@)}(pq)ﬂ

« Ignorando efeitos gravitacionais e a presenca de fontes e
sumidouros e assumindo ¢ e u constantes,

0
one; > =V (kvp)

« Equacao da difusividade linear, mesma que aparece em diversas
outras aplicacdes, como transferéncia de calor.

» Para k diagonal,

op O op) O op 8( 8pj
c, POl Pl O Pl P
OHCt oy ax(xaxj ay(yayj PAGT:
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Analise para Alguns Casos Especiais

* Assumindo k homogéneo e isotropico k, = k, =k, =k

2 2 2
g(kxapj+a ky‘3p +a(kzapj:k 6§+a§+8‘2’ = kv
OX oX) oYy oy) 0z 0z oxX® oy® oz

V?p = Laplaciano de p

» Utilizando a definicdo do operador Laplaciano,

% = OLVZp, o=
ot

duC;

» Esta é a familiar equacao do calor, o protétipo das equacdes
parabdlicas.
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Analise para Alguns Casos Especiais

» Nas aplicactes é preferivel usar a pressao, que € melhor medida,
gue a densidade

» Fazendo a hipotese adicional de pequena compressibilidade, boa
para liquidos, podemos fazer a aproximacao

p= po[1+ Cf(p_po)]

U
o op 02 o0°p 0° o0°p 6° o°
_p:pocf_p’—g:pocf—g’—g:pocf—g’—g:pocf—g
ot ot oX oX~ oy oy: 0z 0z

» Substituindo na equacéao da densidade, temos uma equacao para
pressao similar a da densidade

PUC; OP _ v2p
k ot

Programa de Verdo LNCC
Fevereiro de 2015
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Analise para Alguns Casos Especiais

« Avariacdo da porosidade com a pressao € levada em
consideracdo de uma forma simplificada
» Compressibilidade da porosidade

c, = 100
¢ op

« Substituindo no termo de derivada temporal

olop) _ o¢op  ,dpdp_ (100 1apjap ap op
Cy,+Cs)— =pOdC—
% Pona oo ™o o) o R

C =c, +¢; = compressibilidade total
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Analise para Alguns Casos Especiais

« Resulta na mesma equacao com a compressibilidade total
substituindo a compressibilidade do fluido

(I)LC@:VZ

kK ot g

« Note que a equagao acima € nao-linear ja que ¢ = ¢(p)

« A pratica comum € ignorar esta dependéncia e tratar o termo
multiplicando a derivada temporal como constante

Programa de Verdo LNCC
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Analise para Alguns Casos Especiais

« Para fluidos incompressiveis, a equacao anterior se reduz a
equacao de Laplace, prototipo para as equacoes elipticas,

V=0

» Restringindo a fluxo unidimensional linear em um intervalo [O,L] e
acrescentando condicOes de pressao prescrita nas fronteiras:

82
“P_0, p0)=p,pL)=p, P,
ox? 0
U L
D=p, + (pL - po) ;

0 L

ap :pL_pO — cte =

OX L

velocidade (e vazao) constante no dominio
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Analise para Alguns Casos Especiais

« Vamos considerar o efeito de heterogeneidade analisando o
escoamento unidimensional linear:

0 op ap
_k — :O, 0: y T =
k02 -0. p0)-p. B -u
U
op op op x otk(L)
k(L) —| —k(X)—=0=k(x)— = ak(L = ds
L] KOG =0= KO = okl = p=p, + [,

V(X) = _k(x)op _ _ak(L)

= constante
poOX H
op =— ak(L) = variavel
OX k(x)
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Analise para Alguns Casos Especiais

©

P2 —P1 <Pz —P>

po \ |(2>|(3
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Escoamento Monofasico — Formulacao
Numerica

« TOpIcoS
« Escoamento Incompressivel 1D

« Formulacéo do problema continuo. Principio de maximo.

 Discretizacdo pelo método dos volumes finitos (MVF). Malhas de
pontos distribuidos e centrada na célula

« Monotonicidade e Convergéncia

« Escoamento Incompressivel 2D e 3D
* Discretizacao pelo MVF em malhas cartesianas

* MVF em malhas realistas
» Discretizacao de 7 pontos em malhas “corner-point”

 Introducdo a métodos de multiplos pontos (MPFA) e malhas néo estruturadas
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Escoamento Monofasico — Formulacao
Numerica

 Topicos (cont.)
« Escoamento Pouco Compressivel
« Formulacéo do problema continuo. Principio de maximo.

* Discretizacdo pelo método dos volumes finitos (MVF)

« Estabilidade. Métodos explicitos e implicitos
« Tratamento de Pocos
« Escoamento Compressivel

« Breve Descricdo do Métodos de Solucéo
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MVF — Caso Incompressivel 1D

« O método dos volumes finitos (MVF) e 0 mais
utilizado em simulacao de reservatorios e base para
praticamente todos os simuladores comerciais de
reservatorios

« Inicialmente, apresentaremos 0s principios basicos
do MVF em um contexto bastante simples:
escoamento incompressivel em uma dimensao

 Problemas progressivamente mais complexos irao
ser apresentados na sequéncia

Programa de Verdo LNCC
Fevereiro de 2015

Introducéo a Simulacéo de

Reservatérios Petroliferos Prof. José Roberto P. Rodrigues



MVF — Caso Incompressivel 1D

* O escoamento 1D linear incompressivel em um
meio horizontal de secéo transversal de area
constante resulta em

~(K(X)P, )y =G (X), 0<X <L

» Vamos assumir que k(x) > k, > 0. Como visto
anteriormente, a permeabilidade k pode ser
altamente descontinua, com saltos em funcao de
mudancas de litologia

» E necessario também especificar condi¢des nos
extremosx=0ex=L

Introducéo a Simulacéo de
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MVF — Caso Incompressivel 1D

* Antes de completar a formulacao do problema com
a Imposicao de condicoes de fronteira, vamos
discutir uma propriedade importante dessa equacao

* Principio de maximo:
Se g,,(X) <0 paraa<x<b,entao

p(x) < maxyp(a), p(b)}

» EXxpressa a ideia intuitiva de gue ao retirar massa
(producao) a maior pressao deve estar nas fronteiras
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MVF — Caso Incompressivel 1D

O principio de maximo imp0e restricoes sobre as
solucbes admissiveis para o problema, em particular,
nao podem haver oscilagcoes em regides onde ,(x) <0

Seqg,<0em(ab),o0

perfil ao lado viola o

principio de maximo
e, portanto, nao

- representa uma

a b X solucéo valida

v
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MVF — Caso Incompressivel 1D

« Um principio de minimo similar também vale para o
caso em que g,,(x) >0

Se g,(x) >0 paraa<x<b,entao
p(x) = min{p(a), p(b)}

 Corresponde ao caso em gue massa € adicionada
(Injecao) e, portanto, a menor pressao deve estar nas
fronteiras
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MVF — Caso Incompressivel 1D

» Para g,,(x) = 0 (auséncia de fontes/sumidouros),
valem tanto o principio de maximo como o de
minimo e, portanto,

min{p(a), p(b)} < p(x) < max{p(a), p(b)}

* Por representar uma importante propriedade fisica
do problema, métodos numéricos para aproxima-lo
devem idealmente respeitar alguma versao discreta
do principio do maximo

Introducéo a Simulagao de Programa de Verédo LNCC

Reservatorios Petroliferos

Prof. José Roberto P. Rodrigues Fevereiro de 2015



MVF — Caso Incompressivel 1D

 Para demonstrar o principio de maximo, vamos tomar
k =1 e considerar primeiramente o caso ¢, <0

* Se p assumisse 0 valor maximo em um ponto x, em
(a,b), teriamos

P
OX

2
:Oe@

OX* =0

X=Xo X=X

: 0
0 que contradiz g, = — %(2 <0
* Assim, para q,, < 0 temos
max p(x) = max{p(a), p(b)}

a<x<h
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MVF — Caso Incompressivel 1D

 Um maximo no interior
significaria concavidade para
1 — — baixo, indicando retirada de
massa em uma regido em
torno do maximo

* |Sso e incompativel com
retirada de massa por fonte
produtora (q,, < 0)

Programa de Verédo LNCC

Introducéo a Simulagao de . .
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MVF — Caso Incompressivel 1D

* O caso g <0 sera reduzido ao caso anterior
considerando a fungcdo s = p + &, onde £é um
numero real positivo arbitrario e r e tal que

1. r>0em(ab)e
_o%r
2 sz <0em (a,b)

* r(x) = (x — a)? satisfaz as condicfes acima, ja que

2
_0 %XZ ~_9
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MVF — Caso Incompressivel 1D
* Assim,
OX OX OX
* Temos, portanto, que

P(x) = p(x) +er(x) < max p(x) +&r(x) =

max{p(a), p(b) +&(b—a)’}
« Como &> 0 ¢ arbitrario, segue que

p(x) < max{p(a), p(b)}
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MVF — Caso Incompressivel 1D

 Retornando a questao das condicOes de fronteira...

 Tipicamente se especifica o valor de pressao
(condicao de Dirichlet):

p(O) — PO! p(L) — I:)L
ou o valor da velocidade (condicao de Neumann):

—k(x) px‘xzo = fo’ k(X) px‘x=|_ = fL

fo, f, > 0 para entrada de massa pelas fronteiras
fo, f, <O para retirada de massa pelas fronteiras

Introducéo a Simulagao de
Reservatorios Petroliferos

Programa de Verédo LNCC
Fevereiro de 2015

Prof. José Roberto P. Rodrigues



MVF — Caso Incompressivel 1D

« E claro que também se pode especificar um tipo de
condicao em cada extremidade

* Quando condicOes de Neumann sao especificadas
em ambas as extremidades, uma condicao de
compatibilidade, decorrente do balanco de massa,
deve ser imposta entre as velocidades das
extremidades e as fontes/sumidouros
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Reservatorios Petroliferos

Programa de Verédo LNCC
Fevereiro de 2015

Prof. José Roberto P. Rodrigues



MVF — Caso Incompressivel 1D
 De fato, integrando de O a L:

JOL(_(k(X) Py ) )dX = JOL g, (X)dx =

L
~kOOP,|, +KCOP,] o =] G (0dx =

~f—fy=[ g, (dx =
jOL q. (x)dx+ f, + f, =0

« Em particular para fluxo nulo nas fronteiras:

J, 6 (0dx =0
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MVF — Caso Incompressivel 1D

« Uma segunda observacao importante para o caso
com condic¢Oes de Neumann é que as pressoes ficam
determinadas a menos de uma constante

* De fato, se p € uma solucéo entdo p + C tambem é,
ja que
9, op

. C)=22
8x(p+ ) OX
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MVF — Caso Incompressivel 1D

» ApOs a discussao inicial sobre a formulacéo do
problema, iniciaremos aqui a discussao sobre a
técnica de volumes finitos (MVF) para encontrar
solucoes aproximadas

* No método de volumes finitos a discretizacéo é feita
dividindo o dominio em “volumes de controle”
(células ou blocos da malha) onde uma aproximacao
para uma forma integral da equacao original e feita
aproximando os fluxos nas suas fronteiras

« Em cada uma das ceélulas e escolhido um ponto onde
a variavel a ser determinada é aproximada

Introducéo a Simulacéo de

Programa de Verdo LNCC
Fevereiro de 2015

Reservatérios Petroliferos Prof. José Roberto P. Rodrigues



MVF — Caso Incompressivel 1D

* Pela sua construcdo, o0 método de volumes finitos
reproduz os principios basicos de conservacao das
leis fisicas originarias das EDP’s a nivel de cada
volume de controle, o que da ao metodo uma
Interpretacao fisica poderosa e particularmente util
em situacoes complexas

» E a metodologia mais empregada em simuladores
comerciais de reservatorio e amplamente discutida
na literatura

Programa de Verdo LNCC
Fevereiro de 2015
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MVF — Caso Incompressivel 1D

 Para o problema 1D, as células sao subintervalos de
[O,L]

 Existem duas abordagens para definicdo das células
e dos pontos onde aproximacoes de p serao obtidas:
malha de pontos (ou vertices) distribuidos (point-
distributed ou vertex-distributed) e malha centrada
na célula (ou no bloco) (cell-centered ou block-
centered)

Programa de Verédo LNCC
Fevereiro de 2015
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MVF — Caso Incompressivel 1D

» Na malha de pontos distribuidos, 0s pontos x; sao
dados e as celulas [X;_y/,, Xi,1»] definidas de forma
que suas fronteiras estejam no ponto médio dos
pontos X;
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MVF — Caso Incompressivel 1D

» Na malha de pontos distribuidos, 0s pontos x; sao
dados e as celulas [X;_y/,, Xi,1»] definidas de forma
que suas fronteiras estejam no ponto médio dos
pontos X;
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MVF — Caso Incompressivel 1D
» Malha de pontos distribuidos

Xi + Xi+1 hi hi
Xi+%: 9 :Xi+_:Xi+1_E
h +h_
Ny, = Yoy, =Xy, = — 5 =
\
( |
Xi—% Xi+ A
0 i O i O
Xl—l Xi Xi+1
\ )\ }
| |
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MVF — Caso Incompressivel 1D

» Na malha centrada na célula, as fronteiras x;,,,, S0
dadas e os pontos x; definidos no ponto médio das
células [X; 1/, Xjra/2]
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MVF — Caso Incompressivel 1D

» Na malha centrada na célula, as fronteiras x;,,,, S0
dadas e os pontos x; definidos no ponto médio das
células [X; 1/, Xjra/2]
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MVF — Caso Incompressivel 1D
« Malha centrada na céelula

X . +X h n,
i+% i-% +) e
X, = =Xy t =X,y —
I 2 '_% 2 I+% 2
hi+% = Ni+y Xl—% hl+32 - X”% X'+%
| \
( |l |
% W s/
I O | © |
XI Xi+1
\ J
" ho+h
hi — X|+1 o Xi - = 2 -
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MVF — Caso Incompressivel 1D

« Em simulacéo de reservatorios € mais comum a
utilizacdo de malhas centradas na céelula pela maior
facilidade de alinhar as fronteiras da células com as
descontinuidades nas propriedades petrofisicas
decorrentes da heterogeneidades das rochas

* Embora resultem em esquemas distintos para malhas
nao uniformes, a derivacido do MVF € inteiramente
similar nos dois casos (diferencas maiores no
tratamento das condicOes de fronteira)

Introducéo a Simulacéo de Programa de Verdo LNCC
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MVF — Caso Incompressivel 1D

» Integrando a EDP na célula [X; 1,5, Xi.15]:

- j; (k()p, ), dx = J; G, (X)X

—k K — "% q_(x)dx
P, kP, = Ixi_% O (X)

e Os termos kpx\x_ , representam as velocidades através

das fronteiras da célula
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MVF — Caso Incompressivel 1D

O valor da derivada de p na face das celulas é
aproximado por diferencas finitas

~ pi+1 B pi

* Na expressao acima, p; denota o valor de p
aproximado pelo MVF

Programa de Verédo LNCC
Fevereiro de 2015
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* Aaproximacao da derivada pode ser justificada por
expansao em serie de Taylor

* Notagdo: h'=x,-X., "W =x,,-X

2

Malha centrada Malha de pontos
na célula distribuidos
b h™ by

[ . f . | [ l \l l |
Xi+% Xi+%

—o i 0 —o0 i 0
)\(i Xj+1 )‘(i Xj+l
| !
n:&u_ﬁ hzﬁu_ﬂ
h = hy h =h
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MVF — Caso Incompressivel 1D

» Anotacao P; ira indicar o valor de p avaliada no
ponto X;, ou seja, P; = p(x;) = valor da solugédo exata
no ponto X;

« Expandindo em série de Taylor, temos

(h')’

I:)i |+y + h+px(Xl+y)+ pxx(Xl+y)+O(h )

(h )

I:)i—l h pX(XI+}/) R pxx(Xl+y) + O(h )
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MVF — Caso Incompressivel 1D

 Subtraindo as duas expressoes

(h7)" = ()
2

Ri—R.= (hiJr T hi_) px(xi+%) T
U

h™+h”)(h"—h’
( [ + | )( | I )pxx(xi+%)+0(hi3)

pxx (Xi+%) + O(hls)

I:)i+1 B I:)i—l = (hi+ + hi_) px(xi+%) + 2
Uh=h"+h
P,—P h™ —h~
|+1h -1 — px(xi+%)+ I 2 I pXX(XH%)"‘O(hiZ)
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MVF — Caso Incompressivel 1D

» Para malha de pontos distribuidos (h* =h"):

Pi+1 B Pi—l
h.

— px (Xi+%) + O(hlz)

» Para malha centrada na célula (h* = h"):

I:)i+ _Pi— _
1h- - = px(Xi+%)+O(hi)

« Uma analise mais cuidadosa ira mostrar que o erro
e; = p; — P; converge quadraticamente para ambas
as malhas
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MVF — Caso Incompressivel 1D

» O valor de k na face das células deve ser estimado a
partir dos valores de k em cada uma ceélulas vizinhas
e i+l

« Uma aproximacao simples € a média aritmética

k _ ki+1 + I(i

i+% o 2

 Se k € uma funcao suave (possui duas derivadas) a
média aritmética € uma aproximacdo O(h?) para o
valor correto
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MVF — Caso Incompressivel 1D

* No caso em que k é descontinua na face, a média
harmonica € mais usada

hi+% T hi+% B (hi+}/z + hi+%)kik‘+1

I(i+ = T
2 hi+% n hi+% hi+%ki+1 T hi+%ki
ki ki+1

« A meédia harmonica aparece naturalmente pela
Imposicao de continuidade da velocidade nas
fronteiras das células
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p A pl+1

pi+
‘\]Jz\Ei

X
ki ki+1
e Para malha uniforme
" p”% Y K Pivs = Piiy _ KiP; +KiiaPia

. . —pn ., =
' h/2 " h/2 Py Ki +Ki.,

i+ i i — P ki P + ki+ Pi.
Kiv2 i 1h L ki P ;1/2/2 = Ki 1 ( Pi — pi): 2ki£ kK + k:l - - pij
. 2kk., 2

I+1/2 kl + ki+1 1 1




Introducéo a Simulacéo de

MVF — Caso Incompressivel 1D

 Para o caso 1D com secao transversal de area
constante, o termo fonte g, corresponde a vazéo
massica especifica dada em termos de vazao massica

por unidade de comprimento
* Assim, 0 termo

Qn, = [ a, (x)dx

=7

corresponde a vazao massica (massa/tempo) que
Iremos assumir especificada (corresponde a vazao

dos pocos de Injecao ou producao)

Programa de Verdo LNCC
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MVF — Caso Incompressivel 1D

« Em geral, a vazado volumétrica em condicbes padrao
(de superficie) Q.. e especificada

 Para o problema incompressivel, a densidade €
constante e nao precisamos NOs preocupar em
converter de condicOes de reservatorio para padrao e
temos simplesmente que

Q. = PQ

» Calcular a pressao de fluxo nos pogos é um
problema relevante que sera tratado mais adiante

Programa de Verdo LNCC

Introducéo a Simulacéo de . :
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MVF — Caso Incompressivel 1D

 Retornando ao balanco de massa na célula, juntando
as expressoes das velocidades nas faces e do termo
fonte

" pi+1h_ o, 4 ki_}/2 pir: Py Qm

[ -1

U
~Tiy Pt (Ti+% " T‘—%) P~ TP = Q,

K

Ti+% =

;% > 0 é a transmissibilidade na face i +%

Introducéo a Simulagao de
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MVF — Caso Incompressivel 1D

 Para completar a definicdo do MVF ¢é necessario
discutir o tratamento das condicoes de fronteira (CF)

« Como o posicionamento de pontos e células ¢
diferente para as malhas de pontos distribuidos e
centrada na célula, o tratamento das CF sera distinto

* Iniciamos considerando pressao especificada
(condicao de Dirichlet)

p(0) = Po’ p(L) = PL

. . Programa de Verdo LNCC
Prof. José Roberto P. Rodrigues Eevereiro de 2015

Introducéo a Simulacéo de

Reservatorios Petroliferos



MVF — Caso Incompressivel 1D

» No caso de malha de pontos distribuidos, existem
pontos sobre a fronteira

 Os valores podem ser especificados diretamente:
Po=F Pha=HR

* Esses valores sao utilizados no calculo das
velocidades em Xy, € X, .1/

Introducéo a Simulagao de Programa de Verédo LNCC

Reservatorios Petroliferos
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MVF — Caso Incompressivel 1D

» O balanco de massa para a célula [x,,,, X3/,] € dado por

P, — B p,—F
-k, +K =
% h, h, Sn

7
—Typ, + ( ) =T,R+Q,

» O tratamento da célula [X,, 1/, X,+1»] € analogo

 Note que o balan¢o de massa néo é calculado em todo
o dominio [0,L], ja que n&o e escrito um balanco de
massa para os intervalos [0, X;,,] € [X, 1/, L]
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MVF — Caso Incompressivel 1D

* No caso de malha centrada na célula, as fronteiras
externas coincidem com as fronteiras das células

 As velocidades nas fronteiras externas sao calculadas
utilizando os valores de pressao especificados

—P P —

f, =k, 20 f =—k L Pn

h% 2

Introducéo a Simulagao de
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MVF — Caso Incompressivel 1D
» Balanco de massa para a célula [Xy/,, X3,]:

p.—p P, — R
k. P Fo ) Fo” o _
2 h, "h, 12 On,

U Ty= 2k0/h%

T, p,+ (T% +T_%) P =T,P+Q,

« Aceélula [X, 1/, X141,] tem tratamento similar

Introducéo a Simulagao de

Programa de Verédo LNCC

Prof. José Roberto P. Rodrigues
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MVF — Caso Incompressivel 1D

 Para interpretar esse tratamento da CF, considere o
caso particular homogeéneo (ks/, = k, = k) de malha
uniforme (h, = hy, = h) e sem fontes (Q,, =0):

_k pl_p°+k po_Po -0

h h/2
U
P0:3p0_ pl

2 2

 Corresponde a interpolacéo linear e, portanto,
representa uma aproximacao O(h?) para a CF
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MVF — Caso Incompressivel 1D
 Para velocidade especificada (condi¢cao de Neumann)

k() Py, = Tor kK(X)P,|_, =T,

basta incluir os valores especificados diretamente no
balanco de massa das células nos extremos:

My,

—k% pl_po_ fonmO _fL+kn—y pn_pn—le
h, :h

T% po _T% pl - Qmo + fo A pn—l +Tn—% pn = an + fL

n
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MVF — Caso Incompressivel 1D

* Os balancos de massa descritos anteriormente
resultam em uma equacao linear por célula, com
uma incognita a determinar por célula (a pressao p;)

« Vamos analisar a existéncia e unicidade de solucao
para esse sistema e a convergéncia das solucoes
obtidas, ou seja, quao rapidamente a solucao
aproximada obtida pelo MVF se aproxima da
solucéo exata quando a malha é refinada

Programa de Verdo LNCC
Fevereiro de 2015

Introducéo a Simulacéo de

Reservatérios Petroliferos Prof. José Roberto P. Rodrigues



MVF — Caso Incompressivel 1D

* Para fixar ideias, vamos considerar malha centrada
na celula com condicao de Dirichlet em um extremo
e Neumann no outro

 Os casos com malha de pontos distribuidos e/ou
com condicao de Dirichlet nos dois extremos sao
similares

O problema com condi¢cdo de Neumann é
ligeiramente mais complexo e seré tratado
separadamente
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» Sistema linear para determinar p,, py, ---» P, COM
condicao de Dirichlet em x =0 e Neumann em x = L.

LoPy — Typy =Q,, +T 4K
_T% P+ 24P — T% P, = le
_Ti—% Piy + 2P — i+ Pine - Qmi

_Tn—% Pra T Tn—% Pn= Qm T 1:L
Xi=T_,+T,,

Programa de Verédo LNCC
Fevereiro de 2015
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 Matricialmente:

Xy —Ty 0] [Qm tT 4R
‘.T% .21 _T/ P Q:ml
_Ti;% Zi. Ty Pi ] Q.mi
I T,y Ty Pl | Qp + f, |
Ap=Db

A é simeétrica e tridiagonal
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 Para analisar as propriedades desse sistema,
mostraremos que ele satisfaz o seguinte principio de
maximo discreto

SeQ, <0ef <0entaop, <p, <R, 1<i<n
» De fato, seja I, tal que p; > p; para todo i # i
* Se 1 <i,<n-1, terlamos

_Tio—% P+ P, _Ti0+% Pia =
T (P, =P ) + Ty (P, — Piaa) >0

ja que Tioil,2 > 0, 0 que nao e possivel para Qmio <0

Programa de Verédo LNCC
Fevereiro de 2015
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MVF — Caso Incompressivel 1D

» Note que essa contradicao expressa o fato de que,
em uma célula onde fontes estdo retirando massa, a
pressdo nao pode ser maior gque nas células vizinhas,
ja que induziria retirada de massa pelas fronteiras

p“ v/\
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MVF — Caso Incompressivel 1D
 Analogamente, se iy = n, teriamos
_Tio—% Pi, +Tio—% Py, = Tio—%(pio ~ pio—l) >0
ja que Tio_l,2 > (0, 0 que nao é possivel para QmiO <0
ef <0
* Se existir I, com essa propriedade, necessariamente
I, = 0, de onde segue p; <Py, ja que
2 Py _Ti0+% P .1 =Qn, +Ti0—% R =
Tio—%(pi0 o PO) +Ti0+%( pi0 o pi0+1) = (?m0 <0
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MVF — Caso Incompressivel 1D

« Como consequéncia do principio de maximo, segue
a seguinte propriedade para a matriz A

SeAp=bcomb<0,entatop<0

* De fato, basta considerar um problema com P, = 0,
fo=f =0, Q, =b;eaplicar o principio de maximo
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MVF — Caso Incompressivel 1D

» Um principio de minimo discreto analogo tambem é
satisfeito

SeQ, =0ef >0entaop, 2R, 0<i<n

de onde segue que
SeAp=bcomb>0,entaop=>0
« Combinando os principios de minimo e de maximo
segue que A é ndo-singular, ja que
Ap=0=p=0
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« Uma outra consequéncia do principio de maximo &
que todas as entradas da inversa de A sao nao-
negativas (A € monotona)

A'1>0

- De fato, a j-ésima coluna de A, x;, € obtida pela
resolucdo do sistema

.
AX; =¢e;, €, =10,...,1,...,0] >0=>x;, 20

« A monotonicidade é uma propriedade desejavel, ja
que evita o aparecimento de oscilacdes espurias nas
solucbes numericas
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» Quando condicoes de Neumann sao especificadas nos
dois extremos, temos o seguinte sistema linear:

T,.p, — Typ =Q, *+ To
_T% Po+ 2P - T% P, = le
_Ti—% Piy + 2P — i+t Pint - Qmi

_Tn—% Pra T Tn—% Pr :an T 1:L
Xi=T_,+T,,
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MVF — Caso Incompressivel 1D
« Somando todas as equacoes:

0=fo+f +> Q.
=0

» Para o sistema ter solugcao uma condicao semelhante
a do caso continuo aparece: 0 acréscimo e retirada
de massa por meio de fontes/sumidouros e atraves
das fronteiras tém que ser balanceados
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« A matriz resultante ainda € simetrica e tridiagonal:

T% _T% B po ] _Qmo + T_% PO_
-y, 2 Ty p, Qn,
I —Tn_% Tn_%_ Py I an + f, |

* Note que, se ¢ =[c,...,C,...,c]", Ac = 0 e, portanto, se p
e uma solucao entdo p + ¢ tambem ¢é, de forma
semelhante ao caso continuo
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MVF — Caso Incompressivel 1D

 Neste caso, nao é possivel ter lados direitos
positivos ou negativos, mas utilizando argumentos

semelhantes aos do principio do maximo do
problema anterior, é possivel mostrar que as unicas
solucOes possiveis para o sistema Ap = 0 sdo 0s
vetores constantes

* Nos problemas de interesse pratico, alguma
compressibilidade esta sempre presente e essas
questdes desaparecem

Programa de Verdo LNCC
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MVF — Caso Incompressivel 1D

« Agora estudaremos a questao de convergéncia da
solucao aproximada para a solucdo exata, ou seja,
quao rapidamente o erro cometido diminuil quando a
malha é refinada

A analise padrao utilizada no caso de malha
uniforme é dificultada pelo aparecimento de termos
de O(h) ou mesmo inconsistentes no erro de
truncamento para malhas nao-uniformes
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MVF — Caso Incompressivel 1D

 Para simplificar a analise, consideraremos 0 caso
homogéneo (k constante) e condicoes de Dirichlet

em ambos extremos:
—p,, = f(x), 0<x<L

p(0)=a, p(L)=b
 Nos pontos interiores, 0o MVF é dado por

_ Py =B 4 Pi —Piy —h f
h- hi_l I+% |

Programa de Verédo LNCC
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MVF — Caso Incompressivel 1D
» Dividindo por h;, 5

1 [ PP n Pi—Pia | _ f
hi+% h h |

I -1

« Semelhante a uma aproximacao de diferencas finitas

X‘T% Xi.y X‘T% Xiys
O I O, | O O I O | O
X Xi Xis1 X Xi Xi
Malha centrada na célula Malha de pontos distribuidos
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MVF — Caso Incompressivel 1D

O erro de truncamento e obtido por expansao em
série de Taylor (a notacao P; ird indicar o valor de p
avaliado no ponto x;, ou seja, P; = p(x;) = valor da
solucao exata no ponto x;)

h-2 _3 _4 .
P,=P+hp (X)+—=—p,(X)+— X.)+—— X.
i1+1 i |px( |) 2 pxx( |) 6 pxxx( |) 24 pxxxx( |)

h? h’ h?
P.=P-h X)+—=Lp (x)——= X.) +—-L X
-1 I |—1px( |) 2 pxx( |) 6 pxxx( |) 24 pxxxx( I )

. : Programa de Verédo LNCC
Prof. José Roberto P. Rodrigues Eevereiro de 2015
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P.—P h h? h :
- - = px(Xi)_l__lpxx(xi)_l__lpxxx(xi) _pxxxx(X )

h, 2 6 24
Pi—l B P| hi—1 hi2_1 h3 "
h Py (%) =25 P (%) = =5 P (%) =7 P (%)

- i1j:_pxx(xi)

2 2
- - My o)
i+% hl+%
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» Expressdo para o erro de truncamento:

2 2
ET — 1_ hi i hi_l pxx(xi) o hi hi_l pxxx(Xi) +O(h2)
2hi+% 6hi+%
» Para malha de pontos distribuidos, E; é de primeira
ordem
h +h h —h.
h,, == 5 1 o= ; L (x)+0(h?)=0(h)
XiT% X|+ 4
O ] O | O
Xl—l Xi Xi+1
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MVF — Caso Incompressivel 1D

 Para malha centrada na célula o termo principal da
expressao de E- nao se anulae o erro e O(1), ou seja,
0 esquema é inconsistente

Xi_s) X,
I
Xi—l X Xi+1

 Para malha uniforme, o esquema ¢ de segunda ordem

h,, =h =h, =E, =0(h?)

Programa de Verédo LNCC
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MVF — Caso Incompressivel 1D

* Na verdade, o que estamos de fato interessados €
saber quao bem p;, resultado da discretizacao, se
aproxima de P; a solucao exata em cada ponto da
malha

« Argumentos classicos, utilizando o principio de
maximo, mostram que o erro e; = P, — p; ttm a mesma
ordem do erro de truncamento

* Isso é suficiente para mostrar convergéncia O(h?) para
malha uniforme e O(h) para malha de pontos
distribuidos, mas ndo garante convergéncia da malha
centrada na célula

Introducéo a Simulacéo de

Programa de Verdo LNCC
Fevereiro de 2015

Reservatérios Petroliferos Prof. José Roberto P. Rodrigues



MVF — Caso Incompressivel 1D

 Para apresentar os argumentos classicos, considere
malha uniforme de pontos distribuidos

 Adiscretizacdo é dada por
. Pi _2pi + P _
h? -
Po =8, Py =D

f., 1<1<n
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MVF — Caso Incompressivel 1D

« Como na expressao de E; so aparecem termos
envolvendo derivadas de ordem 4, E; = 0 para
qualquer polinOmio de grau menor ou igual a trés

» Em particular, p,, € calculado exatamente para
polinGmios de grau menor ou igual a trés
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MVF — Caso Incompressivel 1D

 Das expressoes para a solucao exata e aproximada,

segue que
RL-2ReR, o
h2 [ _ i1 _Zei + € —E
P 2Pt Py f h? '
h? o

Po:po:aepnﬂ:pn+1:b:>eo:en+1:O

O erro satisfaz a mesma discretizacao da aproximacao
p com condi¢cdoes homogéneas (nulas) nos extremos do
Intervalo e lado direito igual ao erro de truncamento

Introducéo a Simulagao de
Reservatorios Petroliferos

Programa de Verédo LNCC
Fevereiro de 2015

Prof. José Roberto P. Rodrigues



MVF — Caso Incompressivel 1D

 Para aplicar o principio de maximo e necessario
controlar o sinal do lado direito, o que sera feito pela
Introducdo de uma funcao auxiliar ¢, =e, + @, tal que

1 A _zh(ii T Qg <0

2- (00 — ¢n+1 = O(hZ)

« Como g, =¢e,,, =0, acondicao 2 requer que ®, =
® ., =0(h?)
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MVF — Caso Incompressivel 1D

« Assumindo derivadas de quarta ordem continuas, o
erro de truncamento pode ser limitado por:
h? h?

‘ET‘ = ﬂ uxxxx(xi*) + uxxxx()(i**)‘ < ﬂ M Y = EM

* Definindo @©(x) = v (x—%)?, @ (X)=E,, €, COMO Se
trata de um polinOmio de 2° grau, segue que

- Note também que ®(0) =d(1)=E,, L°/8

Introducéo a Simulagao de
Reservatorios Petroliferos

Programa de Verédo LNCC
Fevereiro de 2015

Prof. José Roberto P. Rodrigues



MVF — Caso Incompressivel 1D

* Definindo ¢, =¢, + @,

. —20. + @ E L°
. ¢I—l hqgl ¢|+l — ET _ EM < O e (0(0) — (0(1) — I\/I8
* Pelo principio de maximo,
2 2 v
e <e +® <max{®(0),d(1)}< E“él' = Lg/é h?
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MVF — Caso Incompressivel 1D
 Analogamente, definindo ¢, = -, + ®,,

E, L’
8

. —20. + Q.
Py hg? Pa - _E _E, <0e p(0) = p(l) =

* Pelo principio de maximo,
EM L2 _ L2M \Y] h2
8 96

—e < —e +O. <max{®(0),d(1)} <

» Juntando as duas desigualdades,

2 v
\ﬂng h? =0(h?)
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MVF — Caso Incompressivel 1D

 Para malhas centradas na célula, esse argumento &
Insuficiente para mostrar convergéncia, dada a
Inconsisténcia dos erros de truncamento

 No entanto, é possivel isolar componentes O(h?) do
erro que originam os termos de O(1) e O(h) no erro de
truncamento, demonstrando convergéncia O(h?)

* Esse “paradoxo” pode ser 1lustrado considerando o
operador diferencial

pP(x) = hsen(hj O(h*) = pXX(x)_—sen(hj O
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MVF — Caso Incompressivel 1D

* Relembrando a expressao para o erro de truncamento:

h' + h' 1 h-2 — h.2 1
i = X ) — i—
2h pXX ( | )

E. =|1—
! 6h

pxxx(xi) T O(hz)

i+% i+%

* Para entender a natureza do termo O(1) lider, vamos
por ora ignorar p,, e integra-lo em um intervalo fixo
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MVF — Caso Incompressivel 1D

A contribuicdo agregada do termo O(1) é pequena
(O(h)) em regides de tamanho fixo, indicando que
elas podem ter um carater “oscilatorio” ou
“peri0dico”

 Essa observacdo indica que deve ser possivel

encontrar componentes pequenas do erro que
originam esse termo

» De fato, tomando ¢ = hiy

2

Introducéo a Simulagao de

Programa de Verédo LNCC
Fevereiro de 2015

g T T Prof. José Roberto P. Rodrigues



h_2 . -2 h_2 —h_2
L¢: 1 B |+% |+%+ |+% I—% _
h71
h h h_,
|+%

U h _ hi+%+hi+%

I 2

h. 5, +h. h. ,, +h o
h_ |+% |+% |+% |—%
2

|+2 2

_3L__01&£+hn%)qhaghn%)4“L;g+h.%)ah;gh,%)]

U h, =2h-h

i+%

- %(_(th B 2hi+% ) t (_Zhi—l T 2hi+% )) -

H—%

4 B h +h_
h—(ZhiJr% - hi+1 o hi—l) - 8£1_ 2hi+y ]
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MVF — Caso Incompressivel 1D

« Afuncéo ¢/8 = O(h?) tem a propriedade desejada de
“oerar” o termo O(1) do erro de truncamento
(Ignorando a dependéncia em p,,)

* Uma derivacao mais trabalhosa mostra que

m_¢ h +h_,

2h,

i+%

ou seja, o termo O(1) de E; deriva de uma
componente O(h?) do erro
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MVF — Caso Incompressivel 1D

e Assim,

I—h (ei - ei(l)) = ET o {1_ hlz:l- hilJ pxx(xi) +O(h) — O(h)
i+%

« Os argumentos classicos usados no caso de malha
uniforme podem ser usados para mostrar a
convergéncia O(h)

L, (& —e®)=0(h) = ¢ —e® =0(h) = ¢ =O(h)
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MVF — Caso Incompressivel 1D

* Da mesma forma, € possivel encontrar uma
componente e =0O(h*) que isola os termos O(h) de
E. de forma que

L, (& —e® —e™)=0(h*) = ¢ - —e” =0O(h?) =& =0(h?)

* As CF tambéem introduzem componentes especiais no
erro de truncamento que necessitam ser isoladas como
acima, mas a conclusio final é que a convergéncia do
MVF em malha centrada na célula é O(h?)

Introducéo a Simulacéo de
Reservatorios Petroliferos

Programa de Verdo LNCC
Fevereiro de 2015

Prof. José Roberto P. Rodrigues



MVF — Caso Incompressivel 1D

* A mesma abordagem pode ser utilizada para mostrar
que a convergéncia do MVF em malha de pontos
distribuidos é O(h?) apesar de E; = O(h)

e A discussao acima é baseada em

* Forsyth & Sammon, Quadratic Convergence for Cell-
Centered Grids, Applied Numerical Mathematics, 1988

e Ver tambéem

 Manteuffel & White, The Numerical Solution of Second-
Order BVP on Nonuniform Meshes, Mathematics of
Computation, 1986
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MVF — Caso Incompressivel 1D

* Experimentos numericos do paper de Manteuffel &
White

(3x + 1)%y" + 9y + 9[1(3x + 1)’ = 1]y = 0,
y’(0), y(1) given.

« 700 malhas com espacamento gerado aleatoriamente e
n variando de 100 a 800
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10°% e LERRE I — T T T T 1
osE * Malha de pontos
: SLOPE 15 218 distribuidos
1074 F
: * A nuvem de pontos
S 10°F superior corresponde
z
< oef a0s erros e
* A nuvem de pontos
107t F ) . .
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100 E erro de truncamento
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MVF — Caso Incompressivel 2D e 3D

 Os problemas de interesse pratico sao (quase)
sempre modelados em 3D

* [remos agora estender a metodologia de volumes
finitos para 2D e 3D

 Adiscretizacao sera apresentada inicialmente para a
malha mais simples (cartesiana)

 Neste contexto, a extensao para 2D e 3D e uma
generalizacao quase imediata do MVF 1D

» Malhas mais complexas serdo tratadas em seguida
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MVF — Caso Incompressivel 2D e 3D

* O escoamento 2D incompressivel em um meio
horizontal de espessura constante e tensor de
permeabilidades diagonal resulta em

9 p)_of P _
(@)= £ kexn P |-a,000)

(X,y) e Q=[a,b]x][c,d] (dominio retangular)

A hipotese de K diagonal significa que 0s eixos
coordenados foram alinhados com as direcdes
principais de K
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MVF — Caso Incompressivel 2D e 3D

O operador diferencial acima satisfaz um principio
de maximo que generaliza o caso 1D: se g,, <0 em
uma regiao D com fronteira I', entdo p < maximo de
pemI

* A demonstracdo utiliza 0 mesmo argumento por
contradicao do caso 1D e expressa o fato que, em
uma regiao onde ha apenas retirada de massa pelas
fontes, 0 maximo de p ndo pode estar no interior, ja
que Isso Indicaria retirada de massa pelas fronteiras
também

Programa de Verdo LNCC
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MVF — Caso Incompressivel 2D e 3D

» E necessario especificar condicdes de fronteira que
podem ser Dirichlet (valor da funcao especificada)
ou Neumman (valor de velocidade especificado)

 Para fixar ideias, durante a apresentacao do MVF,
vamos tomar uma configuracio especifica para as
CF

O tratamento se generaliza facilmente para outras
configuracoes
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MVF — Caso Incompressivel 2D e 3D
(69 2=,

velocidade especificada
T h, > 0 para entrada de massa

op _
p:go kX(X,y)&—hL
valor especificado velocidade especificada
h, >0 para entrada de massa

P=0s
valor especificado
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MVF — Caso Incompressivel 2D e 3D

 Malha centrada na célula

yl o o o o o o
y2 o e o e e e
ym o o o o o o
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* Considere a celula interior centrada em (X;,Y;)
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MVF — Caso Incompressivel 2D e 3D

* Obs.: mudanca de notacao para as dimensoes das
celulas

* As ceélulas sdo retangulares com quatro faces
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» Integrando a EDP na celula centrada (x;,Y;):

—j j ( jdxdy Jjﬁy( ;p]dydx—_" j“zqmdxdy

Y 1 2 ") OX (an’yj Yi—2 OX (Xi—l’yJ
2 2
Fluxo através Fluxo através
da face i+1/2,] da face i-1/2,]

Fluxo através Fluxo através
da face i,j+1/2 da face i,j-1/2
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* Integrais aproximadas pela regra do ponto medio:
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* k, € k, sao aproximados pela media harmonica:

B AX; + AX: K _ ij +ij+1
o = A A, v = Ay, Ay
kXi kXi+1 kY' ky'

» Aproximacao para as derivadas de p:

op Py =Py P By
ax (Xi+1/2’yj) X|+1,J o X|J AX' + AXl-l-:l.
2
ou B — By _ Pija — P
(X2 Yjiv2) Xi’j+1 - Xij Ayl + ij+1

2
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MVF — Caso Incompressivel 2D e 3D

» Aaproximagao para o fluxo na face (X, ,,,y;) fica

Vil op -~ AX; +AX,, Piaj— By
jyj_; ks (X”%’ y) OX (X y} dy >4y, AX,  AX, A +AX,
2 i+1’ kxij + kXi+1j 5
2Ay K, K,
- Axikxi+lj 4 AX|+1k (pi+1j plj) i+1/2, ( p|+lj pij)
24y K, k Transmissibilidade na diregao X
T = ” '”‘k (depende da geometria da malha
AXKi ¥ AX'+1 e das propriedades do meio)
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MVF — Caso Incompressivel 2D e 3D

» Aaproximagao para o fluxo na face (x;,y;.y,) fica

L + A .. —D.
T L O TR T Tl
X1 i+3) oy [X’y 1] AY; AyJ+1 AY; +AY;,
2 kyij kyi,j+1 2
2AXK,, K
i Yija
— i i =) =T D
ijkyi,j+l T ij+1kyij ( pl’Hl pU ) e ( pI’Hl p” )
2 AXiky-- ky_ | Transmissibilidade na direcao Y
e = e (depende da geometria da malha
Aylkyi,m T Aywlkyu e das propriedades do meio)
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MVF — Caso Incompressivel 2D e 3D

 Para 0 caso 2D com espessura constante, o termo
fonte g,, corresponde a vazdo massica especifica
dada em termos de vazdo massica por unidade de
area

e AsSIm, 0 termo

Qmij - j :ij j yy.jj Ol dxdly

corresponde a vazao massica (massa/tempo) que
Iremos assumir especificada (corresponde a vazao
dos pocos de Injecao ou producao)

Introducéo a Simulagao de Programa de Verédo LNCC

Reservatorios Petroliferos

Prof. José Roberto P. Rodrigues Fevereiro de 2015



MVF — Caso Incompressivel 2D e 3D

« Em geral, a vazado volumétrica em condicbes padrao
(de superficie) Q.. e especificada

 Para o problema incompressivel, a densidade €
constante e nao precisamos NOs preocupar em
converter de condicOes de reservatorio para padrao e
temos simplesmente que

Q.. = PQ

]

» Calcular a pressao de fluxo nos pogos é um
problema relevante que sera tratado mais adiante
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MVF — Caso Incompressivel 2D e 3D

» Considerando as quatro faces da c€lula em (x;,y;):

Tiawz (P = Py )+ T (P = Pra) =
Ti oz ( Pija — pij)+Ti,j—1/2 ( Py — pi,i—l) =Qn,
U
T2 iPi ~ Tz Piss — T2 Pijon = Tijoaa P joa + 24 Py = Qp,

]

>

1)

Ti+1/2,j +Ti—1/2,j +Ti,j+1/2 +Ti,j—1/2
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MVF — Caso Incompressivel 2D e 3D

e Para as células na fronteira os fluxos nas faces
externas devem ser adaptados

 Por exemplo, para uma célula na fronteira leste
(Xn,Y;), @ velocidade na face (x;.1,,,Y;) € especificada

Calculo do fluxo:

op
o

(0] >

dy = Ay ;h,

b Pkl
kx(X’ y)& = hL y _% X n+%’ ax

velocidade especificada
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MVF — Caso Incompressivel 2D e 3D

* Nas demais faces, o calculo é idéntico ao anterior e
equagao para a celula (x,,y;), 2 <J <n-1, fica

—AY;h +T ( Prj = Py,j ) -

Tn,j+1/2 ( pn,j+1 o pnj ) +Tn,j—1/2 ( pnj o pn,j—l) = anj
U
_Tn—1/2,j pn—l,j _Tn,j+1/2 pn,j+1 _Tn,j—1/2 pn,j—l + an pnj = Qmm— + ijhL

zij = Ti,j—1/2 +Ti,j+1/2 +Ti,j—1/2
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MVF — Caso Incompressivel 2D e 3D

» Para uma célula na fronteira sul (x,y,), o valor de p
na face (X;,y,,) é especificado e o fluxo tem que ser
aproximado usando esse valor

Calculo do fluxo:

- P -
. jxiéz Ky (X’ y%)gp(wlj dx =~ Axk, plAylgs _
P=0s 2 5

valor especificado B 2AX K

iy
- Pii — 9 :Ti Pii — 9
o (hu=0) =T (R0
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MVF — Caso Incompressivel 2D e 3D

* Nas demais faces, o calculo é idéntico ao anterior e
equacao para a célula (x,y,), 2 <i1<n-1, fica

_Ti+1/2,1( Pisas — pil) T Ti—1/2,1 ( Pin — pi—l,l) o
Ti,3/2 ( Piz — pil) +Ti,1/2 ( Pir — Us ) = Qmil
U

_Ti+1/2,1 Piaa — Ti—1/2,1 Picta — Ti,3/2 Piz + zil pij - Qm + Ti 1295

il

Zi1 — Ti+1/2,1 + Ti—1/2,1 + Ti,3/2 + Ti 1/2
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MVF — Caso Incompressivel 2D e 3D

 Cada celula da malha resulta em uma equacao linear,
ou seja, os valores de p nas céelulas da malha sé@o
determinados por um sistema linear de ordem nm

« Um argumento baseado no principio de maximo
Inteiramente similar ao caso unidimensional pode
ser utilizado para mostrar que o sistema é nao-
singular

» Essencialmente, dada a estrutura da discretizacao
um maximo no interior indicaria retirada de massa
pelas fronteiras da celula
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MVF — Caso Incompressivel 2D e 3D

Ti+1/2,j ( pij o pi+1,j ) +Ti—1/2,j ( pij o pi—l,j ) +
Ti,j+1/2 ( B — pi,j+1) +Ti,j—1/2 ( P — pi,j—l) = Qmij

T Um maximo em p;;, significaria
B I retirada de massa por todas as

| fronteiras, o que é incompativel

! com Q.. <0 (fonte retirando

massa)
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e Para analisar a estrutura deste sistema é necessario
associar uma numeracao sequencial as células da

malha
N X x X
Numeracao natural X X X x
X X X X
X X X
1 . 3 4 X X X X
(x  xxx  x]
B EA - IEEEEE
X X X X
X X X X
o | 0] 11| 12 ) L )
X X X X X
13 14| 15| 16 X X X X
X X X
Equacao de balanco para X )
celula 6 depende de u nas y

celulas 2,5, 6, 7, 10
Matriz pentadiagonal
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MVF — Caso

[x % X
Numeracao natural X X X x
X X X X
1 2 | 3| 4 "
X
5 6 | 7| 8 x
X
X
9 10| 11| 12 y
X
13| 14| 15| 16

Introducéo a Simulacéo de

Incompressivel 2D e 3D

X

Matriz pentadiagonal

Programa de Verédo LNCC

Reservatorios Petroliferos

Prof. José Roberto P. Rodrigues

Fevereiro de 2015



MVF — Caso Incompressivel 2D e 3D

« Como no caso 1D, expansao em série de Taylor
revela que o erro de truncamento E; contém termos
O(1), O(h) e O(h?) impedindo uma demonstracao
direta da convergéencia

* No entanto, da mesma forma que no caso 1D, &
possivel isolar componentes O(h?) do erro que
geram os termos O(1) e O(h) de E; e a solucao
aproximada converge para a solucao exata com erro
O(h?) (mesmo para malha nao uniforme e
coeficientes variaveis)
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MVF — Caso Incompressivel 2D e 3D

 Vamos considerar o problema em 3D
2k ®) 2 ®) 2 P)g
ox\ “ox) oy\ Toy) oz\ “oz

« Como no caso 2D, condicOes de fronteira de
Dirichlet ou Neumman devem ser especificadas

Introducéo a Simulagao de
Reservatorios Petroliferos

Programa de Verédo LNCC
Fevereiro de 2015

Prof. José Roberto P. Rodrigues



MVF — Caso Incompressivel 2D e 3D

N0 caso 3D é necessario considerar a céelula
centrada em (x;,y;,z,) € seis vizinhos

dijk+1
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* Integracdo volumetrica e aproximacdes semelhantes ao
caso bidimensional (média harmonica, etc) resultam em

—Tiw2. ik ( Piis ik — Pii ) + Ty ik ( Pik = Piwjx ) -
T ik ( i jrik — Pk ) + T i1k ( Pik = Bij-1x ) -
T ke ( Pi jk+1 — Piik ) + T ik ( Pij — pi,j,k—l) =Qp i
U

_Ti+1/2,j,k pi+1,j,k _Ti—1/2,j,k pi—l,j,k _Ti,j+1/2,k pi,j+1,k _Ti,j—1/2,k pi,j—l,k _

Ti,j,k+1/2 Bi ik~ Ti,j,k—1/2 Pijkat zijk Pik = Qm i

Zijk = Ti+1/2,j,k +Ti—1/2,j,k +Ti,j+1/2,k +Ti,j—1/2,k +T’,j,k+1/2 +Ti,j,k—1/2
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 Transmissibilidades nas direcoes X, Y e Z

2Ay;Az.k, Kk

T o ik Xi+1,j.k

/20K AXi kXi+1 jk + Axi+1kxijk
T ZAXI Azkkyijk kyi j+1k

i, j+12,k ijkyi,j+1,k + ij+1kyijk
T 2AXi ijkzijk kZi jk+1

I jkl/2 ™ Az k,  +AZ K,

i)kl ijk

O tratamento das condicOes de fronteira é similar aos
casos anteriores
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 Aequacao de cada célula envolve apenas o valor de u
na propria célula e nos seis vizinhos mais proximos

« Considerando a numeracao natural para os nés resulta
em uma matriz heptadiagonal

VARV L.
/ 2/ 5/ 8 9 y y y
1 /4 7 /|8 T axx x .
7 18 X X X

1 4 ! 17 Xx Xx zzxxx
16 XX XXXX XX
10 13 16 X X X
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MVF — Caso Incompressivel 2D e 3D

» A geometria dos reservatorios de petroleo e definida
por heterogeneidades internas determinadas pelas
caracteristicas das formacdes geoldgicas

 Reservatorios de petréleo tipicos seguem camadas
estratigraficas inclinadas que podem se colapsar em
pinch-outs e também se separar devido a presenca
de falhas

* As fronteiras externas também devem ser
representadas corretamente de forma a permitir um
calculo suficientemente preciso do volume (os
detalhes geométricos ndo sédo tao importantes)
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llustracao de uma falha

Fonte: U.S. Geological Survey
Department of the Interior/lUSGS

(visitado em 8/1/2015)

llustracdo de um pinch-out

\%f Fonte

o Aytor: Mikenorton
(visitado em 8/1/2015)
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http://geomaps.wr.usgs.gov/parks/deform/gfaults.html
http://commons.wikimedia.org/wiki/File:Rollover.pngl

MVF — Caso Incompressivel 2D e 3D

» E claro que uma malha cartesiana simples ndo é
capaz de descrever adequadamente um dominio com
essa complexidade, incluindo interfaces internas
separando regides com propriedades petrofisicas
muito diferentes

* As malhas mais utilizadas em simulacao de
reservatorios sao generalizacGes da malha cartesiana

 Malhas nao estruturadas também receberam bastante
atencao na literatura mas sao menos utilizadas na
industria
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MVF — Caso Incompressivel 2D e 3D

« Alem disso, por questdo de precisdo da solucéo,
pode ser importante considerar malhas que sejam
refinadas em regi0es onde seja necessario
representar bem caracteristicas da solucao,
particularmente junto aos pocos

* Discretizacbes em malhas complexas € um tema
avancado e sob muitos aspectos ainda em
desenvolvimento

 Sera apresentada uma exposicao superficial de
alguns aspectos do tema

Programa de Verdo LNCC
Fevereiro de 2015
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Urchin Reservoir (Scaled)
£23,):74,K:20
GrossCellVolume: 97686 m3

Urchin Reservoir (Scaled)
1:23,):74 K: 20
GrossCellVolume: 97686 m3
Active Categories:
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MVF — Caso Incompressivel 2D e 3D

* As malhas chamadas de “corner point” sdo as mais
comumente utilizadas na industria

e Trata-se de uma malha hexaédrica onde cada célula
e definida por seus oito vertices

* A especificacdo independente dos vértices em
celulas vizinhas, permite representar os
deslocamentos entre blocos do reservatorio que
aparecem nas falhas geologicas (“rejeito”)

* As células continuam identificadas por coordenadas
IJk (“logicamente retangulares™)
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MVF — Caso Incompressivel 2D e 3D

Detalhe da conexao entre Detalhe da conexao entre duas
duas celulas na malha corner celulas na malha corner point
point com faces coincidentes na presenca de uma falha
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MVF — Caso Incompressivel 2D e 3D

* As fronteiras externas sao representadas de forma
simples, embora imprecisa, utilizando malhas “dente
de serra”, atraves da introducao de células nativas

Células
Inativas

Introducéo a Simulagao de
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MVF — Caso Incompressivel 2D e 3D

A abordagem utilizada nos simuladores de
reservatorios comerciais € aplicar o MVF de forma
semelhante ao descrito para malhas cartesianas
gerando esquemas de sete pontos em 3D

O conceito de transmissibilidade € generalizado,
adaptando o calculo da area das faces e da distancia
entre os centros das células para a geometria
distorcida

 Para muitos casos, esta € uma abordagem aceitavel
do ponto-de-vista de engenharia

Introducéo a Simulacéo de Programa de Verdo LNCC
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MVF — Caso Incompressivel 2D e 3D

 Transmissibilidade entre as células 1 e 2:

-1
T, = R (média harmdnica)
Tl T2

A = area da face comum as duas células

n = vetor normal unitario a face comum as duas celulas

d. = vetor ligando o centro das células ao centro da face
gue contribui para a face comum

Introducéo a Simulagao de
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MVF — Caso Incompressivel 2D e 3D

* Note que em geral as faces das células néo sao
planas

« Assume-se que sao representadas por funcoes
bilineares para o calculo de areas e volumes

 Nas falhas todas as contribuicoes de celulas em que
haja area de contato comum sdo consideradas

» Conexoes fora das diagonais obtidas pela
discretizacdo em malhas cartesianas aparecem

Introducéo a Simulacéo de Programa de Verdo LNCC
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MVF — Caso Incompressivel 2D e 3D

Ceélula 1 conecta-se com as
células2e 3
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MVF — Caso Incompressivel 2D e 3D

* Quando o segmento ligando os centros das céelulas
ndo sao ortogonais a face da célula, erros O(1) nos
fluxos podem aparecer quando os calculos dos
fluxos sdo baseados em uma aproximacao de dois
pontos (TPFA)
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MVF — Caso Incompressivel 2D e 3D

A figura ao lado indica que uma

aproximacao consistente do fluxo

na interface deveria considerar o

valor de pressao em algum ponto
ao longo da linha vermelha

» Para tanto, seria necessaria alguma forma de
Interpolacao do valor nas celulas vizinhas, gerando
um calculo de fluxos envolvendo pontos adicionais
além dos centros das células que definem a face

Programa de Verdo LNCC

Introducéo a Simulacéo de . :
Reservatorios Petroliferos Prof. Jose Roberto P. Rodrigues Fevereiro de 2015




MVF — Caso Incompressivel 2D e 3D

« Métodos de aproximacao dos fluxos por multiplos
pontos (MPFA) receberam grande atencao na
literatura nas Gltimas duas decadas e ainda
continuam uma area de pesquisa muito ativa

 Adificuldade esta em obter discretiza¢oes que
possuam todas as propriedades de simetria,
monotonicidade (principio de maximo),
convergéncia, etc desejadas

« Também e altamente desejavel que os métodos
sejam faceis de implementar nos simuladores
comerciais existentes baseados em TPFA

Introducéo a Simulacéo de Programa de Verdo LNCC
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MVF — Caso Incompressivel 2D e 3D

» Para ilustrar os principios, vamos apresentar um
metodo MPFA especifico

* O método tenta generalizar as ideias que justificam
0 uso de médias harmonicas no caso 1D, assumindo
perfil linear de pressao nas células e impondo
condicOes de continuidade de pressao e velocidade
nas faces

Introducéo a Simulagao de Programa de Verédo LNCC
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MVF — Caso Incompressivel 2D e 3D

A apresentacao cobrira apenas o caso 2D e é baseada
(incluindo algumas figuras) em

 Aavatsmark, An introduction to multipoint flux
approximations for quadrilateral grids, Computational
Geosciences, 2002

* O ponto de partida e definir uma malha dual ligando
0s centros das células aos pontos medios das faces

Introducéo a Simulagao de
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MVF — Caso Incompressivel 2D e 3D

 As celulas da malha correspondem

------------------ aos quadrilateros de linha solida
4T« Em cada célula assume-se uma
’ L5V distribuicdo linear da presséo
XT3 o As linhas tracejadas dividem cada
et bt face em duas subfaces onde a
Fig. 3 de Aavatsmark, Comp. continuidade de fluxo sera imposta
Geos., 2002
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MVF — Caso Incompressivel 2D e 3D
* Expressao para o fluxo por uma subface | em uma
celula j:
f, =—K,Vp,-n;, |n;|=comprimento da subface i

« Assumindo linearidade, a expressao para a pressao na
celula e dada por (omitindo o subscrito j da celula):

p(x) =Vp-(x _Xo) + P
X, = coordenada do centro da célula
p, = valor de p em X,
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 Para determinar as componentes do gradiente,
utilizam-se pontos auxiliares nos pontos medios das
faces, gerando um sistema linear 2 x 2

s _ _
y ' pl_pozvp'(xl_xo)
P, — Py :Vp'(iz_xo)

Fig. 5a de Aavatsmark, Comp.

Geos., 2002
X, X, | [P p

Vp=|_" 0} {_l °}=(ﬁ—p)v +(P, — PV
|:X2_XO pz_po 1 0 1 2 0 2

v, =coluna k da inversa (s6 depende da geometria da célula)

Introducéo a Simulagao de
Reservatorios Petroliferos

Programa de Verédo LNCC
Fevereiro de 2015

Prof. José Roberto P. Rodrigues



MVF — Caso Incompressivel 2D e 3D

 Substituindo na expressao para o fluxo da subface | da
celula j:

fi — _Kijj N = _(ﬁl o po)Kjvl’ni _(ﬁz o pO)KjVZ Ny =
2
Za)ljk(ﬁk o po)
k=1
» Essa € a expressao que sera usada para impor
continuidade de fluxo nas subfaces de uma célula da

malha dual
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MVF — Caso Incompressivel 2D e 3D

 Na figura abaixo, as subinterfaces serao numeradas da
seguinte forma: 1 <> OA, 2+ 0B, 3+ 0C,4 < 0D

 Os pontos de continuidade da pressao serao numerados
analogamente: 1 A, 2 B,3-C, 4D

Condicoes de continuidade de fluxo para OA, OB, OC, OD
@1 (P = Py) + @ (Py — Py) = @150 (P, — P2) + @y (P — P,)
W1 (Py = P2) + @y (Py — P2) = @y (P3 — P3) + Wi (P, — P3)
a3 (P3 = P3) + Da5p (P, — P3) = @34y (P4 — Py) + @34, (P53 — P)
W1 (Py = Py) + @4y (Ps — Py) = @43 (P, — P) + @1, (P, — P1)

Fig. 9a de Aavatsmark, Comp.
Geos., 2002

3
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MVF — Caso Incompressivel 2D e 3D

 As condicOes de continuidade de fluxo formam um
sistema linear 4 x 4 que pode ser resolvido para obter
as pressdes no ponto medio das faces em funcéo das
pressdes no centro das células

P=[Pu P, P Pl P =[Py Pys D3 D]
Ap=Bp=p=A"Bp
* Finalmente, os fluxos em OA, OB, OC e OD sao
f=[f,f,f,f]
f=Cp-Dp=(CA'B-D)p
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MVF — Caso Incompressivel 2D e 3D

» Arelacdo anterior expressa o fluxo em cada uma das
subinterfaces em funcao das quatro pressoes nos
centros das células (vértices da célula na malha dual)

fi =t P +1,0, + 1P, + 1,0,
t; entrada ij da matriz CA™B—D

* O fluxo em uma interface é a soma dos fluxos nas suas
duas subinterfaces constituintes
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MVF — Caso Incompressivel 2D e 3D

O fluxo em cada interface ira depender dos valores de
pressdo em seis celulas

S Fluxo em PR é igual a fluxo em PQ + fluxo em QR
2i-.. | : 5 5 '
' ;9 5  Fluxo em PQ e funcao da pressao nas celulas 1, 2, 4, 5
<IN 6  Fluxoem QR e funcédo da pressao nas células 2, 3, 5, 6
Fig. 4a de
Aavatsmark, U
Comp. Geos.,

2002 (adaptada)  Fluxo em PR é funcdo da pressao nas células 1, 2, 3, 4, 5, 6

6
fPR = Ztk Py
k=1
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» Juntando os fluxos através das quatro faces de uma
célula obtém-se um esquema de 9 pontos (em 3D séo

27 pontos)
[ X X X X ]
. . . 4 X X X X X X
X X X X X X
X X X X
. . . 8 X X X X X X
X X X x xx X x X
| — X X X X X X X X X
X X X X X X
. - - 12 / X X X X X X
X X X X X X X X X
X X X X X X X X X
13 14 15 16 X X X X X X
X X X X
— X X X X X X
Equacéo de balanco para célula 6 depende X X X X X X
depnascelulas 1, 2, 3,5,6,7,09, 10, 11 i X X X X
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MVF — Caso Incompressivel 2D e 3D

« A matriz gerada pelo método MPFA descrito ndo e,
em geral, simétrica

« Tambem nao é monotdnica para malhas com razéo de
aspectos e/ou meio com anisotropia muito elevados
e/ou malhas muito distorcidas

« Também nao existem resultados formais
demonstrando convergéncia dos esquemas, embora
resultados numericos indiguem gue ha convergéncia

Programa de Verdo LNCC
Fevereiro de 2015
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MVF — Caso Incompressivel 2D e 3D

 Resultados recentes mostram gue nao é possivel obter
um esquema de 9 pontos que seja conservativo
localmente, reproduza exatamente campos de pressao
lineares e que seja incondicionalmente monotonico

o \er

* Nordbotten, Aavatsmark & Eigestad, Monotonicity of
control volume methods, Numerische Mathematick, 2007

 Keilegavlen, Nordbotten, Aavatsmark, Sufficient criteria
are necessary for monotone control volume methods,
Applied Mathematics Letters, 2009
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MVF — Caso Incompressivel 2D e 3D

* Uma alternativa para obter flexibilidade de
representacao geometrica e a utilizacdo de malhas
nao-estruturadas

 Malhas triangulares sdo bastante flexiveis para
representar dominios irregulares, acompanhando
descontinuidades internas e objetos de interesse
(p.ex. a trajetoria de pocos), além de permitirem um
adensamento/espalhamento da malha em areas de
maior/menor interesse

Programa de Verdo LNCC
Fevereiro de 2015
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« Um tipo de malha nao-estruturada descrita na
literatura de simulacao de reservatorios e
Incorporada em alguns simuladores comerciais € a
malha de Voronoi (ou PEBI)

 Malhas VVoronoi sao construidas
como a malha dual de uma malha
triangular

 Os lados dos poligonos de Voronoi
sd0 as bissetrizes dos lados dos
triangulos

 Esse poligono é a regido do plano
onde todos 0s pontos estdo mais
proximos do vertice central do que
de qualquer outro
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Programa de Verédo LNCC
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Malha Voronoi
construida a partir de
“modulos”

Fig. 2.6 da tese de PhD de Verma,

Flexible Grids for Reservoir Simulation,
Palagi, Aziz, Use of Voronoi grids in
reservoir simulation, SPE 22889, 1991)

Stanford Univeristy, 1998 (retirada de
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Malha Voronoi
acompanhando um
poco de trajetoria
complexa, uma falha e
camadas heterogéneas

Note que é dificil
alinhar as fronteiras

K SHETIICT. WJT das celulas com as
""" e heterogeneidades das

Fig. 4.14 da tese de PhD de Verma, CamadaS
Flexible Grids for Reservoir Simulation,
Stanford Univeristy
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MVF — Caso Incompressivel 2D e 3D

 Os poligonos de Voronoi séo as células da malha
onde o formalismo do MVF ¢ aplicado

« Assumindo K isotropico, o vetor velocidade KVp
fica alinhado com Vp e o fluxo em uma face
perpendicular ao segmento ij &€ bem aproximado por

| (kvu)-nds ~k e[ =T, (u,—u,)

J
d; =distancia entre os vertices I € |

e| = comprimento da face
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MVF — Caso Incompressivel 2D e 3D

* T;; € atransmissibilidade entre os vertices I € |,
funcao da geometria e das propriedades do meio

* No caso de meio heterogéneo, médias harmonicas
sdo empregadas para obter a permeabilidade na face
de forma semelhante as malhas cartesianas

* Juntando os fluxos em todas as faces:

ZTik(pi - pk):Qmi

key;
%: conjunto dos indices dos vertices vizinhos a i
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MVF — Caso Incompressivel 2D e 3D

* Note que a expressao do MVF neste caso generaliza
a de malhas cartesianas

 Para uma malha cartesiana 2D, por exemplo, se m é
o indice do no ij, y,, € formado pelos indices que
correspondem aos nos i+1,j, i—1,j, i,jtleij—1

* Este fato que tem consequéncias importantes para
Implementacao dessa metodologia em simuladores
TPFA existentes
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MVF — Caso Incompressivel 2D e 3D

* O numero de conexdes de uma celula da malha néo
e sempre 0 mesmo como em malhas cartesianas, ja
que um numero arbitrario de triangulos pode
compartilhar cada vértice

« A matriz resultante continua sendo esparsa mas com
uma estrutura irregular

Programa de Verédo LNCC
Fevereiro de 2015
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MVF — Caso Incompressivel 2D e 3D

1:2:3:4:5:6:7:8:9:i10:11
PR Y R w box T
I % e s s b Lo
R e ..
R e -
6| %00k Lok Lok k% ok ok Lok ok
L "
s £ 0w £k Lok
e e
10 0 x £ % % ok
. -

> 8 10
Malha triangular Matriz resultante

Introducéo a Simulagao de
Reservatorios Petroliferos

Programa de Verédo LNCC
Fevereiro de 2015

Prof. José Roberto P. Rodrigues



MVF — Caso Incompressivel 2D e 3D

* No caso em que K é anisotropico, KVp e Vp nao
estao alinhados e 0 mesmo tipo de problema que
motivou os méetodos MPFA aparece

 Para superar essa dificuldade,
malhas K-ortogonais foram
Introduzidas

* As faces sao escolhidas de tal
forma que Kn esteja alinhado
com o segmento ligando os
vertices

Programa de Verédo LNCC
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MVF — Caso Incompressivel 2D e 3D

* Em malhas K-ortogonais, 0 MVF pode ser
formulado da mesma forma gue para o caso
Isotropico

 Se a razao de anisotropia for elevada, pode nao ser
possivel gerar uma malha K-ortogonal

* Por essa razdo, € comum considerar malhas tipo
Vorono1 apenas na dire¢ao horizontal e “empilhar” a
mesma malha em camadas para tratar geometrias
tridimensionais (2,5D)

Programa de Verdo LNCC
Fevereiro de 2015
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MVF — Caso Pouco Compressivel 1D

» Para fluido compressivel, a EDP a ser resolvida tem
evolucao no tempo, aparecendo um termo de
derivada temporal

« Como visto anteriormente, assumindo propriedades
de rocha e fluido constantes, compressibilidade
pequena e ignorando efeitos gravitacionais, a EDP
gque modela o escoamento se reduz a bem conhecida
equacao do calor

« Alem de CF é preciso especificar uma condicao
Inicial

Programa de Verdo LNCC
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MVF — Caso Pouco Compressivel 1D

* Inciaremos o estudo do MVF para essa classe de
problemas considerando geometria 1D e CF de
Dirichlet homogeéneas

pt_apxx:qn” O<X<L,t>0 a:L

puC
p(0,t) =0, p(L,t)=0, t>0

p(x,0)=p,(x), 0<x<L

 Antes de Iniciar a derivacao do MVF para este
problema, serao feitas algumas observacoes
qualitativas sobre a EDP acima
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 Na auséncia de fontes:

0° 0
E >0 = P >0
OX ot
perfil de pressao pressao
concavo para cima cresce :
P Efeito
52 5 suavizador
—5 <0 = @ <0
OX
perfil de presséo pressao
concavo para baixo decresce
p A
l t=t,




MVF — Caso Pouco Compressivel 1D

* Principio de maximo:

Segy(X)<Oparaa<x<bh, 0<t<T,entao

p(x) < max {max p, (x), max { p(a,), p(b, 1)}

* A demonstracao utiliza o0 mesmo argumento de
contradicdo utilizado no caso incompressivel

 Em um ponto de maximo p,=0ep,, <0 0 que €
iIncompativel com q,,(x) <0

* O caso g,,(X) <0 ¢ tratado com um argumento de
continuidade semelhante ao do caso incompressivel

Programa de Verdo LNCC
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MVF — Caso Pouco Compressivel 1D

* Interpretacao fisica: um maximo no interior
Implicaria gue massa estaria sendo retirada pelas
fronteiras sem expansao por compressibilidade, o
que e incompativel com retirada de massa pelas

fontes (q,,(x) <0)

» Expressa a ideia intuitiva de que, ao retirar massa
(producao), a maior pressao deve estar nas fronteiras
ou no tempo inicial
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MVF — Caso Pouco Compressivel 1D

 Os conceitos basicos do MVF sao semelhantes aos
VIStos para 0 caso incompressivel, em particular os
termos espaciais sao tratados de forma idéntica

 Estudaremos principios de maximo discretos para
garantir estabilidade com a evolucao no tempo, ou
seja, para garantir gue pequenos erros (p.ex.
arredondamento) ndo se amplifiqguem a medida que
a solucao avanca no tempo
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MVF — Caso Pouco Compressivel 1D

 Para simplificar a discussao ignoraremos
fontes/sumidouros, ou seja, trataremos a EDP

P; = &Py O<x<Lt>0

 Consideraremos tambéem malha uniforme de largura
h no dominio espacial (intervalo [0,L]):

Xo

|l
o
X
[
>
N
pad
<

Introducéo a Simulagao de
Reservatorios Petroliferos

Programa de Verédo LNCC
Fevereiro de 2015

Prof. José Roberto P. Rodrigues



« Similarmente, o tempo sera dividido em uma
seqiiéncia de intervalos [t",t"+]

o At"=t"1 —1t"é 0 tamanho do passo de tempo que,
por enquanto, consideraremos uniforme: At" = At

para todo n
tu
n pi = p(x;,t")
Aproximacao de p em
X=X, t=t"
X, X
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MVF — Caso Pouco Compressivel 1D

* Utilizamos a mesma aproximacao de segunda ordem
para derivada p,,, utilizada nos problemas eliticos:

pin—l —2 pin + pin+1

pxx(Xi 1tn) ~

h2
 Para a derivada no tempo, utilizamos a seguinte
aproximacao:
) p_n+1 . p_n
X-,t ~ I
pt( I ) At
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MVF — Caso Pouco Compressivel 1D

« Expansao em serie de Taylor mostra que esta
aproximacao é de primeira ordem

« Como anteriormente, a notacdo P;" ira indicar o
valor da solucao exata no ponto (x;,t")

2

Pin+1 — Pin + Atpt(Xl ,tn) + A7t ptt(Xi1tn*)1 tn < tn* < tn+1

U
Pn+1_Pn i At " 0
' At — = (.1 )"’7 P (X, 1) = p(x;,17) + O(At)

Programa de Verédo LNCC
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MVF — Caso Pouco Compressivel 1D

» Juntando essas duas aproximacoes, p; = ap,, pode
ser aproximada no ponto (x;,t") por

pin+1 B pin _ pin—l —2 pin + pirlrl
At h?

 As condicoes Iniciais e de fronteira sdo tratadas por

p|o = p(XUO)’ p(r; — prrrll =0
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 Simplificando,

pin+1 — pin B pin—l —2 pin + pin+1
2
At h oAt
U V= h?°

pin+1 =V pin—l +(1-2v) pin TV pirlrl

« Método explicito: o valor no tempo t"** ¢é calculado
diretamente (explicitamente) a partir dos valores em
t" sem necessidade de resolver um sistema linear

O avanc¢o no tempo se inicia com a condicao inicial
conhecida
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MVF — Caso Pouco Compressivel 1D

« Método de Euler para frente:

9
n+1 | i =vpl +(1-2v)p] +vp,
n L L 4 L 4 n n
p; = p(x,0), pg=p,=0
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Resultados para metodo explicito para dois passos de tempo (a=L=1, m=20)

At =0,0012 At =0,0013

14 1
0,9 0,9 4
08 - o . 058 4
s 20 ICEO NUMETICE
07 . . 07
= ==golugdo analitica
0,6 - 0,6
o 0,5 2 0,5
04 4 04 4
0,3 4 0,3 4
0,2 0,2 4
0,1 - 0,14
0 T 2 4 0 T 2 4
0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1 0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1
X X

um passo de tempo

14 14
0,9 0,9 <—

08 08
07 07
0,6 0,6
205 205
04 - 04 -
03 - 03 -
0,2 021
01 01

0 . . . r r r r r r * 0 r r - - - - - - -

0 01 0,2 0,3 04 05 0,6 0,7 08 0,9 1 0 01 0,2 0,3 04 05 0,6 0,7 08 0,9 1
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Resultados para metodo explicito para dois passos de tempo (a=L=1, m=20)

At =0,0012 At =0,0013
25 passos de tempo
0,7 4 0,7 7
0,6 - 0,6 -
S 0l A0 NUMErica
0,5 4 0,5 4
= =szpolugdo analitica

0,4 0,4
0,3 4 0,3 4
0,2 0,2 A
01 01

0 T T T T T T T T T 2 4 0 T T T T T T T T T 2 4

0 01 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1 0 01 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1

50 passos de tempo
0,6 4 0,6 4
0,5 4 0,5 4
0,4 4 0,4 - ~ ~
N
2 034 203 7
A\
0,2 0,2 /
0,1 0,14 \
y/
0 2 d 0 A 4
0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1 0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1
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MVF — Caso Pouco Compressivel 1D

« Uma pequena diferenca no intervalo de tempo
fez gerar fortes oscilacOes na solucao pelo
metodo explicito

« Vamos utilizar um argumento baseado no
principio de maximo para justificar este
comportamento
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« Formula de avanc¢o no tempo para 0 méetodo
explicito

pin+1 =vp, +@-2v)p’ +vp,

« Para 1- 2v> 0, todos os coeficientes sao
positivos e somam um e, portanto,

pn+1 < max{pl -1 pl 1 p|+1} Or<n<ax{pl }
« Condicao suficiente para estabilidade do
esquema explicito

2
1-2v>0=v = a%<;:>At<h—

2c
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 Para 0 exemplo em questdo, =1, h=1/20

At < 1 0,00125
800

« Em problemas tridimensionais, a condicao é
ainda mais restritiva:

At At At 1

o >+t >+ > < —

(Ax) (Ay) (Az)" 2
2
Para malha uniforme, Ax=Ay=Az=h:At< g_
a
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 Para os problemas praticos de simulacéo de
reservatorios esta condicio € excessivamente
restrita e levaria a execucao de milhdes de passo
de tempo para cobrir os intervalos de tempo de
Interesse

« Valores tipicos em simulacéao de reservatorios:
h=100m, k =1000mD, xz=1cp, $=0,1, c=7x10"° psi*

U
At_ ~0,005dias
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MVF — Caso Pouco Compressivel 1D

* As restricoes severas de estabilidade dos
metodos explicitos sdo superadas considerando
métodos implicitos, onde as aproximagoes de p;
e p,, sdo consideradas no tempo t"*L:

n+1 . _n+1 _n+1
pxx(Xi ’tn+1) ~ pi_l 2 EIZ T pl+1
n+1 n
X- ’ tn+1 ~ pl o pl
pt( I ) At

Introducéo a Simulagao de
Reservatorios Petroliferos

Programa de Verédo LNCC
Fevereiro de 2015

Prof. José Roberto P. Rodrigues



MVF — Caso Pouco Compressivel 1D

« Como anteriormente, expansao em série de Taylor
mostra que a aproximacao de p, € de primeira ordem

2

Pin — Pin+1_Atpt(Xi’tn+1)+A7t pu(Xi,tn*), tn Stn* Stn+1
U
P'n+1 o P'n n+ At n* n+
I At — = pt(xi’t 1)_? ptt(Xi’t )= pt(Xht 1)+O(At)
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Introducéo a Simulagao de

MVF — Caso Pouco Compressivel 1D

» Juntando essas duas aproximacoes, p; = ap,, pode
ser aproximada no ponto (x;,t"*%) por

n+1 n n+1 n+1 n+1

bi =P _ P —2p; + P
At h?

O tratamento das condicoes Iniciais e de fronteira
nao se altera

p’ = p(x,0), Py =pp=0

Programa de Verédo LNCC
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MVF — Caso Pouco Compressivel 1D

« Simplificando,

pi - P _ P 2P+ Pl
2
At h At
U V=07
—vply +@+2v)pt —vply = p;
* No metodo implicito € necessario resolver um
sistema linear

* O sistema resultante tem caracteristicas semelhantes
a0 sistema que aparece na resolucio de eqs. eliticas
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1+ 2v

Introducéo a Simulacéo de

n+1

-V Py
1+2v  —v Py
—v 1+2v —v p'
—v 1+2v || pt*

Au=Db
A € simétrica e tridiagonal

P;

Prm
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MVF — Caso Pouco Compressivel 1D

« Meétodo de Euler para tras:

t 4
iy p_n+1 n (1_|_ 21/) p_n+1 . Vp_n+1 _ p_n
n+1 ® ® ® -1 | I1+1 I
n ? n n
p; = p(x,0), pg=p,=0
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Resultados para método implicito para At = 0,0013 (a=L=1, m=20)

t=0 25 passos de tempo

1,0 4 0,7 4
091

0,6 4
08 1 e c0|UG ED NUMETICE
07 " . 05 |

= =splugdo analitica

061 oa
0,5 4

03
04
0.3 1 0,2
02

0,1 4
01
0,0 T T T T T T T T T 2 d 0,0 T T T T T T T T T 2 d

00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10 00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10
1,0 4 0,5
09 { 05
0,8 4 04
07 0 ]
061 03
0,5 1 0,3
0,4 4 0.2
03 02
02 01
0,1 - 01 4 \
00 . . . - - - - . . > 00
00 01 0.2 03 0.4 05 0.6 0.7 08 0.8 10 "0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10
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MVF — Caso Pouco Compressivel 1D

A solucao numérica é suave e aproxima bem a
solucao exata mesmo para valores de At que
geram oscilacdes no metodo explicito

 Para o método implicito, pode-se mostrar que
vale o principio de maximo independentemente
do valor de At: a solucédo aproximada é
Incondicionalmente estavel
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—V pinji1 +(1+2v) :)in+l -V pi"ff =p/
U

— pin =v( pim++11 - Oin+1) +v( pin—+11 — pin+1)

n+1

P

pi™ = max{p"}= pi™ - pj <0= pj™ < p} < max {p}

0<i<m+1 0<i<m+1

« Vale o principio de maximo independente do valor de v

« EXxpressa o fato de que, na célula j onde a pressao é
maior gue as vizinhas, a retirada de massa pelas
fronteiras deve induzir uma queda na pressao, ja que
havera expansao do fluido por compressibilidade
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MVF — Caso Pouco Compressivel 1D

« De forma similar ao caso incompressivel, como
consequéncia do principio de maximo, segue a
seguinte propriedade para a matriz A

SeAp=bcomb<0,entatop<0

* De fato, basta aplicar o principio de maximo para
um problema com b, = p;’

 Dessa propriedade se deduz que A ¢é ndo-singular e
monatona (A > 0) de forma inteiramente similar ao
caso incompressivel

Programa de Verdo LNCC
Fevereiro de 2015
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MVF — Caso Pouco Compressivel 2D e 3D

 Para estender a discretizacao para situacoes
mais gerais (2D, 3D, coeficientes variaveis,
malha nao uniforme, etc) a aproximacao
temporal ndo se altera e a aproximacao espacial
segue Inteiramente similar ao caso
Incompressivel

 Vamos considerar rapidamente o MVF
aplicado a um problema 2D

Programa de Verédo LNCC
Fevereiro de 2015
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MVF — Caso Pouco Compressivel 2D e 3D

« Em 2D a EDP para escoamento pouco
compressivel fica dada por

op 0 ap) I P\ _
@t_@x(kx(x’y)&j W[ky(x’y)@yj qm(X,Y)

» CondicoOes de fronteira similares ao caso
Incompressivel devem ser especificadas

« CondicOes Iniciais precisam ser especificadas
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MVF — Caso Pouco Compressivel 2D e 3D

» Malha espacial centrada na célula

yl o o o o o o
y2 o e o e e e
ym o o o o o o

Programa de Verédo LNCC
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MVF — Caso Pouco Compressivel 2D e 3D

« Como no caso incompressivel, 0 primeiro passo é
integrar a EDP na célula centrada em (x;,y;), fixando
0 instante de tempo em t = t™, onde m = n para
metodo explicito e m = n + 1 para metodo implicito
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MVF — Caso Pouco Compressivel 2D e 3D

« A primeira integral no lado esquerdo é aproximada
pela regra do ponto medio substituindo a derivada
temporal no integrando pela aproximacao de
primeira ordem utilizada anteriormente

n+1 n
iy 1 P dxd zAx.Ay.@ ~AxAy i P
y [ I | J n
yj—% Xi—% ot (x,y,t™) ot (X, y.t™) At
n+1 n
V. pij o pij
ij Atn
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MVF — Caso Pouco Compressivel 2D e 3D

 Para as demais integrais do lado esquerdo, as mesmas
aproximacoes do caso incompressivel sao utilizadas
(regra do ponto medio, média harmonica, etc),
resultando em expressoes inteiramente semelhantes,
mas incorporando a dependéncia no tempo

yj+% Xi+2£ 8p
J-y 1 Ixi_% OX (kx 5Xj

dxdy ~ T, ( pile B ) i-1/2, (pu piril,j)

(x,y,t")

dydx ~T; .. ( pir,nj+1 P ) i j—1/2 ( p., pir,nj—l)

(x,y,t™)
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MVF — Caso Pouco Compressivel 2D e 3D

 Para 0 caso 2D com espessura constante, o termo
fonte g,, corresponde a vazdo massica especifica
dada em termos de vazdo massica por unidade de
area

e AsSIm, 0 termo

Qmij - j :ij j yy.jj Ol dxdly

corresponde a vazao massica (massa/tempo) que
Iremos assumir especificada (corresponde a vazao
dos pocos de Injecao ou producao)
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MVF — Caso Pouco Compressivel 2D e 3D

« Em geral, a vazado volumétrica em condicbes padrao
(de superficie) Q.. e especificada

 Para o problema compressivel, a densidade nédo é
constante e precisamos da densidade em condicoes
padrdo para relacionar as vazdes massica e
volumeétrica

Qmij =P chsc

» Calcular a pressao de fluxo nos pogos é um
problema relevante que sera tratado mais adiante

Programa de Verdo LNCC
Fevereiro de 2015
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MVF — Caso Pouco Compressivel 2D e 3D

» CF sao tratadas da mesma forma que no caso
Incompressivel

» Juntando as aproximacoes para todas as integrais,

P — Py
Vij : At" . _Ti+1/2,j ( pinll,j — piT)_l_Ti—l/Z,j ( pirjn B piTl,j ) —
Ti,j+1/2 ( pir,nj+1 - piT) + Ti,j—1/2 ( Pﬁn - pir,nj—l) — Qmij
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MVF — Caso Pouco Compressivel 2D e 3D

« Para m = n, metodo explicito:

n+1

plj plrj1 +
At
V..

1)

n n n n n
(Ti+1/2,j Pt iz i P 11 Pijr + T o Pi s — 24 Py ) + Qmij
i =Tt Tive it et T

 Nao é necessario resolver um sistema linear

* As restricoes no tamanho do passo de tempo para
obter uma solucao estavel sdo mais severas que no
caso 1D
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MVF — Caso Pouco Compressivel 2D e 3D

» Para satisfazer o principio de maximo:

n V.
At ;> 0= At" < -
V. >

1) 1)

1-—

A condicéo e local e, portanto, a célula da malha
com condi¢ao mais restrita ira determinar o tamanho
do passo de tempo estavel
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MVF — Caso Pouco Compressivel 2D e 3D

« Param =n+ 1, método implicito:

n+1 n+1 n+1

n+1
_Ti+1/2,j pi+1,j _Ti—1/2,j pi—l,j _Ti,j+1/2 pi,j+1 _Ti,j—1/2 pi,j—l +

Vij n+1 n
At +2ij pij — pij "‘Qmij

Zij :Ti+1/2,j +Ti—1/2,j +Ti,j+1/2 +Ti,j—1/2

* O método implicito resulta em um sistema linear
pentadiagonal com a mesma estrutura de
esparsidade do caso incompressivel
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MVF — Caso Pouco Compressivel 2D e 3D

« Argumentos inteiramente similares ao caso 1D
mostram que um principio de maximo discreto é
satisfeito e que a matriz é ndo-singular e monotona

« Da mesma forma, situacoes mais complexas (3D,
etc) resultam em sistemas com as mesmas estruturas
do caso incompressivel
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Tratamento de Pocos

 Pocos sao tratados como fontes (injecao) ou
sumidouros (producéo) pontuais, ja que o raio dos
pocos e da ordem de centimetros enquanto a distancia
entre pocos € da ordem de centenas de metros

 Nas vizinhancas dos pocos o fluxo tende a ser radial e
aparece um comportamento singular para a pressao

* Para fluxo incompressivel em meio horizontal e
homogéneo, a singularidade é de natureza logaritmica

Programa de Verdo LNCC
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« Equacao para o escoamento incompressivel em
coordenadas cilindricas

a (rﬁpj :O, p(rw) — pw’ p(re) — pe

or\_ or
U

r@:c’:gzcdp:ﬂnL:c(p—pw):p=pW+ Pe = P jn L
or r r, In(r,/r,)) T,

s _——

2600 /,

2400 /

2200 /

gzoool

1800

1600

1400

1200

1000

0 200 400 600 800 1000
r (m)
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 \elocidade na direcdo radial cresce do raio externo
para o interno:

V :_k_p@__kpl pe_pw

" wor  prin(r)r)

A vazao atravessando qualquer anel concéntrico e
constante (h é a espessura do meio)

kp 1 p P 27zhkp p,—p
q= ||V, -NndA=— e W (27zrh)=— e W

Conseqliéncia da hipodtese de
Incompressibilidade
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Tratamento de Pocos

» Relacdo entre a pressao pemumraior, a
pressao no poco p,, (r =r,,) e a vazao
volumeétrica Q (assumindo todas as hipoteses

anteriores):
Qu r
r) = In| —
P = Ptk [rwj
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Tratamento de Pocos

A pressao calculada pelo simulador para a céelula
contendo 0 poco nao aproxima bem o comportamento
singular da pressao na proximidade dos pocos

« Em particular, uma boa aproximacao para a pressao de
fluxo nos pocos é extremamente importante para
determinacao das condicOes de elevacao do fluido,
além de outras consideracdes de interesse pratico (p.ex.
pressao de fraturamento em pocos de injecao)
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Tratamento de Pocos

« Um outro aspecto a considerar € que as condicdes de
operacao dos pocos podem ser especificadas em funcao
da pressao e nao vazao

 Alem disso, para pocos atravessando varias células a
vazao total e especificada, ja que ndo ha como
especificar a vazao individual em cada célula, e uma
equacéao adicional é introduzida e uma variavel
adicional é necessaria

 Essa variavel e a pressao de fundo de poco (voltaremos
a esse topico em breve)

Programa de Verdo LNCC
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Tratamento de Pocos

A forma classica para calcular a pressao de fundo de
poco é atraves do modelo de poco de Peaceman, que
compara o perfil de pressdo analitico (logaritmico) com
0 humérico

« Aléem das mesmas hipoteses envolvidas na obtencao da
solucéo logaritmica, o0 modelo de Peaceman classico
assume malha uniforme e que as células vizinhas a do
poco nao sofrem influéncia de outras areas do
reservatorio e, portanto, ttm a mesma pressao
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Poco produzindo com

vazao Q no centro da Solugdo numérica
celula A .
. f(pB_pA)_f(pA_pC)—i_
E T
(P Ps)——2(Pa—Pp)+Q=0
c* *A °B _ X
Propriedades homogéneas:
°D Tag =Tac =Tae =Tpp =T =kh

Ps = Pc = Pp = Pe
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Poco produzindo com

- Solucéo analitica
vazao Q no centro da

célula A o 27kh P — Pa
H In(é—:)
'E AX
Pe = Pa= _ﬂln _
2zkh | r,
c* °*A °B
D v
7 2 //
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Poco produzindo com

vazio Q no centro da Igualando numérico e analitico:

célula A
_ﬂz_ﬁm & —
akh  2zkh |
E L, = e ™2 Ax ~ 0.208AX
c® *A ‘B Raio equivalente: distancia ao pogo

onde a pressao calculada
numericamente na célula do poco
corresponderia ao valor obtido do perfil
logaritmico de queda de presséo da
solucéo analitica
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Tratamento de Pocos

» Vazao em funcao da diferenca entre a pressao na
celula e no interior do poco

_ 277kh Pa — Py
)

« Um fator de skin S pode ser adicionado para levar em
consideracao dano (S > 0) ou estimulacio (S < 0)

Q
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Tratamento de Pocos

« Avazao de producao/injecao esta associada a
diferenca de pressao entre a célula e o poco por um
“modelo de poco” da forma

Wi B _ 277kh
Q_ﬂ(pA Pur ). W In(%)+s

« WI ¢ o “indice do poco” (“well index”) dependente
apenas da geometria e permeabilidade da célula, do
ralo do poco e de sua localizagao e orientagcao na
celula
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Tratamento de Pocos

« Para um poco vertical em uma malha de dimensdes Ax
e Ay e permeabilidades k, e k, a formula de Peaceman
e a opcao padrao em todos os simuladores comerciais:

o 27 (kk, )" h
In(%‘*)+8
()" +(31)" ay?)
I, =0,28 — 7
() + (%)
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Tratamento de Pocos

 \ersoes da formula de Peaceman para situacoes
ligeiramente mais genericas existem (p.ex. poco nao
alinhado com a malha), mas as limitacOes inerentes
dessa abordagem fazem com que nao gere boas
aproximacoes quando 0s pocos ou a malha apresentam
geometria complexa

» Nestes casos, uma abordagem descrita na literatura
envolve a comparacao entre uma solucao de referéncia
(numérica em malha fina ou semi-analitica) e uma
solucdo numerica (estacionaria) na malha de interesse
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Tratamento de Pocos

e Para maiores detalhes ver

« Wolfsteiner, Durlofsky & Aziz, Calculation of well index
for nonconventional wells on arbitrary grids,
Computational Geosciences, 2003

 Palagi & Aziz, Handling of wells in reservoir simulation,
4th International Forum on Reservoir Simulation,
Salzburg, Austria, 1992

 Aavatsmark & Klausen, Well index In reservoir simulation
for slanted and slightly curved wells in 3D grids, SPE
Journal, 2003
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Tratamento de Pocos

 \Voltamos agora a questdo de pocos atravessando
varias céelulas da malha

« Em cada uma dessas celulas vale o modelo de poco

WI

Q. = ﬂk(pk Do, )

 Se a vazdo total e especificada, entdo uma equacao
adicional é incluida no sistema

w kel,, /le
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Tratamento de Pocos

* A pressao de fluxo em uma das células (“pressao de
fundo de po¢o”) € a variavel a ser determinada e que €
alinhada com essa nova equacao

* As demais pressoes sao determinadas por um algum
modelo (simplificado) de escoamento em tubulacoes

* O modelo mais simples (e mais utilizado) considera
apenas o peso da coluna hidrostatica

pwfk = Puws +/5kg(zk _Zref)

» A dependéncia de p com a pressao é usualmente
tratada de forma explicita

ref

Programa de Verdo LNCC
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Escoamento Compressivel

 Trataremos agora do problema monofasico mais geral,
considerando a dependéncia nao linear da porosidade e
das propriedades de fluido com a pressao e o
tratamento de pocos descrito anteriormente

« EDP a ser resolvida

). [ X (9p+ pa) |- (o0

o=9¢(p), p=p(p)e = u(p)

Introducéo a Simulagao de
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Introducéo a Simulagao de

 Aplicando o formalismo do MVF com tratamento
implicito dos termos temporais, o0 balan¢co de massa em
uma célula i e dado por

(¢,0) +At_ (¢IO) n Zﬂ"lﬂ-l_lTi ( n+l p|?+1 +,0|r|1+l(zi _ Zk))

key,
=20 W1 (" = piy) = 0
% conjunto dos indices dos vértices vizinhos a |
= (%)ik = mobilidade massica avaliada na face entre as células i e k
p.. = densidade avaliada na face entre as celulas i e k
= (%)Wi = mobilidade méssica na face do poco

Programa de Verédo LNCC

Reservatorios Petroliferos

Prof. José Roberto P. Rodrigues

Fevereiro de 2015



Escoamento Compressivel

* i e p, Sao avaliados por uma media dos valores nas
celulasiek

« A mobilidade no poco é avaliada de acordo com o tipo
de poco, injetor ou produtor

 As press0es nos pocos sao relacionadas com uma
pressao de referéncia

Pwr, = h ( Pur,, )

Considerando apenas forcas gravitacionais (equilibrio hidrostatico)
pwfk = pvvfref +15kng (Zk ~ Lyt )
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Escoamento Compressivel

* Dois tipos basicos de especificacido das condicOes de
operacao dos pocos (pressao ou vazao especificada)

* Presséo especificada p,; . = P’

* Para vazao especificada, uma nova equagao aparece
para determinagao da variavel p,;

esp ZQk Z n+]VV| ( n+1 p\:\]/:j)

kel,, kel,,

Introducéo a Simulagao de
Reservatorios Petroliferos

Programa de Verédo LNCC
Fevereiro de 2015

Prof. José Roberto P. Rodrigues



Escoamento Compressivel

 Aescolha do tamanho do passo de tempo At" €
geralmente feita por um procedimento simples que
procura ajusta-lo a ““variac0es esperadas’” de pressao no
passo através de extrapolacao linear

 As equacoOes de balanco de massa mais a especificacio
de operacao dos pocos formam um conjunto de
equacdes algebricas nao lineares que deve ser resolvido
para determinar as pressdes em cada celula e pressoes
de referéncia em cada poco (pressao de fundo de poco)
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Breve Descricao de Metodos de Solucao

 Asolucao eficiente dos sistemas algébricos (lineares e
nao lineares) resultantes da discretizacao das equacoes
de balanco é tarefa crucial para o sucesso de um
simulador, em particular pela demanda por malhas cada
vez mais refinadas e a modelagem de processos fisicos
complexos

« Em particular, a utilizacdo adequada do hardware
paralelo existente nas maquinas modernas deve ser
cuidadosamente considerada
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Breve Descricao de Metodos de Solucao

 Este € um topico especializado de grande interesse na
literatura e na industria, cuja descricio detalhada
exigiria um curso a parte

 Neste curso, sera feita uma breve apresentacdo dos
métodos de solucéo mais utilizados, de carater mais
Informacional
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Breve Descricao de Metodos de Solucao

* A caracteristica mais marcante dos sistemas lineares
resultantes da discretizacao de EDPs, do ponto-de-
vista da resolucéo eficiente, é que as matrizes sao
altamente esparsas, ou seja, possuem poucos
elementos nao-nulos

 Para uma malha 100 x 100, a matriz possui 108
elementos, mas menos de 50000 nao nulos (menos
de 0,05%)

* Infelizmente, o processo de solucao direta por
eliminacao gaussiana gera uma grande quantidade
de nao nulos

Programa de Verdo LNCC
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 Primeiro passo de eliminacao gaussiana: usar a primeira
linha para zerar os nao nulos da primeira coluna
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 Segundo passo de eliminacao gaussiana: usar a segunda
linha para zerar os ndo nulos da segunda coluna
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O processo prossegue preenchendo todos os nulos entre as
diagonais

« Este processo é equivalente a gerar uma fatoracdo LU com
fatores triangulares com nao nulos entre as diagonais

x
*
X ¥ % X X
X % % % X
X % % X X
X % % X X
X % % X X
X % % % X
X % ¥ X X
X % % X X
X % % X X
X % % % X
X X % % X
X X % % X
X X % % X
X % % % X
X X % % X
X X % % X
X X % % X
X % % % X
X X % % X
X X % % X

X % % % X
¥ ¥ X X
¥ X X
X X
|><><**><
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Para uma malha N x N, sdo necessarios aproximadamente N3
posi¢cdes de memoria para armazenar os fatores LU

Para uma malha 100 x 100, 10° ao invés das 50000 originais

Em termos de esfor¢o computacional, a situacao é ainda pior,
ja que o custo para resolver o sistema é em torno de N*

Estes resultados sdo influenciados pela numeracao das celulas

X X X
X X
1 9 2 lO X X X X X
X X X X
X X X
11 3 | 12 | 4
5 | 13 | 6 | 14
X
15| 7 |16 | 8 . .
Ordenamento Red-Black




« Para esta numeracao, o numero de nao-nulos gerados e
0 custo para resolver o sistema sao da ordem de metade
da numeracao natural

% X X
X X
X X X
X X X
X X X
X X X
X X
X X
X X X X % % %
X X X ¢ X %
X X X £ ok & X & % *
X X X * * % X %k %k %
X X * ® kX *
X * X %
X X £ 0% k% X

 Diversas numeracoes foram sugeridas para reduzir a
memoria necessaria e o0 esforco computacional do
processo de eliminacao gaussiana



Breve Descricao de Metodos de Solucao

O aparecimento de preenchimentos reduz a
aplicabilidade de métodos diretos a problemas de

pequeno porte e meétodo iterativos sao 0s mais
utilizados

* Em um método iterativo, parte-se de uma estimativa
inicial X, e obtém-se aproximacoes X,
progressivamente melhores

« Meétodos de Krylov sao os mais utilizados,
especialmente GMRES e Orthomin

 Gradientes conjugados apenas para problemas simétricos
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Breve Descricao de Metodos de Solucao

» Em cada iteracao, x, € a projecdo da solucao no espaco
de Krylov gerado por rg, Ary, A°ry, ...

« Em problemas ndo-simétricos, é necessario armazenar
uma base para o espaco de Krylov, de forma que
meétodos praticos envolvem interrup¢ao do processo
em um numero pequeno de passos e restart a partir da
ultima aproximacao obtida

* A eficiéncia do processo iterativo € fundamentalmente
determinada pela escolha de um pré-condicionador
apropriado

Programa de Verdo LNCC
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* “Précondicionar” significa transfomar o sistema
original em outro de mais facil resolucéo

M™Ax = M™'b (pré-condicionador a esquerda)

AX=b < ) o oo
AM™y =D, y = Mx (pré-condicionador a direita)

O pré-condicionador M deve ser escolhido para que
* M seja uma boa aproximacao para A

* Sistemas com M sejam faceis (“baratos”) de resolver

A obtencao de bons pré-condicionadores € uma
questdo ndo trivial e envolve caracteristicas especiais
do problema a ser resolvido
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Breve Descricao de Metodos de Solucao

« Um pré-condicionador genérico e bastante utilizado
consiste em fatoracdes incompletas (ILU), onde
Ignoram-se a maior parte dos preenchimentos que
aparecem no processo de eliminacao gaussiana

 QOutros pré-condicionadores populares utilizam a
aproximacoes por blocos (“‘nested-factorization é um
exemplo caracteristico na area) e aproximacoes diretas
para a inversa de A
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Breve Descricao de Metodos de Solucao

* Aspectos ligados a processamento paralelo sao
essenciais para um bom pré-condicionador

* Como processamento paralelo melhora quanto mais
desacoplado o algoritmo, para problemas em que haja
acoplamento espacial muito forte, desenvolver bons
pré-condicionadores paralelos € um desafio

» Técnicas de decomposicao de dominios sao muito
utilizadas, sendo comum a introdugao de um “espago
grosseiro’” para garantir que nao haja muita deterioracao
da convergéncia pelo tratamento isolado dos dominios

Programa de Verdo LNCC
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* Para resolucéo das equacdes nao lineares, o0 méetodo de
Newton é o0 mais utilizado

F: RY > RN

Xy fo (Xpeees Xy)

Aproximacao linear para F: L, (x) = F(x,) +J(x,) (x—X, )

J(X,) = {af'} = jacobiano de F
R
‘J(Xk)AXk = _F(Xk)

X,., escolhido tal que L, (x,,,) =0=
X = X+ AX,
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» Requer a solucao de um sistema linear a cada
Iteracao

A convergéncia é apenas local, mas com taxa

quadratica, ou seja, 0 método € muito eficiente

quando se esta proximo da solucao mas pode falhar

quando afastado

 Aplicacdo a discretizacdo da equacéo da pressao:
v"Uma boa estimativa inicial esta disponivel: o valor de
pressao no passo de tempo anterior

v Se 0 método de Newton falhar, é possivel repetir o
passo de tempo reduzindo At de forma a obter uma
melhor estimativa inicial

v" A estrutura do Jacobiano é a mesma do problema
linear, podendo ser aplicadas as mesmas técnicas
discutidas anteriormente

Programa de Verdo LNCC
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Matematica

« TOpicos
« Conceitos basicos
« Presséao capilar e permeabilidade relativa
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* Problema de Buckley-Leverett

» Efeito do termo difusivo
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Escoamento Multifasico: Conceitos Basicos

» Tipos de escoamento multifasico:

v Deslocamento miscivel: os fluidos sdo completamente
soluveis, nao formando uma interface entre eles (uma
unica fase). Ex.: injecdo de agua do mar (salgada) em
um reservatorio com agua original (doce)

v Deslocamento imiscivel: ha uma clara interface entre os
fluidos; ndo ha transferéncia de massa entre as fases.
EX.: injecdo de agua em um reservatorio de oOleo

« Neste curso trataremos apenas de escoamentos imisciveis

« Saturacado é a fracado volumétrica de uma fase no volume
poroso total

* Note que > S; =1
f
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Pressao Capilar

* Interacdo molecular entre os fluidos entre si e com o so6lido
geram tensao interfacial

» Devido a esta tenséo interfacial, existe uma diferenca de
pressao ao longo da interface entre as fases

« P, - P, éfuncao da tensao interfacial e da curvatura da
interface
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Pressao Capilar

* No escoamento bifasico (0leo-agua, p.ex.) uma das fases
adere preferencialmente a rocha (fase molhante)

Direcdo de Fluxo Direcdo de Fluxo
NM M
/ M NM
Drenagem: fase Embebicao: fase
nao-molhante molhante desloca a
desloca a molhante nao-molhante

» Tipicamente, em escoamentos agua-oleo, a agua € a fase
molhante e o 6leo a fase nao-molhante

« Usaremos os subscritos w (agua) e o (6leo) para denotar as
fases molhante e ndo-molhante

Programa de Verdo LNCC
Fevereiro de 2015
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Pressao Capilar

* No escoamento bifasico a geometria da interface entre as fases

varia com a saturacao
« Apresséao capilar € uma funcéo da saturacao: P.(S,) = P, — P,
gue € medida em laboratoério

A curva de pressao capilar
apresenta dependéncia com
drenagem a historia do deslocamento
(histerese)

v

embebicao 1 S,

Programa de Verdo LNCC
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Permeabilidade Relativa

 No escoamento bifasico, as fases tém velocidades distintas e
assume-se que a lei de Darcy vale em cada uma delas

_ k k _

Vi = __WV(DW = __W(pr + pwg)
Hw Hw

_ k k -

Vo = __OVCDO = __O(Vpo + pog)
Ho Ho

+ k, e k, s&o as permeabilidades efetivas a 4gua e ao oOleo e
dependem né&o so6 da interacdo entre fluido e rocha, mas também do
impacto relativo que a presenca de um fluido causa ao escoamento
do outro

- E comum normalizar as permeabilidades efetivas de cada fase pela
permeabilidade absoluta k e definir permeabilidades relativas
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Permeabilidade Relativa

» As permeabilidades relativas sao consideradas funcdes das
saturacoes e medidas em laboratério K., =K., (Sy) €K, =K,,(Sy)

0,4

0,3

— krw
el ((0)

0,2 \
0’1 \ /
0
0 0.2 0.4 06 o,\ 1
Sw

r ) 1- S, saturagao
S, saturacao irreducivel de 6leo residual
de agua

kr
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Permeabilidade Relativa

« Tipicamente, 0,1<S5,<0,3e0,2<S5,<0,4
» As curvas de permeabilidade relativa também podem apresentar
histerese

» O conceito se justifica melhor em sistemas com molhabilidade
bem definida

« Apesar de controversas, as curvas de permeabilidade relativas
sao universalmente utilizadas na modelagem do escoamento
bifasico em reservatorios de petréleo
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Equacdes para Escoamento Bifasico

« Vamos derivar as equacdes governantes do escoamento bifasico
imiscivel em meios porosos

» O principio de conservacédo de massa € aplicado individualmente
a cada fluido

a(d)pWSW) +V- (
ot

pW\7W)— (quW) =0 Conservagdo de massa para agua

(3(¢p—OSO) +V- (po\70)— (poqo) =0 Conservacao de massa para 0leo

ot

» Exceto pelos subscritos, a Unica diferenca em relacdo ao caso
monofasico é presenca da saturacdo no termo de acumulacao

« Avelocidade da agua so aparece na equacao da agua e a do
0leo sO na fase Oleo: consequéncia da imiscibilidade

* Se houvesse transferéncia de massa entre as fases, deveria se
levar em conta o escoamento da massa de cada componente
dissolvida nas duas fases

Programa de Verdo LNCC
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EquacOes para Escoamento Bifasico

Reescrevendo a lei de Darcy para cada fase

_ kk

Viw =— u o (va + pwg) - _kkw(vpo + pwg - VI:)c)
Kk, . B}
Vo =— u (Vpo + pog) - _kko (Vpo + pog)
0
k

=—"rel, = Kio sao as mobilidade s das fases
Hw Ho

A

w
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EquacOes para Escoamento Bifasico

Substituindo nas equac0tes de balanco de massa

e gt”SW) —V - (pukry (VDo + Py — VP, ) - (pGy ) =0

A0S0) g o0, (VP +0,0) - (ps0) =

Em geral, na equagao acima assumimos:

* Kk =Kk(x) € um tensor diagonal

* Pr=pPPo) M= HPo) F=W,0, e d=0d(p,)
* ki=k¢(Sy), f=w0, e P.=P(S,)

Lembrando a relagéo S, + S, = 1 restam p, e S, como incognitas
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Equacdes para Escoamento Bifasico

E necessario ainda especificar condicdes iniciais e de fronteira:

A condicao inicial para a pressao é semelhante ao caso monofasico,
isto é, equilibrio hidrostatico

Para a saturacao € usual especificar o contato agua-o6leo e dividir o
reservatorio em trés zonas: aquifero, transicéo e 6leo

Poatum pressao
Datum ] '
Zona de Oleo
A SW - 1_Sor
Zona de
> Transicao
Contato _ Sui =Sw = 1S
--------------------------------------- agua-6leo S ")
Aquifero
> SW =1
Pw
profundidade | Po

Introducéo a Simulacéo de
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Analise das EquacoOes

» As equacgdes apresentadas constituem um sistema de EDP’s nao
lineares extremamente complexo

« Um exame superficial das equac0des levaria a supor que o
comportamento do problema é semelhante ao caso monofasico

» Veremos que isto é verdade para a pressao, mas nao para a
saturacao

« Paratanto analisaremos algumas situacdes particulares e
discutiremos algumas solucdes analiticas explicitas para
problemas de interesse

* Obs.: escreveremos S=S, (noteque S, =1-S,)
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Analise das EquacoOes

 Ignorando efeitos gravitacionais e a presenca de fontes e
sumidouros e assumindo incompressibilidade da rocha e dos

fluidos (¢ = cte e p; = cte, f=w,0):
0S
——-V-(kr,,Vp, )=0
b~ ~V-(Kr,Vpy)
o1-S
0M5) v (,vp,) =0

« Somando as duas equac0tes (balanco de massa total de fluido):

-V (k(x’vaw + x’ovpo )) =0
U

Ay A
V. (kK{K—VPW + X_OVpOD =0

t t

A = A, +A, =mobilidade total

Programa de Verdo LNCC
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Analise das EquacoOes
Gostaria de definir uma pressao media p,, para transformar

A, A
Cwyp, +2o0vp,  (*
A Pw A, Po (*)

que € uma média ponderada de Vp, e Vp,, em Vp_ para que a
equacao se transformasse em

V- (kr,Vp,,)=0 Equacéo de Laplace

Para tanto, escrevemos (*) como um desvio em relacdo a média
aritmetica de Vp, e Vp,

2w yp, +70Vp, = (VP, +Vpo)+[x—W—5ijw +[5—EJVDO -

At At A 2 A 2
1 Y Ao—N
=_(V +V 4 W0y +uv —
2( Pw +VP,) o VPt Vs
1 Ao —A -\
=—(Vp, +Vp, )+ =—VP, ==(Vp,, +Vp, )+ =——XPVS
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Analise das EquacoOes

Defina  h(S)= Z}LKW P.eH(S)=[~° Yo ka P.dS (primitiva de h)

t t

Dai, VH(S)=H(S)VS =h(S)VS = o kaw PIVS

t

Finalmente,

A A 1 1
k—Vt”VpW +x—‘t’Vpo = (VPy + VP, )+ VH =V[§(pw +Po)+ H}

A presséo média desejada é dada por p,, = %2 (p,, + P,) + H
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Analise das Equac0des

» Adiscussao acima mostrou que, semelhante ao caso monofasico,
assumindo incompressibilidade, a pressao é governada pela equacao
de Laplace (comportamento eliptico)

V-(k,Vp,)=0
* Note que, devido a dependéncia de A, em S, a equacédo acima é
nao-linear

« Para o caso de (pequena) compressibilidade, é possivel mostrar
gue a pressao se comporta aproximadamente segundo uma
equacao parabdlica

E interessante definir a velocidade total como

Vi =KL VP,
U
V-v,=0
Condicao de
Incompressibilidade
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Analise das EquacoOes

« Para analisar o comportamento da saturacao, consideramos a
equacao de conservacao da agua

(I)% -V '(k}"vaw): 0

« Da definicao de p,,,

1 1
me = Eva +§Vpo +VH
U

Vp, =2Vp, —Vp, —2VH=Vp, + (%pr + %Vpo + VH) - Vp, —2VH=

—Vp,, —%vpc ~VH=Vp, —%VPC _h(S)VS =
1 A — 7y
—Vp. —=PvS-"o"Mwpyg_yp _topryg
Pm 2 ° 2h, Pm Ay ©
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Analise das EquacoOes

« Substituindo na equacéo

@_v(mw(m_%pysj}o

t

¢aa—? -V [%(kkthm )j +V. (k }”"}VLKO PéVSJ =0
- t t Equacéo da

¢E +V-(F(S)V,)-V-(g(S)VS)=0 Adveccao-Difusao

L ) Nao-Linear
\ _J v

Termo Termo
Advectivo Difusivo

f(S) = ?L—W = funcéo fluxo fracionario
t
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Problema de Buckley-Leverett

» Vamos desprezar os efeitos capilares, e considerar o deslocamento
de 6leo por agua injetada com vazao constante em uma amostra de
area de secao constante, inicialmente preenchida com o6leo

15

0
— V. (X, t)=0
2 V0D

oS 0O _
(I)EJF@_X(]C(S)VJ: 0

v.(0,t)=q/A
S(x,0)=0
S(O,t)=1
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Problema de Buckley-Leverett

« Da equacéo da pressao,

a 3
— 1) =0

>:>vt(x,t):K:v

Vt(01 t) - %

J

* Problema a ser resolvido para a saturacao

as v of
ot gox
S(X,O) = SWi

S(0,t)=1-S,,

=0

« Aequacao acima € uma lei de conservacao nao-linear que pode ser
escrita

oS Vv
i~ $f()—
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Problema de Buckley-Leverett

« Vamos simplificar mais considerando o problema de Cauchy para a
equacao da adveccao linear
oS 0S
—+

u— =0, u > 0 constante
ot OX

S(x,0) = S,(x)

» As curvas x = x(t) sobre as quais S(x(t),t) € constante séo as
caracteristicas

ES(x(t),t)zO 88 dx 0S _0— dx _u
dt ot dt OX dt

« As caracteristicas sao as retas x — ut = &, £ constante
« Alintersecdo com o eixo X (t = 0) é dada pelo ponto (&,0)

S(,) = S(50) = Sy (&) = SO t) = Se(x—ut)
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Problema de Buckley-Leverett
At
(x,1)

Caracteristicas
no plano xt

V><

(§,0) = (x — ut,0)

v

Perfis de solucao: a
condicéo inicial &

t=0 >0 >t deslocada para direita

com velocidade u, sem
alteracao da forma.

R Velocidade de
X  Propagacao Finita

Introducéo a Simulacéo de
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Problema de Buckley-Leverett

* Problema de Buckley-Leverett

oS Vv
r $f(S)—

S(X,O) - SWi
S(0,t)=1-S,,

» Curvas caracteristicas

d 68 dx 0S dx v \Y;
—S(x(1),t)=0=> 0= —=—1(S)=x——f'(S)t=
dt(()) &dtax dt¢() ¢()§

» As caracteristicas sao retas (S constante ao longo das caracteristicas)

« Ao contrario do caso linear, a inclinacdo das retas caracteristicas nao
é constante

» As caracteristicas podem se cruzar!!!

Programa de Verdo LNCC
Fevereiro de 2015
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Problema de Buckley-Leverett

—_—f

/ | / \\_ o
N

S .
Wi 1_Sor

0,8
/ Curva de fluxo
fracionario tipica
(formato de S) e
derivada

f(S)

} 9p epeAlap

Introducéo a Simulacéo de Programa de Verdo LNCC
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Derivada do fluxo
fracionario

A Ainclinacéo das
S 1 - Sor S - 7 . g 7
wi caracteristicas no plano xt &
proporcional ao inverso da

/ derivada de f

Caracteristicas no plano xt se
cruzam: mais de um valor de
saturacao no mesmo ponto!!!!
Para superar este paradoxo,
> devemos admitir solucbes
com descontinuidades de

1-S _ salto, denominadas choques
X Condicéo a

Inicial S, (x)

wi

Introducéo a Simulacéo de
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Problema de Buckley-Leverett

« Vamos obter a velocidade de propagacao s(t) de um choque com
valores a esquerda e a direita u, e u,

« Argumento baseado em conservacao de massa

P Caminho de
.-~~~ propagacao do
t,+At 1 —" choque w({)
S ~ S| ’,»’/
<7 S& S,
tl T _.----
Xq X1+AX

« Expanséo em série de Taylor:

W(t, + At) = w(t,) + W'(t,)At + O(At?)
X, + AX = X + S(t;)At + O(At?)
AX = s(t,)At + O(At?)

Introducéo a Simulacéo de
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Problema de Buckley-Leverett

« Integrando a equacao de Buckley-Leverett no retangulo

[l IXMX (@ U

dxdt =0
X1 ot ¢ OX

ty

THAL(S(x, + A, 1)dt

X ty

[ S0, ty + At)dX - [ S(x,t,)dx + % [ (S (xy, D)t - % |
V V

S(t)AY(S, - S,) = At%(f(s.) -1(S)))

vi(S)-1(S)
(I) SI _Sr

s(ty) =

Condicao de Rankine-Hugoniot
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Problema de Buckley-Leverett

» Voltando ao problema de Riemann

oS Vv
r Ef(S)—

S(X,O) - SWi
S(0,t)=1-S,,

- A direita do choque, a saturacéo é S, =S,

- A esquerda do choque, S, = S,, é determinado de forma a
compatibilizar a condicdo de RH com o método das caracteristicas

sty - TS~ T(Su)
0) S, —Sui

Programa de Verdo LNCC
Fevereiro de 2015
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Problema de Buckley-Leverett

Construcao Grafica
de Welge
Corresponde ao
envelope convexo
do grafico de f

or Caracteristicas

no plano xt

v

Introducéo a Simulacéo de
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Problema de Buckley-Leverett

Perfis de saturacao com o
tempo: avanco da frente

1-Su de saturacdo
S*
v w=0 t,>t, ty > t,
SWi

v

* Velocidade de propagacao finita

» Descontinuidades podem aparecer mesmo para dados iniciais suaves

Introducéo a Simulacéo de
Reservatorios Petroliferos

. : Programa de Verdo LNCC
Prof. José Roberto P. Rodrigues Fevereiro de 2015



Efeito do Termo Difusivo

« Vamos considerar o seguinte problema de valor inicial para a equacéao
da adveccéao-difusao linear

S 0S  0°S

+U——¢ 2:O,u,e>0constante
ot OX OX
S(x,0) =S, (x) = Sl’xzos >S
T s, x<0 T T

« Introduzindo novas variaveis Tt =tey = x — ut, S = S(y(x,t),z(t)), temos
que

0S 0S 8y oS ot 68 0S

o oyt oot oy or

0S _0Sdy  0Sar as:azs_azs
OX ayax otox oy  ox*  oy?

Introducéo a Simulacéo de Programa de Verdo LNCC

Reservatorios Petroliferos A e Fevereiro de 2015



Efeito do Termo Difusivo

» Substituindo na equacao

oS as as 0°S oS  0°S
—5 P Y § BN Pt

81 8y ay ot oy?

« Asolucéo é dada por
1 © —(y- 2 [(4ex
S(y,1) = S e Vv &) /( )d
0= [, 50(2) :

- Substituindo o =(y—&)/(2v/et) a solugdo pode ser expressa como

2 f

S(y, 1) = e’ dq

Introducéo a Simulacéo de
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Efeito do Termo Difusivo

« Definindo erf(z) = %jge“lzdoc =fungéo erro
T

S(y,t) = D175, | 5175, erf( Y )

— epslonl
— epslon2 > epslonl

2 2 2\/e1

Perfis de solugao para o mesmo t
e dois valores de ¢

Quanto maior g, mais “suavizada”
a solucéao

Introducéo a Simulacéo de

Programa de Verdo LNCC

Reservatorios Petroliferos

Prof. José Roberto P. Rodrigues

Fevereiro de 2015



Efeito do Termo Difusivo

* Nas coordenadas originais, a solucao se move para a direita

S, +S, S§,-S X —ut
S(x,t) =" 2 +=1 2erf( )
(1) 2 2 2/st

\ t, >0 * O efeito do termo difusivo é
suavizar a frente de avanco em
\\ relacédo a solucdo da adveccao pura

« Quanto maior g, maior a suavizacao

« Em modelagem de producao de

petroleo, usualmente a difusividade
\ t,>1 introduzida pelas forcas capilares é
pequena e frentes abruptas de
\\ saturacao se formam

Introducéo a Simulacéo de
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PARTE 5

Introducao a Simulacao de
Reservatorios Petroliferos
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Escoamento Bifasico — Formulacao
Numeérica

« Comportamento qualitativo das variaveis no
escoamento bifasico:

v" Pressdo € governada por uma equacao
parabolica (para pequenas compressibilidades
quase eliptica)

v' Saturacao € governada por uma equacao de
adveccao-difusao, com termo difusivo de
pequena magnitude

Introducéo a Simulagao de Programa de Verédo LNCC

Reservatorios Petroliferos

Prof. José Roberto P. Rodrigues Fevereiro de 2015



Escoamento Bifasico — Formulacao

Numeérica

« DiscretizacOes apropriadas para problemas elipticos e
parabodlicos ja foram discutidas no escoamento

monofasico
 Trataremos agora de dois assuntos:

v' Métodos numéricos apropriados para problemas
de adveccao (hiperbolicos)

v' Como combinar 0s métodos numéricos discutidos
em problemas modelo para gerar procedimentos
efetivos para solucao de problemas de escoamento
bifasicos multidimensionais

Programa de Verdo LNCC
Fevereiro de 2015

Introducéo a Simulacéo de . :
Reservatorios Petroliferos Prof. José Roberto P. Rodrigues




Escoamento Bifasico — Formulacao
Numerica

« TOpIcoS
 Discretizacdo para problemas de adveccao
 Tratamento explicito e implicito. Estabilidade e condicdo de CFL

* Discretizacdo a montante e dispersao numerica

« Metodos para escoamento bifasico
« Métodos IMPES e totalmente implicito (FIM)

Introducéo a Simulagao de
Reservatorios Petroliferos

Programa de Verédo LNCC
Fevereiro de 2015
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Equacao de Adveccao Linear 1D

* Problema de Cauchy para a equacao de adveccao
linear em 1D

S, +vS, =0, v>0
S(X,0) =S,(x)

st

(x,1)
Caracteristicas
no plano xt

(£,0) = (x — vt,0)

Introducéo a Simulagao de
Reservatorios Petroliferos
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 Aplicando o formalismo do MVF em uma malha de
célulag [Xi 172 Xj172] € pontos x; e tratamento
explicito do termo advectivo

js " t)dx+jj‘_*_2v8 oy X =0

Sr-]+1_Sn
J J n _
M g +V(S]., =87 ) =0
Srl+1 Sn Sn _Sn
j : i Ly +% - _ ~0
At ...

n+1 n
Si =3,
At"

» Discretizacao temporal: S, =

Introducéo a Simulagao de
Reservatorios Petroliferos

Programa de Verédo LNCC
Fevereiro de 2015
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Equacao de Adveccao Linear 1D

 Para discutir a avaliacdo de S na face da célulae a
discretizacao da derivada espacial, consideraremos
malha uniforme: At = intervalo de tempo, h =
largura da malha espacial

tA

At{

Introducéo a Simulagao de
Reservatorios Petroliferos
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Equacao de Adveccao Linear 1D

» Avaliagao centrada de S na face x;,,

5 St v,
j+% 2 o i o—

X; Xj*‘% Xj+1

 Resulta na discretizacao

S?H -5 Ry Si1—Si ~0
At 2h
S ~ T+1 - S?—l .
o Diferenca central

Introducéo a Simulagao de
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Equacao de Adveccao Linear 1D

* Avaliagdo a montante (“upstream”) de S na face X,

V

_
Siiy ~ 9 : | o—
Xi Xy X
 Resulta na discretizacao
n+1 n n n
Sj*-8) ,Si-Shi_,
At
gn_g"
S, —— = Diferenca para tras
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Introducéo a Simulagao de

Equacao de Adveccao Linear 1D

* Avaliagdo a jusante (“downstream”) de S na face X,

V

—_
Sity ® O o | o—
Xj Xj*‘% Xj+1
 Resulta na discretizacao
n+1 n n n
Sj —9 Y 41~ S, ~0
At h
n n
j+1 Sj ;
Sy R - Diferenca para frente

Programa de Verédo LNCC

Reservatorios Petroliferos

Prof. José Roberto P. Rodrigues

Fevereiro de 2015



Equacao de Adveccao Linear 1D

 Analise do erro de truncamento por série de Taylor

2 A2 Sn _g" 2
St =S +h§ “_2 N =% O =|EL|=0(h)
Xlyy, 2 OX°| 0 OX|yy h 2 0|
2 A2 gnh_gn 2
SR h§ h_g jﬁ — J—l_hg ‘E ‘—O(h)
OX |, 2 0|, o OX|yy, h 2 0xX"| _
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Equacao de Adveccao Linear 1D

 Analise do erro de truncamento por série de Taylor

2 A2 3 A3 )

Siu=79] +h§ +h—2 +h_6_83

NKlyy, 20X 60X 2 S” _gn

. L — j+1 j—1_|_o(h2)

8S|  h2a%S|  hPotS Xy, 2N
S",=S"-h> 2 |

Xy, 2 X7, 6 X,

Efc|=0(h?)
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Equacao de Adveccao Linear 1D

e Com base no erro de truncamento, escolheriamos

O esguema
L VA
Ly S S0 81 =80 - 28], 48], o=

S? :SO(Xj)

Introducéo a Simulagao de
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n+1 *

 Para mostrar que esta nao € uma boa escolha,
vamos utilizar analise harmonica

« Assuma que a solucao possa ser expressa como
uma soma de componentes trigonometricas

St =Y e, =y

Introducéo a Simulagao de
Reservatorios Petroliferos

Programa de Verédo LNCC
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o Substituindo na expressao para o esquema e
analisando separadamente cada componente
n+1 |k(]h) N |k(1h) C . ik((j+1)h) C ik((j-1)h)

— —vy, e e
Yk Y€ 27/k 27k

« Cancelando o termo comum e'kah)

n+1
7"n _1_Zgkny Sei g cisin(kh) P | =1+c’sin*(kh)>1
Yk 2 2 ‘7k‘

« Exceto para kh multiplo de «t, os fatores de
amplificacao da solucao crescem em moédulo de
um passo de tempo para outro

» O esquema ¢ instavel: gera solucOes que podem
oscilar e crescer com o tempo

Introducéo a Simulacéo de
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 Resultados para dado inicial funcao degrau
(corresponderia a uma injecao continua de agua)
comv=1
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Equacao de Adveccao Linear 1D

n=11

A
~

« ApO0s onze passos de tempo a solucao e
completamente inatil!!!

Introducéo a Simulacéo de
Reservatorios Petroliferos

Programa de Verédo LNCC
Fevereiro de 2015

Prof. José Roberto P. Rodrigues



Equacao de Adveccao Linear 1D

 Para discutir os esquemas de diferenca para frente
e para trds no espaco, vamaos examinar como a
Informacao se propaga nestes esquemas

» Esquema para frente

n+1 n n n
Sj _Sj IRy J+1_SJ -0
At h

U
S”+1 (1+c)S] —cS]

j+11

Introducéo a Simulagao de
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Equacao de Adveccao Linear 1D

« Dominio de dependéncia numérico do ponto P:
conjunto dos pontos do plano (x,t) que
Influenciam a solu¢cdo numerica em P

A solucdo em P depende do valor do dado
Inicial em Q, mas alterando o dado inicial
em Q a solucdo numérica néo se altera, logo
: 0 esquema nao pode convergir para a

= solucio

Caracteristica
passando por P~

/’,
— Condicdo necessaria para
. convergéncia: a caracteristica deve
p estar contida no dominio de
< @ ® @ *———>» A - o
“Q X dependéncia numerico
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Equacao de Adveccao Linear 1D

» Esquema para tras

n+1 n n n
St -8} Si-Sii_
At h

U
S™ = (1-¢)ST +¢S7,, c= A

0

Introducéo a Simulacéo de
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Equacao de Adveccao Linear 1D

t A t A
p- P
> 2 -
i 7/
® *—
,l
® ® ® ®
// ’
T ° ® ® > *——o ® ® >
Q R X R Q X
4
4

e Se P =(x;,t"), Q = (x;— vt",0) = (X;— vnAt,0) e
R = (x;— nh,0). Dai,

VIAt<nh=c= VTM <1 Condicao de CFL

Introducéo a Simulagao de
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Equacao de Adveccao Linear 1D

« Note que a condicdo de CFL garante um principio
de maximo, ja que, paral —-c >0,

Si" =(1-c)S] +cS, <max{S{,S!, | <max,{S}|

Introducéo a Simulagao de
Reservatorios Petroliferos
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Equacao de Adveccao Linear 1D

A condicao de CFL tem uma interpretacao fisica:
0 volume de fluido que entra na célula em um
passo de tempo nao pode exceder o seu volume
(“throughput condition™)

 De fato, sendo A a area da secao transversal:

c:VTAtﬂ:wAAtSAh — QAL <V

Introducéo a Simulagao de
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Resultados para dado inicial funcao degrau (corresponderia a
uma injecao continua de agua) com v = 0,75

n=20 n=1

n=11 n=18
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Equacao de Adveccao Linear 1D

A solucao numérica € sempre monotona, mas
apresenta uma grande suavizacao da frente de
avanco

 Analise do erro de truncamento espacial

Vs;‘ -S7, :VS?+1—S;‘_1 vhS],—25]+S], e _vho's o)
h 2h 2 h? Oy, 2 OX*|
« Analise do erro de truncamento temporal
2 5 n+l _gn 2
5™ _ g0 4 At +(At) g ? +O(At)3:> S; =5 8 +§2 O(At)2
T et 2 ot At Al 2 o2,
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Equacao de Adveccao Linear 1D

« Vamos expressar a derivada segunda em t em
funcao da derivada segunda em X

(9°S  0°S
—2+V :O 5 5
0S 0S ot otox oS ,0°S
—+V—=0=+ :>—2—V —220
ot OX aZS 828 ot OX
+V—2:O
L OXot OX
U
ST 2
AU Bt 20 ¢
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Equacao de Adveccao Linear 1D

» Juntando o erro de truncamento temporal e espacial

n+1 n n n
Sjt-s} S]-Si, @S

L v vaS

+0(At) +0(h?)

X=Xi

vh VAL 0°S
_ 1
2 h )ox?

+ R
At h Otl_»  OX

X:Xi

» O esquema explicito de diferencas para tras
funciona como uma boa aproximacao para a

eguacao
2
S vB p 9 g b, ="ag
ot OX OX 2
Termo de difusdo
numérica
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Equacao de Adveccao Linear 1D

« Adifusdo numérica é mais severa guanto maior
a velocidade de fluxo

« Adifusdo numérica diminui quando se refina a
malha espacial (mantendo At constante). Note
que c esta limitado pela condicdo de
estabilidade c <1

A difusdo numerica diminui quando se aumenta
0 passo de tempo (mantendo h constante), ja
que o termo difusivo é multiplicado por 1 —c¢
(note que c esta limitado pela condicao de
estabilidade c < 1)
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Equacao de Adveccao Linear 1D

« Em particular, quando ¢ = 1 a difusdo numérica
se anula e 0 esquema se torna de segunda
ordem no tempo e no espaco

 De fato, para ¢ =1, a informacao se propaga
exatamente ao longo da caracteristica e a
solucdo exata é obtida

* Em problemas reais, esta condi¢cao nao pode ser
conseguida na pratica, por causa de nao-
linearidades, malha nao uniforme, velocidade
variavel no espaco, etc
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Equacao de Adveccao Linear 1D

« Em muitos casos (altas velocidades, malha fina,
etc), a condicao de CFL pode levar a passos de
tempo excessivamente restritos

« Esquemas implicitos sdo uma alternativa:

n+1 n
S; =3,
At

n+1 n+1
SJ _Sj—l

+V =0

U

(I+c)u’™ —cui, =u
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Equacao de Adveccao Linear 1D

« VVamos analisar a estabilidade através do principio
de maximo

Sit =max, {S{"} = 8] +¢(S]* -S)) =] =

~— _

>0
+1
S;™ <8 < max,{S}|
Vale um principio de maximo para
qualquer valor de v

Estabilidade Incondicional
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Equacao de Adveccao Linear 1D

« A analise do erro de truncamento temporal se
altera ligeiramente:

2
At 52
S" =s;‘+1—At§ +( ) 0 f +0O(At) =

Othpn 2 0| .
S™—8" 5 At 8%S 2
A et 2a0| . tOWY

t:tn+1 t=tn+1

U
At Othpn 2 OX*|
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Equacao de Adveccao Linear 1D

« Juntando o erro de truncamento temporal e espacial
n+1 n n+1 n+1
S

-|-VJ =
At h
2
B B ﬂ(u‘mjaf +0(At) +0(h?)
Ot |,_jna 8x 2 h jox®|

« O esquema impll’cito de diferencas para tras
funciona como uma boa aproximacao para a
eguacao

@ oS 628 vh
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Equacao de Adveccao Linear 1D

 Para o método implicito nao ha restricdo no
tamanho do passo de tempo para estabilidade

« Adifusdo numérica é maior para 0 metodo
Implicito que para o explicito

A difusdo numeérica para 0 metodo implicito
aumenta quando se aumenta o passo de tempo
(mantendo h constante), ja que o termo difusivo
e multiplicado por 1 + ¢
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Equacao de Adveccao Nao-Linear 1D

» Vamos estender a discussao para o problema da
equacao de Buckley-Leverett

o ¢ oX

S(x,0) =S,(x)
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Equacao de Adveccao Nao-Linear 1D

« Esquema explicito para tras

Sp-S) v f(S)-f(S])
At h
U

n+ n VAL n n
SHEEE —E(f(sj)— f(S]))

0

S? :SO(Xj)
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 Aanalise de estabilidade pode ser estendida para
este caso, observando que

n+ n VAt r/o N n n n n nen

Si™ =S5 ‘Ef (§))(S] -8}4) =(1-c])S] +cfs],
n VAt rfo N c N n n
Cj:Ef(Sj)i S,- E[Sj1Sj—1]

c; <1garante principio de maximo (estabilidade)
Esta condicdo ndo pode ser utilizada na préatica ja que S i ndo € conhecido
Definindo €} = vat sup f'(S)=c| ¢
SN

A condicdo C; <1 pode ser utilizada e garante o principio de maximo
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Equacao de Adveccao Nao-Linear 1D

« Esquema implicito para tras

Sp-S) v f(S)) — (S
At 4 h

=0

* Requer a resolucao de um sistema de equacoes
algébricas ndo-lineares

« O método de Newton pode ser empregado
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» A estabilidade pode ser analisada de forma
semelhante ao caso linear

n+ VAt n+ n+ n+ n n+ n n+ n+ n
sj1+%f(s N(S]H—-S])=S] =S+ (8] -5 ) =5,
C? \;_Ahtf (Sn+1) Sn+1 [Sn+1 Sn+1

- Vale o principio de maximo independente de c':
estabilidade incondicional

« Como o0 metodo de Newton tem convergéncia local,
pode acontecer do método ndo convergir para
passos de tempo muito grandes

 Neste caso, 0 passo de tempo e refeito com um
Incremento menor
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Equacao de Adveccao Nao-Linear 1D

A condicao de CFL para estabilidade de esquemas
explicitos & uma condicao local e, portanto, o passo
de tempo é limitado pela célula onde a condicéao e
mais severa

« Em problemas praticos, a condicdo de CFL pode
variar grandemente tanto no espa¢o como no
tempo, em virtude de variacoes na velocidade do
fluido, tamanho das malhas, etc

 Essa observacao motivou a introducao de esquemas
adaptivos implicitos (AlIM)
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* Em um esquema AIM, o tratamento implicito é
restrito apenas as células em que a condicao de CFL
exigiria tomar passos de tempo pequenos, todas as
demais sendo tratadas explicitamente

* O metodo AIM busca reduzir o esforco
computacional por passo de tempo a0 mesmo
tempo em que utiliza passos de tempo tao grandes
quanto os do método FIM

 As celulas a serem tratadas implicita ou
explicitamente variam no espaco € no tempo ao
longo da simulacdo baseado em um critério de
estabilidade que estabeleca ou um passo de tempo
desejado ou um percentual maximo de células
implicitas dado

Programa de Verdo LNCC
Fevereiro de 2015
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Equacao de Adveccao Nao-Linear 1D

 Para apresentar o método vamos considerar um
caso em que as p — 1 primeiras celulas séao
implicitas e as demais explicitas

ST oS!y (S f (S]]
M LG IV S

At p h

IR ATCH RGP
At p h

ST f(S7)— f(S;

) i Y G- J‘1):O,j:p+1,...,N
At p h
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Equacao de Adveccao Nao-Linear 1D

« Para este problema, é necessario resolver um
sistema algébrico ndo-linear para obter o valor de S
nas p — 1 primeiras células, enguanto as demais sao
resolvidas explicitamente

« E possivel mostrar que esse esquema satisfaz um
principio de maximo se a condicdo de CFL ¢
atendida em todas as células explicitas

« No entanto, devido a existéncia de células de
fronteira onde o fluxo de entrada e saida sao
calculados em tempos distintos aparece um termo
O(At/h) no erro de truncamento
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Equacao de Adveccao Nao-Linear 1D

 Alem disso, oscilacbes podem aparecer quando a
fronteira IE coincide com choques ou regioes de
grande variacao na solucao

« Do ponto-de-vista pratico, esses problemas ndo sao
relevantes desde que as fronteiras IE estejam
afastadas dessas regides de maior atividade e o
metodo tem sido empregado com Sucesso

e Para uma discussao teorica ver

 Loubens, Riaz & Tchelepi, Error analysis of an adaptive
implicit scheme for hyperbolic conservation laws, SIAM
J. Sci. Comput., 2009
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Equacao de Adveccao Nao-Linear 2D

» Vamos estender a discussao para o problema da
equacao de Buckley-Leverett bidimensional

§+V-(Vf(8))=0

S(X,¥,0) =S,(x, y)

« Vamos assumir que v € um campo de velocidades
Incompressivel V-v =0
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Equacao de Adveccao Nao-Linear 2D

* Note que se v = (v,,v,), entao

ov. oV
X+ 2 =0

oX oYy

oS 0 0

= (vxf(S))+5(vyf(S))=O
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» Considere a celula centrada em (x;,y;) € malha uniforme

N
B
i -L‘
L=
+
>0 e ®
N
—
I ..l;‘
=
>T. e [ ] [ ] [ ]
N
1 =
>
w'
e |C °
N
1+ @
>
| Xl-l | XI | XI+1 |
| @ | . | . |
Xi-3/2 Xi-1/2 Xi+1/2 Xi+3/2
h h h
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* Integrando a equacao da velocidade

J‘ l I ! 5VX dxdy N j I Z\;y dydx =0

U
Jyy,-+l% (VX(XH%’ Y) =V, (X s, y))dy + J‘yy'”f (vy(x, Vi) =Yy (X, yj_%))dx -0

7

« Aproximando as integrais pelo ponto medio
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Equacao de Adveccao Nao-Linear 2D

» Analogamente, integrando a equacao de Buckley-
L_everett e adotando tratamento explicito

S/ —S!

h2 ] ] 4
At
(v, 100y, 1680 +h(v, 1610y, L 1(87,)] -0
I

n+ n At
Sij ' :Sij _F( 1, (S.+1 )= Vy

1
-2

f(Sn )+V. f(Sn ) vy, f(SI”J))
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Equacao de Adveccao Nao-Linear 2D

» Avaliacdo a montante da saturacdo na interface

(on
SN Vs >0
L
S'", =4
i+5, ] gn 0
gy S8V <
§ 2’
VX VX
—— C—
[ ([ ([ o
Xi X i Xia
n __con n _on
Si+%, P = S Si%, P = Siaj

Programa de Verédo LNCC
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 Para analisar a estabilidade, vamos assumir um
padrao para as velocidades nas interfaces

|
v
|
I

n+ n At n
S =S —F(VH fs)-v,, fST )+, 1(S))- vi_%f(s”l))
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At

57t = S"—r("m; fs)-v,, fSL)+y,  TED-v, f(s;jjl)j

| j+—

U
Si?+1 Sn_%(vx+ f(S )+V f(S,J))

| j+—

S CPRICIEARICINY
!

Sierl:Sn__f(S'J)( X Vy__ _Vx_ __Vy j

1 1 1 i1
2] I!J+2 ! 2:] 1] 2

At n ; n
+T(V ( (ST, ) - f(sij))wyi’j_% ( f(S" ) - f(Si,-))j
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Equacao de Adveccao Nao-Linear 2D

» Lembrando a condicao de incompressibilidade
do campo v

n+ n At n n
Sij "= Sij + T(inh‘ ( f (Si—l,j) — f (Sij )) TV,

2

(F(s,)- (si;‘))j

ij-3

Apenas as componentes com
fluxo entrando na célula ij
contribuem
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Reservatorios Petroliferos

Equacao de Adveccao Nao-Linear 2D

« A partir daqui 0 argumento prossegue como no
caso unidimensional

n+ n At n
Sij 1 S +T(VX|2 (f(SI 1J)_ f(SIJ))_I_VyI j—l

2

(F(s,.)-f (si;‘))j

_y+%w f@“)(”rSM+%W_f6”)(”lsw:

—1] -1 i,j—1 i

~ (1=l —cl L )Si el Sy S

J__ -1
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Equacao de Adveccao Nao-Linear 2D

e Definindo

6“1.:%vx sup  /(S), =%vy sup  £/(S)

i——’J 1 I!j_l i1
2 I Z'J SE[Sin—l,j’Si?] 2 ') 2 SE[Si?,Sin'j_l]

vale um principio de maximo para

Ei'jl’j + Ei'f,-_; <1 (condicéo de CFL)

« Como generalizar para um padrao qualquer de
velocidades?
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F,” = conjunto dos indices das faces onde a diregao de fluxo é para fora do bloco

F;~ = conjunto dos indices das faces onde a direcao de fluxo € para dentro do bloco

|
T ;
|
j :
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S/t = S”——Z\v\f(su)+ LS v |f(s?)

oc F~Jr O'EF

« A notacdo é mais ou menos Obvia, mas relativamente
complexa para formalizar

g

.1 . 1.
vV, ,seo=I+—,Jouo=1—-——,]
i 2 2
V_ =1

V., ,seo=I j+E ouo=I j—E

S 2 2
Para cada face o seja B, ={lij; of3} Dada uma face o com
o conjunto de indices dos blocos B, ={ij;ef}, S, =S,

assoclados a face o Ex - G:”%’ j,s"=s"

i+1, ]
1. e :
EX.: a:I+E,J,Bo={IJ;I+1, 1} Dada uma face o
comB, ={ij;af}, I\ =[S}, S,

ij?
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<D ) M CHRED ALY

GEF GEF

U
Si?+1 Sn__ Z|V |f(SIJ)+_ Z|V |f(SIJ)

GEF GEF

S Y MLCHRES H WTED

GEF GEF

U
=5t 5| Zhul- Z il e Zhrd-5D)

ocF; GGF oeck

J

-
= 0 pela condicao de
Incompressibilidade
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Equacao de Adveccao Nao-Linear 2D

Sit = S“+— > NV(F(SH-1(S))=

O'GF
—S”+— > v, (S“ )

O'EF

Apenas as componentes com fluxo
entrando na célula ij contribuem

Introducéo a Simulagao de
Reservatorios Petroliferos

Programa de Verédo LNCC
Fevereiro de 2015

Prof. José Roberto P. Rodrigues



Introducéo a Simulagao de

+ Definindo " :%\VG\ £1(5")

St =51+ > ci(Si-S7)=[1- > cl |Sf+ D clS]

oeky oeky oeky

A partir daqui 0 argumento prossegue como
anteriormente

Definindo " = %\va\sup f'(S)

Selg
Vale um principio de maximo para
> €] <1(condigdo de CFL)
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« Esquemas implicitos podem ser generalizados
para casos multidimensionais

Sn+1 Sn
2 d n+1 n+1
2120 h( SRICTA RO J)j

h (vy (S -V, R (SI”J”)j =0
U

n+1 At n+1 n+1
Si +F(VX.; f (S, J)—vXi RECH A

v, | f(S", )—vyi f(SI”jf)j =S,

2
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Equacao de Adveccao Nao-Linear 2D

» Avaliacdo a montante da saturacdo na interface

(on+l
Si,sev, >0
J Xl
n+l ) 2
i+%’j B Sn+1 O
i+1, ! S€ Vx, 1. <
L i+5]
Vx Vx
—— D
([ ] ® (] ®
Xi X i Xia
n __cn n _on
Siij = Si Si%, i = i

Programa de Verédo LNCC
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Equacao de Adveccao Nao-Linear 2D

» Requer a resolucao de um sistema de equacoes
algébricas nao-lineares

« O metodo de Newton pode ser empregado

A estabilidade pode ser analisada de forma
semelhante ao caso linear, mostrando que o metodo
iImplicito tem estabilidade incondicional

« Como o0 metodo de Newton tem convergéncia local,
pode acontecer do método nao convergir para
passos de tempo muito grandes

 Neste caso, 0 passo de tempo é refeito com um
Incremento menor
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Equacao de Adveccao Nao-Linear 2D

» Para problemas multidimensionais, a dispersao
numérica, alem da suavizacao de frentes, introduz
um deslocamento preferencial nas direcoes
alinhadas com a malha, conhecido como efeito de
orientacao de malha

 Para algumas situacoes (p.ex. deslocamento
miscivel) esse problema pode ser particularmente
grave
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Equacao de Adveccao Nao-Linear 2D

» Esquemas de nove pontos (incluindo os vizinhos na
direcao diagonal) foram propostos de forma a gerar
uma dispersao numerica mais isotropica, atenuando
parcialmente este efeito

 QOutras possiveis solucdes sdo esquemas de alta
ordem e uso de malhas nao-estruturadas ou
seguindo as linhas de fluxo

Programa de Verédo LNCC
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Escoamento Bifasico

« EquacoOes a serem resolvidas

a(¢g;vsw) -V (,OWKEW (Vpo T P9~ VI:)C)) B (pwqw) =0
0 S
(¢'gf 0) —V~(,OOK}LO (Vpo +,o0g))—(,00qo) =0

« Na eguacao acima assumimos:
« K =K(x)éum tensor diagonal
* pf:pf(po)1 :uf::uf(po)i f:W’O’ € ¢: ¢(po)
* krf = krf (Sw)’ f= W,0, € Pc = I:)c (Sw)

* Aindaseaplicaarelagdo S, +S,=1
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« Para fixar ideias, consideraremos a situacao bidimensional
« Recordando a notacao de células e nos:

yj+1
@

AYijs1
[ ]

. : Programa de Verédo LNCC
Prof. José Roberto P. Rodrigues Eevereiro de 2015
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 Para obter a discretizacao, integram-se as
equacOes de fluxo na celula centrada em (x;,y;),
como anteriormente

 Para a derivada temporal, obtém-se

yj+% Xi+%a(¢pfsf)~ (¢pfsf)n+1—(¢pfsf)n B
ij_% '[Xi—% 81: ~ AXIAyJ At —
) MM S wo

At

« Termo de acumulacao: variacao de massa do
componente f na célula ij

» O termo de acumulacao é nao-linear, devido a
dependéncia de ¢ e p na pressao

Introducéo a Simulacéo de
Reservatorios Petroliferos

Programa de Verdo LNCC
Fevereiro de 2015

Prof. José Roberto P. Rodrigues



Escoamento Bifasico

» Para os termos de fluxo, considere o termo na
direcao X (os demais sao semelhantes):

y.+l a 52 aP
Iyl{pfﬁka(a—hpfa——% a—cﬂ W-
. X X X (x,y)=£Xi+%,Y)

Vil op 0z OP
2 “v AN 3
jyj_% {pf/lf Ky (6)( TP T ﬂ(x,y)[ jdy’

Xi_l’y
2

f=w,0¢,=10c,=0
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Escoamento Bifasico

 As aproximacoes para a permeabilidade e a
mobilidade sao feitas de forma diferente

« Para permeabilidade, média harmonica
« Para a mobilidade, tratamento a montante

» De acordo com a discussao dos problemas
modelo, a pressao deve ser tratada
Implicitamente e a saturacao pode ser tratada
implicita ou explicitamente
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» Para a face (Xj.1/,Y)):

Yi.1 o Oz oP.
[, Pflka(—p+pf——af _Cj dy ~
yj_% OX OX OX (x,y):(X. 1,yj

|+§

n+1 n+1
L Ti+%,j ( pi"‘l,j N p'J t

m
I+2

(pflf)

p:‘r_] 1. (Zi+1,j _Zij)_af (Pcr:l,j - Pc?)j =

Iy
(pfﬂ'f ) T

m
i+5,) 2

m

e Param =n+ 1, temos 0 método totalmente implicito (FIM —
“fully implicit method™)

« Param =n, temos o método IMPES (IMplicito na Presséo
Explicito na Saturacao)
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Escoamento Bifasico

24y kK, k | Transmissibilidade na diregao X
T . [ = T (depende da geometria da malha e da
©AXk, o+ AX,+1k permeabilidade do meio, exatamente
COmMO no caso monofasico)

- AX; pf + AX; +1,0f|+1 | Aproximacao para a densidade
Pi = no termo gravitacional por
i AX; + AXj,q interpolacdo linear:

Aproximagéo a montante para a mobilidade:

Pf (P i) (pinl1j1 i+1,j) S€ ACDU >0
(pfif) =<
+3:] o1 (P )¢ (P, Sif'), se AD <0
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Escoamento Bifasico

« Qutras alternativas sdo possiveis, por exemplo :

v" Interpolar linearmente a pressao e tratar a montante
apenas a saturacao

v' Tratar implicitamente todas as dependéncias da pressao
v’ Etc...

» Essa discretizacdo resulta em um conjunto de
equacoes algebricas nao-lineares tanto para FIM
como IMPES

« O méetodo de Newton e usualmente empregado
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« Conjunto de equacdes algébricas nao-lineares (N é o niumero
de céelulas da malha, BM abrevia balanco de massa):

F: RN RN

X B F(X)
__p{'”__ fn+1(p1+1 Sn+1 ,p{\]fl n+1)_ BM 0leo — célula 1
Sln+1 1:n+1(p n+1 Sn+1 n+1 n+1) BM égua—célulal
H
_plr\ll+1_ fn+1(p1+l Sn+1 n+1 n+1) BM 6leo — célula N
__Slr\]|+1__ fn+l(pn+1 Sn+1 n+1 Sn+1) BM égua—célula N
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 Recordando o0 método de Newton:

_Eﬁ£+lk 6ﬁ£+1k
8pf+1k 88n+1k
Eﬁ&rik 6W£r1k
6pf+1k 53f+1k

_6ﬁJtik 6ﬁ;r1k
6pf+1k 58n+1k
Eﬁétlk Eﬁétlk
apln+1 k 651”+1 k

Parak =1, ...
J(x*)AX* = —F(x¥)
Xk+1 _ Xk n AXk
_af n+1,k 81: n+1,k 7
0
apn+l k aS ’l'\ll+1,k
af n+1,k af n+1,k i Ap{l+1 k
W,
apn+1 k aS I‘;L+l,k AS n+1,k
N B 1
_af n+1,k of n+1k | Apn+1 k]
oy N
apmik asgﬂk Asnﬂk
B N
8f I’H—l,k af n+1,k B
WN
apn+1 k aS n+1,k
N —_

Jacobiano de F
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, até convergir faca

fn+1 n+1,k Sn+1k

(b
(P

fn+1 n+1,k Sn+1k

fn+1 n+1,k Sn+1k

(pr
(pr

fn+1 n+1,k Sn+1k

- PN
- PN

- PN
- PN

n+1,k Sn+1k)

n+1,k Sn+1k)

n+1,k Sn+1k)

n+1,k Sn+1k)
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Escoamento Bifasico

O jacobiano é uma matriz esparsa, ja que, em
cada equacao de balanco, contribuem apenas as
celulas vizinhas, como no caso monoféasico

 Para o problema bifasico, no entanto, temos duas
equacdes e duas incognitas por célula de forma
que aparece uma estrutura por blocos 2 x 2

A estrutura do jacobiano para os métodos FIM e
IMPES ¢ diferente e determinante na resolucao
do problema e no custo por iteracdo do metodo
de Newton
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Escoamento Bifasico

 Para o FIM, uma bloco-linha do Jacobiano tem
a estrutura abaixo (assumindo numeracao
natural para as células da malha)

i j-1 o i-Lj 0 i+Lj o 0+l

X X X X|| X X|[X X
X X X X|I X X|[X X
Introducéo a Simulagao de

Reservatorios Petroliferos
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13| 14| 15| 16

Matriz ordenada
celulaacelulapeS
Intercaladas

Introducéo a Simulagao de

1
X XiXxX X
X XiX X

X XiX XiXxX X
X XiX XiXxX X

X XiX XiX X
X XiX X:iX X
X XixX X
X X iX X

X X iX X
X XiX X

X X:X X:X X
X X:X X:X X

X XiX XiX X
X XiX XixX X

X X iX X

X XiX X

X XX X

X X:XxX X

X XiX XiX X

X XiX XiX X

X XiX Xix X
X XiX X:X X
X XiXxX X
X XiXxX X

X XiXxX X
X XiX X

X XiX XiX X
X XX X:X X

X X:X X:X X
X XiX XiXxX X
X XiXxX X
I><><><><

Matriz pentadiagonal por blocos 2 x 2
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Escoamento Bifasico

« Os métodos diretos e iterativos discutidos no
caso monofasico tém extensdes imediatas para
este caso, bastando substituir as operacoes
escalares por operacOes matriciais atuando nos
sub-blocos 2 x 2

 Duas observacoes:

v Operac0es de divisdo sdo substituidas pelo
produto pela inversa

v Na multiplicacdo de matrizes a ordem ¢é relevante
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Escoamento Bifasico

 Aeficiéncia é ainda mais critica, ja que multiplicar
ou Inverter matrizes densas de ordem p tem custo
proporcional a p3, ou seja, para o problema bifasico
uma estimativa grosseira indica que o custo dos
algoritmos de resolucao seja em torno de oito vezes
maior em relacdo ao caso monofasico

» Para problemas trifasicos ou composicionais o
numero de incognitas e equacoes por celula da
malha aumenta e o custo se torna ainda mais
elevado
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Escoamento Bifasico

 Para o IMPES, uma bloco-linha do Jacobiano
tem a estrutura abaixo (assumindo numeracao
natural para as células da malha)

-1 e i-Lj 0 i+Lj o 0 jel

'x 0]  [x o][x x][x 0] [x 0]
X 0 X 0]lx x{x O X 0
A saturacao e a pressao sao acopladas apenas
pela diagonal principal
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Escoamento Bifasico

« Multiplicando pela inversa do bloco na
diagonal desacopla a pressao da saturacao: a
equacao alinhada com a pressao so depende de
valores de pressao, enguanto a saturacao nao
depende das saturacoes em celulas vizinhas
(apenas das pressoes)

ij-1 - i-1j ij i+Lj - i,j+1
pS - p S pPpSpS - p 3

Lo ool ol -

Introducéo a Simulagao de
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o o o oo o
x % X X .« O
o o o oo dio o
X X X X d o x x
o o o oo dio o
x X X Xid o x x
o o o dio o
X X - oix x
o o o oo o o o
x X X X+ o x X
o o O oo do o o o
x X X X+ O x X x X
o o O oo dio o o o
X X X X Hd oix X x X
o o o Hdio o o o
x % — Oix X x X
o o o oo« o o
X X X X+ o x X
o o o oo dio o o o
x X X X H O x X X X
o o o oo Ho o o o
x X X X .+ O x X x X
o o o dio o o o
x X - oix x X X
oo o« o o
X xid O x X
o oo do o o o
X X+ oix X X X
o oo Ho o o o
X Xid Ooix x X X
o Hdio o o o
= o x x x X

11} 12

15| 16

10
14

9
13

Matriz ordenada
celulaacelulapeS
Intercaladas
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" X ;(. X " X
1 2 3 4 " X " X )](. X " X
X x 1 X 0

5 6 7| 8 e e

9 | 10| 11| 12 <A

13| 14| 15| 16]  |psermme e A
Matriz ordenada com S Y

p para todas as e e T "
células seguido de S e T are T "y
para todas as células P "
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Escoamento Bifasico

O sistema linear a ser resolvido em cada
Iteracdo do metodo de Newton para método
IMPES pode ser escrito como

Jop 0 Axp ~ F
' Jup |__AXS__ F,
U
JopAX, =—F,

AXs =—F, —J,p,AX,
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Escoamento Bifasico

* Note que Jg,, Jyp For Fy, NA0 sa0 as matrizes
originais do Jacobiano, mas as transformadas
pela multiplicacdo pela inversa dos blocos da
diagonal principal
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Escoamento Bifasico

« O metodo IMPES envolve duas etapas:
v Resolucéo da pressao

v Obtencéo da saturacao utilizando as pressoes
calculadas na etapa anterior

» Aresolucao da pressao envolve a resolucao de
um sistema com estrutura exatamente igual ao
problema monofasico

A obtencao da saturacao ndo envolve a
resolucdo de nenhum sistema, ja que a
saturacdo depende apenas das pressoes e nao
das saturacoes nas células vizinhas
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Escoamento Bifasico

O custo de uma iteracdo do método IMPES é
da mesma ordem que o problema monofasico

« Como a ndo-linearidade do méetodo IMPES se
apresenta apenas no termo de acumulacao,
tipicamente a convergéncia do IMPES é mais
rapida que para o FIM

O passo de tempo para 0 método IMPES, no
entanto, esta restrito por uma condicao de CFL,
gue pode ser bastante severa em casos praticos,
de forma que algum grau de implicitude na
saturacao é normalmente usado em
simuladores de reservatorio

Programa de Verdo LNCC
Fevereiro de 2015
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Escoamento Bifasico

 Para 0 método AIM, as derivadas em relacao a
saturacdo sao nulas fora da diagonal principal nas
colunas correspondentes as celulas explicitas

» Estrutura de uma bloco-linha do Jacobiano
considerando tratamento explicito para as células
| +1,]jeil,)—1eimplicito nos outros vizinhos:

,j—-1 - 1-1] 1] 1+ ] - 1,)+1
p S - p S p S p S = p S

MU HE

Introducéo a Simulacéo de Programa de Verdo LNCC
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Escoamento Bifasico

« Multiplicando pela inversa do bloco diagonal
mostra que a pressdo esta acoplada com as
demais pressoes e as saturacdes implicitas

i j-1 - i=L1j ij i+Lj - i, j+1

ol el B

M
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12| 3] 4
's | 6| 7| 8
9 10_11?12
13| 14| 15| 16

€c:9
1

indica célula
tratada implicitamente

Matriz ordenada
celulaacélulapeS
Intercaladas

Introducéo a Simulagao de

1 0:x X
0 1:x x
Xx xil1l 0:ix O 0
x xi0 1ix O 0
Xx xil 0ix O 0
Xx x:0 1:ix O 0
x 0:1 0 0
x 0:i0 1 0
1 0:x O 0
0 1:x 0 0
X X xil 0ix O x 0
X X xi0 1:x O x 0
0 x 0i1 0ix O 0
0 x 0:0 1:ix O 0
0 x 0:1 0
0 x 0:0 1
1 0 x O 0
0 1:x O 0
0 x 0i1 0ix O 0
0 x 0:0 1:x O 0
0 x 0:1 0:x x
0 x 0:0 1:ix x
0 x 0i1 0
0 x 0:0 1
0 1 0ix O
0 0 1ix O
0 x 0i1 0ix X
0 x 0:0 1ix x
0 x 0:1 0ix X
0 x 0:0 1ix X
Xx xi1 0
x xi0 1
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A

7

8

10

11

12

13

14

15

16

€c:9
1

indica célula

tratada implicitamente

Matriz ordenada com
variaveis implicitas
para todas as células
seguido de varias
explicitas para todas

1
X X IO p

X XikL O

X0 piX X

XiFRp OiX X

X i X X

XipiX X

X Xip:iX

X XipiX

X XiO piX

X Xk O X

PO RiXx X

:I—\O><>< X X

as células
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Introducéo a Simulagao de

O sistema linear a ser resolvido em cada Iteracao
do método de Newton para metodo AIM pode ser
escrito como

B ?}BELHE;}

AX, = —F, — J,AX,

« Quando todas as células sao tratadas
explicitamente este € 0 mesmo sistema do metodo
IMPES
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Escoamento Bifasico

1 0:x X
0 1:x X
X xi1l 0:x
« J.. € uma matriz onde T T
aparecem blocos de R P
tamanhos heterogéneos: | ., . i
« 2 x 2 implicito-implicito SR TS
X 1:ix X
« 2 x 1 implicito-explicito x L x
1 x 2 explicito-implicito x| e
« 1 x 1 explicito-explicito e -
cl0 ol
x x:1 0
X X:i0 1_

Programa de Verédo LNCC
Fevereiro de 2015

Introducéo a Simulagao de
Reservatorios Petroliferos

Prof. José Roberto P. Rodrigues



Introducéo a Simulagao de

Escoamento Bifasico

 Note que J;;, Ji., F;, F, nao sao as matrizes
originais do Jacobiano, mas as transformadas
pela multiplicacdo pela inversa dos blocos da
diagonal principal

A escolha das células explicitas e implicitas é
feita dinamicamente em critérios baseados em
analise de estabilidade tipo CFL e/ou na
variacao de saturacao no passo anterior
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