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Material Complementar: Transformada-z Unilateral e Solucao EDs com CAs nao-nulas.

X*t(z) £ i
[n]

Exemplo: Obtenha as TZs bilateral e unilateral de x|n

Definicao da Transformada-z Unilateral:

= a"u[n + 2].

Solucao:

x[n] = 8[n + 2] * a™u[n] e a sua TZ bilateral é

X(2) = z* RDCy:{z € C, |a| < |z] < oo}

_az- 1’
x|[n] = 8[n+ 2] + ad[n + 1] + a™ ?u[n]

Para a TZ unilateral as duas primeiras parcelas sao desconsideradas, pois o somatadrio na definicao de
X*(z) é paran = 0. Logo:

Xt(2) = a? RDCy+:{z € C, |z| > |al}

z—1"
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Deslocamento temporal e TZ Unilateral:

Atraso: Sejam x4 [n]

X7 (2)

Adiantamento: Sejam x;[n] = x[n + k],com k > 0 e X*(2) a TZ unilateral de x[n]. Entdo, mostra-se de

modo similar que:

= x[n —

i xi[n]z™" =

i x[n—klz~

n=0
%

-1

N

Xf(z)=1z
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k],comk > 0e X*(z) a TZ unilateral de x[n]:

z x[l]z70k = z x[l]z7tk +2

t=n-k % —1
s
I=—k I=—k
)
oo k
Ex[l]z_l = 777 z
=0 P n=1
X*t(z) J

<zx

\
k-1

x[l]z7t}
=0
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Solug¢ao de EDs com Condic¢oes Auxiliares Nao-Nulas.

Caso o sistema esteja inicialmente relaxado, i.e., com CAs nulas, basta usar a TZ Bilateral. Caso contrario,
usar a TZ Unilateral.

Exemplo:
Obtenha a solugdo geral para a ED de segunda ordem y[n] = —y[n — 1] + 6y[n — 2] + x[n], para a

n
entrada particular x[n] = G) u[n], sabendo que as condi¢des auxiliares sdo y[0] = 1e y[1] = —1.

Solucao:

Aplicando a TZ Unilateral a ED temos

1 2

Yt(z) = -1 {Z_1Y+(Z) + 2zt z y[—n]z”} + 6 {Z_2Y+(Z) +z7? y[—n]z"} + X*(2)

Yt(2) = —z7Y*(2) —y[-1] + 6272Y " (2) + 6y[—1]z L + 6y[-2] + X (2)

Y*(z2) M+z1-6z72)= 1 X*(2)+ (—y[-1]+6y[-1]z"t + 6y[-2])

A2 B(z) No@)
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Em geral:

B(z)X*(2)

Ny(z)
A(z) A(z)

Yt(z) = + ,onde Ny(z) é um polinbmio em z que depende das CAs.

Para calcular y[—1] e y[—2] usamos a propria ED com as CAs conhecidas:

y[0] =1=—y[-1] + 6y[-2] + i
yl1] = -1 = —y[0] + 6y[—-1] +5

E encontramos: y[—1] = —1/12 ey[-2] = —-1/72.

Substituindo os valores de y[—1] e y[-2] e X" (2) = 1/ (1 — %z‘l), com RDC; : {z €C|z| > %} na

expressdo de Y1 (z) tem-se

( 1 N 6z~ 1 _ 6 )
Y*(z) = 1 N 12 12 72
o -1 _ ,-2
(1 — %Z_l) (1+z1-62z72) (1+z 627%)
(1-2z-1)(1+3z71)
1 4 1 4
1 5z \1—5z

(1- %Z‘l) (1-2z79(1+3z7Y) (1- %Z‘l) (1-2z"1)(1+ 3z71)
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1, 1 Cracses Parcia
1 _|_ =7 — =7 racoes rarciails A
+ — 2 4 ~ 1
YT(z) = T = :
(1 _ 7z-l) (1-2z"1(1 +32z°1) 15z

_1-|_1—22‘1+1+3z‘1

com RDCy+: {z € C, |z| > 3} (sistema causal) e A; = 0.4143, A, = 0.6333 e A; = —0.0476.

Usando a transformada-z inversa por inspecao obtemos, paran = 0:

n

1
ylnl = 4, (3) uln] + 4o@"uln] + A5 (=3)"uln]



