GA-038 Processamento Digital de Sinais (1.° Periodo de 2023), Paulo Esquef (21.12.2022)

Material Complementar: Exemplos de Amostragem e Reconstrucao de Sinais

Caso Particular com sinal senoidal: x(t) = cos(Qt)

AMOSTRAGEM: x(t) —» x[n]
A amostragem uniforme de x(t) com periodo de amostragem T, resulta em x[n] = x(nT) com
espectro X(ej“)). Se o Critério de Nyquist (2, > 2(),) for observado e, por exemplo, escolhermos (), =
4(),, os espectros serao:
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O espectro X(ef‘“) resulta da replicagdo de X (j2) com centros em multiplos inteiros de Q; e do

escalamento frequencial w = QT, que faz 0, — 2m e também restaura a amplitude original.



RECONSTRUCAO: x[n] — x,.(t)
A reconstrucao envolve duas etapas:

1) Selegao frequencial (filtro H,.(jw))
2) Escalamento frequencial (w = QT,.)

Em geral, o periodo de reconstrucdo T, usado no D/A pode ser diferente do periodo de amostragem T

usado no A/D. A selecdo frequencial é realizada multiplicando-se X(ej“)) pela resposta em frequéncia de
G , sel|w|<mrad/s

um filtro seletivo (em tempo continuo) definido como H,.(jw) = {O se || > mrad/s’

Como o espectro X, (jw) = X(e/®)H, (jw) = Gnd(w — w,) + Grd(w + wy) ndo é periddico, o sinal
resultante ja é um sinal em tempo continuo X, (t) = G cos(wyt).
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O escalamento frequencial é consequéncia do escalamento temporal feito pelo D/A, em que o intervalo
unitario entre as amostras de x[n] é escalado por T,.. Logo, na frequéncia, o escalamento w = QT, e o

espectro do sinal reconstruido é dado por X,.(jQ) = )?r(ja))|w=m = X, (JQT,), representado abaixo:

. X (jow) = Gné(w — wy) + Grd(w + wy), com wy = QT
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Caso se queira fazer x,.(t) = x(t).i.e., para X,.(jQ) = X(jQ) bastaque T, = T, e que G = T.
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LEMBRETES: §(at) = mS(t) e, se f(t) «— F(jQ), entdo f(at) «—— F (j ), para a # 0 real.
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Caso Geral: sinal x(t) € R limitado em banda e espectro X(jQ) = 0, || = Q,.

AMOSTRAGEM: x(t) —» x[n]
A amostragem uniforme de x(t) com periodo de amostragem T, resulta em x[n] = x(nT) com
espectro X(ej‘“). Se o critério de Nyquist ({1, = 2(),) for observado e escolhermos (), = 2(), os

espectros serao:
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Note que o espectro X(ej“’) resulta da replicacdo de X(j{2) com centros em multiplos inteiros de Q; e
do escalamento frequencial w = QT;, que faz 0, — 2w e também restaura a amplitude original.



RECONSTRUCAO: x[n] — x,.(t)
A reconstrucao envolve duas etapas:

1) Selegao frequencial (filtro H,.(jw))
2) Escalamento frequencial (w = QT,.)

Em geral, o periodo de reconstrucdo T, usado no D/A pode ser diferente do periodo de amostragem T

usado no A/D. A selecdo frequencial é realizada multiplicando-se X(ej“)) pela resposta em frequéncia de
G , sel|w|<mrad/s

um filtro seletivo (em tempo continuo) definido como H,.(jw) = {O se || > mrad/s’

Como o espectro X, (jw) = X(ej“))Hr(]'oo) ndo é periddico, o sinal resultante ja € um sinal em tempo
continuo %,(t). Note que X, (jw) = GX(ej“’)|k=0.

X, (jw) = X(e/®)H,(j0)
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O escalamento frequencial é consequéncia do escalamento temporal feito pelo D/A, em que o intervalo
unitario entre as amostras de x[n] é multiplicado por T,.. Logo, na frequéncia, o escalamento é Q) = w /T,

ou w = QT, e o espectro do sinal reconstruido é dado por X,.(jQ)) = )?r(ja))|w=m = X, (JQT,),

representado abaixo: A X, (/)
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Caso se queira fazer x,.(t) = x(t), basta lembrar que a sele¢do espectral implica fazer k = 0 na
expressao que relaciona X(ef‘”) e X(jQ). Logo, X, (jw) = gX (j %) Ja o escalamento frequencial

. o . G QT
produz X, (j) = X,(IQT,) = 7 X § -

). Para X,-(jQ) = X(jQ) bastaque T, = T, e que G = T.



EM SUMA:

x(t) € R limitado em banda (frequéncia positiva maxima Q = Q. rad/s)

CTFT
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Amostragem (A/D) sem aliasing de x(t) com periodo Ty < le
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Sem bloco de DSP (y[n] = x[n]) e reconstrugdo de x,.(t) a partir de x[n], através de um D/A com
periodo de reconstrugao T,.:

Xr(jQ) = GX(ejw)|k=Oew=QTr - T%X(] (QT? ))

Para X,-(jQ) = X(jQ), forca-se T, =T, e G = T.

Caso haja um bloco de DSP na cadeia de processamento y[n] = T{x[n]}, é necessario relacionar Y (e/®)
com X (e’®) antes de proceder a reconstrugdo de y,(t) a partir de y[n]. Caso a questio seja
implementar via um sistema discreto o sistema em tempo continuo y(t) = T{x(t)}, ha que se relacionar
X(jQ) com Y (jQ) e este com Y,.(jQ), passando pelas relacdes intermediarias com X (e/®) e Y (e/®).



