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Material Complementar: Transformada-𝑧 Unilateral e Solução EDs com CAs não-nulas. 

Definição da Transformada-𝒛 Unilateral: 

𝑋+(𝑧) ≜ ∑𝑥[𝑛]𝑧−𝑛
∞

𝑛=0

 

Exemplo: Obtenha as TZs bilateral e unilateral de 𝑥[𝑛] = 𝑎𝑛+2𝑢[𝑛 + 2]. 

Solução: 

𝑥[𝑛] = 𝛿[𝑛 + 2] ∗ 𝑎𝑛𝑢[𝑛] e a sua TZ bilateral é  

𝑋(𝑧) = 𝑧2  
1

1 − 𝑎𝑧−1
, RDC𝑋: {𝑧 ∈ ℂ, |𝑎| < |𝑧| < ∞}  

𝑥[𝑛] = 𝛿[𝑛 + 2] +  𝑎𝛿[𝑛 + 1] + 𝑎𝑛+2𝑢[𝑛] 

Para a TZ unilateral as duas primeiras parcelas são desconsideradas, pois o somatório na definição de 

𝑋+(𝑧) é para 𝑛 ≥ 0. Logo: 

𝑋+(𝑧) = 𝑎2
1

1−𝑎𝑧−1
, RDC𝑋+: {𝑧 ∈ ℂ, |𝑧| > |𝑎|}    



 

Deslocamento temporal e TZ Unilateral: 

Atraso: Sejam 𝑥1[𝑛] = 𝑥[𝑛 − 𝑘], com 𝑘 > 0 e 𝑋
+(𝑧) a TZ unilateral de 𝑥[𝑛]: 

𝑋1
+(𝑧) = ∑𝑥1[𝑛]𝑧

−𝑛

∞

𝑛=0

= ∑𝑥[𝑛 − 𝑘]𝑧−𝑛 =⏞
𝑙=𝑛−𝑘

∞

𝑛=0

∑ 𝑥[𝑙]𝑧−𝑙−𝑘 =

∞

𝑙=−𝑘

∑ 𝑥[𝑙]𝑧−𝑙−𝑘 +∑𝑥[𝑙]𝑧−𝑙−𝑘 =

∞

𝑙=0

−1

𝑙=−𝑘

= 𝑧−𝑘

{
 
 

 
 

∑ 𝑥[𝑙]𝑧−𝑙 +∑𝑥[𝑙]𝑧−𝑙
∞

𝑙=0⏟      
𝑋+(𝑧) 

−1

𝑙=−𝑘

}
 
 

 
 

= 𝑧−𝑘

{
 
 

 
 

∑𝑥[−𝑛]𝑧𝑛 +∑𝑥[𝑙]𝑧−𝑙
∞

𝑙=0⏟      
𝑋+(𝑧) 

𝑘

𝑛=1

}
 
 

 
  

 Adiantamento: Sejam 𝑥1[𝑛] = 𝑥[𝑛 + 𝑘], com 𝑘 > 0 e 𝑋
+(𝑧) a TZ unilateral de 𝑥[𝑛]. Então, mostra-se de 

modo similar que: 

𝑋1
+(𝑧) = 𝑧𝑘

{
 
 

 
 

∑𝑥[𝑙]𝑧−𝑙
∞

𝑙=0⏟      
𝑋+(𝑧) 

−∑𝑥[𝑙]𝑧−𝑙
𝑘−1

𝑙=0

}
 
 

 
 

 

 

 



 

Solução de EDs com Condições Auxiliares Não-Nulas. 

Caso o sistema esteja inicialmente relaxado, i.e., com CAs nulas, basta usar a TZ Bilateral. Caso contrário, 

usar a TZ Unilateral.  

Exemplo: 

Obtenha a solução geral para a ED de segunda ordem 𝑦[𝑛] = −𝑦[𝑛 − 1] + 6𝑦[𝑛 − 2] + 𝑥[𝑛], para a 

entrada particular 𝑥[𝑛] = (
1

2
)
𝑛
𝑢[𝑛], sabendo que as condições auxiliares são 𝑦[0] = 1 e 𝑦[1] = −1. 

Solução: 

Aplicando a TZ Unilateral à ED temos 

𝑌+(𝑧) = −1 {𝑧−1𝑌+(𝑧) + 𝑧−1∑ 𝑦[−𝑛]𝑧𝑛
1

𝑛=1
} + 6 {𝑧−2𝑌+(𝑧) + 𝑧−2∑ 𝑦[−𝑛]𝑧𝑛

2

𝑛=1
} + 𝑋+(𝑧) 

𝑌+(𝑧) = −𝑧−1𝑌+(𝑧) − 𝑦[−1] + 6𝑧−2𝑌+(𝑧) + 6𝑦[−1]𝑧−1 + 6𝑦[−2] + 𝑋+(𝑧) 

𝑌+(𝑧) (1 + 𝑧−1 − 6𝑧−2)⏟          
𝐴(𝑧)

= 1⏟
𝐵(𝑧)

𝑋+(𝑧) + (−𝑦[−1] + 6𝑦[−1]𝑧−1 + 6𝑦[−2])⏟                      
𝑁0(𝑧)

 

 

 



 

Em geral: 

𝑌+(𝑧)  =
𝐵(𝑧)𝑋+(𝑧)

𝐴(𝑧)
+
𝑁0(𝑧)

𝐴(𝑧)
, onde 𝑁0(𝑧) é um polinômio em 𝑧 que depende das CAs. 

Para calcular 𝑦[−1] e 𝑦[−2] usamos a própria ED com as CAs conhecidas: 

𝑦[0] = 1 = −𝑦[−1] + 6𝑦[−2] + 1 

𝑦[1] = −1 = −𝑦[0] + 6𝑦[−1] +
1

2
 

E encontramos: 𝑦[−1] = −1/12  e 𝑦[−2] = −1/72. 

Substituindo os valores de 𝑦[−1] e 𝑦[−2] e 𝑋+(𝑧) = 1/ (1 −
1

2
𝑧−1), com RDCx : {𝑧 ∈ ℂ, |𝑧| >

1

2
} na 

expressão de 𝑌+(𝑧) tem-se  

𝑌+(𝑧)  =
1

(1 −
1
2 𝑧

−1) (1 + 𝑧−1 − 6𝑧−2)⏟          
(1−2𝑧−1)(1+3𝑧−1)

+
(
1
12 +

6𝑧−1

12 −
6
72)

(1 + 𝑧−1 − 6𝑧−2)
 

𝑌+(𝑧)  =
1

(1 −
1
2 𝑧

−1) (1 − 2𝑧−1)(1 + 3𝑧−1)
+

1
2 𝑧

−1 (1 −
1
2 𝑧

−1)

(1 −
1
2 𝑧

−1) (1 − 2𝑧−1)(1 + 3𝑧−1)
 



 

𝑌+(𝑧)  =
1 +

1
2 𝑧

−1 −
1
4 𝑧

−2

(1 −
1
2 𝑧

−1) (1 − 2𝑧−1)(1 + 3𝑧−1)
=⏞

Frações  Parciais 𝐴1

1 −
1
2 𝑧

−1
+

𝐴2
1 − 2𝑧−1

+
𝐴3

1 + 3𝑧−1
 

com RDC𝑌+: {𝑧 ∈ ℂ, |𝑧| > 3} (sistema causal) e 𝐴3 = 0.4143, 𝐴2 = 0.6333 e 𝐴1 = −0.0476.  

Usando a transformada-𝑧 inversa por inspeção obtemos, para 𝑛 ≥ 0: 

𝑦[𝑛] = 𝐴1 (
1

2
)
𝑛

𝑢[𝑛] + 𝐴2(2)
𝑛𝑢[𝑛] + 𝐴3(−3)

𝑛𝑢[𝑛]  


