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REsumo. Foi estudado um procedimento para solucao do problema da palavra de gru-
pos finitamente apresentados proposto recentemente por Robert Cremanns e Friedrich
Otto e que utiliza uma estrutura combinatdria chamada de ciclo de palavras para
armazenar conjuntos de regras de reescrita simétricas. O procedimento foi imple-
mentado para realizacao de experimentos com diversas apresentacoes de grupos. E
proposta também uma estratégia eficiente para ordenar a aplicacao das regras de

inferéncia utilizadas por Cremanns e Otto em seu procedimento.

ABSTRACT. We study a procedure proposed recently by Robert Cremanns and Fried-
rich Otto that can be applied to solve the word problem of finitely presented groups.
It uses a combinatorial structure called word-cycle to store symmetric sets of rewrit-
ing rules. This procedure has been implemented to experiment with various group
presentations. We also present an efficient strategy to apply in an ordered manner

the inference rules used by Cremanns and Otto in their procedure.
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CAPITULO 1

Introducao

O estudo de problemas algoritmicos em Algebra, em particular em estruturas
algébricas como grupos e monoéides, é relevante tanto no contexto da Computacao
Simbdlica quanto no contexto de Teoria da Computacao. A Computacao Simbdlica
trata de representar objetos matematicos de maneira precisa e de realizar calculos pre-
cisos usando a representacao destes objetos. Neste sentido procedimentos eficientes
para resolucao de problemas computacionais em Teoria dos Grupos sao importantes
ferramentas no estudo de grupos. A subdrea da Computacao Simbdlica que estuda
métodos computacionais para grupos é chamada de Teoria dos Grupos Computacional
e tém em Max Dehn um de seus precursores quando em 1911 este publica uma série de
problemas de decisao para grupos [Deh11] como por exemplo o problema da palavra,
que consiste de decidir se, dado um grupo definido por um conjunto de geradores
e relagoes, uma palavra nos geradores representa a identidade. Com o advento dos
computadores modernos a area se torna bastante ativa a partir de 1960 quando sao
desenvolvidos procedimentos para diversos fins como por exemplo a manipulacao de
grupos de permutagoes.

No contexto da Teoria da Computacao o assunto é importante pois muitos dos
problemas computacionais para Teoria dos Grupos, como o que serd estudado nesta
dissertacao, sao indecidiveis em geral e desta maneira podem ser titeis no estudo de
indecidibilidade de outros problemas em Ciéncia da Computacao. Muitos destes prob-
lemas sao decidiveis e as questoes que surgem entao estao relacionadas com a com-
plexidade das solucoes achadas. Esta area esta também fortemente relacionada com
as Linguagens Formais e Automatos como pode se verificar em [ECH'92], [Ott99a]
e [ST99]. Por exemplo relagoes como a de que o problema da palavra de um grupo é

uma linguagem regular se e somente se 0 mesmo ¢é finito [Ani71].
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Nesta dissertacao serd estudado um procedimento para o problema da palavra de
grupos finitamente apresentados proposto recentemente por Friedrich Otto e Robert
Cremanns [CO98| e que manipula uma estrutura chamada de ciclo de palavras. A
abordagem usual para se tentar resolver o problema da palavra de um determinado
grupo com técnicas de reescrita é tentar completar sua apresentacao utilizando o pro-
cedimento de Knuth-Bendix [KB70]. Neste caso é necessédrio estabelecer uma ordem
de reducdo para as palavras no alfabeto dado pelos geradores do grupo, duas palavras
representarao o mesmo elemento se suas formas normais forem idénticas. O procedi-
mento de Otto-Cremanns dispensa esta exigéncia e nos casos em que para o conjunto
de ciclos de palavras resultante pode ser transformado em um sistema de reescrita de
palavras convergente para qualquer ordem de reducao. O que se observou no entanto é
que o procedimento de Otto-Cremanns é consideravelmente menos eficiente em tempo
que o procedimento de Knuth-Bendix. Uma das razoes para tal pode ser explicada
pelo fato de que no procedimento de Otto-Cremanns o casamento é realizado sobre
ciclos de palavras e no procedimento de Knuth-Bendix o mesmo é feito sobre palavras,
o que é menos custoso. O resultado mais relevante da dissertacao é uma estratégia
para aplicacao das regras de inferéncia do procedimento de Otto-Cremanns que além
de ser completa no sentido de que o conjunto de ciclos de palavras persistentes pode ser
utilizado na solucao do problema da palavra reduzido do grupo em questao mostrou-se
bem mais eficiente na pratica do que a aplicacao nao deterministica das mesmas como
é feito na descricao genérica do procedimento.

Para fins experimentais foi implementado o procedimento de Otto-Cremanns (sendo
esta a primeira implementagao do mesmo [Ott00]) em linguagem C. Uma versao pre-
liminar implementava a mesma estratégia proposta por Otto e Cremanns e a versao
final implementa a estratégia sendo proposta nesta dissertacao. Um programa bastante
utilizado foi o KBMAG (Knuth-Bendiz for Monoids and Automatic Groups) [EHR91]
de D. Holt que implementa o procedimento de Knuth-Bendix para palavras e foi uti-
lizado para completar apresentagoes de grupos. A descricao da implementacao do

procedimento de Otto-Cremanns esta no apéndice A.
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1. Motivacao

Nesta secao descreveremos um problema de cunho pratico que é indecidivel. A
demonstracao de indecidibilidade é realizada reduzindo o problema ao problema da
palavra em mondides (ou equivalentemente ao problema da palavra em sistemas de
reescrita de palavras) e que exemplifica a importancia do conhecimento de propriedades
de estruturas algébricas em Ciéncia da Computagao. Sera assumido o conhecimento
da notacao basica e de conceitos de Linguagens Formais e Automatos que podem ser
consultados em [HU79] e [Sud97].

O Problema da Correspondéncia de Post é um exemplo bastante pratico de pro-

ajas...an

T onde a,...a, e

blema indecidivel. Dado um conjunto de dominds da forma
by...b,, sao palavras, o problema consiste de determinar se é possivel colocar os dominéds
em uma seqiiéncia tal que se tenha a mesma palavra na parte de cima e na parte de

baixo dos dominds. A formalizacao do problema é dada a seguir.

DEFINICAO 1.1. Um sistema de correspondéncia de Post (SCP) consiste de

um alfabeto X e um conjunto finito de pares ordenados [u;,v;], i = 1,2,...,n, onde
u;,v; € U1, Uma solugao para um SCP consiste de uma seqiiéncia iy, ...,1; tal que
Uz Uy ---Ugy, = Vi U4y ... Vg, -

DEFINICAO 1.2. O Problema da Correspondéncia de Post (PCP) consiste em

decidir se um determinado SCP tem solucao.

b bab ba
Ybb? a ) a

b ba>l<b bab a b

. o .
ExeMpPLO 1.1. Dado o conjunto {7 } as seqiiéncias (g3, %) e (5. “2, &=, 77,

%“> sao solucoes para o Problema da Correspondéncia de Post determinado pelo con-

junto de dominds de entrada. O

ExEMPLO 1.2. O SCP {2, L} nao tem solugao. Se iniciamos com o dominé 2

devemos necessariamente colocar o domind % pois é o tinico que inicia com b embaixo.

As seqiiéncias obtidas nao casam. Se iniciamos com o domino % devemos pelo mesmo

ab

motivo colocar o doming %> em seguida, mas novamente as seqiiéncias nao casam. Logo

este SCP nao tem solucao. &



1. MOTIVACAO 9

ExEMPLO 1.3. Considere um SCP cujo alfabeto é unério, i.e. |[X| = 1. Os dominds
podem ser vistos entao como pares de niimeros {;—11, I~ ;—:} tais que i1, ..., in, J1y ooy Jn €
*. Assim o PCP se reduz a achar uma solucao para a equacao aiiy + -« + api, =
aijy + -+ -+ a,j, que equivale a ay(iy — ji) + -+ -+ a,(in, — jo) = 0 com ay, ...,a, € e

algum a; > 0,1 <17 < n. &

A indecidibilidade do PCP sera demonstrada realizando uma reducao ao problema
da palavra para sistemas de reescrita de palavras. Cada sistema de reescrita de palavra
esta associado a uma estrutura algébrica que chamamos de mondide e solubilidade do
problema da palavra do sistema de reescrita de palavras esta estritamente associada a

solubilidade do problema da palavra do respectivo mondide.

DEFINIGAO 1.3. Um mondide ¢ um par (M,-) onde M é um conjunto e - é uma
operacao bindria associativa e € tal que existe um elemento identidade e € M tal que

para qualquer x € M temos x-e =x e e-x = .

O problema da palavra de um mondide M definido por geradores e relacoes, i.e.
M = ¥*/ ~ para algum alfabeto ¥ e para alguma relacao de congruéncia ~, consiste
de decidir se dadas duas palavras v, w € ¥* se v e w representam o mesmo elemento,
ie. se v~ w.

O problema da palavra de um sistema de reescrita de palavras (X, —) consiste de
decidir, dadas duas palavras v, w € ¥* se v <* w, onde <>* é o fecho reflexivo, simétrico
e transitivo da relacao —. E um problema indecidivel e isto pode ser demonstrado por

reducao ao problema da parada para maquinas de Turing.
Observacao. O problema da palavra para monodides é indecidivel.

De fato se o problema da palavra para mondides fosse decidivel o mondide ¥*/ <+ teria
o problema da palavra decidivel para qualquer relacao de reducao —. Desta maneira
poderiamos decidir se dadas duas palavras u,v € ¥* se u <" v. Assim o problema da

palavra do sistema de reescrita (3, —) seria decidivel, uma contradicao.

TEOREMA 1.1. Nao existe algoritmo que determine se um SCP arbitrario tem

solucao.
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DEMONSTRAGAO. Seja S = (X, P) um sistema de reescrita de palavras cujo pro-

blema da palavra ¢ indecidivel. Vamos construir um SCP C,, , para cada par de palavras
u,v € ¥ que terd solucdo se e somente se u —% v.

Inicialmente acrescentemos as regras 0 — 0 e 1 — 1 que nao alteram as derivacoes

possiveis de S e que nos permitem supor que qualquer derivacao tem comprimento par.

Sejam u,v € ¥* e C,, um SCP tal que o alfabeto ¢ 0,0,1,1,[,], *,%. Uma palavra

w que consiste somente de simbolos marcados com barra é denotada por w.

Para cada producao x; — y;, 1 = 1,...,n, de S temos dois dominds: i— e &,
1

T

Adicionalmente temos os dominds

[ux

[

Observe que podemos combinar os dominés

1

*v]

*|] *
* | *|

all o
ol 2l
=] =
=1

para formar as seguintes palavras nas partes de cima e de baixo dos dominés:

SIS
SRS

para qualquer palavra w € ¥*.
Mostremos que se u —* v entao C,, tem solugao.
Suponha que v = wg — u; — --+ — up — v é uma derivacao de comprimento

impar. O i-ésimo passo da derivacao pode ser visto como

Ui = Pi-1Tj;_1qi—1 —R Pi-1Yj;_1qi—1 = Uy

usando a regra xj;, , — Y, ,-
Afirmacao: A palavra [ug % Wy ¥ug * - - - % Uy *uy| € uma solucao para o SCP C,,.

De fato a solucao pode ser construida da seguinte maneira:

1. Inicialmente colocamos o domind

[ux

[

2. Para obter um casamento colocamos dominés que formem u na parte de baixo.
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lux Py Yjo @ *
[po-TjUQO*

ja que u = poT;,qo € PoTjsdo —r PoYjodo = 1. Formando em cima a palavra
[u % W% e embaixo a palavra [ux.

3. Colocamos u;* na parte de baixo:

[ po Tj, @ * Dy Ty, G

*| | *

Formando em cima a palavra [u * W *uy* e embaixo a palavra [u * 7 *.
4. Continuamos com este processo até que tenhamos na parte de cima [u * Uy%uy *
ek U Fuy € embaixo [u ok WyFug * -« - % Up_q.

5. Colocamos entao o domind %v] obtendo uma solugao do SCP C,, ,.

Dada uma solugao do SCP C, , mostremos que existe uma derivacao u —5 v.
Tal solucao deve necessariamente iniciar pelo dominé [”T* uma vez que este é o unico
que tém um casamento a esquerda. Pela mesma razao a solucao deve terminar com

o dominé —=.

*v]

Desta maneira a solugao tem a forma [u * w¥v]. Se w contém | entao
[uxwxv] = [uxa*v|y*v] e assim [uxz*v] é também uma solucao de C,, ,. Logo podemos
supor que a solugao é da forma [u * z%v] onde | aparece apenas na extremidade direita.
[ux

Como a solucao comeca por T devemos fazer o casamento na parte de baixo

colocando u, se u = x;,x;,...7;, teremos

[ xi] €T;

* | ¥

k

Como cada dominé representa uma derivagao x;; —p y;; combinamos as derivagoes
para obter u —p Ul = Yiy Y - Desta maneira ficamos com [u x U* na parte de cima
e [ux na parte de baixo.

Seguindo desta maneira obtemos [u W% - - - % Up_1%v] que resulta em u —7% v.

Assim reduzimos o problema da palavra de um sistema de reescrita de palavras
ao Problema da Correspondéncia de Post. Logo, como o problema da palavra para
sistemas de reescrita de palavras é indecidivel, o Problema da Correspondéncia de Post

também é. 0



2. OBJETIVOS 12

Observe que, segundo a demonstracao acima, o PCP é equivalente ao problema
da palavra para sistemas de reescrita de palavras. E como este tultimo problema esta
fortemente relacionado com o problema da palavra de mondides podemos perceber a
grande importancia do conhecimento de propriedades de tais estruturas algébricas na

Ciencia da Computacao em geral e em particular em Teoria da Computacao.

2. Objetivos

Estudaremos o procedimento completador para grupos finitamente apresentados
proposto por Friedrich Otto e Robert Cremanns em [CO98], uma alternativa a com-
pletacao usual com o procedimento de Knuth-Bendix. Pretendemos descrever de
maneira mais detalhada as estratégias utilizadas por Otto e Cremans na completacao
assim como a estratégia sendo proposta neste trabalho. Aplicaremos as duas versoes do
procedimento, implementadas de acordo com as estratégias propostas, a algumas apre-
sentacoes classicas de grupos de maneira a obter evidéncia empirica da superioridade
da estratégia sendo aqui proposta. A dissertacao esta organizada como segue:

No segundo capitulo apresentamos as nogoes preliminares necessarias ao entendi-
mento do restante da dissertacao. Em particular serao apresentadas nocoes de algebra
como estruturas algébricas (semigrupos, mondides e grupos), apresentacoes de mondides
e apresentacoes de grupos e nocoes de teoria da reescrita como sistemas abstratos de
reescrita, sistemas de reescrita de palavras.

No terceiro capitulo sera mostrado em detalhe o procedimento de Knuth-Bendix
para palavras e serao exibidos alguns exemplos de como usar o procedimento na solugao
do problema da palavra de grupos e de mondides.

No quarto capitulo serd exibido o procedimento completador de Otto/Cremanns
para grupos finitamente apresentados de maneira detalhada e serao exibidas algumas de
suas propriedades. Serd apresentada também uma estratégia mais eficiente que utiliza
a aplicacao ordenada das regras. As apresentacoes de grupos do terceiro capitulo serao
submetidas ao procedimento para fins de comparacao com o procedimento de Knuth-
Bendix. Sao comparados também os tempos de execucao das duas estratégias para
alguns exemplos, a originalmente proposta por Otto e Cremanns e a proposta nesta

dissertacao.



CAPITULO 2

Conceitos Preliminares

Nesta secao serao apresentados pré-requisitos ao entendimento dos capitulos sub-
seqiientes. Inicialmente serao introduzidos conceitos de teoria dos conjuntos e algebra.
Em seguida sao apresentadas nocoes de teoria da reescrita, incluindo-se ai sistemas
de reescrita de palavras. Os teoremas deste capitulo sao incluidos por razoes de com-
pleteza e podem ser encontrados nas referéncias-padrao de cada tépico abordado como

por exemplo [Sim94], [BN98|, [AR98] e [BO93].

1. Algebra e Teoria dos Conjuntos

Sera assumido conhecimento dos conceitos de conjunto, pertinéncia e inclusao assim
como das operacoes de uniao, intersecao e diferenca de conjuntos. O conjunto vazio
serd denotado por (. Se A for um subconjunto de B isto serd denotado por A C B
ou B D A. Se A for um subconjunto proprio de B isto serda denotado por A C B ou

A D B. A cardinalidade de um conjunto A serd denotada por |A|.

DEFINIGAO 1.1. Sejam A e B conjuntos. O produto cartesiano A x B € o
conjunto dos pares ordenados (a,b) tais que a € A e b € B. A diagonal de X x X ¢
o conjunto D = {(x,z) |z € X}.

DEFINICAO 1.2. Uma relacao de X em Y é um subconjunto R de X x Y. Se

X =Y dizemos que R é uma rela¢ao em X. (x,y) € R serd denotado por xRy.

DEFINICAO 1.3. Seja R uma relacao de X em Y. Se A C R entao definimos o

conjunto AR como sendo {y € Y | aRy para algum a € A}.

DEFINICAO 1.4. A relacdo inversa de uma relacio R de X em Y € o conjunto

R ={(y.2) | (x.y) € R}.

13
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DEFINICAO 1.5. Seja R uma relacao de X em'Y e S uma relacao deY em Z. A
composicao de R e S, denotada por Ro S, consiste dos pares (x,z) tais que existe

umy €Y onde xRy e ySz.

DEFINICAO 1.6. Uma relacao de equivaléncia em um conjunto X € uma relacdo

FE sobre X tal que

1. para todo v € X se tem xEx (reflexividade),
2. se para v, y € X xFy entao yEx (simetria),
3. separa x, y, z € X xFy e yEz entao xEz (transitividade).

Observacgao. Se E é uma relacao de equivaléncia em X entao para x, y € X o0s
conjuntos {x}E e {y} E sao iguais ou disjuntos. Desta maneira [l = {{z}E | x € X} é
uma particao de X cujos elementos sao chamados de classes de equivaléncia de F

({z} E é dito classe de equivaléncia de = em F).

DEFINIGAO 1.7. Uma fungao (ou aplicagao) de X em Y € uma relagcio f de X
em Y tal que para todo x € X o conjunto {x}f € unitdario. A func¢dao é denotada por
f: X =Y edizemos que X é o dominio de f e que Y ¢ o contra-dominio de f.
Se y é o tinico elemento de {x}f entdao dizemos que f(x) =y ouy = a/ ou ainda

.T'—>fy

DEFINICAO 1.8. Seja f: X — Y uma fungao de X em Y.
e [ ¢é sobrejetiva se Xf =Y.
e [ éinjetiva se, para todo, x1, v9 € X, se f(x1) = f(x2) entdo x1 = x.

e [ ¢ bijetiva se ¢ simultaneamente injetiva e sobrejetiva.

DEFINICAO 1.9. Uma permutacgao de um conjunto X ¢ uma funcgdo bijetiva de

X em X.

DEFINICAO 1.10. Um alfabeto é um conjunto qualquer. Seja ¥ um alfabeto, uma
sequéncia finita w = wiws...w,, onde w; € ¥ para 1 < i < n, é dita uma palavra
sobre ¥. A palavra vazia ¢ a palavra dada pela seqiiéncia vazia e serd denotada por

€.

O conjunto de todas as palavras sobre ¥ é denotado por ¥*.
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DEFINICAO 1.11. A concatenacao das palavras u = ujus...U, € U = V1Vs...U,, de

¥ é dada por uv = UiUs.. UV V.. Uy

DEFINIGAO 1.12. O comprimento de uma palavra w, denotado por |w|, é o com-

primento da seqiiéncia w.

DEFINICAO 1.13. Seu, v ew € ¥* e z = uvw dizemos que u ¢ prefixo de z, v é

subpalavra de z e que w ¢ sufixo de z.

DEFINIGAO 1.14. Se u = wyus...u,, € ¥* entdo cada palavra w;u; qq...Umy...2;
para 1 < i < m € dita uma permutacgao ciclica de u. A palavra u,,u,, 1...u; € dita

0 reverso de 1.

DEFINICAO 1.15. Uma operacgao bindria em um conjunto M é uma func¢ao -:

M x M — M que leva (x,y) € M x M em - (x,y)

Notagao. Serd utilizado z-y para denotar - (z,y). A operacao bindria é dita associa-

tiva se para quaisquer z,y,z € M se tem (z-y)-z = x- (y- 2).

DEFINICAO 1.16. Um semigrupo consiste de um conjunto M munido de uma

operacao bindria -, associativa.

DEFINIGAO 1.17. Um semigrupo (M,-) com um elemento e € M tal que para
qualquer x € M se tem x-e = x e e-x = eé chamado de mondide. O elemento e €

dito identidade do mondide M.

EXEMPLO 1.1. Seja ¥ um alfabeto qualquer, Xt é um semigrupo e Y* é um

monoide para a operacao de concatenacao. A identidade de X* é e. O

DEFINIGAO 1.18. Um mondide (M,-) tal que para qualquer x € M eziste um ele-

1

mento a1 tal que x- 1 = e é chamado de grupo. O elemento x~! € dito inverso do

elemento x no grupo G.
Serd utilizado apenas o simbolo G para denotar o grupo (G, - ).

DEFINICAO 1.19. Dado um mondide M com identidade e o conjunto U(M) = {x €

M | existe y € M tal que xy = e} é chamado de grupo de unidades de M.
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Observagao. U(M) é de fato um grupo pois e € U(M) ja que ee = e e se x € U(M)
entao existe um y € M tal que zy = e e desta maneira xyr = x e yr = e. Logo

y e UM).

DEFINICAO 1.20. Seja M wm mondide com identidade e. Um submondide de M

€ um subconjunto N de M tal que

l.ee N,
2. sex,y € N entao xy € N.

Além disso se todos os elementos de N sao inversiveis e N contém o inverso de cada

um de seus elementos entao dizemos que N é um subgrupo de M.

TEOREMA 1.1. A intersecdao de um conjunto de submondoides de um monaoide M é
um submondide de M. Da mesma maneira a intersecao de um conjunto de subgrupos

de M € também um subgrupo de M.

DEMONSTRACAO. Seja  um conjunto de submondides de M (e é a identidade de
M). Logo se N € . ie. N é um submondide de M, entao e € N. Desta maneira e
pertence a todos os elementos de e portanto pertence também a intersecao de todos
os elementos de N. Se x e y pertencem a intersecao de todos os elementos de N entao
x e y pertencem a cada elemento de N. Logo xy pertence a cada elemento de N.
Assim xy pertence a intersecao de todos os membros de N. Portanto a intersecao de

submonoéides de M é um mondide. ]

DEFINICAO 1.21. Seja M um mondide, Y C M e o conjunto de submondides de
M que contém Y, que € nao vazio pois M € . Se K é a intersecao dos elementos de

dizemos que K € o submondide gerado porY que serd denotado por Mon(Y').

Observacao. Na definicao anterior K serd o menor submonédide de M que contém Y
e consistird de todos os produtos da forma y;ys...y, onde y; € Y para 0 < i < n (no

caso em que n = 0 temos e).

DEFINIGAO 1.22. Seja Y um subconjunto de U(M) para algum mondide M. O
conjunto de subgrupos de M que contém'Y é nao-vazio pois U(M) € grupo e Y C U(M).
A intersecao H destes subgrupos é chamada de subgrupo gerado porY e serd denotada

por Grp(Y').
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DEFINICAO 1.23. Sejam M e N mondides com identidades 1y e 1y respectiva-

mente. Um homomorfismo de M em N é uma funcio h : M — N tal que:
1. h(1y) = 1y.
2. h(zy) = h(z)h(y).

DEFINICAO 1.24. Um homomorfismo de M em M ¢ dito um endomorfismo. Um

homomorfismo bijetivo h : M — N ¢ um isomorfismo.

DEFINICAO 1.25. Para qualquer conjunto X o mondide X* é chamado de mondide

livre gerado por X.

TEOREMA 1.2. Seja f: M — N um homomorfismo entre monaoides. Se H é um
submondide de M e K é um submondide de N entao f(H) é um submondide de N e
fYK) é um submondide de M. Se M e K sdio grupos, entio f(H) é um subgrupo de
N e f~YK) é um subgrupo de M.

DEFINICAO 1.26. A ordem de um elemento x de um grupo, € o menor inteiro

ositivo i tal que ' = e.
p q

TEOREMA 1.3. Seja x um elemento de um grupo G tal que a ordem de x € finita e

igual a n. Entao ™ =1 e 2™ =1 se e somente se n | m.

DEFINICAO 1.27. Se todo os elemento de um grupo G tem ordem finita e estas
ordens sao limitadas superiormente entao o minimo maultiplo comum destes niumeros
¢ dito o expoente de GG. FEquivalentemente dizemos que o expoente de G € o menor

inteiro positivo exp tal que g°*P = 1 para todo elemento g de G.

DEFINICAO 1.28. Seja G um grupo e H um subgrupo de G. O conjunto R =
{Hz|x € G} € uma particao de G e é chamado de conjunto das classes laterais a
direita de H. Similarmente, o conjunto L = {xH|x € G} € chamado de conjunto das

classes laterais a esquerda de H.

Observagao. Quando R é finito sua cardinalidade é denotada por |G : H| e é chamada

de indice de H em G. Se G é finito entao |G| = |G : H||H| (Teorema de Lagrange).

DEFINICAO 1.29. Se R = L entdo H € dito subgrupo normal de G.
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Observacgao. Se H é subgrupo normal de G entao R é um grupo para a operagao

(Hz)(Hy) = Hzxy. Este grupo é chamado de grupo quociente de G por H.

TEOREMA 1.4. Seja H < (G, as sequintes condicoes sao equivalentes:

e H ¢ subgrupo normal de G.
e Hxr = xH para todo x € G.
o v "Hx C H para todo v € G.

DEFINIGAO 1.30. Seja f : G — H um homomorfismo de grupos. O kernel (ou
nicleo) de f € ker(f) ={x € G|f(x) =1}.

DEFINICAO 1.31. Sejam x,y elementos de um grupo G. Se existe z € G tal que

x = 2z 'z dizemos que v é dito um conjugado de y.

Conjugacao é uma relacao de equivaléncia e suas classes de equivaléncia sao chamadas

de classes de conjugacao.

DEFINICAO 1.32. Seja X C G. O subgrupo N gerado por todos os conjugados de

elementos de X é normal em G. N ¢ o fecho normal de X em G.

DEFINICAO 1.33. Seja M um mondide e ~ uma rela¢ao de congruéncia sobre M.
O monodide quociente de M mddulo ~ € o conjunto das classes de congruéncia de ~

com a operac¢ao bindria [x][y| = [z-y], onde [z, p.ex., € a classe de congruéncia de x.

TEOREMA 1.5. Seja M um mondide e seja S um subconjunto de M x M. A in-

tersecao de todas as congruéncias que contém S € uma congruéncia.

DEFINICAO 1.34. No teorema 1.5 dizemos que a intersecao de todas as congruéncias

que contém S € a congruéncia gerada por S.

DEFINICAO 1.35. Seja X um conjunto e R um subconjunto de X*x X*. O mondide
Mon(X|R) é definido como sendo o mondide quociente Q de X* mddulo a congruéncia
gerada por R. O par (X,R) é dito uma apresentacao de mondide para Q) e de
qualquer mondide isomorfo a Q. Uma apresentacao (X, R) € dita finita se X e R sao
finitos. Um monoide M ¢ dito finitamente apresentado se tem uma apresentacdo

finita.
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Notagao. Na definicao 1.35se X = {xy, ..., 2} e R = {(uj, v;)|u;,v; € X* el <i<n}
denotaremos @ por Mon(zy,...,Tm|u1 = vy, ..;u, = v,). As equacoes u; = v; a0

chamadas de relacoes.

DEFINIGAO 1.36. Seja X um conjunto e X* = X x{—1,1}. Denotaremos (x,a) €
X% por a®. Seja R = {(2°2 °,¢)la € {-=1,1},2 € X} e F = Mon(XE|R). F ¢ dito

o grupo livre gerado por X.
Notagao. Na defini¢ao 1.36 o conjunto R serd denotado por RelGL(X).

DEFINIGAO 1.37. A congruéncia sobre (X*)* gerada por RelGL(X) é chamada de
equivaléncia livre. Uma palavra w € (X*)* € dita livremente reduzida se ndo

contém subpalavras da forma z%z~*, o € {—1,1}.
DEFINIGAO 1.38. Sejau = x7*...a%" € (XE)*. u~ ' é definida como sendo x, ... .

DEFINIGAO 1.39. Seja S um subconjunto de (X*)* x (X*)*. Grp(X|S) denotard
o mondide G = Mon{X*|RelGL(X) U S). Dizemos que (X,S) é uma apresentagao

de grupo para G.

Notagao. Na definicao 1.39 se X = {x1,....,2,,} e S = {(us, vi)|u;,v; € (XF)* e
1 < i < n} denotaremos G por Grp(zy,...,Tm|ur = vi,...,u, = v,). As equagoes

u; = v; sao chamadas de relacoes.

2. Sistemas de Reescrita

DEFINIGAO 2.1. Seja M um conjunto e — uma relagdo bindria sobre M. O par

(M, —) € um sistema de reescrita. — ¢ denominada relagao de reescrita.

Dado um sistema de reescrita (M, —) denotamos a classe de equivaléncia de um
elemento x € M para a relacao de equivaléncia <»* por [z|, i.e. [z] ={y € M | y +* z}.
x é dito irredutivel se nao existe y € M tal que ©+ — y. Se para u,v € M temos
que © —* v e v é irredutivel entao v é uma forma normal de u. u e v sao juntaveis

(notacao: u | v) se existe w € M tal que u —=* w e v =* w.

DEFINICAO 2.2. (M,—) é terminante se nao existem cadeias de redu¢do infinitas

da forma ug — uy — - - -.
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Notacao Significado

— inversa de —

—* fecho transitivo de —

—* fecho reflexivo e transitivo de —
~ fecho simétrico de —

—* fecho reflexivo, simétrico e transitivo de —

0 _
—>_">+1 =" U —

TABELA 1. Notacao padrao da teoria da reescrita.
DEFINIGAO 2.3. (M,—) € dito confluente sempre que para quaisquer u,v € M
u—*v eu—*w implicar v | w. (M,—) € local-confluente sempre para quaisquer

u,v € M u— v eu— w implicar v | w. (M,—) tem a propriedade de Church-

Rosser se para u,v € m <* implicar que u | v.

U u
*
u v
* *
v w v w \ /
* *
dz
* * * *
dz dz

Ficura 1. Confluéncia, Confluéncia Local e Propriedade de Church-Rosser

A seguir mostramos que confluéncia e a propriedade de Church-Rosser sao equiva-

lentes.

TEOREMA 2.1. (M,—) tem a propriedade de Church-Rosser se e somente se é

confluente.

DEMONSTRAGAO. Suponha que (M, —) tem a propriedade de Church-Rosser. Se
para u, vew € M temos u —* v e u —* wentao v <>* u e u <* w. Por transitividade
temos v «+* w e pela Propriedade de Church-Rosser v | w. Logo (M, —) é confluente.

Se (M, —) é confluente e temos para u e v € M que u <+* v mostremos por indugao
que se u <" v entao u | v.

Base indutiva: se n = 0 entao u = v e desta maneira u | v.
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Passo indutivo: Suponha que se u <" v entdao u | v. Se u +"*!' v entdo para

algum v' € M u <" v’ < v. Sao dois 0s casos possiveis:

1. u <" v' — v. Pela hipdtese de inducao u | v’ logo existe z' € M tal que u —* 2’
e v/ —=* z/. Mas como (M,—) é confluente existe z € M tal que 2/ —* z e
v —* z. Desta maneira u —* 2’ —=* z e v =* z logo u | z.

2. u <" v < v. Novamente pela hipotese de inducao u | v' logo existe z € M tal

que u —=* z e v’ —=* z. Como u —* z e v — v —* z temos que u | v.

Logo (M, —) tem a propriedade de Church-Rosser. a
LEMA 2.1. Se (M,—) ¢ confluente e uw € M tem forma normal entao ela é inica.

DEMONSTRAGAO. Suponha que u € M tenha formas normais v’ e u”. Logo u —* v’
eu —*u". Como (M, —) é confluente existe z € M tal que v’ —=* zeu” —* zmas u' e

u” sao formas normais logo u' —° z e u” —° 2. Portanto v’ = v” pois v’ = z = u". O

DEFINICAO 2.4. Um sistema de reescrita terminante e confluente é dito conver-

gente.

TEOREMA 2.2. Se (M,—) é convergente entao cada w € M tem exatamente uma

forma normal.

DEMONSTRACAO. Tome 2 um elemento de M. Se x é irredutivel entao x tem forma
normal. Caso contrario existe um y € M tal que @ — y, logo existe uma seqiiéncia
Yo, Y1, ... tal que x = yg e y; — y;y1. Como (M, —) é terminante esta seqiliencia é
finita e para algum k > 0 y; é irredutivel. Assim g, é forma normal de x. Portanto
todo # € M tem ao menos uma forma normal e como (M, —) é confluente esta formal

normal é unica. O

O problema da palavra para um sistema de reescrita (M, —) consiste em saber,
dados u,v € M, se u <>* v. Observe que se (M, —) for convergente é possivel reduzir u
e v as suas formas normais, 7 e U respectivamente. Desta maneira u <+* v se e somente
se u = 0. De fato se u <+* v entao existe z tal que u =* zev —* 2z, logou =2 =7

x

onde Z é a forma normal de z. Se W = U entao u —* W = U *+ v e portanto u <>* v.

Logo o problema da palavra de um sistema de reescrita convergente é decidivel.
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Com o intuito de mostrar que sob hipotese de terminacao as propriedades de con-
fluéncia e confluéncia local sao equivalentes sera introduzido o conceito de inducao

noetheriana.

DEFINIGAO 2.5. Seja (M, —) um sistema de reescrita. Um predicado P sobre ele-
mentos de M é —-completo se para todo x € M tivermos: se P(y) é verdadeiro para

todo y € A(z), onde A(z) ={a € M | x — a}, entao P(x) é verdadeiro.
O seguinte teorema é chamado de principio de indu¢ao noetheriana.

TEOREMA 2.3. Seja (M, —) um sistema de reescrita tal que — € terminante. Se

P ¢é um predicado —-completo entdo para todo x € M, P(x) € verdadeiro.

DEMONSTRAGAO. Seja A = {& € M | P(x) é verdadeiro}. Suponha por con-
tradicao que A # M. Nenhum dos elementos de M — A é forma normal pois se z é
forma normal P(z) é verdadeiro por vacuidade ja que A(z) é vazio. Logo deve existir
um y € M — A de maneira que nao exista z € M — A tal que y — z pois senao existiria
uma seqiiencia infinita y = yog — y7 — y2 — --- com y; € M — A, o que contradiz a
terminalidade de (M, —). Como A(y) é nao-vazio e A(y) C A temos que para todo
x € A(y) P(x) é verdadeiro. Como P é —-completo P(y) também é verdadeiro o que

contradiz a suposi¢ao de que y € M — A. Logo A = M. O

TEOREMA 2.4. Seja (M,—) um sistema de reescrita terminante. (M,—) € con-

fluente se e somente se for localmente confluente.

DEMONSTRACAO. Se (M,—) é confluente e temos z < = — y com x,y,2 € M
entdo, por defini¢ao, z *«— x —* y. Pela confluéncia temos que z | y. Logo (M, —) é
localmente confluente.

Suponha que (M, —) seja localmente confluente. Seja P(x) um predicado sobre M
que é verdadeiro se e somente se para quaisquer x,y,z € M, r —* y e v —* z implicar
que existe w € M tal que y —=* w e z =* w. Tome um x € M e suponha que P(y) é
verdadeiro para todo y € A(x). Se u,v € M sao tais que x —* u e x —=* v. Se x = u,
2 = v ou 1 = v entdo temos que u | v. Sendo para m,n > 0 temos v — ' =" Ly e

x — v =" v. Pela confluéncia local existe w tal que v’ —* w e v' —* w. v’ € A(x)
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logo P(u') é verdadeiro e existe y € M tal que u —=* y e w —* y. v' € A(x) logo P(v')
é verdadeiro. Temos que v' =* y (v =* w —=* y) e v — v logo existe z € M tal que
y —* z e v =* z. Desta maneira u —* z (u =* y —* z) e v —* z e portanto P(x) é

verdadeiro. Logo (M, —) é confluente. O

N

u' confl. local

*\/*

hip.ind. w v

N o

FicurA 2. Confluéncia local implica confluéncia.

3. Sistemas de Reescrita de Palavras

Sistemas de reescrita de palavras [BO93] sao um caso particular de sistemas de

reescrita onde os conjuntos considerados sao palavras sobre um determinado alfabeto.

DEFINICAO 3.1. Um sistema de reescrita de palavras R em ¥ ¢ um subcon-
gunto de ¥* x ¥*. Cada elemento (I,r) € R € chamado de regra de reescrita. A
relacao de reescrita — induzida por R € definida como: para quaiquer x,y € ¥,

r =gy se e somente se existe (I,r) € R e u,v € ¥* tais que x = ulv e y = urv.

Observe que se R é um sistema de reescrita de palavras entao (X*, —g) é um sistema

de reescrita conforme a definicao da se¢ao anterior.

DEFINIQAO 3.2. A relagdo de equivaléncia <% € chamada de congruéncia de

Thue.



3. SISTEMAS DE REESCRITA DE PALAVRAS 24

% é chamada de congruéncia pois é compativel com a concatenacao (toda relagao

de equivaléncia compativel com a concatenacao é chamada de congruéncia).

DEFINICAO 3.3. As palavras u,v € ¥* sdo congruentes se u <5 v. Para cada

w € ¥* [w]g € a classe de congruéncia de w.



CAPITULO 3

O Procedimento de Knuth-Bendix para Palavras

1. Calculo de Formas Normais

Ja foi mencionado anteriormente que se um sistema de reescrita é convergente o

seu problema da palavra é facilmente decidivel pois se queremos saber se u <»* v basta

que calculemos as respectivas formas normais 7 e 7. Nesta secao sera mostrado como

calcular as formas normais em questao.

DEFINICAO 1.1. Seja > uma relagdo bindria sobre Y*.

1.

> ¢ uma ordem parcial estrita se € irreflexiva, antisimétrica e transitiva.

2. > ¢ uma ordem linear se € uma ordem parcial estrita e para quaisquer x,y € ¥*

setemx >y oux =19y ouy>T.

3. > ¢ admissivel se para quaisquer u,v,x,y € X se u > v entao xuy > TVY.
) ) )

DEFINIGAO 1.2. Seja X = {ay,...,a,}.

1.

Seja >; a ordem dada por x >,y se |x| > |y|. >, € dita a ordem por compri-

mento em 2.

. Seja w Y — NT wma aplicacao que associa cada simbolo de ¥ a um natural

nao-nulo. A ordem por peso >,, induzida por w ¢ definida dada por x >, y
se w(x) > w(y). w pode ser extendida a uma aplicacio de S*emIN fazendo

w(e) =0 e w(xa) = w(x) +w(a) para x € ¥* e a € X.

. A ordem lexicografica >,., em ¥* € definida como seque: x >, 1y se existe

uma palavra nao-vazia z tal que v = yz, ou v = uav e y = ua;z para u,v,z € 3*

ei,j€{l,...,n} satisfazendo i > j.

. A ordem lexicografica e por comprimento >; ¢ dada por: x >; y se

x| > |y|, ou se x| =|y| e x > y.

Observacao. >;, >,, >, € >; sao ordens parciais estritas admissiveis. >, e >y

sao lineares e >; e >, nao.

25
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DEFINIGAO 1.3. Seja > uma ordem parcial estrita em Y*. > é bem-fundada
se nao ewiste cadeia infinita da forma xqg > x; > ---. Se > € linear e bem-fundada

dizemos que > € uma boa-ordem.

Observacgao. >; e >, sao bem-fundadas pois existe um ntmero finito de palavras de
um dado comprimento ou de um dado peso. Se |X| > 1, >, nao é bem-fundada pois

neste caso temos a seguinte seqieéncia: ag >jex Q102 >er Q10102 >ex = Slex A1 A2 >ex

TEOREMA 1.1. Seja R um sistema de reescrita de palavras em ¥. As duas afirmacoes

sequintes sao equivalentes:

1. a relacdo de reducao — g € terminante.
2. existe uma ordem parcial estrita admissivel e bem-fundada > em X* tal que l > r

vale para cada regra (I,r) € R.

DEMONSTRAGAO. Seja >p uma relacao bindria sobre ¥* dada por: = >p y se e
+
somente se r —p .

Suponha que — g seja terminante.

1. > é ordem parcial estrita.
(a) Transitividade: > é transitiva pois —% também o ¢é.
(b) Antisimetria: suponha por contradigdo que existem a,b € Y* tais que
a >r beb>pa. Logo existe uma cadeia infinitaa >r b >pa >p b >p .
Pela defini¢ao de >p existe uma cadeia infinitaa =5 b =5 a —>F b —% -+
e isto contradiz a terminalidade de — 5.
(¢) Irreflexividade: suponha por contradi¢ao que existe a € 3* tal que a > a.
Assim existem cadeias infinita a > a > -+ e a =% a =} -+ sendo que
a ultima contradiz a terminalidade de — .
2. Para quaisquer (z,y) € R e u,v € ¥* se tem uxrv — uyv. (r,y) € R implica que
r—=gpyex>gy. Deurv — uyv se tem uxv >p uyv. Logo >p é admissivel.
3. > é bem-fundada é consequiiéncia direta da terminacao de — .

4. Se (I,r) € Rentao l —wrrel>gpr.
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Reciprocamente suponha por contradicao que —x nao seja noetheriana. Logo existe
uma seqiiencia infinita de reducao da forma uy —g uy —p ---. Para cada u; —pg w4
temos que existem x,y € ¥* e (I,r) € R tais que u; = xly e u;y; = xry. R é compativel
com > logo [ > r e como > é admissivel temos xly > xry, ou seja u; > u;y 1. Assim
existiria uma seqiiéncia infinita da forma u; > uy > - -+, 0 que contradiz o fato de >

ser bem-fundada. O

Logo para verificar que um sistema de reescrita de palavras R em ¥ é terminante
é suficiente construir uma ordem parcial estrita > que seja admissivel e bem-fundada

de maneira que R seja compativel com >, i.e. se ([,7) € R entao [ > r.

Observacgao. Se R é um sistema de reescrita de palavras finito entao para cada = € 3*,
A(z) é finito, pois existe um numero finito de regras que sao aplicaveis. Assim se —pg

é terminante temos que A*(x) é finito pelo lema de Konig.

DEFINICAO 1.4. Seja R um sistema de reescrita de palavras sobre 3, uma reducdo

w —p 2z ¢ Mmais a es da, denotad I nt dicao € satisfeita:
R querda, denotada por w —" z, se a sequinte condicao € satisfeita:

se w = riuryr, 2 = roiyr e (ug,v1) € R e também w = xausys e (uz,v9) € R entdo
Tuy € um prefivo proprio de Tauo, 0U T1U7 = XUy € X1 € um prefizo proprio de o ou

T1 = T €U = U3.
Notacao. O fecho reflexivo e transitivo de —% é denotado por —*&.

DEFINICAO 1.5. Uma seqiiéncia de redugoes onde cada reducdo € mais a esquerda

¢ dita uma redugao mais a esquerda.

TEOREMA 1.2. Seja R um sistema de reescrita de palavras sobre X tal que —p €

terminante. Para cada x € X% existe um y € X% irredutivel tal que x —*L y.

DEMONSTRACAO. Seja @ = z1@9- -2, € L*. Se x é redutivel seja S o conjunto
de subpalavras de z tais que se s € S se e somente se s € dom(R). S é finito pois
é subconjunto do conjunto de subpalavras de x. Seja 1 < 7, < n tal que existe
Ti Ty, - -2, € S minimo, i.e. qualquer elemento x; x;,---x; € S é tal que i < j.

Seja 8" = A{xp, - Tm, €S| mg =idr} el = xy, T, um elemento de S’ tal que

bs

my seja minimo. Usando a regra (I,r) € R, para algum r, obtemos uma reducao
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r — g Y, que é uma reducao mais a esquerda. Seguindo desta maneira eventualmente
atingiremos uma forma normal, pois caso contrario a cadeia de reducao seria infinita e

contradiria a hipotese de terminalidade. O

TEOREMA 1.3. Seja R um sistema de reescrita de palavras sobre ¥. Seja R' um
subcongunto qualquer de R tal que dom(R') = dom(R). Entdo
1. IRR(R") = IRR(R)

2. para quaisquer x,y € X*, se x —>}‘§ y entdo x —3F .

DEMONSTRAGAO. w € TRR(R') se e somente se nao existe v € * tal que w — g v.
Mas isto ocorre se e somente se nao existe | € ¥* tal que w = zly e (I,r) € R’ para
w,y,r € X*. Equivalentemente nao existe [ € ¥* tal que w = xly e (I,r) € R para
w,y,r € L*. Assim nao existe v € ¥* tal que w -z v e w € IRR(R).

Se x —3 y entdo existe uma seqiiéncia de redugoes mais a esquerda que comegam
com z e terminam com y. Seja x; —% 2,1 um passo de redugao. Logo, como R' C R,

T, _>%z Zit1. Desta maneira x —>’;3L Y. O

TEOREMA 1.4. Seja R um sistema de reescrita de palavras finito sobre ¥ tal que
— € terminante. Existe um algoritmo para resolver o sequinte problema.
Entrada: uma palavra w € X*.

Saida: uma palavra irredutivel w € X* tal que w —% W,

DEMONSTRAGAO. Seja R’ C R tal que dom(R') = dom(R) e para cada u € dom(R)
existe um unico v € im(R) tal que (u,v) € R'. Assim, pelo teorema anterior,
IRR(R') = IRR(R) e para todo x € ¥* existe um tnico 2’ irredutivel tal que x —7 2

Considere o seguinte procedimento:

Algoritmo FNORMAL.
Entrada: w € ¥* e R' s.r.p. sobre X.
S:={lCw|3(,r)e R}
enquanto S # ()
Seja l € S tal que Vs € S, [ esta mais a esquerda que s em w;

Seja w' tal que w — p w' usando a regra (I,r) € R';
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w = w';
S:={lCw]|3(,r) e R}
retorne w;

Fim.

Como cada execucao do laco enquanto corresponde a um passo de reducao mais a
4 : : z *L li ! 4

esquerda e R é terminante o algoritmo sempre para e w —** w', quando w' é a palavra

dada como saida pelo algoritmo. w’ deve ser irredutivel pois esta é a condigao de saida

do procedimento. ]

DEFINICAO 1.6. Um sistema de reescrita de palavras em ¥ ¢ normalizado se as
sequintes condi¢oes valem para cada regra (I,1) € R:

1.le IRR(R— (l,1))

2. r € IRR(R)

DEFINICAO 1.7. Dois sistemas de reescrita de palavras R e S sobre o mesmo alfa-

beto X sao equivalentes se geram a mesma congruéncia de Thue, i.e. <3p=4>%.

TEOREMA 1.5. Seja > uma boa-ordem admissivel em X* e R um sistema de rees-
crita de palavras sobre ¥ compativel com >. Para cada w € ¥* seja w um descendente
irredutivel de w. Seja Ry = {l — 7|(I,r) € R}. Entio Ry € equivalente a R, é com-
pativel com > e im(Ry) C IRR(Ry). Adicionalmente se R € confluente entao Ry ¢é

confluente.

DEMONSTRAGAO. Se (I,7') € Ry entédo existe r € ¥* tal que r =% 1’ e (I,r) € R.
Logo !l >r,r >r"eassim [ > r'. Portanto Ry é compativel com >.

im(Ry) estd, pela definigdo de Ry, contida em IRR(R). Pelo teorema 1.3 sabemos
que IRR(R) = IRR(Ry). Assim im(Ry) C IRR(Ry).

~ . . * *
Mostremos agora que R e Ry sao equivalentes, ou equivalentemente que <>p=<% :

1. =rC<%, (e conseqgiientemente <5 C<+ % ): suponha por contradicao que (I,7) €
R e que l 7% r. Como > ¢é uma boa-ordem podemos supor que (,r) é tal que
r é minimo para esta propriedade por >. Como [ #7% 7 temos que (I,7) & Ry.

Adicionalmente temos que r —7% 1" e (I,7') € Ry para algum r’ € ¥*. No entanto
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para cada regra (I;,7;) € R usada na redugao r —% ' temos que r > r;. Logo
pela escolha de (I,7) temos que I} <% 71 e 7 ;1 <% | (contradicao).
Portanto —C«7% .

2. 3, Crgs Sex = ulv =% y = urv com ([,r) € Ry entao existe r’ € ¥* tal que
ulv =g ur'v — urv. Logo ©x —% y e —%,E—x- Com o fecho simétrico temos
SRR

Se R é confluente entdao cada classe de congruéncia [w]g para w € ¥* contém uma
unica palavra irredutivel. Como IRR(R) = IRR(Ry) e R e Ry sao equivalentes entao

Ry também é confluente. OJ

Embora Ry do teorema anterior tenha os lados direitos das regras reduzidos ele
ainda nao é necessariamente normalizado. O seguinte algoritmo realiza o processo de

normalizacao reduzindo também os lados esquerdos das regras.

Algoritmo NORMALIZA.
Entrada: Uma boa-ordem admissivel > sobre ¥* e um sistema de reescrita de palavras
R sobre ¥ compativel com >.
R, .= R;
Reduza os lados direitos de Ry com FNORMAL;
enquanto 3(ly,71), (lo,r9) € Ry Jz,y € X* tais que Iy = xwliy e (xy # e ou ry > 1)
Ry =Ry — {ly — ry};
se 1y € Ay (v711y)
se xriy > To
Ry := Ry U{ary — r};
senao
Ry := Ry U{ry — ary};
Reduza os lados direitos de By com FNORMAL;
retorne Ry;

Fim.

Dada > uma boa-ordem admissivel sobre ¥* seja >, a ordem sobre ¥* x ¥* definida a
seguir: dados 1, Ta, Y1, Ya € XF, (11, 22) >o (Y1,92) s€ 11 > T9 OU S€ T = Y1 € Ty > Ys.

Seja 51,5, C ¥* X ¥* >, a ordem sobre multi-conjuntos induzida por >5, ou seja
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S1 > S5 se e somente se existe um subconjunto nao-vazio 77 C S; e um subconjunto
T, C Sy tal que Sy = (S; — T1) UT, e para cada par (y;,y2) € Ty existe um par
(x1,22) € Ty tal que (x1,22) >2 (y1,y2). Em [DMT79] é demonstrado que uma ordem
sobre multi-conjuntos induzida por uma boa-ordem é também uma boa-ordem. Assim

podemos assumir que >3 é uma boa-ordem.

TEOREMA 1.6. Dada como entrada uma ordem admissivel > sobre X* e um sistema
de reescrita de palavras finito R sobre Y compativel com > o algoritmo NORMA-
LIZA retorna um sistema de reescrita de palavras normalizado e finito Ry tal que R,

¢ equivalente a R e compativel com >.

DEMONSTRAGAO. Sempre que, no algoritmo NORMATLIZA , uma regra ly — 19
é removida de Ry entao existe uma outra regra (l;,71) € Ry tal que Iy = xljy, ou seja
Ty <R, TT1Y. Se xryy —j o entao a regra removida nao é usada na redugao e portanto
Ry — {ly — 1o} é equivalente a Ry. Se xry 74}1 ro entao ou a regra rriy — o oU a
regra ro — xr1y sao adicionadas ao sistema. Logo o sistema resultante é equivalente a
R;. Pela mesma observacao o sistema resultante também é compativel com > e a sua
imagem esta contida em ITRR(R).

Falta ainda demonstrar que o algoritmo sempre para. Inicialmente, para uma en-
trada (>, R), é definido um sistema Ry que resulta de R substituindo todo lado direito
das regras por um descendente irredutivel. Logo ou Ry = R ou R >, R,y. Para todo
1 > 1 seja R; 1 o sistema de reescrita de palavras obtido na i-ésima iteracao do laco
enquanto. Mostremos que para todo ¢ > 1 temos R;_; >» R;. O laco enquanto
é realizado pela i-ésima vez se e somente se existem regras (l1,71), (l2,72) € R; 1 e
x,y € ¥* tais que [y = xlyy com xy # € ou r5 > 1. Neste caso (Il — ry) é removida
de R,_y. Se ry € A*Ri,1f{l2~>r2}(xrly> entdo R; = R; 1 — {ly — ra} e assim temos que

R; 1 > R;. Casory & A},

4 17{12_H,2}(a7r]y) obtemos um conjunto R} de R; | acrescen-
i ;

tando a regra xry — r9 ou a regra ro — xr;y. Como ly > ry, [ > r; e > é uma ordem
admissivel temos que ly = xlyy > xriy e em ambos os casos R; 1 >» R.. Mas como
R; é obtido de R! através da reducao do lado direito das regras temos que R >, R;.

LOgO Rz’—l >>2 Ri.
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Desta maneira, como >, é uma boa ordem, nao pode existir uma cadeia infinita da
forma Ry >3 R;--- e o laco enquanto deve ser realizado um nimero finito de vezes

e conseqiientemente o algoritmo NORMALIZA deve parar sempre. O

: 7. Seja mma ordem parcial bem-fundada Z
TEOREMA 1.7. Seja > uma ordem parcial bem-fundada e admissivel sobre X% e se
jam Ry e Ry dois sistemas de reescrita de palavras sobre ¥ que sejam confluentes, nor-

malizados e compativeis com >. Se Ry e Ry sao equivalentes entao eles sao idénticos.

DEMONSTRACAO. Suponha por contradicao que R; e R, sejam equivalentes mas
que nao sejam idénticos e seja (I,r) € (Ry — Ry) U (Ry — Ry), ou seja um elemento
da diferenca simétrica de R; e Ry. De todas as regras na diferenca simétrica de R,
e Ry seja (I,r) tal que |I| é minimo. Suponha que (I,7) € Ry (o caso (I,r) € Ry é
simétrico). Logo, como Ry é normalizado, r € TRR(R;) e para todo w € [r]p, (distinto
de r) w > r pela confluéncia e compatibilidade com >. R; e R, sao equivalentes e
assim [r]g, = [r]r,. Como Ry também é confluente e compativel com > temos que
w —7p, r para todo w € [r]p, e em particular [ —3, . Como (I,r) € R, temos que
ou (I,7") € Ry e ' —5 1, 0 que contradiz a normalidade de Ry, ou (I',7") € Ry tal
que | = xl'y para x,y € X%, xy # € e xr'y — r. No entanto temos que |I'| < || e
(I',r") € Ry (pela minimalidade de [ temos que (I',7') deve estar na intersecao de R; e

R5). Isso contradiz a normalidade de R;. O

2. Teste de Confluéncia

Suponha que dado um sistema de reescrita de palavras R sobre ¥ tenhamos para
w, T,y € ¥ que w —p x, W —pg Y, W = WU Walaws, (U1, v1), (Us,v2) € R, x =
W1V WallaW3 € 1 = W1l Walsws entao x e y tém wiv;wovows como descendente comum e
portanto sao juntaveis. Logo é necessario considerar apenas pares de regras de reescrita

de uma forma especial definida a seguir.

DEFINICAO 2.1. Ewistem dois tipos de pares criticos em um sistema de reescrita

de palavras R:

1. Sejam xyz — u e y — v duas regras distintas de R, onde x,y, z,u,v € ¥*, entao

u<4—p xyz =g avz e (u,xvz) € um par critico.
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2. Sejam xy — u e yz — v duas regras distintas de R, onde x,y,z,u,v € ¥* e

Ty, 2 £ €, entdo uz <—pg xyz —p v e (uz,rv) € um par critico.

TEOREMA 2.1. Existe um algoritmo que dado um sistema de reescrita de palavras

R tal que — g seja terminante decida se R € localmente confluente.

DEMONSTRACAO. O conjunto de pares criticos de um sistema de reescrita R é facil-
mente determinado com algoritmos de reconhecimentos de padroes. Basta entao para
cada par critico (21, z3) calcular as respectivas formas normais z] e 2, se para algum par

critico estas formas normais forem distintas entao R nao é localmente confluente. O

Foi visto que, sob hipotese de terminacao, confluéncia e confluéncia local sao equiva-

lentes. Assim o teorema anterior tem como consequéncia imediata o seguinte corolario.

COROLARIO 2.1. Ewiste um algoritmo que dado um sistema de reescrita de palavras

R tal que — g seja terminante decida se R é confluente.

3. Procedimento de Knuth-Bendix

O seguinte procedimento toma como entrada um sistema de reescrita de palavras
e uma boa-ordem admissivel e tenta gerar um sistema de reescrita confluente, com-
pativel com a ordem de entrada e que seja equivalente ao sistema de reescrita original.
Para tal, o procedimento itera orientando pares criticos nao-juntaveis, incluindo estes
pares no sistema de reescrita. O procedimento para quando todos os pares criticos sao
juntaveis, é possivel que isto nunca aconteca, i.e. sempre existam pares criticos nao

juntaveis.

Procedimento KNUTH-BENDIX.
Entrada: Um sistema de reescrita finito R sobre ¥ e uma boa-ordem admissivel >

sobre X*.

Ry:={(l,r)|I>re(l,r)€ Rou (rl) € R};
1= —1;
repita

1:=1+1;

Ritq = 0;
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CP := pares criticos de R;;
enquanto CP # ()
seja (21, 29) € CP;
sejam z; e zi, formas normais por R; de z; e zy respectivamente;
se zj > 25
Riy1 = Ripy U{(21, %)}
senao
Riy1 = Ripy U{(25, 21) }:
CP:=CP —{(z1,2)}
fim enquanto
se Riy1 #10
Rty = R, U Ry
até que R, = (;
R* = UiZO Ri;
retorne R*;

Fim.

TEOREMA 3.1. Seja R um sistema de reescrita de palavras finito sobre ¥ e seja
> uma boa-ordem admissivel sobre ¥*. Além disso seja R* um sistema de reescrita
de palavras enumerado por KNUTH-BENDIX para a entrada (R,>). Entao as

sequintes afirmacgoes sao verdadeiras:

1. R* € convergente.
2. R e R* sao equivalentes.

3. IRR(R*) ={x € X" |Vy € ¥ : se x <5, y entdoy =x ouy > x}.

DEMONSTRAGAO. O procedimento KNUTH-BENDIX calcula uma seqliéncia de
sistemas de reescrita de palavras Ry, Ry, Ro, ... sobre ¥. Se (z1,2) é um par critico
de R; entao zj R, zh. Assim é possivel mostrar por inducao que Ry, Ry,... e R*
sao equivalentes a R. No laco enquanto os pares criticos nao juntaveis sao orienta-
dos de acordo com >, logo R; é compativel com > e conseqiientemente terminante,

o mesmo valendo para R*. Seja (z1,29) um par critico de R* resultante das regras
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(I1,71), (I3, r9) € R*. Logo existe um indice i > 0 tal que (ly,r1), (I2,72) € R;. O proce-
dimento resolve o par critico (z1, zo) de maneira que em R;,; z; e 2o sejam juntdveis.
Conseqiientemente z; e zo sao juntaveis em R* também implicando que R* é con-
fluente. Foi visto que em sistemas convergentes as formas normais sao unicas o que

implica IRR(R*) ={x € % |Vy € ¥* : se v 3% y entdo y = x ou y > x}. O

COROLARIO 3.1. Para cada sistema de reescrita de palavras R sobre ¥ e cada boa-
ordem admissivel > sobre ¥* exite um sistema de reescrita R* sobre Y possivelmente

confluente tal que:

1. R e R* sdo equivalentes

2. 1 >r para cada regra (I,r) € R*

TEOREMA 3.2. O procedimento KNUTH-BENDIX pdra para a entrada (R, >)
se e somente se existe um sistema de reescrita de palavras confluente e finito R' sobre

Y tal que R e R' sejam equivalentes e | > r para cada regra (I,7) € R'.

OBSERVACAO. Nos exemplos subseqiientes da dissertacao o inverso de um gerador
a serd representado por A ao invés de a .
ExEMPLO 3.1. Consideremos o grupo Dg (grupo de simetrias do quadrado) a-

presentado pelo sistema de reescrita de palavras abaixo compativel com a ordem por

comprimento e lexicogréfica induzida por {A > a > B > b}.

1] aA — e 5] a* — €
2] Aa — ¢ 6] B> — €

3] bB — ¢ [7] Baba — ¢
4] Bb — ¢

12 Iteracao:

Pares Criticos:

1,2] A+ AadA — A

L,

L,
2

[1,2]

[1.2] a

[1,5] a® + a*A — A, nova regra: a®> — A

[1,7] Bab < BabaA — A, nova regra Bab — A
[2.5] a®

3
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[3,4]
[3.4]
[3,6] B < b*B — b, nova regra B — b
[4, 6]
[5.7]

Simplificacao:

Conjunto de regras atual:

bB — ¢, elimina-se por [10]

Bb — ¢, elimina-se por [10]

b’ — e
Baba — €, elimina-se por [9]

]

]

]

]

| a* — ¢, elimina-se por (8]
]

]

| a> = A

]

Bab — A, substitui-se por bab — A [11]

Conjunto de regras resultante:

[1] aA — ¢
2] Aa — e
[6] b* — €

2% Tteracao:

Pares Criticos:

Simplificacao:

8] a® — A
[10] B—1b
[11] bab — A

36
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[1] aA — € [11] bab — A, elimina-se por [14]
2] Aa — ¢ [12] A% — a?

[6] B> — € [13] bA — ab

%8] ]03 — A [14] ba — Ab

10 B—b

3% Tteracao:
Pares Criticos:

L12] A« aA? - a®* — A
1,14] b + baA — AbA — Aab — b
2,12 A« A’a—a*— A
2,13] b < bAa — aba — aAb — b
6,13] A < Ab? < bab + b*A — A
6,14

J14] a « ab? «— bAb +— b?a = a

Todos os pares criticos sao juntaveis, logo o procedimento para com sistema de reescrita

de palavras:

[1] aA — ¢ [10] B—b

[2] Aa — € [12] A? — a?
[6] b* — € [13] bA — ab
8] a® — A [14] ba — Ab

O sistema de reescrita de palavras acima é convergente portanto nos fornece uma
maneira simples para resolver o problema da palavra do grupo Dg. Por exemplo a

palavra aababA representa a identidade ja que sua forma normal é e:

aababA — aaAbbA — abbA — aA — €

Observe que as classes de congruéncia de <+* correspondem aos elementos do grupo
Dyg. Estas classes podem ser determinadas calculando-se as formas normais de ¥* pelo
sistema de reescrita e sao dadas por [¢], [a], [a?], [A], [0], [ab], [a*b], [AD]. A forma
normal de um elemento w € ¥* determina em que classe de congruéncia esta w ou
equivalentemente que elemento do grupo w representa. Assim podemos verificar que

Aba®Ba e Baba® B representam elementos distintos do grupo:

Aba®Ba — AbABa — AabBa — bBa — a
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Baba®B — baba®B — Abba’B — Aaa*B — a*aB — AaB — B — b

Logo Aba®Ba € [a] e Baba® B € [b] representam elementos distintos de Ds.

38



CAPITULO 4

Completacao Baseada em Ciclos de Palavras

1. Introducao

Neste capitulo serda apresentado um procedimento completador para grupos finita-
mente apresentados proposto por Friedrich Otto e Robert Cremanns [CO98] que se
utiliza de uma estrutura chamada de ciclo de palavras para representar conjuntos de

regras de reescrita.

DEFINICAO 1.1. Seja ¥ um alfabeto finito e ' : ¥ — ¥ wma funcdo tal que

(a=')™' = a para todo a € 3. Esta funcdo pode ser estendida para todo ¥* fazendo

1

wa v a 'w ! para todoa €Y e w € T*.

DEFINICAO 1.2. Seja ~ uma congruéncia sobre X% satisfazendo aa™* ~ e.

L'~ € e se uv ~ € entao

Observacao. Para todo u,v € ¥*, se u ~ € entao u—
vu ~ €. Assim a classe de congruéncia de €, denotada por [e].. é fechada para inversos

e permutacoes ciclicas.

DEFINICAO 1.3. Seja = a menor relacdao de equivaléncia sobre X* satisfazendo u ~

u ! euv ~ vu. As classes de equivaléncia de ~ sdo ditas ciclos de palavras.

Observacao. Pela minimalidade de ~ a classe de equivaléncia de um elemento w € X%,
denotada por [w]y, é dada por [w]x = {x | x é permutagao ciclica ou inverso de

~

permutacao ciclica de w}. Assim |[w]x

serd no maximo 2|w|.

Exemplo. Se ¥ = {a, b} entao

[abab ']~ = {abab ', b ‘aba,ab tab,bab ‘a,ba b ta
39
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a'ba ' b 'a ba " a b a b

DEFINIGAO 1.4. O ciclo de palavras [e]» € dito ciclo de palavras vazio. Um ciclo
de palavras [w]s € dito livremente reduzido se toda palavra z € [w]y € livremente

reduzida.

Seja Z um conjunto de ciclos de palavras, a congruéncia ~; gerada por Z é definida
como a congruéncia gerada pelo conjunto L(Z) = {x € ¥* | [w]x}, isto é, a congruéncia
gerada pelo sistema de reescrita de palavras Rpz) = {(w — €) | w € % [w]x €
ZYU{aa ' = €| a€e X},

L'~ € para todo

DEFINICAO 1.5. Seja ~ uma congruéncia sobre ¥* tal que aa™
a € ¥. O problema da palavra W P_ ¢ o conjunto de todos os ciclos de palavras
[w]x tais que w ~ €. O problema da palavra reduzido RWP. é o conjunto de
todos os ciclos de palavras [w]y para os quais w é uma palavra livremente reduzida tal

que w ~ € e nenhuma subpalavra w' de w € tal que w' ~ €.
2. Procedimento

O procedimento recebe como entrada um conjunto de ciclo de palavras consistindo
exatamente das relacoes do grupo finitamente apresentado e aplica as regras de in-
feréncia descritas em seguida no processo de completagao. Seja Z um conjunto de

ciclos de palavras.

Sistema de inferéncia P:

P.1 Se [¢] € Z remova-o de Z.

P.2 Seu € ¥* e a € ¥ sdo tais que [uaa ']y € Z, entao substitua [uaa '] por [u]x
em Z.

P.3 Se u,v € X7 sdo tais que [u]y € 7 e [uv]x € Z entdo substitua [uv]y por [v]x
em Z.

P.4 Se u,x,y € ¥T sdo tais que [uz]x € 7 e [uy|x € Z, onde x e y nao comegam e

nao terminam na mesma letra entao adicione [zy~!]. em Z.

Sejam Z e Z' ciclos de palavras, Z Fp Z' denota que Z’ é obtido de Z pela aplicacao

de uma regra de inferéncia de P.
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DEFINIGAO 2.1. Uma P-derivagao ¢ uma seqiiéncia finita (Z;);e; de conjuntos de
ciclos de palavras (onde I = {n € | n <k} para algum k € oul = ) tal que para
todo i € I — {0}, Z'*l l_p Zz

DEFINIGAO 2.2. Seja (Z;);c; uma P-derivacao. Um ciclo de palavras é dito persis-
tente se para algum i € I ele pertence a Z; para todo j € I tal que j > 1. Z = Uiel Z;

e 7> ¢ o conjunto de todos os ciclos de palavras persistentes de (Z;)ic.

LEMA 2.1. Seja (Z;)ie; uma P-deriva¢ao e w uma palavra livremente reduzida e
ndo-vazia tal que [w]y € Z. Entdo w tem uma subpalavra ndo-vazia w' tal que [w']x €

Z.

DEMONSTRAGAO. A demonstragao é realizada por inducao em |w].

Se lw|=1e w € Z entdo w = a para algum a € 3 e claramente [a], € Z°°.

Seja w uma palavra nao-vazia livremente reduzida tal que [w]x € Z — Z*. Logo
existe um indice i € I tal que [w]y € Z; mas [w]x € Ziy1. Logo Z; 1 é obtido de
Z; por uma aplicacao da regra de inferéncia P.2 ou da regra de inferéncia P.3. Se
a regra de inferéncia P.2 foi aplicada entao [w]x = [uaa™!]y para algum u € X* e

a € ¥. Assim [u]y € Z;11. Como w é livremente reduzido temos que w = a 'ua ou

w=au 'a'equeu+#e Sew = a 'ua aplicamos a hipétese de inducao a u e se

La~! aplicamos a hipdtese de inducao a u~!. Logo w' é uma subpalavra nao-

w = au"
vazia de w ou u~' que é também subpalavra de w e ¢ tal que [w']x € Z>. Se a regra de
inferéncia P.3 foi aplicada entao [w]y = [uv]x parau,v € &7 tais que [u]x e [v]x € Zig.

1

Entao u,u ', v.v"!' é uma subpalavra prépria de w. Aplicando a hipdtese de inducao

1

awu,u”",vouv ' obtemos uma subpalavra nao vazia w' de w tal que [w']x € Z>°. O

DEFINICAO 2.3. Um conjunto de ciclos de palavras é inter-reduzido se as regras

de inferéncia P.1, P.2 e P.3 nao sao aplicdaveis.

DEFINIGAO 2.4. Uma P-derivagao (7;);c; ¢ honesta' se as sequintes propriedades

sao satisfeitas:
1. Z°° ¢ inter-reduzido.

Iregras de inferéncia ndo deixaram de ser aplicadas
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2. Para quaisquer u,x,y € X1, se [ux]y, [uylx € Z°°, e x,y nao comecam e nem

terminam com o mesmo simbolo entdo [vy 1|~ € Z.

DEFINIGAO 2.5. Um procedimento completador toma como entrada um con-
gunto de ciclos de palavras Zy e gera uma P-deriva¢ao honesta (Z;);cr tal que se o

conjunto de ciclos de palavras persistentes Z°° € finito a P-derivacao gerada € finita

também e o procedimento pdra dando como saida Z°.

Procedimento COMPLETA-CICLOS.
Entrada: um conjunto Z; de ciclos de palavras.
A= Zy;
Inter-reduza(A)?
repita
B:=A;

C' := conjunto dos ciclos de palavra obtidos de A com Pj;
A=AUC;
Inter-reduza(A)

até que A = B;

retorne A;

Fim.

Observe que as regras P.1 - P.3 do sistema de inferéncia P sao utilizadas para simplificar
o conjunto de ciclos de palavras e que a regra P.4 é uma regra para deducao de novos
ciclos de palavras. Foi demonstrado em [CO98] que o procedimento acima termina se
e somente se o problema da palavra reduzido do grupo que se deseja completar é um
conjunto finito de ciclos de palavras. Neste caso o conjunto de ciclos de palavras gerado
pode ser transformado num sistema de reescrita de palavras especial (o lado direito
das regras consiste da palavra vazia) confluente obtendo-se assim uma solucao simples
para o problema da palavra do grupo que se reduz agora ao calculo e comparacao de

formas normais.

TEOREMA 2.1. O procedimento COMPLETA-CICLOS ¢ um procedimento com-
pletador.

2 Aplique as regras P.1 - P.3 do sistema de inferéncia P enquanto possivel.



3. TRANSFORMANDO CICLOS DE PALAVRAS EM REGRAS 43

| i ] Ciclo1] Ciclo2 | Resultado |

1| [d% 7] la="bab™ "]
b?] (b~ abal [babal]
] (b~ Labal (b~ tab—ta)
20 [V [la"bab™ "] | [b ab" " a "]

TAaBELA 1. Completagao do grupo Dy.

DEMONSTRACAO. Dado um conjunto Z, de ciclos de palavras como entrada o
procedimento gera uma P-derivagao (Z;);e7. Ao final do laco repita o conjunto A sera
sempre inter-reduzido logo 7> também ¢é inter-reduzido. Sejam u,z e y € X7 tais que
[uz]y e [uylx € Z% e x,y nao comegam e nem terminam com o mesmo simbolo. Como
[uz]~ e [uylx sdo ciclos de palavras persistentes a partir de um determinado momento
ambos serao elementos de A. Assim o ciclo [zy ']y é gerado por uma aplicacao da
regra de inferéncia P.4 e portanto a P-derivacao é honesta.

Suponha que Z seja finito, logo a partir de um determinado momento Z> passa a
ser subconjunto de A. Deste momento em diante a forma inter-reduzida de A contém
7 cada vez que o final do laco repita atingido. Suponha que Z° seja um subconjunto
proprio de A, ou seja existe um [w]y € A tal que [w]y € Z*°. Como A é inter-reduzido
w é nao-vazia e livremente reduzida. Pelo lema anterior existe uma subpalavra propria
nao-vazia w' de w tal que [w']x estd em Z* e conseqlientemente em A também. O
que é uma contradicao pois A é inter-reduzido. Portanto A = Z*°. Se o laco repita
for realizado mais uma vez obtemos de maneira andloga que A = Z°° e assim o pro-
cedimento para. Logo o procedimento COMPLETA-CICLOS é um procedimento

completador. O

Exemplo. Considere os grupos D, = {(a,bla™,b* b~ 'aba) (grupos diedrais). Neste
caso o conjunto dado como entrada para o procedimento é Zy = {[a"], [V?], [0~ aba]}.

As tabelas 1, 2 e 3 apresentam as completagoes para os casos n = 2, 3, 4.

3. Transformando Ciclos de Palavras em Regras

Seja > uma ordem de reducao em X*. A regra (u — v) esta associada a um ciclo

de palavra z se [uv~']x = z com u > v e para todas as palavras wu, us, u3 satisfazendo
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|i] Ciclol | Ciclo2 [ Resultado |

1 [a®] b 'aba] | [a2bab™']
[a?] b~'aba] | [a 20" "ab]
] (b~ Labal [babal
] (b~ Labal [b~tab~ta]
(b~ Labal (b~ Labal [a®ba®h~!]
2 ] la=2bab™ 1] | [a 20 tab™!]
] l[a=2bab™1] la=2bab]
[babal [b%] [a%ba’b)
[b~tab~ta] [b%] [a*bta?b 1]

TABELA 2. Completacao do grupo Dg.

|i] Cicol | Ciclo2 | Resultado |
1 [a’] (b~ "abal la=3bab™ "]

[a*] (b~ Labal l[a=3b"tab)

[b?] (b~ Labal [babal)

[b?] (b~ Labal (b~ tab—ta)

(b~ Labal (b~ Labal [a®ba’b~!]
2 [a?] [a3bab™1] [a3ba=3b~ 1]

[b?] [a3bab™!] [a 30" tab™!]

[b?] [a3bab™!] [a3bab]
[b"taba] | [abab™!] [a*ba 2D
b~'aba] | [abab™'] [bab~'a™"]
b~'aba]l | [abab™'] | [b~'aba"'bab 'a"']
b~'aba] | [abab™'] [ba*b'a?]
[a=3bab™ "] | [a3bab™"] [ba—2ba 2]
[a=3bab™1] | [a 3bab™?] b ta=2b—1a7?

[babal [a3bab™!] [baba~tbab ta=1]
b~ tabta] | [a3bab™t] | [0~ rab ta " tbab ta!]

[babal [a®ba’b~!] [a®ba’D]
b~ 'ab~"a] | [a*ba’b™] [a®b b

31 tab ta] [ [a 30 tab™!] (b Tabta™1)?]

TABELA 3. Completacao do grupo Dsg.

U = U UzU3z € U U3 F € temos Uy < uf]vug]. Para um conjunto Z de ciclos de palavras

seja R(Z,>) o conjunto de regras associadas aos ciclos de palavras de Z segundo >.

V'~ € para todo a € ¥, seja

LEMA 3.1. Seja ~ uma congruéncia sobre ¥* tal que aa™
> uma ordem de reducao sobre X* e R o sistema de reescrita de palavras canonico que
gera ~ e é compativel com >. Se (u — v) € uma regra de R entao (u — v) = (aa™" — ¢€)

para algum a € ¥ ou (u — v) € uma regra de R(RW P.,>).
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1

DEMONSTRAGAO. Seja (u — v) uma regra de R. Se u = aa”' entdao v = € pois

R é normalizado. Se u # aa ! para todo a € ¥. Pela compatibilidade de R com
> temos que u # v e u # € e como u ~ v temos que uv_ ' ~ e¢. Como R é canonico
nenhuma subpalavra propria de u e nenhuma subpalavra de v é redutivel. Em particular
nenhuma subpalavra propria de u e nenhuma subpalavra de v é congruente a palavra
vazia. Assim u e v sao livremente reduzidas. Se v = € entdo u ~ € e [uly, € RWP..
Se v # € entao u % € e v % €. Suponha que [uv !y € RWP.. Se uv! = aa™! para
algum a € ¥ entdo (v — v) = (@ — a) o que contradiz o fato de R ser compativel
com >. Portanto uv ! contém uma subpalavra prépria nao-vazia congruente a palavra
vazia. Como nem u e nem v contém tal palavra existem palavras x,y,, 1y, 2 € X* tais

V= Yoz, y1y2 ~ € € Y1, Yy e w2 sao nao-vazias. Como 1,9» ~ € entao

que u = xys, V-
zrx ~ € também. Se ¥ = € entao z # € e z ~ € o que contradiz o fato de que v nao
contém subpalavras congruentes a palavra vazia. Entao @ # e. Analogamente z # e.

Como 11y ~ € temos que y; ~ yf]. Se y; = y;] entao 4 = xy,, v = zily; euF£ v

1 1

, e u~ vimplica o ~ 27" !

implicam @ # 2z~ Logo x ou z7' é redutivel. Porém isto
contradiz a normalidade de R. Se 3, # y, ' entdo y; ~ y, = implica que y; ou y, ' 6é
redutivel o que também contradiz a normalidade de R. Assim [uv~!|y € RWP..
Como R é compativel com > temos que u > v. Sejam uy, us,us € X* tais que
U = uUguglz e uuz # €. Entao ug ~ uf]vug]. Como cada subpalavra prépria de u
é irredutivel temos que uy é irredutivel. Logo us é minima para > na sua classe de

congruéncia. Assim wuy < uf]vug]. O

O seguinte teorema trata da terminacao do procedimento de Otto-Cremanns e sua

demonstragao é baseada em propriedades de diagramas de grupo.

TEOREMA 3.1. Para cada P-derivacao honesta temos que RW P = Z*°. Em par-

ticular ~—=~ zoo.

Observe que o teorema tem como conseqiiencia que o procedimento, que gera uma
P-derivacao honesta, para se e somente se o problema da palavra reduzido do grupo

finitamente apresentado dado como entrada é finito.

TEOREMA 3.2. Se (X,L) é uma apresentacao finita de grupo tal que o problema

reduzido da palavra RW P., €é um conjunto finito de palavras entao o procedimento
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Algoritmo REDUZ-INVERSOS
Entrada: u € ¥*.
enquanto [u], = [aa"'7]x para algum x € ¥* e a € X.
u =
retorne wu.
Fim.
ALGORITMO 4. Reducao exaustiva de inversos ciclicos adjacentes.

Algoritmo REGRA-1
Entrada: um conjunto Z de ciclos de palavras.
para cada [u|. € Z

seu=c¢
Z =7 —{ulx};
retorne 7.
Fim.

ALGORITMO 5. Eliminacao de ciclos vazios.

COMPLETA-CICLOS pdra quando recebe como entrada Zy = {[w]x | w € L}.
Neste caso um sistema de reescrita de palavras finito e convergente € obtido para cada

ordem de reducao sobre X*.

DEMONSTRACAO. Se RW P_ é finito entao R(RW P.,>) também é finito para

qualquer ordem de reducao >. O

4. Estratégia Modificada

Na apresentagao original do procedimento [CO98] a aplicacao das regras, tanto
na inter-reducao como na geracao de novos ciclos, é feita de forma nao-deterministica.
Nesta secao descrevemos uma estratégia de aplicacao das regras de inferéncia que foi
implementada computacionalmente (veja o codigo no apéndice A) e que se mostrou
eficiente que a descricao genérica do algoritmo.

O algoritmo REDUZ-INVERSOS recebe uma palavra armazenada em Z elimi-
nando desta todos os inversos ciclicamente consecutivos. E obtido entdo um represen-
tante de um ciclo de palavras livremente reduzido.

O algoritmo REGR A-1 analisa todos os ciclos de um conjunto de ciclos de palavras

7 eliminando aqueles que sejam vazios.
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Algoritmo REGRA-2
Entrada: um conjunto Z de ciclos de palavras.

para cada [u|. € Z
u:= REDUZ-INVERSOS(u);

se u=c¢€
7 =7 —{u]~};
retorne /.

Fim.
ALGORITMO 6. Reducao de inversos adjacentes.

No algoritmo REGRA-2 é aplicado, para cada elemento do vetor Z, o algoritmo
REDUZ-INVERSOS. Se a palavra resultante é vazia entao a mesma ¢é eliminada
imediatamente. Desta maneira, como serd mostrado em um lema a seguir, elimina-se
a necessidade de aplicar novamente o algoritmo REGRA-1 neste caso.

REGRA-3 realiza a aplicacao exaustiva em pares da regra de inferéncia P.3, ou
seja, sao considerados todos os pares distintos de ciclos de palavras e para cada par
a regra ¢ aplicada de maneira exaustiva. Logo, apds uma aplicacao do algoritmo a
um conjunto de ciclos Z, o conjunto nao sera necessariamente reduzido para a regra
de inferéncia P.3. A exemplo de REGRA-2 o algoritmo trata de simplificar os ciclos
obtidos para as regras de inferéncia anteriores também. Assim quando um ciclo de
palavras é simplificado com a regra de inferéncia P.3 trata-se logo de aplicar o algoritmo
REDUZ-INVERSQOS para tornar o ciclo livremente reduzido e de testar em seguida
se o ciclo obtido é vazio e eliminéd-lo em caso afirmativo.

O algoritmo REGRA-4 faz a aplicacao exaustiva da regra de inferéncia P.4, apés
a sua execucao com um conjunto de ciclos de palavras Z sao gerados todos os ciclos
de palavras possiveis de se obter com P.4. Como ja foi comentado anteriormente a
regra de inferéncia P.4 é a Unica que gera ciclos uma vez que as outras sao regras
de simplificacao. No procedimento COMPLETA-CICLOS original, apresentado em
[CO98|, a estratégia usada na completagao consiste de gerar de uma vez sd, a cada
iteracao do laco repita, todas as regras possiveis com a regra de inferéncia P.4. Em
seguida é realizado um passo de inter-redugao sobre o conjunto obtido (ciclos antigos
acrescidos dos ciclos gerados com P.4). No entanto o conjunto de regras geradas com

P.4 pode ser muito grande o que pode tornar o passo seguinte de inter-reducao caro.
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Algoritmo REGRA-3
Entrada: um conjunto Z de ciclos de palavras.
para cada par [u]x, [v]x € Z com [u]xy # [v]
ainda nao considerado por REGRA-3
seja 1y 0 maior dentre u e v e
seja u,, o menor dentre u e v, em comprimento;
enquanto [uy]r = [un2]~ para algum z € ©F
uy = REDUZ-INVERSOS(z);
sejam u,; e u,, os representantes de maior e
de menor comprimento respectivamente;
se Uy = €
Z =7 —{lumla};
retorne 7.
Fim.
ALGORITMO 7. Eliminacao de subciclos.

A estratégia utilizada aqui, e sugerida nas conclusoes de [CO98] como um possivel
aprimoramento consiste de verificar se os ciclos ja presentes em / aparecem como
subciclos de cada regra que for gerada com P.4 e em caso afirmativo eliminar este
subciclo. Em seguida pode-se reduzir cada ciclo para inversos adjacentes consecutivos.
Realizando este processo de maneira exaustiva cada ciclo gerado nao terd como subciclo
ciclos ja presentes anteriormente em Z e sera livremente reduzido. Finalmente se o ciclo
obtido nao for vazio ele podera ser incluido em 7. Assim o numero de ciclos de palavras
novos incluidos em Z a cada iteracao é potencialmente bem menor.

Agora descrevemos o procedimento completador COMPLETA-CICLOS-2 que
utiliza as estratégias mencionadas anteriormente. O procedimento recebe como en-
trada um conjunto de ciclos de palavras Z; que nao é necessariamente inter-reduzido.
Inicialmente sao aplicados os algoritmos REGRA-1 e REGRA-2 e é realizada a
aplicacao consecutiva de REGRA-3 até que nao seja mais possivel e que resultard em
um conjunto de ciclos inter-reduzidos. Em seguida, no lago repita é aplicado o algo-
ritmo REGRA-4 que gera um conjunto de ciclos de palavras livremente reduzidos sem
ocorréncia de subciclos do conjunto original. No entanto é possivel que ciclos gerados
com REGRA-4 sejam subciclos de ciclos do conjunto original, assim ¢ realizado em
seguida a aplicacao exaustiva do algoritmo REGRA-3. Observe que como os ciclos

gerados com REGRA-4 sao livremente reduzidos e nao-vazios e o conjunto original era
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Algoritmo REGRA-4
Entrada: um conjunto Z de ciclos de palavras.
VAR WA
para cada par [u]y, [v]x € Z ainda nao considerado por REGRA-4
para cada w,z,y € &7 tal que [u]lx = [wz]x € [v]x = [Wy]x
COM T = T1..0%. Y = Y1..Y1 € T1 £ Y1, Tk 7 Y
temp = xy 1
7" = 7"
7= 70 {fay ek
se [templ~ & Z" e temp # €;
para cada s € Z'\{[zy |~}
se [temp| > |s
enquanto [temp|y = [vs|~ para algum x € &*
temp :=REDUZ-INVERSOS(z);

se temp # €
Zi:: (Z"\{[zy & }) U {[templ };

7" = Z"\{[ry e}

retorne 7'.

Fim.

ALGORITMO 8. Geracao de novas regras.

inter-reduzido o conjunto atual é inter-reduzido para as regras de inferéncia P.1 e P.2.
Assim é suficiente aplicar novamente o algoritmo REGRA-3 de maneira exaustiva.
E possivel que durante a aplicacao de REGRA-3 surjam regras que sejam redutiveis
para as regras de inferéncia P.1 e P.2 mas, como foi visto anteriormente, o préprio
algoritmo REGRA-3 trata destes casos. Assim, neste contexto, a aplicagao exaustiva
de REGRA-3 é equivalente ao procedimento de inter-reducao. O procedimento para

quando nenhuma regra foi alterada de uma iteracao anterior para a atual.

LEMA 4.1. Seja Z um conjunto de ciclos de palavras inter-reduzido para a regra
de inferéncia P.1. O resultado de se aplicar o procedimento REGRA-2 a Z ¢ inter-

reduzido para as regras de inferéncia P.1 e P.2.

DEMONSTRACAO. Se Z é inter-reduzido para a regra de inferéncia P.1 entao nao
existem ciclos vazios em Z. Seja Z[i| um ciclo presente em Z, se a regra de inferéncia P.2
nao é aplicdvel entao Z[i] é inter-reduzido para a regra de inferéncia P.2 ndo sendo alte-
rado por REGRA-2 e continuando portanto sendo nao-vazio. Se a regra de inferéncia

P.2 é aplicavel entao todos os inversos adjacentes sao removidos exaustivamente e se a
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Procedimento COMPLETA-CICLOS-2.
Entrada: um conjunto 7 de ciclos de palavras.
7 .= REGRA-1(Z);
7 .= REGRA-2(%);
aplique (Z := REGRA-3(7)) até que nao seja mais possivel;
VARE A
repita
7 =7
7' := REGRA-4(7");
aplique (7' := REGRA-3(7")) até que nao seja mais possivel;
até que 7' = 7,
retorne Z;
Fim.

PROCEDIMENTO 9. Procedimento completador.

palavra resultante, que é reduzida para a regra de inferéncia P.2, for vazia a mesma é
removida por REGRA-2. Assim apds a aplicacao nenhum ciclo de Z é vazio sendo

este entao inter-reduzido para as regras de inferéncia P.1 e P.2. O

LEMA 4.2. Seja Z um conjunto finito de ciclos de palavras inter-reduzido para as
regras de inferéncia P.1 e P.2. A aplicacao exaustiva do algoritmo REGRA-3 a 7 é
um processo finito que resulta num conjunto de ciclos de palavras inter-reduzido (para

as regras de inferéncia P.1, P.2 e P.3).

DEMONSTRACAO. Seja Z um conjunto inter-reduzido para as regras de inferéncia
P.1 e P.2. Se a regra de inferéncia P.3 nao é aplicavel a Z entao REGRA-3 para
retornando Z que claramente é inter-reduzido. Caso contrario, se a regra de inferéncia
P.3 é aplicdvel a Z entao existe ao menos um par de ciclos de palavras da forma [u].
e [uv|y € Z com u,v € ¥*. O ciclo de palavras [uv]. serd substituido por [v]x e [v]
sera entao simplificado para as regras inferéncia P.1 e P.2, portanto o par de ciclos
de palavras continuara sendo inter-reduzido para as regras inferéncia P.1 e P.2. Seja
||Z]| o somatério dos comprimentos de todos os representantes de ciclos de palavras
distintos de Z. Seja Z; o conjunto de ciclos de palavras Z e Z;,; o conjunto obtido
por uma aplicagao de REGRA-3 a Z. Logo ||Z;i11|] < ||Z;|| — lu| < ||Zi]| e assim a
cada aplicacao bem sucedida de REGRA-3 a Z, ||Z|| decresce. Como ||Z]| é limitado

inferiormente por 0 o processo de aplicacoes sucessivas de REGRA-3 a 7 deve parar,
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e quando isto ocorrer a regra de inferéncia P.3 nao ¢é aplicavel. Neste caso a aplicacao
exaustiva de REGRA-3 também pdra finitamente retornando um conjunto Z inter-

reduzido. 0

LEMA 4.3. Seja Z um conjunto de ciclos de palavras inter-reduzido. A aplicacdo
de REGRA-4 a Z ¢ um processo finito que gera um conjunto de ciclos de palavras
7' irredutivel para as regras de inferéncia P.1 e P.2 e todos os ciclos possiveis de
se gerar com P.4 foram gerados e reduzidos com as regras P.1 e P.2. Além disto se
existem ciclos de palavras [uv)x, [ulx € 7' tais que ao se aplicar a regra de inferéncia

P.3 pode-se simplificar [uv]y como [v]~, entdo [uv)y € Z e [v]x € Z'\Z ou [uv] e

[v]~ € Z'\Z.

DEMONSTRACAO. REGRA-4 para num numero finito de passos pois:

1. tanto o laco enquanto quanto a chamada a REDUZ-INVERSOS interna ao
enquanto sao realizados um nuamero finito de vezes pois em ambos o compri-
mento da palavra diminui (quando os mesmos sao aplicados) sendo o mesmo
limitado inferiormente por 0.

2. no segundo laco para dado um par de ciclos de palavras existe um ntimero
também finito de palavras w da forma descrita, isto é, subpalavras comuns aos
dois ciclos e de comprimento maximo.

3. o terceiro laco para também é realizado um nimero finito de vezes pois o niimero
de ciclos de palavras armazenados em Z é sempre finito.

4. no primeiro laco para existe um numero finito de pares de ciclos de palavras

possiveis em 7.

Observe que, em (7' := Z' U {[temp|x};), os ciclos incluidos no conjunto de ci-
clos de palavras sao nao-vazios e foram previamente inter-reduzidos com REDUZ-
INVERSOS. Logo todas os ciclos de palavras gerados sao inter-reduzidos para as
regras de inferéncia P.1 e P.2. Como as regras dadas como entrada tamém eram irre-
dutiveis para estas regras o conjunto Z’ dado como saida pelo algoritmo ¢ inter-reduzido
para as regras de inferéncia P.1 e P.2.

Claramente no primeiro e segundo lacos para sao considerados todos os ciclos

possiveis de serem gerados com a regra de inferéncia P.4. Estes ciclos sao armazenados
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temporariamente em temp e em seguida busca-se simplificar temp para ocorréncia
de subciclos ja presentes em Z e inversos ciclicamente adjacentes. Ou seja, o ciclo
é reduzido com aplicacoes das regras de inferéncia P.1 e P.2 até que nao seja mais
possivel.

Agora suponha que [u]r e [uv]y pertencam a Z'. Nao é possivel termos ambos
em / pois Z é inter-reduzido para a regra de inferéncia P.3. Nao é possivel que
tenhamos [u]r € Z e [uv]y em Z'\Z pois neste caso [uv]x obriatoriamente seria gerado
por REGRA-4 e armazenado em temp que por sua vez seria simplificado no laco
enquanto por [v],. Restam entao apenas duas possibilidades, ou seja ambos [u]. € Z

e [uvly em Z'\Z ou [u]y € Z'\Z e [uv]x € Z. O

LEMA 4.4. O procedimento COMPLETA-CICLOS-2 ¢ um procedimento com-

pletador.

DEMONSTRAGAO. O procedimento COMPLETA-CICLOS-2 gera uma P-deriva-
¢ao (Z;);er para um conjunto de ciclos de palavras de entrada Zy. Observe que antes
do laco repita sao aplicados os algoritmos REGRA-1 ¢ REGRA-2 fazendo com
que o conjunto de ciclos de palavras seja irredutivel para as regras de inferéncia P.1
e P.2. Logo a aplicacao exaustiva de REGRA-3 a este conjunto gera um conjunto
de ciclos de palavras inter-reduzido. Assim o laco repita ¢ iniciado com um conjunto
inter-reduzido de ciclos de palavras. Foi visto que, neste caso, a aplicacao do algo-
ritmo REGRA-4 gera um conjunto de ciclos de palavras irredutivel para as regras
de inferéncia P.1 e P.2. Novamente entao a aplicacao exaustiva de REGRA-3 a este
conjunto gera um conjunto de ciclos de palavras inter-reduzido. Desta maneira ao final
do lago repita o conjunto de ciclos de palavras é sempre inter-reduzido. l.ogo o con-
junto de ciclos de palavras persistente Z> é inter-reduzido. Suponha agora que [uz]. e
[uy]~ estejam em Z para u,x,y € ¥* e ndo comecem e nem terminem com o mesmo
simbolo. Assim a partir de um determinado momento ambos sempre pertencerao ao
conjunto de ciclos de palavras. Neste momento a aplicacao de REGRA-4 gerara o
ciclo de palavra [xy '], logo [xy~']x € Z e a P-deriva¢ao ¢ honesta.

Suponha agora que Z>° é um conjunto finito. Logo a partir de um determinado

momento /> estara sempre contido no conjunto de ciclos de palavras sendo manipulado
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Grupo | Estratégia original | Estratégia modificada
Dy 8 seg. < 1 seg.
Dy 35 min. 10 seg.
DIO 2 min.
D12 34 min.

TABELA 10. Tempos de execucao.

por COMPLETA-CICLOS-2. Portanto sempre que o conjunto Z’ for inter-reduzido
/> estara contido no conjunto resultante. Suponha por contradicao que Z>° esteja
contido propriamente no conjunto resultante. Portanto existe um ciclo de palavras [w]x
tal que [w]x & Z% e [w]x € Z'. Foi visto que existe uma subpalavra w’ de w tal que
[w']x € Z%°, 0 que contradiz o fato de Z' ser inter-reduzido. Assim Z' = Z* e usando
0 mesmo argumento isto ocorrera na iteracao seguinte de COMPLETA-CICLOS-2
fazendo com que o procedimento pare. Portanto COMPLETA-CICLOS-2 é um

procedimento completador. ]

O procedimento foi implementado em linguagem C em uma plataforma AMD K6
de 266MHz com 64MB de RAM sob o sistema operacional Linux. Inicialmente o proce-
dimento foi implementado utilizando a mesma estratégia descrita em COMPLETA -
CICLOS, que nao simplifica imediatamente os ciclos de palavras gerados com a regra
de inferéncia P.4. Em seguida foi utilizada a estratégia modificada descrita no procedi-
mento COMPLETA-CICLOS-2. A execugao de alguns exemplos de grupos diedrais
(Dy, = {a,bla™ = e,b* = e,abab™! = €)) com a estratégia modificada mostrou-se bem

mais rapida do que com a estratégia original como pode ser verificado na tabela 10.



CAPITULO 5

Conclusoes

As aplicacoes de técnicas de reescrita a computacao com grupos ja sao bem conhe-
cidas e vém se tornando cada vez mais relevantes na area de computacao simbdlica.
Logo o estudo de procedimentos completadores é de extrema importancia uma vez que
grande parte destas aplicacoes requer que os sistemas de rescrita usados para apre-
sentar os grupos sejam convergentes. Por ser um procedimento recente [CO98| que
se utiliza de ciclos de palavras, uma estrutura potencialmente econdémica em espaco, e
pelo fato de ser especializado para apresentacoes de grupos julgamos relevante o estudo
realizado sobre o procedimento de Otto-Cremanns.

Foi proposta uma estratégia de aplicacao das regras de inferéncia P.1 - P.4 que
na pratica mostrou-se bem mais eficiente que a original. Esta estratégia é utilizada
pelo procedimento COMPLETA-CICLOS-2 que é uma das contribuicoes deste tra-
balho. Foi demonstrado que este procedimento, a exemplo do procedimento de Otto-
Cremanns, é também um procedimento completador e portanto as propriedades de
terminacao vistas sao também aplicaveis. Assim o procedimento COMPLETA-
CICLOS-2 para sempre que o problema da palavra reduzido de um grupo finitamente
apresentado é finito. A implementacao do procedimento foi testada com algumas apre-
sentacoes de grupos diedrais e de grupos de Fibonacci. No caso dos grupos diedrais a
performance da implementacao resultou comparavel a performance de implementacoes
do procedimento de Knuth-Bendix.

Como trabalho futuro existe uma série de melhoramentos que poderiam ainda ser
realizados no procedimento. No algoritmo REGRA-4 a simplificacao dos ciclos que
estao sendo gerados é unidirecional, ou seja, sao usadas somente as regras ja pre-
sentes no conjunto de ciclos de palavras para simplificar as regras novas. Uma possivel

otimizacao adicional seria utilizar a regra recém gerada para simplificar as regras ja
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presentes no conjunto de ciclos de palavras. No caso em que REGRA-4 consegue sim-
plificar um ciclo gerado para a regra de inferéncia P.3 o ciclo resultante sera redutivel
para a regra de inferéncia P.2 somente nos simbolos que eram adjacentes a subpalavra
eliminada. Reduzir o teste de aplicabilidade da regra de inferéncia P.2 a estes simbolos
seria outra otimizacao que poderia ser realizada na implementacao.

Outro ponto que pode ser aprimorado na implementacao das regras de inferéncia é
a realizacao de casamento de ciclos de palavras de maneira mais eficiente. Atualmente
o casamento é feito utilizando-se forca bruta, isto é o ciclo menor é deslocado sobre o
ciclo maior posicao a posicao. Algoritmos eficientes para casamento de palavras, como
o algoritmo de Knuth-Morris-Pratt, poderiam ser adaptados para ciclos de palavras
tornando o processo mais rapido. Como na maioria dos grupos testados o comprimento
dos ciclos de palavras era pequeno esta ineficiéncia no casamento de ciclos nao foi
sentida.

Uma das contribuicoes importantes desta dissertacao é a implementacao do proce-
dimento de Otto-Cremanns que segundo o préprio Otto [Ott99b] é a primeira de que
se tem conhecimento. A implementacao foi bastante importante para que se pudesse
experimentar com diferentes estratégias de completacao. Em particular verificou-se que
a aplicacao desordenada ou nao-deterministica das regras de inferéncia, como utilizada
na descricao original do procedimento, torna o processo de completacao extremamente
ineficiente pois muitos ciclos triviais que poderiam ser simplificadas até o ciclo vazio
na aplicacao da regra de inferéncia P.4 sao incluidas desnecessariamente no conjunto
de ciclos de palavras. Em seguida o passo de Inter-reducao recebera um conjunto de
ciclos de palavras potencialmente muito maior do que o que seria gerado com estratégia
proposta nesta dissertacao.

Ainda com relacao a implementacao serd interessante incluir futuramente a con-
versao do conjunto de ciclos de palavras resultante do procedimento de Otto-Cremanns
num sistema de reescrita de palavras. A conversao poderia inclusive ser realizada para
que o sistema de reescrita ja ficasse no formato padrao de entrada de programas como
o KBMAG que implementam o procedimento de Knuth-Bendix para palavras.

E esperado que, pela utilizacdo dos ciclos de palavras no armazenamento dos ciclos

de palavras, o procedimento de Otto-Cremanns seja mais eficiente em espaco em alguns
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casos do que o procedimento de Knuth-Bendix. Seria fundamental entao determinar
grupos para os quais a completacao com o procedimento de Knuth-Bendix é ineficiente
em espaco para que estes mesmos grupos fossem testados com a completacao baseada

em ciclos de palavras.
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APENDICE A

Implementacao

A implementacao do procedimento de Cremmans-Otto foi realizada em linguagem
C e foi utilizado o compilador GCC (GNU C Compiler) 2.95.2 em plataforma Linux 2.2.17
(Debian) nas arquiteturas AMD K6 266MHz e Intel Pentium 133MHz. Foram realizados
testes bem sucedidos nas seguintes plataformas tambhém: Digital Alpha/Digital UNIX,
Sun SPARC/Linux e Intel Pentium/FreeBSD. A implementacao segue o padrao ANSI e
deve ser de facil compilacao em qualquer plataforma e arquitetura com um compilador

apropriado e pode ser obtida via web no endereco:
http://www.cic.unb.br/“gadelha/ccp.tar.gz.

Para armazenar os ciclos de palavras foi utilizado um vetor de estruturas do tipo
ciclo_de_palavras que consistem de um apontador para um elemento de tipo char e
de um elemento do tipo int que indica o estado do ciclo de palavras armazenado. Todo
ciclo de palavras pode ter trés estados: 0, 1 ou 2. Inicialmente todo ciclo de palavras
tem estado 1 e isto indica que deve ser considerado para inter-reducao. Em seguida,
apos a inter-reducao todo ciclo muda para o estado 0 para que nao se realiza mais
a inter-redugao para pares com este estado. No lago principal os ciclos gerados com
REGRA-4 mudam para o estado 1 para que possam em seguida ser inter-reduzidos.
Se dentro deste laco e apds a inter-reducao um ciclo continua com estado 0 isto significa
que o mesmo ¢ irredutivel para as regras de inferéncia P.1 a P.3 e que ja foram gerados
todos ciclos possiveis da sobreposicao com regras que tem estado 0 com a regra de
inferéncia P.4, este fato é indicado com o estado 2 que este ciclo passa a assumir.
Pares de ciclos com estado 2 sao desconsiderados por REGRA-4. Como se pode ver
o controle de estados é utilizado para que algumas aplicacoes desnecessarias das regras
de inferéncia nao sejam realizadas.

Os demais detalhes da implementacao podem ser verificados nos comentérios do

cédigo-fonte que é apresentado a seguir:
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APENDICE B

Execucao de Exemplos

Neste apéndice exibimos a execucgao de
exemplos de apresentacoes de grupos num
Intel Pentium de 133MHz com 48MB de
memoéria rodando o sistema operacional
Linux 2.2.17 (Debian). Considere o caso

dos grupos diedrais Dy, = {a, bla™ = e, b* =

e,abab™! = e).

EXEMPLO 1.
Dy = (a,bla® = e,b> = e, abab™ ! = ¢).

EXEMPLO 2.
Dg = {a,bla® = e,b*> = e,abab™! = ¢).
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EXEMPLO 3.
Dg = {a,bla* = e, b?

=e,abab~! = e).



B. EXECUCAO DE EXEMPLOS

EXEMPLO 4.
Dyg = (a,bla® = e,b? = e, abab ™' = ¢).
EXEMPLO 5.

Dys = {a,bla® = e,b? = e, abab™ ! = ¢).
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EXEmMPLO 6.
Dyy = {a,bla” = e,b> = e,abab™" = ¢).
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B. EXECUCAO DE EXEMPLOS

EXEMPLO T'.
A4 = <(],,b‘(]l3 — e’b?) — e7ab(lb — €>.

IExemplo executado num
de 200MHz com o sistema operacional
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B. EXECUCAO DE EXEMPLOS

EXEMPLO 8.
F(2,3) = (a,b,clab = ¢,bc = a,ca = b).
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