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Capitulo 1 Introducéo

Esta monografia tem como tema central a animagao de fluidos via técnicas
para visualizagdo de dados cientificos (Visualizagdo Cientifica) empregando
métodos de Mecéanica Computacional.

Por “animacédo de fluidos” entendemos a geracdo de uma sequéncia de
imagens digitais ilustrando a evolugao do fluido ao longo de um intervalo de tempo.
Este conjunto de imagens deve ser capaz de reproduzir o movimento do fluido de
forma convincente, ou seja, o fluido deve escoar com o grau de realismo necessario
para o contexto da animagao que esta sendo gerada.

Dentro desta perspectiva, a animacao de fluidos tem natureza multidisciplinar,
e seu desenvolvimento depende da interacdo entre profissionais das areas de
computagdo e engenharia. Objetivamente, para atingir o grau de realismo
necessario, € preciso que as equagdes de fluidos sejam convenientemente tratadas
e que as técnicas de visualizagdo de dados utilizadas possam gerar imagens com a
aparéncia realista. As técnicas utilizadas no processo de visualizacdo sao oriundas
da computacdo grafica. As equacgdes de fluidos sdo derivadas de conceitos da
mecanica classica. E oportuno fazer a seguir alguns comentarios gerais destas
areas. Nos capitulos seguintes, estes temas serao devidamente detalhados.

A aplicagdo de técnicas em mecéanica do continuum para a descricao
matematica do escoamento de fluidos é a origem da chamada Dindmica de Fluidos
Computacional (DFC). Esta € uma area de intensa pesquisa em fungdo de suas
aplicacdes tecnoldgicas e cientificas. O comportamento de estruturas mecanicas
sujeitas a fortes correntes de ar ou ao movimento das marés, o estudo de
fendbmenos atmosféricos tais como ciclones e tornados, o estudo do comportamento
do plasma no interior dos reatores de fusao, a analise do comportamento do fluxo
sanguineo no interior das artérias do corpo humano e, particularmente, a geragao de
efeitos visuais para industria de entretenimento, sao alguns exemplos da importancia
das pesquisas nesta area.

Para estudar os fendbmenos em dinamica de fluidos sao utilizados principios
fisicos juntamente com recursos de analise numérica [Hirsch (1988)]. Basicamente,
o comportamento do fluido € modelado por um sistema de equacgdes diferenciais
parciais sujeito a certas condi¢des iniciais e de contorno. Dificilmente este sistema
apresenta solugdo analitica, o que obriga os especialistas a langarem mao dos
recursos da analise numérica e de métodos numeéricos para discretizar o problema e
obter uma solugédo com um nivel de aproximagéao aceitavel.

Uma simulagdo numérica em Dindmica de Fluidos Computacional pode
empregar malhas 3D com um nivel de refinamento da ordem de 256° pontos para
cada instante de tempo simulado [Samtaney at al. (1994)]. O volume de dados
gerado (da ordem de dezenas de GigaBytes) € em geral constituido por campos
escalares (pressao e densidade) e vetoriais (velocidade e vorticidade entre outros).



Esses campos podem ser estacionarios ou n&o-estacionarios (dependentes
explicitamente do tempo ou nao-dependentes, respectivamente) e a sua analise
depende do desenvolvimento de técnicas especificas que possam filtrar o montante
de dados realgando apenas as informagdes realmente relevantes. Dentre estas
técnicas, as técnicas de visualizacdo vém se estabelecendo como um recurso de
particular importancia na analise dos dados. Técnicas para visualizacdo de campos
escalares (rendering de volume, iso-superficies, splatting, etc.), campos vetoriais
(linhas de corrente, superficies de corrente, tracado de particulas, texturas, etc.) e
campos tensoriais vém sendo aplicadas para auxiliar a analise dos campos gerados
nas simulagdes numéricas [Rosemblum at al.(1994)].

O desenvolvimento das técnicas de visualizagao cientifica em DFC, aliado
aos proprios métodos de modelagem e simulagao de fluidos, propiciou as pesquisas
em animagao computacional de fluidos.

Animagdo computacional € uma sub-area da computagdo grafica com
intensas pesquisas pelas suas aplicagdes na industria de entretenimento, interagéo
homem-computador e educacado [Kerlow (1996)], [Taylor (1996)], [Watt (1991)].
Animacdes envolvendo modelos rigidos e articulados, tipicamente relacionados a
representacao de figuras humanas e de animais, tém recebido especial atengao nas
ultimas décadas [Foster(1997)] [Goktekin (2004)], tanto da comunidade cientifica
quanto de empresas ligadas a cinema e televiséo.

Em particular, animacdes onde os elementos de uma cena obedecem a
principios fisicos tém despertado muito interesse da comunidade pelo nivel de
realismo que estes métodos podem obter. Esta area, também denominada
Modelagem Baseada em Fisica — Physics Based Modeling — € multidisciplinar por
natureza, uma vez que envolve tanto conhecimentos de modelagem computacional
quanto de computacao grafica [Kerlow (1996)], [Taylor (1996)], [Watt (1991)]
[Metaxas (1996)].

No caso particular de cenarios envolvendo animacdes de fluidos, a utilizacéo
de métodos em Dinadmica de Fluidos Computacional (DFC) tem se mostrado um
recurso valioso para os animadores, diminuindo o custo, bem como o tempo de
producédo de filmes, tais como The Prince of Egypt [Witting (1999)] ou Shrek [Enright
(2002)].

A necessidade de se buscar métodos em DFC para auxiliar a geragao de
efeitos visuais envolvendo fluidos vem da dificuldade para executar tal tarefa, com o
grau de realismo necessario, com meétodos puramente geométricos. Fluidos s&o
sistemas com um numero muito elevado de graus de liberdade, o que torna
impraticavel anima-los com realismo sem fazer uso de principios fisicos para guiar o
trabalho de designers experientes.

Os métodos encontrados na literatura para animagéao de fluidos, baseados em
modelos de DFC, sdo fundamentados nas equacgdes de Navier-Stokes, com técnicas
de discretizagdo baseadas em diferenga finitas implicitas [Stam (1999)] e explicitas
[Foster-Metaxas (1997)], bem como em métodos Lagrangeanos tais como Método
das Caracteristicas [Stam (1999)], Smoothed Particle Hidrodynamics (SPH)



[Desbrun-Gascuel (1998)] e Moving-Particle Semi-Implicit (MPS) [Premoze at al.
(2003)].

O método SPH é independente de malhas (assim como o MPS) e vem sendo
aplicado com sucesso em problemas de engenharia, tais como simulagao de fluidos
compressiveis, para a descricdo da dindmica de materiais, estudo de explosdes e
fendbmenos de transporte [Liu at al. (2003)]. Implementagdes deste método para
arquiteturas paralelas tém sido desenvolvidas com o objetivo de melhorar a
performance do mesmo.

Do ponto de vista da computagéo grafica, o fato do SPH n&o depender de
uma malha previamente definida € uma vantagem, se comparado com os métodos
classicos. As cenas em um filme sdo em geral dindmicas, com fronteiras variaveis
em funcdo de novos objetos que entram na cena a medida que esta se desenvolve.
Desta forma, métodos que ndo fazem uso de malhas, podem ser vantajosos por
evitar o custo extra de re-gerar a malha sempre que tais alteragées ocorrem. Estas
vantagens vém despertando interesse por pesquisadores em computacgao grafica, e
propostas enfocando a utilizagdo do SPH para a geracao de efeitos visuais ja podem
ser encontradas na literatura [Muller at al. (2003)], [Amada(2004)].

As pesquisas em animacgédo de fluidos se dividem basicamente em trés
etapas. Primeiramente, temos a busca de novos modelos em DFC que sejam mais
eficientes do ponto de vista da computagdo grafica. Esta etapa envolve tanto a
pesquisa de novos modelos fisicos quanto o ajuste de modelos ja conhecidos, sem
perder de vista o fato de que o objetivo final € a geracao de efeitos visuais, e ndo a
descricao de fendmenos naturais.

Uma vez resolvidas as equacgdes de fluidos numericamente, passa-se a fase
de rendering, onde técnicas de visualizagdo s&o aplicadas sobre os campos
gerados, com o objetivo de criar efeitos visuais, tais como transparéncia, imagens
refletidas na superficie de um liquido, ou mesmo, efeitos especiais que incluem
deformacgédo de paisagens, incéndios, etc. Nesta etapa, tem-se usado o método
classico dos Cubos-Marchantes (Marching Cubes) [Lorensen (1987)], métodos dos
conjuntos de niveis [Premoze at al. (2003)], volume rendering [Foster-Metaxas
(1997)] e LIC [Witting (1999)].

Finalmente, as técnicas utilizadas devem ser incorporadas a um software,
com interface grafica conveniente, a qual permita a utilizagdo destes recursos
(modelos de fluidos e computagéo grafica) por designers e animadores (ver [Witting
(1999)], como exemplo).

Neste trabalho vamos nos concentrar nas duas primeiras etapas: Modelos de
fluidos e técnicas de rendering. Neste sentido temos como objetivos a apresentacao
de modelos matematicos de fluidos do ponto de vista da computagdo grafica e a
descricdo de técnicas de visualizagao focadas para rendering de cenas envolvendo
fluidos.

Este texto esta organizado da seguinte forma. No Capitulo 2, fazemos uma
revisdo dos conceitos basicos em mecénica de fluidos. No capitulo 3 discutimos
resultados em sistemas dinédmicos que sao basicos para o estudo da topologia dos



campos gerados pelas solugbes das equagdes de Navier-Stokes. No Capitulo 4,
desenvolvemos 0s esquemas numeéricos encontrados na literatura para resolver as
equagdes de fluidos. A seguir, de posse da teoria necessaria, discutimos as
principais técnicas para visualizagdo em DFC e sua fundamentacdo matematica
(Capitulo 5).

No Capitulo 6 apresentamos uma revisao dos trabalhos mais significativos em
animacao de fluidos. O objetivo principal deste Capitulo é apresentar as linhas de
pesquisa que julgamos mais significativas nesta area, sem, no entanto, fazer uma
revisdo exaustiva de todos os métodos. O Capitulo 7 apresenta conclusdes e
perspectivas futuras para esta area. A bibliografia citada encontra-se no capitulo de
referéncias. Com o objetivo de facilitar a leitura deste trabalho, reservamos o
Apéndice A para férmulas e definicdbes que podem nao ser de uso comum ao leitor,
considerando o carater multidisciplinar da presente abordagem.



Capitulo 2

Equacdes Basicas da Dinamica de Fluidos

2.1. Introducéao

Um modelo matematico para o comportamento de um sistema fisico, em
particular para fluidos em movimento, pode ser definido somente apds
consideragdes sobre o nivel de aproximagdo necessario para o estudo das
propriedades de interesse. Este etapa da formulagdo do modelo tem por objetivo a
definicdo de um conjunto de variaveis dependentes e independentes necessaria
para descrever o sistema.

O primeiro nivel de aproximacgao a ser definido € a escala em que se pretende
estudar o sistema. No estudo de fluidos distinguem-se dois niveis de escalas:
microscopico (atomos e moléculas) e macroscopico.

Para gases, por exemplo, a descrigdo no nivel microscopico consiste de uma
analise estatistica baseada nas leis da teoria cinética e fisica estatistica [Liboff
(1990)]. Esta descricao leva a definicdo das variaveis em mecénica de fluidos, tais
como temperatura e pressdao, como sendo médias estatisticas de grandezas
microscopicas.

Segundo Hirsch [Hirsch (1988)], a dindmica de fluidos propriamente dita tem
inicio quando a interagdo entre um numero suficientemente alto de particulas
(d&tomos e moléculas) afeta e domina, pelo menos parcialmente, o movimento
individual de cada particula. Nete caso, estamos na escala macroscopica onde a
densidade de particulas é alta o suficiente para que possamos considerar o sistema
(fluido) como um continuo. E neste nivel de aproximacdo que estamos interessados.

Aqui podemos distinguir duas abordagens para formular as equagbes do
modelo: a Lagrangeana e a Euleriana. A formulagdo Lagrangeana da mecanica de
fluidos pode ser (pelo menos teoricamente) colocada precisamente como a solugao
de um problema do tipo:

F(X,y,2, X,¥,2;1)=0;
X(to) = Xo: Y(to) = yovz(to) =1y, (2-1)
X(ty) =X, V(o) = Yo, 2(t,) = 2.
A solugao deste problema é dada por uma terna da forma:

(X(X0'y0720; XO’YOvzo;t)v y(XO'yO’ZO; Xo’ymzo;t)’Z(XO'yO’ZO; XO’y07ZO;t))’ (22)

a qual representa a posicdo num instante t da particula de fluido que em

t="1 satisfazia as condicdes iniciais dadas em (2.1).



Na escala macroscopica uma particula de fluido € uma porcdo de fluido
pequena se comparada com as dimensdes das escalas consideradas, mas contendo
um numero suficientemente alto de atomos (ou moléculas) para definir sem
ambiglidade médias de grandezas microscépicas (velocidade, energia, etc) das
moléculas e atomos individuais.

Certamente, encontrar a fungdoF em (2.1) ndo é uma tarefa simples, o que
torna a formulagao Lagrangeana de dificil utilizagao direta.

Um modo mais conveniente de formular as equacdes do fluido & abandonar a
tentativa de especificar a histéria de cada particula de fluido e, ao invés, especificar
grandezas macroscopicas, tais como densidade, pressédo e a velocidade do fluido,
em cada ponto do espago, a cada instante de tempo. Este método, chamado de
descricdo Euleriana sera o método seguido na apresentagdo que sera feita neste
capitulo.

Apresentaremos aqui a formulacdo Euleriana via leis de conservacao. Para
tal, desenvolveremos inicialmente as expressdes gerais destas leis para campos
escalares e vetoriais para em seguida aplica-las ao caso especifico da mecanica de
fluidos.

2.2. Leis de Conservacgéo para Campos Escalares.

Seja U uma quantidade escalar por unidade de volume, definida num volume
arbitrarioQ2, fixo no espaco e limitado por uma superficie fechada S. A intensidade
local de U varia devido a atuacédo do fluxo que expressa a contribuicdo do meio
externo a Q e das fontes Q. A forma geral da lei de conservagao para a quantidade
escalar U é expressa assumindo-se que a variacdo de U dentro do volume Q por
unidade de tempo é dada por:

8
E£Ud§2, (23)

e deve ser igual a contribuicdo do meio externo devido ao fluxo através da superficie
S,

~§F-dS, (24)

mais as contribuigbes das fontes volumétricas (QV) e superficiais (QS) de U,
expressas por:

[Qda+$Q, dS. (25

Assim, a forma geral da lei de conservagéo para a quantidade escalar U pode
ser escrita como [Hirsch (1988)]:

gJUdQ+§I3-d§=J.QVdQ+§QS-d§, (26)



Supondo continuidade do fluxo e das fontes superficiais, podemos usar o
Teorema de Gauss e reescrever a ultima expressao como:

j%dmj%ﬁ:qudmﬁ-czsdﬂ, (27)

Q

Esta equacao é a forma integral da lei de conservagao. A forma diferencial é
obtida diretamente desta e tem a forma:

ou - - = N ¢
E"'V'F:QV+V'QS®E+V.(F_QS):Q\/ (28)

2.3. Leide Conservacéao Vetorial

Se a quantidade conservada é descrita por uma quantidade vetorial U entgo o

fluxo e o termo relativo as fontes superficiais se tornam tensores, F e Q
respectivamente, o termo correspondente as fontes volumétricas se torna um vetor

Q eas equagdes (2.7)-(2.8) assumem, respectivamente, a forma [Hirsch (1988)]:

J.aU dQ—i—J.%-EdQ ZJ‘QVdQ"’_J‘%'EsdQ, (2.9)

+V(F-Q)=G,, (210)
2.4. Equacao de Conservacao da Massa

Vamos agora usar a lei de conservacéo dada por (2.7) para o caso particular

em que U é a densidade volumétrica de massa (P ). Neste caso, a equacéo (2.7)
toma a forma:

J.%d§2+;[§-(p\7) =£de9+z[6'QsdQ’ (211)

Q

onde Vé a velocidade do fluido. Na forma diferencial, teremos a chamada
equacédo de continuidade, dada por:

o - . -
PV (p0)=Q, +V-Qs.
2.5. Equacéao de Conservacao do Momento (Equagéo de movimento)

O momento linear (P V) é uma quantidade vetorial e portanto sua lei de
conservagao tem a forma geral dada pelas equacgdes (2.9)-(2.10) acima. A questéo

central agora é determinar os tensores F e Qs ¢ o vetor & que aparecem nessas
equacoes.



Pela segunda lei de Newton, sabemos que os agentes responsaveis pela
variagdo do momento linear de um sistema fisico sdo as forgas que agem no
mesmo.

No presente caso, temos uma porcao do fluido limitada pela superficie S.
Sobre esta regido do fluido, agem forgas de natureza externa ao fluido resultantes

da presenca de campos de forga tais como gravitacional e eletromagnético. Seja fe

a densidade volumétrica da resultante destas forcas.

Além das forgas externas ao sistema (fluido), temos também as forgas de
natureza interna decorrentes de deformacdes e tensdes internas do mesmo. Nos
assumiremos que o fluido é Newtoniano, ou seja, que as tensdes internas sao
dadas pela expresséao:

S=-pl+3, (212

onde |é um tensor unitario, p é a pressdo e T é o tensor de tensdo cujas
componentes sdo dadas por:

T, = v{(aivj +ajvi)—§(€-\7)5ij} (213)

sendo v é a viscosidade cinematica.
Integrando (2.12) ao longo de S teremos a resultante das forgas internas ao
fluido que atuam sobre o volume Q.

Quanto ao segundo tensorE este sera dado por:
F=pi®V, (214)
onde:
VAR VAVARRRVATA
VOV=[V,V, V,V, V,V,,
V3V1 V3V2 V3V3

com \7=(V1,V2,V3)'

Assim, a expressao (2.9) toma a forma:

o(pv — - _ -
jﬂdmjv-(pvm)dg:jpfedmja-ds. (215)
Q at Q Q S
Substituindo G pela expressédo (2.12) obtemos a forma integral da lei de
conservagao do momento linear para um fluido Newtoniano. A expresséao diferencial

correspondente é obtida diretamente da forma integral e € dada por:



O, N = ( _ __ = - _
a(pV)+V-(pv®v+ pl —r)zpfe. (216)
Subtraindo do lado esquerdo desta equacdo a equacgdo (2.11) na forma

diferencial, multiplicada por V, e supondo-se os termos fontes nulos, temos:

Pt = V(D) epf,. (217)

Quando a expressao (2.13) para o tensor de tensdo de um fluido Newtoniano
viscoso é substituida em (2.17) obtemos as chamadas Equagdes de Navier-Stokes
do movimento. Para coeficientes de viscosidade constantes, estas equagdes
reduzem-se a:

av - o lo- -
pg =P+ V|:AV + gv(v v)} 4 oF(2.18)

Para fluidos incompressiveis (V -V =0), a equacdo acima reduz-se a:

p(;—\; = —Vp + 1AV + pf,.(2.19)

No caso de um fluido ideal sem tensdes internas, e portanto com viscosidade
v=0 g equagao acima reduz-se a chamada Equacéao de Euler:
dv

pazp§+p(\7-§)\7:—ﬁp+pf_e.

2.6. Equacéao de Vorticidade

A equacdo de movimento (2.17) pode ser reescrita em varias formas, uma
das quais, introduzindo-se o vetor vorticidade %:
& =V xv,(2.20)
(ver A.4) e usando a identidade vetorial:

(v-V)i= %(szj ~Ux(Vx¥), (220)

para obter:

ov - 1~ =(v?) 1- -
——(Vx§ =——Vp—V(—j+—V-%+fe. (2.22)
ot ( ) p 2 P

Uma equacdo importante para a vorticidade pode ser obtida tomando-se o
rotacional da equacéo (2.22) e usando-se em seguida a identidade vetorial:

%(vxé):(vﬁ)&(éﬁ)\j



juntamente com o fato do rotacional do gradiente de uma fungéo ser identicamente
nulo.

Desta forma temos a equacao de Helmholtz:
E v == o= =(1) = (1-_) - .
%+(\7-V)§=—(§-V)\7+Vva[—j+Vx(—V-%)+V><fe. (2.23)
ot P p

Para um fluido Newtoniano, incompressivel V-V=0 com coeficiente de
viscosidade cinematica constante v, o termo de correspondente as tensdes internas
reduz-se ao Laplaciano da vorticidade:

V x G% -%j =VAE, (224)

onde A é o Laplaciano (ver segao A.4), o que simplifica a equagao final.
2.7. Equacao de Conservagao para a Energia
Em um fluido a energia total a ser considerada na equagao de conservagao é

a soma da energia interna com a energia cinética por unidade de massa. Nos
indicaremos por E a energia total por unidade de massa, a qual sera dada por:

— 112
E = e+%, (2.25)

onde Il € o modulo do vetor velocidade e representa a energia interna.

A primeira lei da termodinamica estabelece que os agentes responsaveis pela
variagdo da energia total sdo o trabalho das forgas atuando no sistema juntamente
com o calor transmitido para o mesmo.

Pela lei de conducao de calor de Fourier, a difusdo de calor & expressa pela
lei:
F,=-kVT, (2.26)
onde T é a temperatura absoluta e ¥ é o coeficiente de condutividade térmica.

As demais fontes de variagéo da energia interna podem ser separadas em:

. Fontes volumétricas devido a atuagao das forcas de volume: f, ,

o Outras fontes volumétricas de calor (radiagdo, reagbes quimicas, etc):
Uy,

. Fontes superficiais devida tensdes internas: Qs =0-V.

Agrupando todos estes elementos, temos a forma integral da equagao de
conservagao da energia de um fluido dada via aplicagdo da lei de conservagao
(2.6):
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J—a(gtE) dQ + {DpEV-dg :J‘KﬁT .dS +."([31?e -V +0qy )dQ + :{3(§'\7)d§- (2.27)
Q S S Q S

u sua versao diferencial (2.8):

(0]

%(pE)+6 (pVE)=V - (kVT)+V -(5-V) +pf, -V +q,. (2.28).

2.8. Vorticidade e Rotacao

A dindmica da vorticidade pode ser considerada um capitulo especial da
dindmica de fluidos. Fluidos com vorticidade ndo nula tém comportamento mais
complexo e seu estudo pode ser feito a partir de elementos derivados da nogao de
vorticidade. Tais elementos podem ser Uuteis para a animagao de fluidos, e por isso
serdo desenvolvidos nesta secio.

Primeiramente, observemos que a interpretacdo cinematica da vorticidade
pode ser obtida pela andlise do movimento relativo préximo a um ponto. A

velocidade relativa 8ui’i:1'2’3’de duas particulas de fluido separadas por uma

OX;

distdncia " pode ser escrita como:

ov, .
v, =§6xj =e;8x, +Q;8x;, i,j=123 (229
J
onde:
1{ ov an 1| ov. 6Vj oV,
o == —+—L|, Q == —-—L|e(e, +Q,)=| —| (230
i 2(axj+axi) i 2(axj ox, (e +) ox, (230)

sdo componentes dos Tensores de Tensdo, Rotagcdo e Deformacao,
respectivamente.

Observemos que:
1
Q; = _Egijkak’ (231)

onde:
1se i, j,k formam permutacao par de 1,2,3,
gy =1-1sei, j, k formam permutacao impar de 1,2,3, (2.32)
0 cc.
A expressdo (2.31) justifica o nome comumente dado ao tensor de
componentes o de tensor de vorticidade.

As duas contribui¢des do lado direito de (2.29) podem ser interpretadas como
dois movimentos distintos. No primeiro termo ndés observamos que elementos de
linha sao dilatados ou contraidos e esferas sao deformadas em quadricas com eixos

11



&

principais ao longo dos auto-vetores do tensor . No segundo termo observamos

que os elementos de linha permanecem com comprimentos inalterados(matriz \" "
€ anti-simétrica) e portanto este termo corresponde a um movimento de corpo rigido.
Analisando esse fato em detalhe, observamos que ele nos conduz a uma distingao
significativa entre fluidos onde a vorticidade é identicamente nula (irrotacionais) e
fluidos com vorticidade n&o nula (rotacionais).

Seja 0 momento angular de uma porgao infinitesimal de fluido com volume
8V em torno do centréide X da regido:

SA =py. [eydx;8u,dv. (2393)
ik sv

Substituindo (29) nesta expressao obteremos [Saffman (1995)]:
1 -
SA = ;sijkekI l, +§(5u'kh ~1,)E, (234)
1K,

onde

1 =p[oxdx,dv, (235)
oV

é o tensor de inércia da porc¢ao de fluido e &« esta definido em (2.30).

O segundo termo de (2.34) € o momento angular de uma regido de fluido
1-
P
rodando como um corpo rigido com velocidade angular 2 ~ [Symon (1982)].

Consideremos um corpo com simetria esférica (cubos e sélidos regulares, por
exemplo). O primeiro termo de (2.34) se anula e 0 mesmo acontecera com o

segundo termo caso £=0 Uma vez que a taxa de variagdo temporal do momento
angular é igual ao torque total atuando sobre o corpo, fica claro que o torque total
sera nulo neste caso. Logo, se o corpo ndo tiver uma velocidade angular inicial, este

permanecera sem movimento de rotacio se €=0 caso Snzo seja identicamente
nulo o segundo termo de (2.34) ndo se anula em geral e assim o corpo podera iniciar
movimento de rotacdo. Esta €& a distingdo basica entre os fluidos rotacionais e
irrotacionais.

A expressao (2.34) fornece também a interpretacdo da vorticidade como
sendo proporcional ao momento angular de uma porgéao infinitesimal de fluido cujo

tensor de inércia 'y em (2.35) tem simetria esférica.
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2.9. Linhas de Vorticidade, Tubos e Vortices

Em regides do fluido onde a vorticidade ndo é identicamente nula, podemos
definir as chamadas linhas de vorticidade como sendo as solugbes do seguinte
problema de Cauchy:

dx

—=10, x(0)=x,, 2.36

=0 x(0)=x, (230

para um conjunto de posi¢des iniciais Xo, onde Xo = (X1, X2, X3), U:ET‘, eséo

comprimento de arco. Se o campo de vorticidade for estacionario entdo pode-se

usar o préprio tempo t como parametro e a propria vorticidade Eho lugar de U. As
condigbes para existéncia e unicidade da solugao de (2.36) sdo estabelecidas via a
diferenciabilidade dos campos em questdao e serdo discutidas precisamente nas
segoes 3.2 e 3.3.

As linhas de vorticidade que passam através de uma curva fechada simples,
definem um volume chamado tubo vértice. Este tubo, em geral, pode ser reduzido a
forma cilindrica via aplicagdo de uma transformagéao continua.

Observemos que, pela sua definicdo, a vorticidade num ponto da superficie
do tubo é sempre paralela a esta superficie. Com este fato em mente e a definigéo
de vorticidade, vamos considerar o comportamento da circulacdo ao longo de uma

secao transversal A do tubo a qual define uma curva fechada C sobre o0 mesmo.
Esta grandeza (circulagao) é definida por:

r=fv-Tds, (237)

onde T é o vetor tangente unitario a curva C. Pelo Teorema de Stokes podemos

converter (2.37) em uma integral da vorticidade sobre a area A dada por:

r=[Vxv-nds, (238)
A
onde M & o vetor normal unitario sobre .
Assim a circulacdo mede o fluxo da vorticidade através da secao transversal

A Sejam entdo duas segbes transversais A e A do mesmo tubo. Consideremos
o fluxo da vorticidade ao longo da superficie definida por estas secdes transversais e
pela superficie (W) do tubo entre estas se¢des. Este fluxo é dado por:

[e-nds=[e-Ads+[&-nds+[e-f, ds. (239)
S A A w
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O terceiro temo desta expressao se anula pois e My (normal a superficie do
tubo) sado ortogonais pela definicdo do tubo dada acima. Pelo teorema da
divergéncia, a integral do lado direito pode ser convertida numa integral de volume

da divergéncia de E«\, a qual é identicamente nula pela definicio de vorticidade dada
em (2.20). Assim (2.39) é equivalente a:

[€-fids—[E-fids=0, (240)
A A

0 que nada mais é que a expressao de uma lei de conservagao para a circulagao.
Esta grandeza é denominada strength do tubo sendo a medida mais natural de sua
intensidade, o que a torna um objeto de pesquisas no campo da vorticidade e
turbuléncia [Saffman (1995)].

Um fenébmeno importante e de utilidade para os métodos de visualizagao é o
alinhamento médio observado para as linhas de vorticidade em regides de alta
vorticidade [Constantin-Procaccia (1995)]. Fora destas regides, este alinhamento
torna-se ténue o que dificulta a utilizagdo pratica das linhas de vorticidade nestas
regides.

O termo vortice refere-se é estruturas de natureza mais geral que os tubos.
Grosseiramente, pode-se dizer que vortices sdo porgdes do fluido que mantém um
movimento de rotagdo por um certo intervalo de tempo. Queremos com isto dizer
que o movimento de rotagcdo da porcao de fluido € dominante sobre os outros
movimentos e deformacdes. Pela expressdo (2.31) isto implica dizer que a
vorticidade nestas porcdes do fluido & suficientemente alta para que o tensor de
Deformacgao em (2.30) tenha autovalores complexos.

Este argumento é€ usado em [Chong-Perry (1990)] como uma possivel
definicdo de voértices. Apesar de nao ser a unica definicdo e de ndo haver um
consenso entre os especialistas sobre como definir um vortice uma questao fica
aparente por esta argumentagao: precisamos de vorticidade alta (localmente) para
termos um vortice.

Identificada uma regido de alta vorticidade (um provavel vortice) a linha de
vorticidade dada pela solugéo de (2.36) que passa pelo maximo local de vorticidade
da regido e que € paralela ao vetor vorticidade neste ponto € denominada core e tem
um papel importante neste estudo. Grosseiramente, esta linha pode ser pensada
como um eixo de rotacao do voértice e fornece uma boa idéia da localizagcdo do
mesmo no espaco. Estes fatos tornam o core um elemento importante para a
deteccgao e visualizacio de vértices em dindmica de fluidos computacional.

2.10. Referenciais em Rotacao
Na discussao acima nao consideramos a pressao. Neste caso uma heuristica
comumente usada na detec¢ao de vértices postula que: pontos do vortice possuem

alta vorticidade e baixa pressao. Nosso objetivo nesta segcao € apresentar uma
justificativa para esta heuristica.
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N S

Sejam dois sistemas de referéncia (X’ Y, Z) e (X Yz ) onde o referencial *
tem origem coincidente com a origem do primeiro referencial mas nao é fixo. Entao,

um vetor A pode ser expresso nos dois sistemas pelas expressoes:

A=AR+A )+ AzZ=AR +A) + AL (241)

Supondo o vetor dependente do tempo, teremos as seguintes expressoes

para a derivada total de A para um observador fixo no sistema * e para um
observador fixo no sistema sem *, respectivamente:

d°A dA . dA, ., dA" .
- — Ly —2 5 (242)

dt _ dt dt dt
dA  dA; . dA . dA .. .dX"  .dy" . d#

Ay 9 o A A A2 043
gt at X T Y g AT A T A g (349

Vamos supor que o sistema * gire com uma velocidade angular ® constante e

o =17". (244)
Nestas condi¢cdes pode-se mostrar que:

ag™  _ 2
—=0xX.
dt

obtendo relagbes analogas para as outras derivadas. Assim, a equagao (2.43) pode
ser reescrita na forma:

dA d'A _ .

P T+ o x A, (246)

(2.45)

Se A=T (vetor posi¢ao) teremos:

dz - d—tr+c6 <, (247)

Analisemos a equacao de continuidade no referencial em rotacdo. Seja

p'=p'(xy".2"1) a densidade de massa vista do referencial *. Entdo a forma
diferencial da equacao (2.11), desconsiderando-se os termos fontes, conduz a:

*

0P e ey
p +V (pV)=0, (248)
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onde: t
Por outro lado, derivando a equacgao (2.47) em relagéo a t teremos:

22 *
ar_Jd [d—rj+i(@xr)=

dt> — dtl dt ) " dt
dF _ dF _ (dF _ ) dé _
W-l—())xdt + ® X Werxr +er=
dF . dTF . . dé
T!Jr 26 dtr 16 x (& x r)+d—°:x F. (250)
A equacao (2.15) no referencial * deve ser escrita substituindo-se o campo fe
a7 4o _
pela expressédo da derivada dt* obtida via (2.50), tomando-se dt , uma vez

que no presente caso temos velocidade angular constante. Assim (2.15) toma a
forma:

d-'r
dt?

a v * — x * ok * * * * 1 =k
jMdQ + [V (v evyde = [p dQ”+ [57-dS", (251)
o ot o o o

a qual, apos desenvolvermos o segundo membro, assume a forma final:

2
ot

p f, -V (P T =T)=2p"®xV —p'®x (& xF) (252)

(p*v*) n 6* .(p*v* ® \7*) _

Se V. =0, a equacéo acima reduz-se a:

Vp =pf,—pdx(®xF), (253)
onde o segundo termo do lado direito corresponde € a aceleragéo centripeta Assim,

desconsiderando a forgca externa fenos vemos pela expressao (2.53) que o
gradiente da pressao no referencial * aponta para o exterior do vértice o que justifica
o idéia de que pontos do vortice possuem baixa presséao.

Uma vez que a vorticidade esta relacionada com velocidade angular por
(2.34) fica também justificada a idéia de que os pontos do vértice devem possuir alta
vorticidade.

2.11. Vértices em Fluidos Bidimensionais

Fluidos bidimensionais ocorrem, por exemplo, no estudo de cilindros imersos
em fluidos viscosos. Nestes sistemas, devido a simetrias, nés podemos formular as
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equagdes dindmicas do fluido usando apenas duas varidveis espaciais juntamente
com o tempo. Em outras palavras o fendmeno que se deseja estudar nédo depende
da outra variavel espacial. Assim, o fluido pode ser visualizado em um plano o que
simplifica muito a anadlise. Apesar disso, quando a dindmica do fluido se torna
complexa, particularmente quando o numero de vortices se torna alto e estes
comegam a interagir entre si, a identificagdo e acompanhamento dos voértices no
tempo tornam-se um processo bem mais complexo. Portanto, o uso de fluidos 2D
pode ser muito atrativo no processo de teste de viabilidade para novas métodologias
de visualizacio.

Em [Yeung at al. (1993)] encontramos um estudo do escoamento em torno de

(v#0)

cilindros, para um fluido bidimensional e Newtoniano, viscoso e

incompressivel (V V= O) . O sistema esta sujeito ao campo gravitacional constante

suposto da formad = gk onde K & um vetor unitario normal ao escoamento. As
equacdes dindmicas para o campo de velocidades sao obtidas a partir da equacao
(2.18) e sao dadas por:

p(g—\: + (\7 . %)\7) = —%p + VAV + pglz. (2.61)

V-V=0, (2.62)

onde a densidade p é suposta constante.

As equacgbdes para o campo de vorticidade correspondente podem ser obtidas
diretamente a partir da equagéo (2.23) e (2.24) e da observagao que para fluidos 2D
tem-se:

(E-V)i=0. (2693)

Obtemos assim a seguinte equagao para vorticidade do fluido:

& (V= val (260

Para fluidos incompressiveis bidimensionais podemos fazer uso ainda da
chamada funcao de corrente para simplificar a formulagdo. Esta funcdo pode ser
definida da forma a seguir.

Da equacao (2.62) obtemos que:

ov, ov,
—=-—-, (265
0X, 0X, (265)

e portanto podemos escrever:
ov,

v, =-— a—xldx2 = —ai;l(j vldxz), (2.66)
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pois estamos supondo Visuficientemente diferenciaveis. A funcéo ¢ dada por:
¢(X1’X2> :IVldxzi (267)

Esta funcdo ¢ é denominada fungéo de corrente, e, pela sua definigao, € tal
que:
_db o

= (268)

Vy=—, V,=
ox,t P o

As expressdes (2.68) mostram uma propriedade fundamental da fungao de
corrente: suas isolinhas sédo tangentes ao vetor velocidade do fluido. Isto pode ser
demonstrado observando-se que o gradiente da funcédo de corrente é ortogonal ao
vetor velocidade dado por (2.68). Esta propriedade da fungdo de corrente é basica
para a técnica apresentada em [Knight-Mallinson (1996)] a qual faz uso de fungdes
de corrente para escoamentos estacionarios 3D.

Podemos agora escrever a vorticidade em fungéo de ¢. Para tal basta tomar a
definicéo (2.20) e usar (2.68) para obter-se:

A =—-£,(2.69)

A solucéo do problema em questao se resume a resolver as equagdes (2.64)
e (2.69) sob condicdes iniciais e de contorno convenientes.

2.12. Decomposicédo de Helmhotz

Neste caso, procuramos decompor o campo de velocidades em duas partes:
v=v@4y@ o (2.70)
(¢)

onde V(g)é a componente rotacional, da qual a vorticidade é derivada, e V" ¢ a
componente irrotacional. Assim teremos [Chorin-Marsden (1990)]:

vxv¥ =£ (271
vxi? =0,  (2.72)

<l

Um fluido que satisfaz a equagéao (2.72) tem a propriedade de que existe uma
fungéo (potencial) ? tal que:

v =vg. . (2.73)
Observemos que a decomposicao dada pela expressao (2.70) ndo € unica,

pois qualquer campo vetorial da forma Vi , onde f € uma fungdo escalar suave,
fornece uma nova decomposic¢ao da forma (2.70), dada por:

V= -V )+ V) (274)

pois as expressodes (2.71)-(2.72) continuam satisfeitas.
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Uma forma de diminuir a quantidade de escolhas para a decomposi¢cao é
impor a condi¢ao adicional:

v-i¥ =0,  (2.75)

Usando agora a equagéo (2.70), observamos que a condigao (2.75) implica:
Vi=vV.i%4+v.y¥ =v.g¥) (2.76)

Usando agora a propriedade (2.73) obtemos:
V-i=Ag, (2.77)

Uma vez que conhecemos o campo vV, podemos calcular o lado direito desta

equagao de Poisson e, entdo, calcular o potencial ¢ pela expressao [Chorin-
Marsden (1990)]:

1 ¢V-¥(x
o0 = o) -2 | LI

4r x = x|

dx’,  (2.78)

onde © (fungéo harménica) € a solugdo da equacio de Laplace associada Ap=0
Esta funcdo pode depender das condigdes de contorno impostas no problema.

(4

. : : 5(4) ~
Assim, a componente irrotacional V"' pode ser calculada pela expressao:

W)=V + L j% . (279)

Com relacdo a componente rotacional do campo V., vamos fazer uso da
propriedade segundo a qual qualquer campo que satisfaga (2.75) admite um

potencial vetor, que denotaremos por B ; OU seja:
VxB=v.  (2.79)
Relembrando agora a identidade vetorial:
AB=-Vx(VxB)+V(V-B). (280)
a qual, impondo-se a condicio:
V-B=0, (2.81)
pode ser simplificada para:
AB=-¢,. (282)

onde usamos a definigdo de vorticidade dada por (2.20) e as expressoes (2.71)-
(2.72). Pode-se demonstrar que a solugao de (2.81) é [Chorin-Marsden (1990)],
[Butkov (1968)]:
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B

1)
= | x| dx.  (2.83)

Isto que nos leva a Lei de Biot-Savat [Chorin-Marsden (1990)], bem
conhecida nos textos de teoria eletromagnética, segundo a qual, a componente
G ()
rotacional v (X) pode ser calculada pela equacao:
47 x=x]
Esta expressao tem implicitamente a condicao 63:0. Assim, uma vez

7 (¢)
conhecida a vorticidade, encontra-se a componente  rotacional Y (x) pela
expressao acima. As expressdes (2.79) e (2.82), juntamente com as condi¢des
(2.75) e (2.81), completam a decomposigao proposta em (2.70).
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Capitulo 3

Topologia de Campos Vetoriais

3.1. Introducéao

As equacbes (2.18) e (2.23) envolvem campos vetoriais (velocidade e
vorticidade) que, sdo dependentes da posicdo no espago e podem depender
explicitamente do tempo (campos nao-estacionarios) ou ndo (campos estacionarios).
Uma vez resolvidas estas equagdes para certas condi¢des iniciais e de contorno, os
campos obtidos podem ser vistos como uma funcgéao:

X:lxA—> R, (31

onde | é um intervalo aberto da reta (eixo do tempo) e A um subconjunto aberto de
R3.

Uma forma de obtermos informacgdes quantitativas e qualitativas do campo X
€ estudando as solugdes da equacgao diferencial:
dx
— = X(t,x). (3.2
5= X(tx). (32)

Num certo sentido, este ponto de vista retoma a idéia basica da formulacao
Lagrangeana (seg¢ao 2.1): acompanhar o movimento de particulas de fluido ao longo
do tempo.

Uma particula de fluido (ou ponto material) seria uma por¢cao do fluido
deslocando-se numa trajetéria dada por uma solugcdo da equacao (3.2) [Saffman
(1995)]. Mais precisamente, o fluido seria descrito pelas solu¢gdes do problema de
Cauchy:

dx _
dt

para um conjunto conveniente de posigdes iniciais X, .

X(t,x). X(t)=%, (33

Este ponto de vista € muito interessante para a visualizagao cientifica pois os
métodos para integrar (3.3) sdo bem estabelecidos e a teoria analitica
correspondente (sistemas dindmicos) possui resultados de natureza geométrica, e
portanto, com um apelo visual natural.

Assim, nas proximas duas se¢des apresentaremos resultados basicos
referentes ao problema (3.3). Nas seg¢des seguintes analisaremos (3.3) para campos
estacionarios chegando ao teorema de Hartman (que caracteriza localmente a
estrutura de pontos singulares) e ao teorema de Poincaré-Bendixson que, de certa
maneira, formaliza as idéias basicas inerentes aos métodos de visualizacido de
campos vetoriais baseados em conceitos topologicos.
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3.2. Existéncia e Unicidade

Uma vez que os campos envolvidos nas equagdes (2.18) e (2.23) séo
supostos continuos e com D,X também continua (Apéndice A, secdo A.4),

apresentaremos estas questdes nas suas versdes mais fortes. Em [Sotomayor
(1979)] encontramos as demonstracdes destes resultados e de suas versbes mais
fracas.

Durante toda a exposi¢do que segue, estaremos identificando o espaco
euclidiano n-dimensional com o espago R" e utilizando o espago R xR" com
norma dada por:

\(t,x) = max{[t],|Ix|}, (34)

12
onde [x| =(xf + x22+...+x§)

Em geral, ndo vamos nos restringir ao caso n=3 (ou n=2) uma vez que tal
restricado nao simplifica a exposicao dos resultados mais importantes.

Teorema 1:

Seja Q um aberto de R x R" e seja X:QQ—NR" continuo com D, X continua

também. Para todo ponto (to,xo) em Q existe uma vizinhanga V = I(to)x B(to) tal
que o problema de Cauchy (3.3) tem uma unica solu¢ao ¢ (denominada trajetoria ou
curva integral de X) em I(to). Além disso, o grafico desta solugéo, isto é,

{(t.o(t); tl(t,)}, esta contido em V .

Demonstracao: [Sotomayor (1979)].

Este resultado, aqui colocado como um teorema, € na verdade um corolario
do teorema de Picard. Do ponto de vista da visualizacio, este resultado € importante
pois do contrario a aplicagdo de um método numérico para resolver (3.3) poderia
conduzir a resultados sem qualquer sentido. Do ponto de vista fisico, o teorema
acima € uma necessidade uma vez que um modelo fisico na mecanica classica,
sujeito a condic¢des iniciais realistas, devera ter uma e somente uma possibilidade de
evolugéo no tempo.

Se tomarmos um ponto (tl,xl) pertencente ao grafico da solugao acima,

poderiamos, pelas condicdes de continuidade e diferenciabilidade do campo X,
aplicar o teorema acima novamente, e assim estender a solugdo o maximo possivel.
Tal possibilidade da origem a idéia de solugdo maxima; ou seja, uma solugao ¢
definida num intervalo |tal que se yé uma outra solu¢do num intervalo J com
Jolep=vy|,, entdo I1=J. O intervalo | é chamado intervalo maximo e seus
extremos denotados por w, ew._.
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A unicidade da solugdo maxima para o problema (3.3) é consequéncia direta
do Teorema 1. Este é mais um fato que fornece consisténcia a utilidade pratica de
(3.3).

3.3. Dependéncia com Relacéo as Condic¢des Iniciais e Parametros

Na descrigdo do comportamento do escoamento via o problema de Cauchy
(3.3) precisamos resolver a equacao diferencial para um conjunto conveniente de
condicoes iniciais. Por exemplo, poderiamos estudar a evolucdo de uma linha
material (uma curva composta por particulas de fluido) ao longo do tempo.
Novamente, devemos nos perguntar sob que condigdes tal problema admite solugéo

e quais as caracteristicas desta solugdo. Os teoremas a seguir sdo fundamentais
para esta resposta.

Teorema 2:
Seja X continua num aberto Q< R x R" x A onde A é o intervalo de variagao

de um paréametro A. Para todo (to,xo,x) Q) suponha que o problema de valores
iniciais, com A fixo,

—X:X(t,x,X). x(to)zxo, (35)

tenha uma unica solugdo ¢ definida no seu intervalo maximo (w_,w,),
w, :Wi(to,xo,x).
Ento:

Dz{(t,to,xo,k); (to,xo,k) €Q, te(wf,w+)}

€ aberto em R x Q) e ¢ € continuaem D.
Demonstragao: [Sotomayor (1979)].

Para mostrar uma consequéncia pratica deste teorema retomemos a questao
colocada acima de acompanhar o movimento de uma curva material no interior do
fluido. Esta curva, no instante t =t, poder ser escrita como:

c(to,s): X,(s), onde s & um parametro.

O problema em questéo pode ser colocado na forma:
dx
4 = X(x), X(t) = %o (s). (36)

Observemos que, de acordo com o Teorema 1, para cada valor de s este
problema tem solucdo maxima unica e portanto podemos aplicar o teorema acima

para garantir que a curva inicial c(to,s) sera deslocada continuamente pela acao do
campo (escoamento). A solugdo c(t,s) do problema (3.6) é comumente denominada
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linha de tempo na literatura [Rosemblum at al. (1994)]. Demais possibilidades
inspiradas na idéia de variagao de parametros presente no Teorema 2 acima sao
apresentadas a seguir e admitem uma analise analoga.

Linhas de Corrente (Streamlines):

Fungbes ¢(s,s,,X, ) solugdes de:

% = u(to,x), x(so) =X,, (37)
onde
X(to,x)
— =, seX 0,
Uz ‘X(to,x)‘ se (tox);t
0, cc.
Linhas de Trajetéria (Path Lines):
o(t,t,,x,) tais que:
d
d_)t(z (t,%), x(t,)=x,, (38)

com condicao inicial fixa.
Linhas de Emissao (Streaklines):
dx
— = X(t,x), x(A)=x,, (39
dt
onde A varia num intervalo t, <A <t,.

Na definicdo (3.7) para linhas de corrente, a idéia é estudar o campo
congelado num instante de tempo t=t,. Assim, as linhas obtidas n&o

corresponderao a trajetérias de particulas materiais, mas conterao informacdes do
comportamento do escoamento (mais especificamente, da topologia do campo) no
instante t=t,. Este € um recurso explorado pela técnica descrita em [Helman-

Hesselink (1991)] para visualizagdo de campos nao-estacionarios.

Devemos acrescentar também que as linhas de corrente e as linhas de
trajetérias sdo equivalentes no caso de campos estacionarios.

A diferenciabilidade da fungédo ¢ com relagédo a variavel x é estabelecida pelo
seguinte resultado.

Teorema 3:
Seja X e D,X continuas num aberto Qc R x R" x Aonde A é o intervalo de
variacdo de um parametro A. Entéo, para A fixo a solugédo ¢ = (p('[,'[o X ,k) de
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dx
E:X(t,x,x). x(to)zxo, (310)

€ unica e admite derivada parcial D,p com relagéo a x,.

Além disso, a aplicagéo (t,to,xo,x)—> D3<p(t,t0,x0,x) é continua no seu
dominio dado por:

D= {(t,to,xo,x), (to. %o, 1) €2, t e(w_(to,xo,x),w+(t0,xo,x))} .

Demonstracao: [Sotomayor (1979)].
3.4. Campos Vetoriais Estacionarios e Fluxos

O estudo das solugdes da equagado (3.2) ganha em complexidade pela
dependéncia explicita do campo com relagdo ao tempo. Esta dependéncia podera
provocar mudangas globais na topologia das trajetorias de tal ordem a tornar inviavel
o estudo do campo a partir desta equagao. Uma alternativa pratica nestes casos é
estudar a topologia do campo em varios instantes e em seguida analisar a evolugéao
da topologia no tempo. Mais especificamente, tudo se passa como se
considerassemos o campo X(t,x) como uma familia de campos estacionarios e

estivassemos analisando o comportamento desta familia via o estudo de uma
sequéncia discreta de elementos da mesma, por exemplo:

{X(tx); t; =ty +iAt, i=1,...,N}.

Assim, os conceitos relativos a campos estacionarios assumem um carater
fundamental nesta apresentacdo. A equacao diferencial em questao sera:
dx
—=X{(x), (311
5= X(x). (311

Nas proximas segdes passaremos a analisar os resultados relativos as
solucbes desta equacao (dita autbnoma) e do comportamento destas solugbes nas
vizinhangas de pontos singulares de X (pontos onde X se anula).

De inicio podemos garantir existéncia e unicidade das solugbes do problema
de Cauchy correspondente se X for o campo de velocidades ou de vorticidade, pelo
que foi exposto na segdo 3.2. A aplicagdo ¢:D—R", onde D é o conjunto do
teorema 2 e ¢ é definida por: ¢(t,x)=¢,(t) com ¢ dada pelo mesmo teorema, é
diferenciavel com relagcdo as variaveis t e x. Esta aplicacdo € denominada fluxo

gerado por X e sera utilizada a seguir.
3.4.1 Retrato de Fase de um Campo Vetorial

O retrato de fase € um recurso importante para a representacao grafica das
propriedades topoldgicas de um campo vetorial. O retrato de fase de um campo X
pode ser representado por um conjunto de curvas denominadas orbitas. A orbita do
campo X pelo ponto p é a imagem da curva integral de X pelo ponto p, ou seja:
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ypz{(p(t,p); telp}.

Pela unicidade das curvas integrais (Teorema 1) para os campos de
interesse, tem-se que duas 6rbitas de X coincidem ou sio disjuntas. Mais ainda,
pode-se demonstrar [Sotomayor (1979)] que o conjunto A fica decomposto em
numa unido disjunta de curvas diferenciaveis, podendo cada uma ser:

imagem biunivoca de um intervalo da reta,
um ponto, ou
fechada (periddica).

O conjunto A, munido da decomposi¢ao em orbitas de X é o retrato de fase
de X. Na representacgao grafica do retrato de fase costuma-se orientar as 6rbitas no
sentido das curvas integrais do campo X (crescimento de t).

A grande utilidade do retrato de fase como instrumento para representagao
grafica de um campo vetorial esta na possibilidade de visualizagao das propriedades
essenciais (topologicas) do mesmo, via a utilizagdo de algumas 6rbitas conectando
os pontos singulares do campo. Este recurso ficara mais claro com os exemplos
apresentados na secdo 3.4.6 onde discutimos o teorema de Poincaré-Bendixson,
classico nesta area.

3.4.2 Equivaléncia e Conjugacado de Campos Vetoriais

Uma vez que dispomos de um recurso para representacdo de propriedades
de um campo vetorial, seu retrato de fase, devemos procurar meios para comparar
duas representacbes e dizer quando sao equivalentes (possuem as mesmas
propriedades essenciais). Introduziremos entdo as nogbes de equivaléncia e
conjugacgao topologica entre dois campos vetoriais, as quais permitem comparar
seus retratos de fase.

Equivaléncia:
Sejam X, e X,campos vetoriais definidos nos abertos A, eA, de R",

respectivamente. Diz-se que X, é topolégicamente equivalente (respectivamnte C' -
equivalente) a X, quando existe um homeomorfismo (resp. um difeomorfismo de

classe C', (ver A5)) h:A, > A, levando as érbitas de X,em orbitas de X, e
preservando a orientagao.

Conjugacgao:

Sejam ¢,;:D,>R" e ¢,;D, >R" os fluxos gerados pelos campos
XA, > R"e X,:A, > R"respectivamente. Diz-se que X, ¢é topoldégicamente
conjugado (resp. C'- conjugado) a X, quando existe um homeomorfismo (resp. um
difeomorfismo de classe C' (ver A.5)) h:A, —> A, tal que h(g,(t,x))=¢,(t,h(x)) para

todo (t,x) eD,. O homeomorfismo h chama-se conjugacédo topolégica (resp. C'-
conjugacao) entre X, e X,.
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Estas duas nogdes definem relacbes de equivaléncia entre campos vetoriais
definidos em abertos do R". Além disso, toda conjugacédo é uma equivaléncia, mas
o inverso néo € verdadeiro, o que pode ser mostrado pelo exemplo a seguir.

Sejam os campos vetoriais X e Y em R? dados por:
X(%,,%, )= (ax, ~ax, ), Y(x;,x,)=(bx, ~bx,), (312)

Para a,b ndo nulos as orbitas correspondentes serdao circunferéncias de
centro na origem cujas curvas integrais tém periodo 2n/a e 2n/b, respectivamente.

A aplicagao identidade € uma C~ -equivaléncia entre os campos, mas estes nao sao
topoldgicamente conjugados.

Um aspecto essencial destas relagcdes € a preservagao de pontos singulares
e Orbitas peridédicas. No caso da conjugacédo, o periodo das Orbitas periodicas
também é preservado. Sao estas caracteristicas que tornam estas relagdes uteis
para a comparagao de retratos de fase uma vez que os pontos singulares e érbitas
periddicas sao elementos essenciais na caracterizagéo da topologia de um campo.

A importancia dos pontos singulares para a caracterizacdo da topologia pode
ser medida pelo teorema que segue. Este mostra que o comportamento do fluxo na
vizinhanga de um ponto n&o-singular (regular) é topolégicamente simples (“tubular”),
o que de certa forma aponta para os pontos singulares como os grandes
responsaveis por comportamentos topolégicos mais complexos. O resultado
seguinte (teorema de Hartman) fornece uma nogdo da extensdo desta
complexidade. Em seguida o mapa de Poincaré e sua consequéncias mostram a
importancia das érbitas periddica na definigdo da topologia.

3.4.3 Teorema do Fluxo Tubular

Sejam X:A— R" um campo vetorial de classe C',r>1 com Ac®R" e
aberto e Ac R"'também aberto. Uma aplicagdo diferenciavel f:A— Ade classe
C'chama-se segdo transversal local de X (de classe C") quando, para cada a €A,
Df (a)(R"™") e X(f(a)) geram o espaco R". Seja X = f(A)munido da topologia
induzida. Se f:A— A for um homeomorfismo, diz-se que X €& uma secao
transversal de X.

Teorema 4 (do fluxo tubular):

Seja p um ponto nao singular de um campo  vetorial
X:A—> R"declasse C" (X(p)=0) e f:A— A uma secgdo transversal local de X de
classe C'com f(0)=p. Entdo existe uma vizinhanga V de p em [ e um
difeomorfismo hV — (-¢,6)xB de classe C", onde ¢>0 e B é uma bola aberta em
R"" de centro na origem 0= f *(p) tal que:

h(Z V)= {0} xB;
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h é uma C'-conjugagdo entre X|V e o campo constante Y:(-¢,&)xB— R",
Y =(1,0,0,...,0) e R".

Demonstragao: [Sotomayor (1979)].

Il ] —
T 3 T

-£ 0 £
Figura 3.1 — Fluxo na vizinhanga de um ponto regular.

Assim, seja p um ponto ndo singular de um campo vetorial X de classe
C',r>1. Pelo teorema acima, sabemos que existe um difeomorfismo de classe
C"que conjuga X com o campo constante Y =(1,0,0,...,0) em uma vizinhanga de p.
Do ponto de vista topolégico este conhecimento é satisfatorio pois deixa claro a
existéncia de apenas uma classe de conjugacéo diferenciavel (a conjugag¢ao é uma
relacéo de equivaléncia) local em torno de pontos regulares.

Se p € um ponto singular a situagdo € bem mais complexa e sera tratada no
préximo item.

3.4.4 Estrutura Local dos Pontos Singulares Hiperbdlicos

Seja p um ponto singular de um campo vetorial X de classe C"(X(p)=0). Os
autovalores da matriz DX(p) sado fundamentais para a caracterizagdo do

comportamento do campo na vizinhanga de p. Particularmente, se os autovalores de
DX (p) tém parte real diferente de zero (p € ponto singular hiperbdlico) o teorema a

seguir permitira estabelecer as diferentes classes de conjugagéo topoldgica para o
campo X na vizinhanca de p.
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Teorema 5 (de Hartman):

Sejam X :A—>9R" um campo vetorial de classe C' e p um ponto singular

hiperbolico. Existem vizinhangas V de pem A e W de 0 em R" tais que X|V é
topolégicamente conjugado a DX (p) |W .

Demonstragao: [Sotomayor (1979)].

Assim, classificar os pontos singulares hiperbdlicos estabelecendo as
diferentes classes de conjugacgéo remete ao problema de classificagdo topoldgica
dos sistemas lineares hiperbdlicos, ou seja, sistemas do tipo:

onde A é uma matriz constante com autovalores com parte real diferente de zero.

O numero s=s(A) de autovalores de A, contando suas multiplicidades, que
tém parte real negativa, chama-se indice de estabilidade do sistema (3.13). Notemos
que esta definicdo depende apenas da classe de similaridade da matriz A, ou
equivalentemente, da classe de conjugacao linear do sistema (3.13).

Chama-se subespacgo estavel de (3.13) o subespago maximal E°®, invariante
por A (isto €, Ave E® se ve E®) tal que A|E® tem todos seus autovalores com parte
real negativa. Analogamente, define-se o subespago instavel de (3.13) como o
subespago maximal e invariante E° onde A|E® tem todos seus valores préprios
com parte real positiva.

Estamos agora em condigbes de apresentar dois teoremas fundamentais
neste contexto.

Teorema 6:

Seja um sistema linear hiperbdlico da forma (3.13) com indice de estabilidade
g.

p()=0(t,p) e >0 sdo invariantes pelo sistema, isto &, para todo
xeE',i=su, a trajetéria do sistema, 7*(p), pertence a K c Apara todo o(p). A

dimensdo de @(P)éiguala f.
Existem w(p)e @(P) tais que:
w(p) para t—twe @(p)

o(p) para x eE"e t<0.

Demonstragao: [Sotomayor (1979)].
Teorema 7:
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Dois sistemas lineares hiperbdlicos do tipo (3.13) em R" sado topolégicamente
conjugados se e somente se ambos tém o mesmo indice de estabilidade.

Demonstracédo: [Sotomayor (1979)].

Pelo segundo teorema vemos que cada classe de conjugagédo dos sistemas
lineares hiperbdlicos em R" é caracterizada por um indice de estabilidade. No caso
tridimensional, que nos interessa mais de perto, os possiveis comportamentos
desses sistemas podem ser caracterizados como na Figura 3.2.

(c)

@

x3

Rl )\2 013
—0—

Figura 3.2 — Sistemas lineares hiperbdlicos no R°.

Seja, por exemplo o caso (b) representado na Figura 3.2 onde temos dois
autovalores complexos (w(y) e oo(y) ) ambos com parte real negativa e um autovalor
real e positivo ( X:9R2 — %2). O primeiro item do penultimo teorema implica que C'e
‘D(p) sdo subespacos de dimensdo um e dois respectivamente. Assim, se x eE°
(plano x;x,) entdo a trajetéria passando por x pertence também a E°o que esta

representado pela espiral da Figura 3.2. Por outro lado, se x eE"(eixo Xx,) a

trajetéria sera o préprio eixo. A trajetéria no espago representada na Figura 3.2
procura mostrar o fato de que sua projecao sobre o plano x;x, caminha em espiral

para o ponto singular enquanto que sua projecdo sobre o eixo x, se afasta deste
ponto a medida que t cresce.
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A Figura 3.2 também é interessante por indicar como a topologia do fluxo vai
mudando com a mudanga do conjunto de autovalores. Em [Chong-Perry (1990)]
encontramos uma caracterizacido detalhada destas mudancas via o estudo da
equagao de autovalores da matriz A, mais precisamente, dos coeficientes desta
equagao (invariantes por similaridade de matrizes). A proposta desta ultima
referencia é oferecer recursos para a interpretagcdo de escoamentos complexos em
termos de padrbes elementares de fluxo dados pelo comportamento do fluido na
vizinhanca de pontos singulares. Vejamos alguns detalhes deste trabalho.

Seja a equacgéao de autovalores da matriz A do sistema (3.13) dada por
detf A—al]=0. (314)

Para o caso tridimensional, esta equacao pode ser expandida e colocada na
forma:

2 +PA+Qr+R=0, (315
onde:

P=—(ay,, +a, +a,)=-tr[A], (316)

a'll alZ a1l a13 a'22 a23
= , (317)
a'21 a‘22 a31 a33 a32 a33
all a'12 alS
R=-]a,, a, a,|=-—det[A], (318)
a‘31 a32 a'33

A equacao caracteristica pode ter (i) todas as raizes reais e distintas, (ii) todas
as raizes reais com pelo menos duas raizes iguais ou (iii) uma raiz real com um par
de raizes complexas conjugadas. Os coeficientes da equacgao (3.15) sdo invariantes
por transformacdes de similaridade entre matrizes e por isso a caracterizagao das
possibilidades (i)-(iii) via estes coeficientes ndo possuira ambiguidades.

A equagédo (3.15) é uma equagao cubica em A. Uma vez que seus
coeficientes sao reais, pode-se mostrar que o discriminante:

D=W?3+Y2, (319)

é tal que a equacao (3.15) tera [Spiegel (1973)]:

uma raiz real e duas complexas conjugadas se D > 0.
todas as raizes reais e no minimo duas iguais se D=0

todas as raizes reais e distintas se D <0.

Com uma manipulagédo algébrica simples pode-se mostrar que a equagao
D =0 é equivalente a:

27R? +(4P° —18PQ)R + (4Q* - P?Q?)=0. (320)

31



o que define uma superficie no espago P-Q-R que denominaremos superficie S, .

A Figura 3.3 mostra a intersec¢ao desta superficie com os planos P=constante.

Interse¢do de planos P constantes
com a superficie 8,

Solugdes Complexas

Figura 3.3 — interse¢des de S; com planos P=const. No espaco P-Q-R.

De acordo com (b) acima, sobre S, os autovalores sdo reais e pelo menos

dois deles s&o iguais. Resolvendo (3.20) para R obteremos as superficies S, e
S,, definidas, respectivamente, pelas equagdes:

1 2 , 2 2\312 B
éP(Q_gpj—E(—3Q+P) -R=0, (321)

1 2 2 312
5F{Q—§F>2)+E(—3Q+P2) -R=0. (322

A Figura 3.4 mostra um perfil tipico do corte de S, por um plano P constante,
indicando os cortes de S, e S, correspondentes a (3.21) e (3.22) acima.
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Figura 3.4 — Perfil dos cortes de S; por P=const. no plano QR.

De (3.21) e (3.22) vemos que o discriminante D pode ser fatorado na forma:
D=(R-R,)(R-R,), (323)

onde:
Lofg-2p) 2 (Laq.p)"
Ra—3P(Q 5P 27( 3Q+P?)", (324)
1 ( 2 2) 2 2\312
R,=-PlQ-2P?|+=(-3Q+P?)". (32
b =3 Q 9 +27( 3Q+ ) (325)

Portanto, de acordo com (a)-(c) acima e (3.23)-(3.25) teremos:

uma raiz real e duas complexas conjugadas se:
Q>P?/3 o,
Q<P?/3 4 R<R, o,
R>R,. (326)
todas as raizes reais e no minimo duas iguais se:
R=R,0uR=R,eQ<P?/3, (327) ,,

3 2
R=P?/27eQ=P"/3, (328) (trés raizes reais e iguais).
todas as raizes reais e distintas se:
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2
Q<P?/3eR,<R<R,, (329) (regi&o destacada na Figura 3.4).

Se os autovalores complexos sao puramente imaginarios (sistema nao-
hiperbdlico), pode-se mostrar que estes devem satisfazer a equacgao:

PQ-R=0, (330)

que define a superficie S,, cujo corte por P constante € uma reta no plano QR
(Figura 3.4).

Quando p € um ponto singular nao-hiperbélico temos que langar mao de
recursos mais atuais para o estudo do comportamento local das solugdes. Por
exemplo, para pontos singulares parcialmente hiperbdlicos (pelo menos um dos
autovalores com parte real ndo nula) pode-se, sob certas condigbes, generalizar o
teorema de Hartman e simplificar o campo numa vizinhanga da singularidade
[Takens (1970)].Estes resultados saem do escopo classico e sua utilidade para
questdes de visualizacdo € um tema ao que sabemos ainda em aberto.

3.4.5 Estrutura local das Orbitas Periodicas

Como ja mencionado, as Orbitas periddicas também sido elementos
importantes para a caracterizagdo da topologia de um campo. Uma maneira de
descrevermos o comportamento de um campo em uma vizinhan¢ca de uma 64rbita
periddica é através da transformacgao de Poincaré a qual definiremos a seguir.

Seja y = {(p(t, p),0<t< To} uma orbita periddica de periodo 7, de um campo
X de classe C", r>1, definido em um aberto AcR". Seja Xuma segido
transversal(segéo 3.4.3 acima) de X em p. Em virtude da continuidade do fluxo ¢ de
X, para todo q X préximo de p a trajetoria ¢(t,q) permanece proxima a y , comtem

um intervalo compacto pré-fixado, por exemplo, [O,Zro]. Define-se a Transformacgao

de Poincaré r tal que 7(q) seja o primeiro ponto onde esta orbita intercepta X .
Seja £ ,0 dominio de 7. Naturalmente peX e z(p)=p.

Pode-se demonstrar que 7~ é um difeomorfismo de classe C'(A.5) sobre sua
imagem (denotada por £,) e mesmo tornar mais precisa a definigdo acima usando o

teorema do fluxo tubular e suas consequéncias.
Embora nao diretamente utili para a representagdo geométrica de
propriedades do campo, a Transformagao de Poincaré € um instrumento valioso na

demonstragao de resultados como o teorema a seguir; este sim, com um forte apelo
para a representagao geométrica do fluxo. Vejamos algumas definigdes preliminares

Seja um campo vetorial X:A— R?, de classe C', no plano. Uma orbita
periodica y de X chama-se ciclo limite se existe uma vizinhanga V de y talque y é a

Unica orbita fechada de X que intercepta V.

Teorema 8:
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Existem apenas os seguintes tipos de ciclos limites (diminuindo V se
necessario):

Estavel:

lim d(g(t,q),7) =0
quando t—>® para todo 9 €V

Instavel:
lim d(g(t,q),7) =0

quando t—>—® para todo 4 €V

Semi-estavel:

lim d(g(t,q),7) =0 lim d(g(t,q),7) =0

quando t—>® para todo 9€VNEXty g t— —o

gevn

para todo
INtY 5u o contrario.

Demonstragéo: [Sotomayor (1979)].

A Figura 3.5 ajuda esclarece o teorema. Nesta figura representamos um ciclo
limite y, uma secgdo transversalX e indicamos os sentidos positivos do fluxo ao
longo de y da orbita que passa por um ponto q dentro da vizinhanga V do teorema
acima.

Uma vez que temos garantida a existéncia e unicidade das curvas integrais a

curva integral passando por q ndo pode interceptar o circulo, logo, ou a imagem
7(q) pela Transformagao de Poincaré ficara entre p e q (Estavel) ou ficara antes de

g(Instavel), assumindo-se a orientagdo indicada na Figura 3.5 para a segéo
transversal ¥ . Para um ponto g localizado no interior de yteremos uma orbita

confinada que nao podera cortar o ciclo limite ficando limitada ao comportamento
dado pelo item a) ou b) do teorema.
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Figura 3.5 — Ciclo limite e Transformacé&o de Poincaré.

3.4.6 Teorema de Poincaré-Bendixson

Certas técnicas para visualizacdo fazem uso da idéia de conectar
convenientemente os pontos singulares de um campo vetorial para obter um
“‘esqueleto” que caracteriza a topologia do campo. A questdo que colocamos €, do
ponto de vista da teoria de sistemas dindmicos, qual o significado deste esqueleto?

Mostraremos na secéo 4.3.3 do proximo capitulo, quando tais técnicas seréo
apresentadas, que o esqueleto obtido tem uma estreita relagdo com o conjunto ®-
limite de drbitas convenientes, o qual passaremos a definir e analisar nesta secao.
Por final, apresentaremos o Teorema de Poincaré-Bendixson que caracteriza estes
conjuntos para o caso bidimensional.

Sejam A um subconjunto aberto do espaco Euclidiano R" e X:A— R" um
campo vetorial de classe C¥, k>1.

Seja ¢(t) = ¢(t, p) a curva integral de X passando pelo ponto p, definida no
seu intervalo maximo 1, 1, :(wf( p),w, ( p)). Se w, (p) =« define-se o conjunto:
a)(p):{q eA;3(t,) com t, > e ¢(t,)—> g, quando n—>oo}.

Analogamente, se w_(p)= -, define-se o conjunto:
a(p)z{q eA;3(t,) com t, > -0 e ¢(t,)— g, quando n—>oo}.

Os conjuntos w(p) e a(p) sdo chamados respectivamente de conjunto -
limite e a-limite de p.
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Podemos definir estes conjuntos para todo ponto de uma 6rbita. O conjunto
wo-limite de uma 6&rbita y € o conjunto @(p), para qualquer p ey . Analogamente

define-se o conjunto a-limite de uma 6rbita v.

Durante este se¢do vamos nos restringir ao estudo do conjunto o-limite uma
vez que dados ¢(t)=¢(t,p) a curva integral do campo X pelo ponto p e

w(t)=w(t, p) acurva integral do campo — X pelo ponto p, entdo w(t, p)=@(-t, p).

Vejamos algumas propriedades basicas do conjunto w(p).

Teorema 9:

Sejam X:A—R" um campo de classe C¥, k>1, definido num aberto
AcR" e y'(p)= {(o(t, p);t> 0} a semi-Orbita positiva do campo X pelo ponto p. Se
7" (p) esta contida num subconjunto compacta K c A, entao:

w(p)#Q,

w(p) € compacto,

w(p)é invariante por X, isto é, se q ew(p) entdo a curva integral de X por q
esta contida em w(p),

w(p) é conexo.

Demonstragao: [Sotomayor (1979)].

Observacgoes:

Se p € um ponto singular de X entdo o(p)= { p} pois neste caso o(t,p)=p,
paratodo t eR.

Se y é uma Oorbita fechada do campo X entdo w(p)=7y, Vp €y. Além disso,
se y € um ciclo limite estavel, existe uma vizinhangca V de v tal que m(p) =y, VpeV.

Propriedades analogas podem ser estabelecidas para os outros dois tipos de
ciclos limites.

Assim, existem orbitas do campo X para as quais o0s conjuntos o-limite
contém elementos essenciais para a caracterizagdo da topologia de um campo
bidimensional: pontos singulares e ciclos limites.

Como exemplo, seja um campo X:R* — R? de classe C', cuja orbitas séo
expirais exteriores e interiores a circunferéncia C de centro na origem(também uma
orbita do campo). A Figura 3.6 representa o retrato de fase (se¢cdo 3.4.1) em
questéo:
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Figura 3.6 — Retrato de fase com ciclo limite C e foco instavel na origem.

Neste caso, temos:
i. o(p)=C, vp=(0,0)

i. o(p)={(00)}, sep=(00).

Pelo comportamento das espirais exteriores e interiores pordemos ver que C
€ um ciclo limite do campo e a origem é um foco instavel.

Suponha agora, que as Uunicas informacbes que temos do campo

X:R? > N? & que seu Unico ponto singular &€ um foco instavel na origem e que a
unica orbita fechada é a circunferéncia C com a orientacdo da Figura 3.6. Seria

possivel existir uma orbita contida num subconjunto fechado e limitado A c R?,
contendo a regigo representada na Figura 3.6, tal que o(y) z CuU {(0,0)} ?

O teorema 10 a seguir, e suas consequéncias, mostram que isto néo é
possivel 0 que mostra a importancia do conjunto -limite na determinagdo da
topologia.

No teorema que segue, estaremos supondo A um subconjunto do R* e X um

campo vetorial de classe C* (k>1) em A. A vantagem do caso bidimensional é a
validade do Teorema da Curva de Jordan que estabelece: Se J é uma curva

fechada, continua e simples, entdo R* —J tem duas componentes conexas, uma
limitada e outra nao limitada, as quais tém J como fronteira comum.

Teorema 10 (Poincaré-Bendixson):

Seja ¢(t)=¢(t,p) uma curva integral de X:A—R?*, definida para todo

t>0tal que y*(p)esteja contida num compacto K — A. Suponha que o campo X
tenha um nudmero finito de singularidades em ww(p). Temos as seguintes
alternativas:
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Se w(p) possui somente pontos regulares, entdo w(p) € uma Orbita
periddica,
Se w(p) contém pontos regulares e singulares, entdo w(p) consiste de um

conjunto de odrbitas, cada uma das quais tende a um desses pontos singulares
quando t — two,

Se w(p)nao contém pontos regulares, entdo w(p) € um ponto singular.

Demonstragao: [Sotomayor (1979)].

A Figura 3.7 exemplifica as alternativas deste teorema.

(c)

T W

Figura 3.7 — (a) w(p) possui apenas pontos regulares. (b) o(p) possui pontos
regulares e singulares. (¢) o(p) ndo contém pontos regulares.

Voltemos ao campo da Figura 3.6 acima. Suponha que exista uma curva
integral y cuja semi-Orbita positiva satisfaz as condigbes do teorema acima e tal que

o(y)z Cu{(00)}. Entdo, uma vez que ndo existem outros pontos singulares, e o
conjunto m(y) € conexo (Teorema 9), a unica possibilidade para co(y)seria dada
pelo item a) do teorema acima.

Portanto, teriamos a existéncia de uma curva fechada contida na regido o que
fica descartado, se sabemos que a unica curva integral fechada de X é C. Além
disso, uma consequéncia do teorema acima é a ocorréncia de pontos singulares no
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interior de qualquer orbita fechada de um campo X:9R* — R? de classe C'. Tal fato,
por sua vez, demonstra a importancia, no caso bidimensional, das érbitas fechadas
na caracterizagéo da topologia de um campo bidimensional.

Os fluxos encontrados na natureza sao em geral 3D(onde nao temos as
simplificacbes introduzidas do Teorema da Curva de Jordan), podendo apresentar
pontos singulares nao isolados, saindo, portanto, do escopo do teorema de
Poincaré-Bendixon.

Apesar disto, os exemplos acima mostram como a detecgdo do conjunto
oa(p), para um ponto p conveniente, é suficiente para caracterizar a topologia de
toda uma regiao do fluido.

Observemos que, se ocorrer a hipotese b, este conjunto (esqueleto) € obtido
conectando-se convenientemente os pontos singulares do campo o que dara origem
a trajetérias que separam regides com topologias distintas. E exatamente esta a

idéia explorada na técnica apresentada discutida na secdo 4.3.3 do préximo
capitulo.
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Capitulo 4

Métodos Numeéricos para Animacao de Fluidos

4.1. Introducao

Neste capitulo desenvolvemos métodos numéricos para solugao das
equagdes de Navier-Stokes, sob o ponto de vista da animagao de fluidos. Assim, é
importante ressaltar que n&o se trata de um texto tradicional no assunto. Por
exemplo, discutimos o método de Runge-Kuta, que n&o é usualmente utilizado para
simulagao computacional de fluidos em fisica e engenharia, mas que pode fornecer
bons resultados para a animacgédo de fluidos. Por outro lado, fazemos uma breve
introducéo aos métodos de elementos finitos, os quais sdo largamente utilizados em
engenharia, mas com poucas referéncias para a animagao computacional de fluidos.

Tais diferengas de abordagens se devem ao seguinte aspecto: o principal
objetivo da animagdo computacional de fluidos é a geracdo de efeitos visuais
enquanto que na fisica e engenharia se procura analisar com precisdo fenbmenos
fisicos envolvendo fluidos. Assim, na animacao de fluidos estamos “livres” para usar
métodos que, embora comprometam a preciséo dos resultados gerados, fornecem o
efeito visual com o realismo desejado.

Tendo em vista este aspecto, passemos a descricdo dos meétodos de
interesse para esta monografia. Inicialmente, vamos fazer algumas consideragdes
gerais sobre métodos numéricos.

4.2. Anélise Numérica

Os modelos matematicos obtidos usando-se as equacdes das secoes 2.2-2.4
precisam ser discretizados se quisermos efetuar simulagées numéricas. O resultado
desta discretizagado € a substituicdo do meio continuum inicial do modelo por um
conjunto discreto e finito de pontos no espago e no tempo nos quais as derivadas
que aparecem nas equagdes serdo aproximadas. Nos métodos tradicionais de
Elementos Finitos e Diferengas Finitas, este conjunto de pontos é conectado
seguindo uma topologia conveniente o que dara origem a uma malha que pode ser
de um dos trés tipos:

¢ Malha Estruturada: cada ponto tem 0 mesmo numero de pontos vizinhos.
¢ Malha Nao-Estruturada: O numero de pontos vizinhos € variavel.
¢ Malha Mista: Parte da malha é estruturada e parte é nao-estruturada.

O método de elementos finitos possui caracteristicas mais gerais que o
segundo método por permitir subdivisbes do dominio em células de forma e
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tamanho arbitrarios. Este método tem por base uma formulacao variacional para as
equagdes de campo (segéo 4.4).

O método de diferengas finitas € baseado nas propriedades da série de
Taylor e na aplicagdo direta das definicdbes de derivadas. E um método mais
simples, embora tenha a desvantagem de requerer um alto grau de regularidade da
malha.

Trés propriedades sdo fundamentais para o comportamento de um esquema
numeérico: consisténcia, estabilidade e convergéncia.

A condicao de consisténcia define uma relagcédo entre a equacéo diferencial e
sua formulagao discreta; a condicao de estabilidade define uma relagdo entre a
solucdo exata do sistema linear resultante da discretizacdo e solugdo numérica
deste sistema; finalmente, a condicao de convergéncia conecta a solugao numérica
a solucao exata da equacao diferencial.

Estas questdes nos serdo uteis no capitulo 5 e por isso serdo analisadas com
algum detalhe.

Consisténcia expressa o fato de que a equacao discretizada deve tender a
equagcao diferencial correspondente quando At—0 e A — 0, onde At é o0 passo no
tempo e A é o tamanho caracteristico das células da malha.

O conceito de estabilidade ¢ um pouco mais delicado. Para formular
precisamente este conceito, vamos denotar por ¢! a diferenga entre a solugéo

computada (u;') e a solugéo exata (U,") da equagao discretizada:

e'=u"-0", (254)

entdo uma forma de escrever a condicdo de estabilidade é a seguinte:

Iim|si”|£ K, para At fixo, (255)

n—o

com K independente de n. Esta condicdo de estabilidade tem um defeito: ela néo
garante que o erro ndo se torna muito alto para instantes intermediarios t, = nAt.

Assim, devemos procurar uma condi¢cdo de estabilidade mais geral. Essa
nova condicio estabelece que qualquer componente da solucdo inicial ndo deve ser
amplificado sem um limite superior finito.

Seja entdo o vetor V"o vetor formado pelas quantidades desconhecidas, em
cada ponto da malha, em um dado instante nAt. O esquema de dicretizacao, seja
ele implicito ou explicito, pode ser escrito na forma matricial:

v =Cc.v", (256)

onde o operador C é representado por uma matriz que depende do passo de tempo
At e do tamanho A da malha .

Se V° representa a solucéo inicial para t=0 entdo, por repetidas aplicacdes do
operador C nés teremos:
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Vi=C.V°,
VZ=C.V'=C?.V°,
(257)

vV'=C".V°
A nova condigao estabilidade pode agora ser colocada na seguinte forma:

Para que todo A permaneca limitado e o esquema definido pelo operador C

permanecga estavel, o conjunto infinito de operadores C" deve ser uniformemente
limitado. Isto &, existe uma constante K tal que:

lc"| <K, 0<At<teO<naAt<T, (258)

para valores fixos de t e T e para todo n. Esta condicdo implica na definicdo de
alguma norma no espago de fungées em questao, a saber, a norma de Hilbert no
espaco das fungdes quadrado integraveis [Hirsch (1988)].

A condigao de convergéncia pode ser estabelecida dizendo-se que a solugao
numérica u' deve aproximar-se da solugdo exata U" da equagdo diferencial em
qualquer ponto P da malha e para qualquer instante t, =nAt quando At—0 e
A — 0. Esta condicao pode ser colocada em termos do operador C como segue:

tim([c(at)]'ve -V (1)|=0, (259)

n—w

com nAt=t fixado. Em termos do erro Einzui"—ﬁ(iAx,nAt), a condicao de
convergéncia pode ser escrita:

=n|

lim[g?|=0, (260)

Ax—0
para qualquer ponto fixo P, da malha e qualquer instante fixo t, = nAt.

Claramente, as condi¢des de consisténcia, estabilidade e convergéncia estao
relacionadas entre si, e a relagao precisa esta contida no Teorema Fundamental de
Equivaléncia de Lax [Hirsch (1988)]:

“Para um problema de valor inicial bem posto e um esquema de discretizacao
consistente, a condicdo de estabilidade € necessaria e suficiente para
convergéncia’.

Este teorema fundamental mostra que a convergéncia € uma decorréncia das
condi¢cbes de consisténcia e estabilidade quando a existéncia e a unicidade da
solugdo exata estiverem garantidas (problema bem posto).
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A discussao acima esta focada em métodos dependentes de malhas, onde a
quantidade A (tamanho caracteristico das células da malha) faz sentido. No método
SPH, ndo se faz uso de uma subdivisdo celular (ou simplicial) do dominio de
interesse (uma malha). Os fundamentos do método SPH estdo na teoria de
interpolacdo, tendo como ponto de partida a representagdo das quantidades de
interesse via convolugao com um nucleo de suavizagdo. Contudo, a analise acima
pode ser aplicada mesmo neste caso, substituindo-se A pelo suporte do nucleo.

4.3. Diferencas Finitas

O método de diferengas finitas estd fundamentado na representagdo de uma
funcéo suave f em série de Taylor, na vizinhanga de um ponto x:

f(x+h)=f(x)+ f® (x)h+% f @ (x)h? +$ fO(x)h®+..., (4.61)

onde f(‘)(x) representa a derivada de ordem i, calculada no ponto x.

A partir desta representacdo, pode-se obter as expressdes usuais para a
aproximagdo da primeira derivada de f em x. Seja entdo, x-x,=h, com h>0.
Neste caso, relembrando a série de Taylor com resto [Chapra-Canale(1988)],
teremos:
f(x+h)=f(x)+ FO(h+0(h?)  (4.62)

onde O(hz) representa o resto decorrente do truncamento da série em (4.61), o qual
tem a propriedade:

LTJ%Z) =1imO(h)=0. (4.63).

h—0

Assim, escrevendo x=X,+h, e isolando f(l)(x) na expressédo (4.62)
podemos escrever:

£0)(x) = f(x+)_f(x)+o(h), (4.64)

Se desprezarmos o resto no segundo membro desta expressao, obtemos a
aproximacao f“(x) em diferengas finitas avangadas:

FO(x)~ M (4.65)

De maneira semelhante podemos obter a aproximagéo def(l)(x) em
diferencas finitas retardadas:

£0)(x) ~ w (4.66)
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Aproximacao de ordem mais alta para a primeira derivada podem ser obtidas
por argumentos semelhantes. De maneira geral, quando procuramos representar a
d-ésima derivada f (d)(x) estamos procurando uma expressao do tipo:

hd—c1 f@O(x)+ O(hd*p);:ﬁxci f(x+ih),,  (4.67)

i=lpin
para alguma escolha dos extremos i, ,i.., € dos coeficientes C,, sendo p a ordem
da aproximacao desejada.

Uma maneira elegante de obter tais quantidades € desenvolvida em [Eberly
(2003)] e reproduzida abaixo.

Formalmente, podemos escrever a série de Taylor para f(x +ih) da forma:

n

f(x+ih)= il“h '(x),  (4.68)
n=0

Substituindo esta expressao na equagéo (4.67), obteremos:

i Tmax

hd—d!f“” )+0(n?) = ZC(Z|—f J (4.69)

I Imlﬂ
a qual, trocando o ordem dos somatérios no segundo membro, assume a forma:

0

h? f (d)(x)+o(hd+9)=2(2incij%f(“)(x). (4.70)

d! no\is

Finalmente, podemos isolar a d-ésima derivada no primeiro membro dividindo
a equacdo por h?/d! e usando o série de Taylor com resto:

()= z(z cJ% ()0} (471)

onde usamos o fato que:

d! .
h—do(hd ?)=0(h")
Para que a equagéo (4.71) seja satisfeita, & suficiente que:

‘:‘max_c _{0, se 0<n<d+p-1 e n=d,

472
1, n=d. ( )

Este € um sistema formado por d + p equagdes lineares com i, +i,, +1
incognitas. Impondo d+p =i, +i,, +1 teremos solugcdo unica. A Tabela a seguir

mostra o resultado obtido para algumas escolhas de p e q e o correspondente tipo
de diferencas finitas (avangada, central, retardada).
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Derivada d p Tipo Inin -
FO 1 1 Avancada 0 1
£ 1 1 Retardada -1 0
FO 1 2 Central -1 1
FO 1 2 Avancada 0 2
FO 1 2 Retardada -2 0
£ 1 4 Central -2 2
£ 2 1 Avangada 0 2
£ 2 2 Retardada -1 1
f@ 2 4 Central -2 2

Tabela 4.1: Tipos mais comuns de diferengas finitas para aproximacao de
derivadas de primeira e segunda ordens.

4.4. Elementos Finitos

Embora existam poucas referéncias da utilizagcdo explicita de Elementos
Finitos para animagdo computacional de fluidos [Enright (2002)], € importante
acrescentar a este material uma introduc&o objetiva a este tema, uma vez que os

esquemas numéricos derivados desta técnica podem ser mais estaveis e nao existe
a necessidade de malhas regulares, como no caso das diferengas finitas.

Nesta apresentacéo, seguiremos a referéncia [Hughes(1987)]. Os principais
elementos do método de elementos finitos para solugdo de um problema de valor de
contorno sao:

A formulacao variacional (ou fraca) do problema;

A solugao aproximada da equacdo variacional através do uso de funcbes de
elementos finitos.

Como exemplo, consideremos o problema a seguir:

Dado f:[01]—> % e constantes reais g,h encontre u:[0,1]—» %, tal que:
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u, + f =0,

, XX

(8) u@®)=g,

—u X (0) = h’
onde u, e u, significam du/dx e d’u/dx’, respectivamente.

Para desenvolver a formulagédo fraca, ou variacional, de (S), precisamos
caracterizar duas classes de funcdes. A primeira classe € composta por funcdes
candidatas a solugédo. Considerando as restri¢des de (S), fica claro que esta classe
de funcbes devera satisfazer a condigdo de contorno u(l): g . A outra restricdo nao
sera imposta nesta definicdo. Vamos assumir também que as derivadas de primeira
ordem das fungbes em questdo sdo quadrado integraveis, ou seja:

(U Pdx<w  (473).

Oty

Funcgdes u:[O,l]—>ER que satisfazem (4.73) sdo denominadas fungdes

H'([0,1]). Portanto, o conjunto de fungdes candidatas & solugéo, denotado por ¢, de
(S) é dado por:

£ =lueH(o1). u@)=g} (4.74)

O segundo conjunto de fun¢des é chamado de fungdes peso, ou variagoes.
Este conjunto é similar ao anterior, com a diferenca de que as fungdes deste
conjunto devem satisfazer W(1)= 0. Este espaco de fungdes sera denotado por 9 e

definido da seguinte forma:
9={weH (0], w)=0} (4.75)

Nestas condi¢des, a forma fraca do problema (S) € dada por: Dados f,g e h
como anteriormente, encontrar u € § tal que para todo w e ¢ tenhamos:

1 1
(W) J.W'Xu,xdx = J'wfdx+w(0)h
0 0

Formulagdes deste tipo sdo freqlientemente chamadas principio do trabalho
virtual ou do deslocamento virtual. As funcbes w sido também denominadas
deslocamentos virtuais. A equacdo acima € denominada equacao variacional, ou
equagao do trabalho virtual. A solugdo do problema (W) é denominada fraca, ou
solucdo generalizada.

A relagdo entre os problemas (S) e (W) é estabelecida pela seguinte
proposi¢ao:

Proposicao:
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Uma funcdo u e é solugéo de (S) se e somente se u é solugao de (W).

Demonstracéo:

(a) Se ued é solugao de (S) entdo, multiplicando a equacao diferencial em
(S) por we 3 e integrando teremos:

w(u, + f)dx=0 (4.76).

O Sy

Usando agora a relagao:
(WU‘X)YX =wu, +wu, =>wu, =(wu,) —wu,, (477),

X

podemos re-escrever a equagao (4.76) na forma:

°. (4.78)

1 1

J.W‘XU‘XdX - .[Wde —WU

0 0
Re-arranjando os termos e usando as restricdes u,(0)=h e w(l)=0 obtemos:

1 1

[w,udx = [widx+w(0)h. (4.79)

0 0

Finalmente, uma vez que, por hipotese u € solugdo de (S), este satisfaz
u(l)=g, e, portanto, ue¢ . Além disso, uma vez que u satisfaz para todo we 9,
temos que u é solugéao fraca do problema.

(b) Supondo agora que u é solugdo fraca. Entdo, por definicdo, ue e,
conseqiientemente, u(l)=g, e:

1 1
J'Wyxuyxdx = wadx +w(0)h. (4.80)
0 0

para todo we 4. Integrando por partes, pela aplicagdo da equagéo (4.77), e
usando o fato w(l)=0 obteremos:

0= jW(U,xx + f)dx+w(0)[u, (0)+h] (4.81)

Para provar que u é solugéo de (S) é suficiente mostrar que:
u,+f=0eml0,1],
u,(0)+h=0.

Para mostrar (i) basta escolher um elemento conveniente de $. Se usarmos
w da forma:

48



w=g(u, +f) (482

com ¢ suave, ¢(x)>0, para todo x< 0] e ¢(0)=¢(1)=0, teremos que a fungdo w
assim definida é tal que W(1)=O, e, portanto, we$ (por exemplo, fazendo
#(x)=x(1-x) teremos o resultado desejado). Além disso, w(0)=0, o que anula o

termo constante do segundo membro da equagado (4.81). Portanto, substituindo
(4.82) em (4.81), obteremos:

0= j¢(u,xx +f)dx+0. (4.83)

Uma vez que ¢>0 em [0 ¢é imediato da equagdo acima que (i) é
verdadeiro. Portanto, a equacgéao (4.81) fica restrita a:

0=w(0)u,(0)+h} (4.84)
Uma vez que nao ha restricbes para o valor de w em x =0, podemos assumir

que w(x)=0, o que implica que (ii) ¢ verdadeira. De (a) e (b) vem que a
demonstracao esta completa.

4.5. Método de Aproximacado de Galerkin

Descreveremos agora um método para obter-se solugdes aproximadas para
problemas de valores de contorno baseado na formulacao fraca. O primeiro passo
sera a construgdo de aproximagdes de dimenséo finita para os espagos ¢ e 9.

Estes espagos funcionais serdo denotados por {"e 9", respectivamente, onde “h”

refere-se a dimensao caracteristica de uma malha (discretizagdo do dominio)
associada. O papel desta malha no método é permitir a definicdo de uma base de

funcdes, com suporte limitado, para o espago (vetorial) $". Estes espacgos devem
satisfazer as condigdes:

("c¢ = u"()=g, (4.86)
Iy = w'@Q)=0 (487)

Método de (Bubnov-) Galerkin: Suponha que $" é conhecido. Entdo, para
cada elemento v" € 3", nds construimos uma fungdo u" € ¢" dada por:

u"=v"+g", (4.88)
onde g" é uma funcdo que satisfaz a condi¢do de contorno
g"1)=g. (4.89)
A expressdo (4.88) sera tomada como a definigdo do espago (". E

importante observar que, a menos da definicdo de g", os espacos ¢"e 9" sdo
compostos por funcdes da mesma natureza.
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O préoximo passo sera escrever o problema variacional W, em termos das
funcdes u" e £" e v" € 8". Utilizando a notacgéo adicional:

a(w",u")=[w,u,dx, (4.90)

O e

(w, f)= Jl‘wfdx, (4.91)

A partir do Problema (W) obtemos a seguinte expressao:
a(w",u")=(w", f)+w"(0h. (4.92)

Substituindo a definicéo (4.88) nesta expressao, e observando que a(-,) é bi-
linear, teremos:

a(w" v")=(w", f)+w"(0)h-alw",g") (4.93)
Esta equacgdo sera usada para encontrar v", a parte desconhecida de u".
Para isto, o0 método de Galerkin define o espago &" como sendo aquele formado

pelas possiveis combinagdes lineares de fungdes pré-definidas N, :[0,1]—> R, onde
A=12,..,n. Desta forma teremos:

A=n
w'ed" o w'=>c,N,. (4.94)

A=l

As funcdes N, s&do denominadas, fungbes de forma, fun¢des de base, ou
fungbes de interpolagdo. Uma vez que N, € 8", devemos ter:

N,(1)=0, A=12..n, (4.95)
o que implica diretamente que w"(1) = 0.

Para definir os elementos u" € £" precisamos especificar a fungdo g" usada

na definicdo (4.88). Para isto, sera introduzida uma nova fungdo de forma
N, :[01] > % satisfazendo:

N,.(@)=1 (4.96).
E importante notar que N, ¢ 9". Assim, g" pode ser escrita na forma:
9" =0N,,, 9"(1)=g. (4.97)

Assim, podemos definir os elementos u" € £" pela expressao:

A=n
u" =v"+g"=>d,N,+gN,,, (4.98)

A=1
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onde d,eR, A=12..n sdo constantes e, por (4.95)-(4.96), fica evidente que
u"()=g.

Substituindo-se as expressoes (4.94), (4.97) e (4.98) na equacgao (4.93), e re-
arranjando convenientemente os termos resultantes, obteremos finalmente:

0= Zn:cAGA, (4.99)
A=1
onde:

G, =>a(N, Ny)dg — (N, )~ N, (O)h+a(N,,N,..)g. (4.100)

B=1

Uma vez que a expressdo (4.99) deve ser satisfeita para todo w" € 9" , ou
seja, para todo c, e R, A=12..,n, é necessario que os coeficientes G, sejam
identicamente nulos, o que nos leva ao sistema de equacdes:

n

Za(NA' NB)dB Z(NA’ f)+ NA(O)h_a<NA7 Nn+1)g’ (4-101)

B=1
onde as variaveis desconhecidas sdo os coeficientes d, € R da expresséo (4.98).

Podemos observar que o segundo membro da equacao acima pode ser calculado a
partir dos dados do problema e das definicdes das fungdes de forma. Usualmente,
escreve-se o sistema (4.101) na forma:

Zn:KABdeFA, A=12,..,n, (4.102)
B=1

onde:

K, =a(N,,Ng), (4.103)

F,=(N, f)+N,(0h-a(N,,N,,)g, (4.104)
ou, de forma compacta:

Kd =F, (4.105)

onde K =[K,,| é a matriz dos coeficientes do sistema (4.102), d =(d,) e F =(F,)

séo, respectivamente, o vetor coluna formado pelas incognitas e o vetor coluna
formado pelo segundo membro da equagéo (4.102). Para aplicagbes em mecanica
do continuo, costuma-se denominar a matriz K de matriz de rigidez, o vetor F de
vetor de forgas e o vetor d de vetor de deslocamentos.

4.6. Runge Kutta

O método de Runge-Kutta é muito utilizado para solugdo numérica de
problemas de valor inicial do tipo:
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dx
o - e (4.106)

X(to)z Xo»
onde X, € R"é um ponto do espaco Euclidiano n-dimensional e X :1 xAcR" - R"

€ um campo vetorial (1 cR"). No Capitulo 3 analisamos analiticamente problemas
do tipo acima.

O método de Runge-Kutta é um método iterativo baseado na expressao:
X,y =X +o(t, %, h)h,
{x(to)z Xq,
onde a fungao ¢(ti,xi,h), denominada funcdo de incremento, pode ser escrita na
forma geral:

(4.107)

#(t,, %, h)=ak, +ak, +..+ak,,

onde a,,a,,...,a, sao constantes e k;,k,,...,k, s&o dados por:

kl = X(ti'xi)'
k, = X(ti +ph X + qllkih)’
k, = X(t, + p,h, X, +0k;h+0a,,k,h), (4.108)

kn = X (tl + pn—lh’ Xi + qn—l,lki h + qn—l,zkzh +..+ qn—l,n—lkn—lh)'

Uma justificativa simples do esquema acima pode ser obtida observando-se a
série de Taylor da solugao x do problema (4.106). Neste caso, temos:

B dx . 1d%x,, )
x(t+h)—x(t)+ah+§Fh +0(h?) (4.109)

Pela expresséao (4.106) temos que:

2
a’x(t) Xz(t) _aX X X))
a’ dt ot ox dt

Assim, substituindo estas expressdes em (4.109) obteremos:
12, a0

dx(t)

ZXty )
= X x)

X(t+h) = x(t)+ X (6, )h+ th ~o(n?) (4112

2\ ot  ox dt

Finalmente, agrupando convenientemente os termos, obtemos:

x(t+h)= x(t)+[x(t, x)+%(% +2—§dz—?)jh}h +o(h?) (4.112)
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Tomando agora a série de Taylor para o0 campo X(t, x):

X(t+h,x+hx(t,x))=X(t,x)+%h+aa—§hx(t,x)+o(h), (4.113)

A expressao (4.112) pode ser escrita na forma:
X(t+h) = x(t)+ X (t+h,x+hX(t,x)h+0(h?) (4.114)
Generalizando este resultado, podemos escrever:

X(t+h)= x(t){(al ca (e, X plh+a2Z—XX(t,x)qnh}thO(hz):
X

X(t+h) = x(t)+ &, X (6, )h + a{x(t,x)Jr% i+ Xt x)qllh}h o) (4115)

Comparando a expressdao entre colchetes com a equagao (4.113),
observamos que podemos escrever:

X(t+h)=x(t)+[a,X (t, x)+a, X (t + p;h,x+ gy, X (t, X)h )]+ O(h?), (4.116)

onde p,, g, , &, € a,sdo constantes a determinar. Procedendo analogamente ao

desenvolvimento acima, mas usando termos de ordem mais alta da série de Taylor,
obteremos o esquema (4.108).

Os valores das constantes p,, q,, , 8, € a, na expresséo (4.116) devem ser

coerentes com a série de Taylor de x, dada pela expressao (4.109). Portanto, estas
constantes devem satisfazer as equacdes:

a, +a, =1
1

8Py =7 (4.117)
1

a,q, = E

Claramente, existem infinitas solucboes para este sistema. Pode-se escolher
uma variavel e parametrizar a solugdo em funcdo desta (a,, por exemplo). Neste
caso, cada escolha pra a,fornece um esquema diferente. Em particular, o método

de Heun, com um unico corretor, e o método do poligono melhorado, sao dados,
respectivamente, pelas seguintes escolhas:
1 1

a,=-=a,==

> > p,=0, =1 (4.118)

a,=1=a=0p,=q, =%. (4.119)

Outras possibilidades usualmente encontradas na literatura séo listadas em
[Chapra-Canale(1988)]. Os métodos de Runge-Kutta definidos por estes valores sao
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de segunda-ordem, ou seja, o erro de truncamento da série de Taylor em (4.109) é
quadratico em h.

Métodos de ordem mais alta podem ser obtidos usando-se mais equacodes do
sistema (4.108). Em particular, esquemas de quarta-ordem s&o comumente
utilizados em funcéo de sua precisdo. Assim como no caso acima, existem infinitas
possibilidades para escolher os valores das constantes. O chamado Método
Classico de Runge-Kutta de quarta-ordem é dado por:

Xy = X; +[%(kl + 2K, + 2K, + K, )}h, (4.120)

onde
X (t,x),
K, —X(t+;h x+1hkj
. L (4.121)
t+2h X+ = hkzj,

Smoothed Particle Hidrodynamics

Os fundamentos do método SPH (Smoothed Particle Hidrodynamics) estdo na
teoria de interpolagao. Neste método, parte-se de uma fungcéo suave W, denominada
nucleo de suavizagdo (smoothing kernel), a qual deve satisfazer as seguintes
propriedades:

A funcéo W deve ser normalizada:
IW (x—x,h)dx' =1
onde a constante h é usada para definir o suporte do nucleo de suavizagao.
Suporte compacto:
Em geral, o suporte de W ¢é definido por:

W(x-x,h)=0 se [x—x]|=kh, onde k é um fator de escala.

W(x-x,h)>0 se |x—x/|<kh,

O nucleo de suavizagao deve ser monotonicamente decrescente

A funcao de suavizacao W deve se comportar como a funcao Delta de Dirac
para h—0;
limW (x—x’,h)=5(x - x).

h—0

A funcao W deve ser uma fungao par e suficientemente suave.
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Partido destas propriedades, dada uma funcdo escalar f, o método SPH
procura aproximar esta funcdo em pontos de interesse, partindo da representacao
da mesma, obtida via o nucleo de suavizagdao W:

(FO) = [ FOW(x=x,h)dx, (4.122)

Supondo agora que a fungéo f(x) € conhecida apenas em alguns pontos
Xy Xy,..., Xy O S€U dominio, teremos:

N
=3 5(x = x, )f(x, Nex),, (4.123)
j=1
Inserindo esta expressao na equacgéao (4.122), obtemos:

Zjéx -X; )(dx W (x—x',h)dx" (4.124),

resultando:
= i f(xj )(dx)jW(X— X, h), (4.125)

O passo final é substituir o elemento de volume por:

(dx), %

obtendo:

—(—) f(x, W (x=x,,h) (4.126)

plr

Expressdes para as derivadas de quantidades escalares e vetoriais podem
ser analogamente obtidas. Em particular, o gradiente de f pode ser estimado pela
seguinte expressao:

= [V F (W (x=x,h)dx, (4.127)

onde V. indica o gradiente com relagéo as coordenadas x'. Integrando por partes,
teremos:

U=W(x-x,h)=du=vV W(x-x,h)dx, (4.128)
dv=V f(x)dx =v=f(x) (4.129)
Obtemos, portanto:

(V, f(x))=fF(xW(x=x h)|Fronte|ra+.|‘ X'V W (x—x',h)dx". (4.130)
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Lembrando a condigdo (2) acima, observamos que a primeira parcela se
anula, gerando:

(V, 100) = [ F(X)V W (x=x,h)dx', (4.131)

O préximo passo é substituir as derivadas V, por V, no integrando. Isto
pode ser feito observando-se que as restrigdes (1)-(6) acima sao satisfeitas se:

W (x—-x,h)=f(x—x],h) (4.132)

portanto:

VXV\N(X—X’,h): —(Xl—Xlr)ﬂ’—(Xz—X;) of ’_(X3_Xé)ﬂ, (4133)
[x=x x=x] o™ [x=x] o

Comparando esta expressdo com aquela analoga obtida tomando-se as
derivadas com relagao a x, é imediato que:

V W(x—x,h)=-V W(x-x,h), (4.134)
consequentemente:

(V, 1(0) =] F(x')V,W(x—x,h)dx’, (4.135)

onde V, indica o gradiente tomada com relacdo a x. Utilizando novamente a

X

expresséao (4.123) obteremos finalmente:

N m.
vV, f(x)) = Lof{x. V Wix—x;,h) (4.136
Vot =2y T Wb n) @13)

Esta expressdo tem o inconveniente de ndo ser simétrica, o que pode ser
verificado para o caso de apenas duas particulas interagindo (x, e x,). Neste caso,

uma vez que o gradiente VXW(r,h): 0 se r=0 (consequéncia das Propriedades 4 e
6 acima), vemos que gradiente (V, f (x= x1)> sera dado por:

m,
P(rz

ou seja, depende apenas da posicdo da segunda particula (idem para
(V. f(x=x,))). Portanto, a quantidade (V,f(x)) n&o sera simétrica, de maneira

f(x, )V, W(x~x,,h), (4.137)

~~—

(V, f(x=x)) Hr_)()v(XXh)

geral. Para evitar possiveis instabilidades que possam ser geradas em funcao da
assimetria da expressao (4.136), diferentes propostas foram feitas no sentido de
obter uma versdo simétrica da mesma. A proposta a seguir tem se mostrado
eficiente para fins de animacéo de fluidos em computagao grafica:

56



<fo(xi)>=ZN:mj

j=1

f(xj)+f(xi) -
(ijxw( h) (4.138)

As expressdes (4.136) e (4.138) ressaltam o fato ja comentado no final da
secao 4.2 de que o método SPH nao faz uso de malhas para estimar as derivadas.
Esta € uma de suas vantagem em relacdo a métodos de diferengas ou elementos
finitos, e que vem sendo explorada em computagao grafica.

Um desenvolvimento analogo aquele utilizado para obter a expresséao (4.136)
pode ser usado para aproximar o Laplaciano <V2x f (x)> da forma:

(V3£ (x)) = i;r(nr'—) f(x, W2W(x=x,,h) (4.139)

No caso particular de um campo de velocidades V, o Laplaciano sera
utilizado para estimar as forgas oriundas da viscosidade do fluido (equacgdes (2.18) e
(2.19)). Uma vez que estas forgas dependem de diferengas entre velocidades, e ndo
do valor absoluto da velocidade, uma forma correta do ponto de vista fisico, e
eficiente do ponto de vista computacional para tornar simétrica a equagéao (4.139), é
dada por:

(V3£ (x)) = S, {ﬁ(—f@}vzm (x=x,,h), (4.140)

=L P\

O método SPH tem seu campo mais forte de aplicagdées na area de simulacao
de fluidos compressiveis, o0 que pode trazer perspectivas interessantes na aplicacéao
do mesmo como um método alternativo aquele usado em [Witting (1999)], o qual
sera descrito na secdo 6.4. Para isto, as equacdes de fluidos sao discretizadas,
substituindo-se cada termo da equagao por sua versao obtida via nucleo de
suavizagdo. Desta forma, obtém-se um sistema de equagdes onde as variaveis
desconhecidas sdo os valores das quantidades de interesse em pontos amostrais de
dominio. Em [Muller (2003)] encontramos um exemplo da aplicagcdo do SPH na
animacao de fluidos para computagao grafica, o qual também sera discutido no
Capitulo 6.
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Capitulo 5

Técnicas para Visualizacao de Fluidos

5.1. Introducéao

Neste capitulo apresentamos um resumo das principais técnicas utilizadas
para visualizagdo de dados em DFC.

Duas etapas se distinguem no desenvolvimento de softwares para
visualizacdo cientifica em DFC: o desenvolvimento de técnicas especificas de
visualizagdo e a integragdo destas técnicas em um sistema para visualizagdo de
dados [Rosemblum at al. (1994)]. Neste trabalho, estamos interessados no primeiro
aspecto. No decorrer desse capitulo faremos uma analise geral das principais
técnicas nesta area.

Podemos distinguir as varias técnicas de visualizagdo de campos em DFC
sob diversos aspectos [Hesselink at al. (1994)]. Um critério bem simples pode ser
definido a partir da ordem dos dados a serem visualizados: escalares, vetoriais ou
tensoriais. A analise da dimensdo espacial dos objetos fornece outro critério,
distinguindo dados 0D (pontos), 1D (linhas / curvas), 2D (superficies) ou 3D
(volumes). O conceito de “nivel de informacgéo”, que se refere a abrangéncia da
informacgéo associada a um ponto do espaco de interesse. Esses niveis podem ser:
elementar, local ou global. O nivel elementar indica que a informagao é restrita a
somente aquele ponto. O nivel local pode indicar o comportamento de um gradiente
em uma regido do espago, enquanto que o nivel global representa informagdes que
afetam o conjunto de dados globalmente. A tabela 5.1 classifica as principais
técnicas de visualizacdo em DFC de acordo com estes critérios.

As técnicas para a visualizagdo de campos escalares (visualizagao direta
(volume rendering) e isosuperficies) sdo largamente utilizadas na visualizagédo
cientifica e serao discutidas na proxima secdo. A visualizacdo por isosuperficies
[Carneiro at al. (1996)] € um recurso valioso na visualizagdo de campos escalares.
No caso bidimensional, em particular, o tragado de isolinhas, em geral, fornece boa
nog¢ao do comportamento do campo. No caso tridimensional a sobreposi¢cao visual
das isosuperficies impde uma dificuldade adicional a visualizagao. Nesse caso pode
ser necessaria a aplicagdo de rotagdes aos dados ou mesmo uma mudanga de
ponto de vista. O uso de isosuperficies pode ser enriquecido pela utilizagado conjunta
de recursos para visualizagdo de campos vetoriais ou mesmo pela utilizacdo de
tracado de raios para mapear o comportamento de um campo escalar sobre uma
isosuperficie de um outro campo escalar.

Volume rendering [Max (1995)] € uma técnica que é largamente empregada
para visualizagdo de campos escalares estacionarios, podendo ser extendida
também para campos nao estacionarios [Rosemblum at al. (1994)]. O modelo usado
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procura extrair caracteristicas de um campo tridimensional usando “particulas

virtuais” que o atravessam (espalhamento).

Técnica Ordem dos Dados Dominio Nivel
Rendering de Volume Escalar Volume Elementar
Isosuperficie Escalar Superficie  Elementar
Setas Vetor Ponto Elementar
Tracado de Linhas Vetor Linha Elementar
Superficies de Corrente Vetor Superficie  Elementar
Particulas Vetor Ponto Elementar
LIC Vetor Linha Elementar
Tensor Probe Vetor Ponto Local
Topologia de Campos Vetoriais Vetor Volume Global
Vortices Vetor/Escalar Volume Local
Hyperstreamlines Tensor Linha Elementar

Tabela 1. Classificacdo das principais técnica para visualizacdo em DFC.

Uma dificuldade basica com estas técnicas de volume rendering é a grande
massa de dados a ser analisada. A utilizagado direta destas técnicas pode ter um
elevado custo computacional, uma vez que muitos calculos podem ser necessarios
para visualizar o comportamento do fluido em regides de pouco interesse. Uma
solucéo para esse problema é adicionar uma etapa de filtragem da massa de dados
para a selecdo prévia das regides de interesse.

Para os campos vetoriais, as técnicas de nivel elementar na tabela 1 (setas,
linhas de corrente, superficies de corrente e tragcado de particulas) sao muito
convenientes em situagdes onde o campo ndo apresenta complexidade elevada.

A utilizagdo de simbolos (setas) € uma técnica muito comum e tem a grande
vantagem de compactar em um unico simbolo a diregdo, sentido e magnitude do
campo em um ponto. No entanto, sua limitacdo esta na representagcdo de campos
vetoriais 3D devido a inevitavel sobreposicdo de setas em regides de maior
complexidade do campo. Outro ponto sensivel dessa técnica diz respeito a sua
ambiguidade em relagcdo as nocdes de direcdo e magnitude do campo decorrentes
da projecgao plana utilizada para a representagédo no espaco da tela (janela 2D).
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Dentre as técnicas baseadas em tragado de linhas a mais comum ¢é o tracado
de linhas de corrente. Linhas de corrente sao linhas tangentes ao campo de
velocidades em um instante especifico [Rosemblum at al. (1994)]. No projeto de uma
asa de avido, por exemplo, a utilizagdo de um conjunto de linhas deste tipo, cada
uma delas partindo de um ponto de partida convenientemente escolhido, pode
fornecer uma boa nogado do comportamento do ar nas proximidades de fuselagem.
Outro exemplo pode ser identificado no projeto de turbinas, onde podemos utilizar
duas linhas de corrente conectadas por um malha de poligonos (streamribbons) para
representar a rotagao do fluido em uma regiao [Ueng at al. (1996)].

A utilizagao de particulas esta baseada na liberagao de particulas de prova no
interior do fluido. Cada particula fica sujeita a dinadmica do fluido [Rosemblum at al.
(1994)]. © acompanhamento do movimento dessas particulas nos fornece uma boa
nogdo do comportamento do campo. Uma extensdo desta técnica, baseada em
particulas de superficie, procura fazer uso também das vantagens das técnicas
baseadas em superficies (superficies de corrente, etc). Neste caso as particulas
possuem propriedades geométricas (vetor normal) e Opticas e a variagdo da posigcao
e geometria das mesmas é calculada a cada instante, realgando comportamentos de
interesse [Rosemblum at al. (1994)]. Caso o numero de particulas seja muito
elevado, a distingdo entre as particulas individualmente deixa de existir, dando a
nogao nao mais de um conjunto de elementos mas sim de uma textura.

A utilizacdo de texturas para visualizagdo de dados é o conceito basico da
técnica de LIC [Cabral-Leedom (1993)] da tabela 1. Neste caso, se faz uma
convolugao entre o campo e uma textura previamente estabelecida. A técnica de LIC
€ usada para visualizacdo de resultados em aerodindmica e apresenta bons
resultados em casos estacionarios podendo ser estendida para campos
dependentes do tempo [Forssell-Cohen (1995)].

Para que técnicas baseadas em texturas apresentem bons resultados é
necessario que as propriedades da textura possam ser parametrizadas pelos dados.
Essa parametrizagao deve ser tal que a textura resultante seja capaz de representar
as propriedades de interesse relativas ao fluido, tais como dire¢do do fluxo e
intensidade do campo.

A visualizagao da topologia de campos vetoriais [Helmann-Hesselink (1991)]
€ a unica técnica de nivel global da tabela 1, e estd baseada na teoria de pontos
criticos das equagdes diferenciais ordinarias. A topologia de um campo vetorial
consiste de seus pontos criticos (pontos onde o campo se anula) e curvas e
superficies integrais conectando estes pontos. Os resultados obtidos por essa
técnica sdo particularmente interessantes por realgar as caracteristicas basicas do
escoamento (sua estrutura topoldgica), descartando as informagdes redundantes,
facilitando, portanto, a analise dos resultados. Esta técnica é particularmente
interessante para os escoamentos estacionarios 2D, onde a topologia do campo é
totalmente descrita pelos pontos criticos e um conjunto conveniente de linhas
integrais. Para os caso 3D deve-se calcular também superficies integrais, o que traz
complicacdes adicionais, principalmente quando o campo € nao-estacionario.
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Outras técnicas como as hiper linhas de corrente (Hyperstreamlines)
[Hesselink at al. (1997)] e Tensor Probe [Rosemblum at al. (1994)] podem ser
usadas. No primeiro caso, a idéia é generalizar a nogao de linha de corrente para
campos tensoriais simétricos, via a utilizacdo do campo de autovetores associado.
No segundo caso, o objetivo é obter uma representacédo compacta das informagdes
que um tensor pode carregar, tais como rotacdo e tensdes internas (Tensor de
Deformacgao). Por serem técnicas pouco expressivas na area e pela dificuldade de
serem aplicadas para campos mais complexos (nao-estacionarios) ndo abordaremos
estas técnicas neste trabalho.

A grande dificuldade na visualizacdo de campos nao-estacionarios esta na
variacdo global da topologia do campo ao longo do tempo, além da grande massa
de dados a ser analisada. Estas dificuldades assumem um carater critico no estudo
de escoamentos turbulentos.

Escoamentos turbulentos ocorrem, em geral, quando a velocidade do
escoamento, ou mais precisamente, o numero de Reynolds, excede um valor critico.
O numero de Reynolds é definido como o produto das escalas representativas da
velocidade e comprimento dividido pela viscosidade cinematica [Landau-Lifshitz
(1959)]. A forma particular de instabilidade gerada no regime de escoamento
turbulento é caracterizada pela presenca de flutuagdes estatisticas de todas as
quantidade fisicas do fluxo[Hirsch (1988)]. Tais flutuagbes criam uma riqueza de
comportamento dificil de ser capturada pelas técnicas citadas até aqui.

Nestes casos pode ser mais interessante buscar estruturas ou padrdes
significativos no interior do fluido. Um exemplo de tais estruturas sao os vortices,
caracterizados por regides de rotacao no interior do fluido. Outros exemplos séo as
ondas de choque [Rosemblum at al. (1994)] e a propria visualizagdo de topologias
de campo, embora esta seja muito limitada para o caso da turbuléncia devido
mudangas radicais da topologia, decorrentes das flutuagbes comentadas no
paragrafo anterior.

A grandeza fisica fundamental no estudo dos vortices € a vorticidade
(rotacional do vetor velocidade, segédo A.4 do Apéndice A). As leis relativas a sua
conservagao e dispersdao também constituem objeto de interesse dos cientistas
nesta area [Saffman (1995)].

As técnicas para identificacdo de vortices no volume de dados gerado pela
simulacao sado baseadas em heuristicas, fundamentadas em conceitos da dinadmica
de fluidos [Banks-Singer(1995)]. Estas técnicas constituem um exemplo singular da
aplicagao conjunta de métodos para visualizagdo de dados cientificos. Por isso séo
descritas na ultima secgao deste capitulo.

5.2. Visualizacdo de Campos Escalares

5.2.1 Isosuperficies

No caso especifico da mecénica de fluidos temos basicamente dois campos
escalares: o campo de pressao e a densidade volumétrica de massa p. Podemos
juntar a estes os campos definidos pelo médulo da vorticidade e da velocidade.
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Os métodos mais comumente utilizados para a visualizacido destes campos
s&o baseados em isosuperficies e volume rendering.

No caso das técnicas baseadas em isosuperficies, a idéia & gerar uma
aproximagao poligonal da superficie (isosuperficie) definida por uma equagédo do
tipo:

F(X, X, %)= A (5.1)

onde F é o campo escalar F:A — R, com Ac R® e ¢ é uma constante.

Nas aplicacdes de nosso interesse, os campos escalares estao discretizados
e, portanto, a solucdo de (5.1) sera obtida via uma busca dos pontos (xl,xz,x3)da
malha que aproximem suficientemente a superficie procurada.

As solucdes encontradas na literatura para este problema estao vinculadas ao
tipo de malha utilizado na discretizagao.

Para malhas regulares de hexaedros, um algoritmo comumente usado na
geragao de isosuperficies € o algoritmo dos cubos marchantes [Lorensen (1987)].
Vejamos uma descri¢gao sucinta deste algoritmo.

Inicialmente, consideremos um cubo da malha e fagamos uma enumeragao
binaria dos seus vértices da seguinte forma: é dado o valor ”1” para os vértices cujos
valores do campo forem maiores ou iguais ao valor ¢ da isosuperficie procurada e
“0” para os demais. Assim, as arestas dos hexaedros que tiverem um vértice com
valor “1” e outro com valor “0” sdo aquelas cortadas pela superficie procurada.

Uma vez que um cubo tem 8 vértices, temos um total de 2°=256
configuragdes possiveis. Diremos que duas configuragdes sao equivalentes quando
uma for idéntica a outra a menos de rotacdes simples. Se considerarmos apenas as
classes de equivaléncia correspondentes, obteremos um total de 22 configuragdes
basicas, como mostra a Figura 5.1.
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Figura 5.1- Configuracdes basicas para a interseccao entre um cubo e uma superficie.

Cada uma destas configuragdes sera representada por um indice de 8 bits
construido a partir dos estados dos vértices correspondentes.

Cada um destes indices sera um ponteiro em uma tabela que fornece todas
as arestas cortadas pela superficie para cada configuragédo basica. Tal procedimento
pressupde uma enumeracgao dos vértices e das arestas do cubo, tal como aquela
apresentada na Figura 5.2.
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Figura 5.2 — Enumeracdo das arestas e lados do cubo juntamente com o indice da
configuragéo correspondente.

Para os casos 0, 1 e 2 da Figura 5.1, por exemplo, as linhas da tabela tém a
seguinte forma:

indice Arestas Cortadas
0 1] 0 0 0 0 0 1] Nunhuma aresta é cortada
0 0 0 0 0 0 0 1 el, ed, 9
0 0 0 0 0 0 1 1 e2 ed, €9, el

Figura 5.3 — Indice da configurag&o bésica e arestas para os casos 0, 1 e dois da Figura 5-1,
seguindo a enumeracao dos vértices e arestas da Figura 5-2.
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Procedendo analogamente, podemos montar a tabela para os 22 casos
basicos da Figura 5.1. Esta tabela sera fundamental para o calculo dos poligonos
que concatenados definirdo a superficie.

Tomemos um cubo qualquer da malha. Uma vez analisados os valores de
campo em seus vértices, temos uma das 256 possiveis configuragées para 0 mesmo
e podemos identificar a configuragédo basica correspondente.

Feito isto, teremos o indice correspondente na tabela acima e
conseqlientemente as arestas cortadas. Basta entdo tomar os valores de campo nos
vértices destas arestas para, via interpolacéo, estimar os pontos de intersecéo sobre
as mesmas. Estes pontos definirdo um poligono que aproximara a superficie no
interior do cubo. Uma vez executado este procedimento para todos os cubos da
malha teremos uma aproximagao poligonal da superficie em questao.

A estimativa do vetor normal em cada vértice da superficie poligonal gerada
pelo algoritmo de cubos marchantes € necessaria para uma visualizagdo da
superficie onde as transigbes entre faces ndo se tornem aparentes. Ou seja, para
que a superficie gerada possa ser visualizada como uma superficie suave, é
necessario calcular o vetor normal em cada vértice da malha poligonal, o que pode
ser feito por diferengas finitas. Outra possibilidade ¢é ajustar uma superficie
paramétrica (spline, por exemplo) aos vértices da superficie poligonal. Essa
abordagem pode ser interessante do ponto de vista da qualidade e controle da
superficie gerada, porém seu custo computacional pode ser elevado para grandes
massas de dados.

O método de geracao de isosuperficies apresentado acima deixa aparente
uma limitagdo desta técnica para visualizagdo em grandes massas de dados: o
numero de poligonos formando a superficie pode se tornar muito alto trazendo
problemas de performance para a etapa de visualizagao.

Quando isto acontece, podemos lancar mao de técnicas para simplificacdo de
superficies poligonais [Cignoni at al.(1994)],[Cohen at al. (1996)] o que por sua vez
implica em problemas referentes a preservacao da topologia das isosuperficies e
possivel perda de detalhes importantes.

Por outro lado, técnicas baseadas em isosuperficies tém a vantagem de
serem robustas e apresentam boa performance para massas de dados de pequeno
e médio porte.

5.2.2 Volume Rendering

Uma outra possibilidade para a visualizacdo de um campo escalar
tridimensional € o rendering direto de volume; ou seja, produzir uma projecao plana
diretamente do volume de dados.

Para isto, uma possibilidade é usar técnicas baseadas na idéia de raios de
luz atravessando o volume e interagindo com este de acordo com algum modelo
fisico [Max (1995)]. Estes modelos simulam os fenémenos basicos de interacédo da
luz com a matéria: reflexao, espalhamento, absorc¢ao e geragéo de luz pelo meio.
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Em [Krueger (1991)] encontramos uma outra formulacdo baseada na teoria
de transporte linear que inclui os modelos baseados em tragados de raios como
casos particulares ou aproximagdes. Esta abordagem é fundamentada na idéia de
“particulas virtuais” que atravessam o conjunto de dados, carregando consigo
informagdes sobre o0 mesmo.

A informacao base deste modelo é a intensidade 1(x,5,E) que descreve o

numero de particulas em um ponto x que se movem em uma diregdo S com energia
E. No espaco de cores, a intensidade de um pixel é dada por valores médios:

1,,8) = [ 1,(x,5,E)dE,

com i correspondendo as intensidades de cada canal de cor do sistema RGB.

A equacdo basica para a teoria de transporte linear é a equacido de
Boltzmann, que descreve os ganhos e perdas da intensidade das particulas em um
elemento de volume [Case-Zweifel (1967)]. Para o caso estacionario, uma forma
conveniente desta equacéo para a visualizagdo de campos escalares tridimensionais
€ dada por:

(5-9) 1(x,5;E) =0, (x;E)- 1 (x,§;E) + q(x,5; E) +

(5.2)
o, (X E)jdar - p(x,5" = 3)-1(x,5"E)

onde do’ € o elemento de angulo solido em torno da direcdo dada pelo vetor unitario
5.

Os parametros relevantes para o processo de visualizagao séo o coeficiente
de extingdo o, e o termo fonte g. O coeficiente de extingédo é dado por:

c,=0,+0,
onde o, e o, sdo os coeficientes de absorgéo e espalhamento, respectivamente.

A funcdo p(x,3' > 3) é a fase de espalhamento normalizada que modela a
mudanca na direcao (S' — § ) do raio de particulas.

Mapeamento das Caracteristicas dos Dados nos parametros de
visualizacao

A equagao (5.2) s6 tem sentido pratico se estabelecermos regras eficientes
para definir os parametros o,, o, e o, em fungdo de grandezas facilmente

derivaveis do campo F(x) a ser visualizado. Nesta discussdo vamos assumir que F é
um campo normalizado:

F:A —[0]].

Iniciemos com a analise do termo fonte q.

Termos Fonte
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O termo q(x,5;E)>0 em (5.2) atua como uma fonte interna para a

intensidade de particulas I. De acordo com o seu suporte espacial q pode ser
classificado como uma fonte pontual, superficial ou volumétrica.

Para o caso das fontes volumétricas, poderiamos usar a seguinte regra:
q,(x,5;E)=cF(x) (5.3)

onde F é o campo (normalizado) e ¢ > 0 € uma constante de normalizagcado da
intensidade |I.

Se considerarmos apenas este termo no lado direito da equacgao (5.2), esta
tomara a forma:

(5-9) 1(x,5;E) = q(x5;E) (5.4)

Uma vez que ndo ha espalhamento, temos uma situacdo onde a velocidade
das particulas ndo sofre mudanga em dire¢gdo. Durante seu trajeto, uma particula
apenas ganha ou perde energia, numa taxa caracterizada pela equagéao (5.4).

Assim, usando-se um conjunto conveniente de raios (paralelos, por exemplo)
obteremos um campo de intensidades | que poderia ser mapeado num mapa de
cores fornecendo assim uma visualizagdo do campo F. Este modelo é interessante
pela sua simplicidade, mas limita-se a visualizacido da distribuicdo espacial do
campo e seu decaimento. A Figura 5.4 mostra o resultado para a visualizagdo da
densidade de elétrons de atomos altamente excitados.

Figura 5.4 — Efeito usando apenas o termo fonte q,.

Este modelo pode também ser utilizado para a visualizacdo de isosuperficies
na forma F(x)=A4, via a definigho de fontes superficiais q;(x,S,E). Uma
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possibilidade direta para a definicdo destas fontes pode ser obtida a partir da
defini¢cdo (5.3) modificada:

qs (Xv §1 E) = C(§ ’ ﬁsurf ) I:(Xsurf ) (55)

onde i, € o vetor normal a isosuperficie em um ponto x,,, da mesma.

surf

Outra possibilidade também empregada € usar o gradiente do campo F:
qS (X1 §1 E) = C(§ ’ ﬁsurf )'HﬁF(Xsurf ]‘ (56)

Esta ultima definicdo é particularmente interessante em situagées onde a
intensidade do campo F apresenta uma variagdo brusca em uma vizinhanga da
isosuperficie procurada, o que é o caso freqientemente encontrado em imagens
médicas quando temos a passagem do tecido 6sseo para os tecidos adjacentes. A
Figura 5.5 mostra o resultado para o mesmo campo da figura 5.4.

Figura 5.5 — Visualizacdo de isosuperficies usando o termo fonte gs para os dados da figura
5.4.

Termo de absorgéo

O termo de absorcédo na equacgao de transporte (4.2) causa uma atenuacgéao
exponencial na intensidade |. Considerando apenas este termo no lado direito de
(4.2) obteremos o modelo basico da atenuagéo sofrida pelo raio-X ao atravessar um
material. Analogamente ao item anterior, este termo ndo introduz mudangas na
direcdo de movimento das particulas.

As duas escolhas mais comuns para a definicdo deste termo sdo dadas por:
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o, (X;E) =cF(x) (5.7)
ou:

o, = \WF(x)H (5.8)

A Figura 5.6 mostra o efeito deste termo, juntamente com uma fonte
superficial do tipo (5.5), para o campo da figura anterior.

Figura 5.6 — Aparéncia dada pelo termo de absor¢éo ao campo da Figura 5.5.

Termos de Espalhamento

A exploragdo do termo de espalhamentoc, leva a algoritmos computacionais
mais elaborados, por exemplo, o Método de Monte Carlo [Hammersley (1964)].

Neste caso, temos mudancgas na direcdo do movimento das particulas (de S para
S).

Uma situagdo em que este termo pode ser incorporado é o caso de realce
seletivo de flutuacdes locais da densidade de volume, o que pode ser modelado com
o coeficiente de espalhamento volumétrico dado por:

o (x) =cF(x) (5.9)
e pela escolha de uma fungao para a fase de espalhamento apropriada:

P'(x,§ —5)=¢,8( -5-1)+A-c,)P,(x,5 -5) (5.10)
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onde o primeiro termo modela o espalhamento avangado somente(é€ a fungao
Delta de Dirac) e P,é uma fungdo que modela a mudanga de diregdo do raio de

particulas [Krueger (1991)]. Este modelo é particularmente conveniente para a
visualizacdo de dados atmosféricos, e pode ser adaptado para incluir efeitos de
superficie tais como reflexao especular e transparéncia. Por exemplo, podemos usar
a seguinte expressao para P, [Krueger (1991)]:

P(X,5" > 8) =8(X— Xy ) [c; -8(8" 5 D) +¢,8(5"+35)], ¢+, =1,
onde x,,, € um ponto de uma superficie.

A Figura 5.7 mostra o resultado quando usamos a equagéo (5.2) com o, e p
dados por (5.9) e (5.10), respectivamente, e P, dado pela ultima expressao.

Figura 5.7 — Reflexao especular e transparéncia para realgar profundidade (densidade de
elétrons do mesmo H-atomo, das figuras 5-4 a 5-6.

5.3. Splatting

A abordagem denominada splatting foi introduzida por Lee Westover
[Westover (1989)] e tem sido usada como uma forma alternativa para visualizar, nao
s6 dados volumétricos, mas também modelos geométricos baseados em pontos
[Zwicker (2001)].
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5.3.1 Volume Splatting

Métodos para visualizagdo volumétrica precisam produzir uma imagem
bidimensional baseada na composicao dos voxels que descrevem o volume. Em
funcdo de como o processo de composicdo € conduzido, podemos classificar os
métodos de visualizagdo volumétrica em duas categorias: composi¢céo “da-frente-
para-tras” (front-to-back compositing) ou mapeamento “de-tras-para-frente” (back-to-
front compositing). Como o nome ja sugere, o que caracteriza cada classe é a ordem
em que o processo de integracao (ou convolugao) dos voxels é feito. Podemos ver
esquematicamente esses dois processos na Figura 5.8. No mapeamento front-to-
back o processo de integragao tem inicio no plano da imagem, onde para cada pixel
um raio é disparado em direcdo ao espago dos dados, como ja descrito na segao
5.2.2. O mapeamento back-to-front,por sua vez, parte de cada voxel do espaco 3D,
projetando-o no plano da imagem.

interpolation kernel /

ray (sheet) sample point

image plane

Figura 5.8 — Composigéo front-to-back e back-to-front.

Essa diferenca deixa claro como e quando a reconstrucéo do sinal 3D é feita.
No caso da abordagem front-to-back temos um processo envolvendo uma série de
amostra de entrada (lista de todos os voxels interceptados pelo raio) gerando uma
Unica amostra de saida (pixel da imagem). Ja o processo back-to-front “espalha”
cada a amostra de entrada (voxel) por varias amostras de saida (pixels). Esse
processo de “espalhamento” da origem a técnica de splatting.

Um algoritmo tipico de splatting para dados volumétricos envolve 4 passos
basicos [Westover (1990)]: transformagéao, iluminagéo, reconstru¢do e visibilidade.
Dado um voxel [i, j, k] (coordenadas inteiras da grade de amostras do volume) ele
deve ser transformado para coordenadas (X, y, z) no espago da tela. Uma vez no
espaco da tela sua iluminagdo € determinada através de algum processo que
associa cor e opacidade, tornando o ponto representado como (x, y, z, r, g, b, a). A
etapa seguinte é determinar que por¢dao da imagem aquela amostra afeta e
adicionar a contribuigdo do voxel a cada pixel da imagem final.
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Associado a cada voxel um nucleo de reconstrucao € definido. Esse nucleo é
composto por uma funcao de suporte compacto e decrescente, tipicamente uma
funcdo Gaussiana, com variancia vinculada ao raio de influéncia do nucleo.

E comum o processamento dos voxels ser feito por “folhas” (sheets) como
podemos ver na Figura 5.8. Cada uma dessas folhas corresponde a um plano
paralelo ao plano de projecdo. Os pixels em cada folha sdo gerados pela
composi¢cao da contribuicdo do voxel corrente com as contribuicbes dos voxels ja
processados. Dessa forma a ordenagao dos voxels é conseguida de forma simples.

A projecéo ou linha de integragcdo contém a integral de todos os nucleos ao
longo do raio que vem do infinito até o plano de visualizagdo. Cada nucleo de
reconstrugéo € centralizado no voxel e sua contribuicdo € acumulada na imagem a
partir de sua projegao 2D chamada splat. Os splats sdo tipicamente pré-computados
e re-amostrados em uma tabela de “pegadas” (footprint table), que é re-amostrada
no framebuffer para cada splat. Para proje¢des ortogonais e nucleos de interpolagao
com simetria radial, uma unica entrada nessa tabela pode ser calculada e aplicada
para todos os voxels, a menos de um deslocamento. Podemos visualizar esse
processo na Figura 5.9.

Voxel grid Kernel function extent

Projected kernel function
(footprint image)

Ptz E“\"fRighr(v.\’,y)

22 - )
- - D; - = EA-fl(’ﬁ(Vr,_r—I)
— = Exrlqﬁ(vm.)

T~
: Footprint table in object space

(footprint polygon)

Figura 5.9 — Proje¢do Ortogonal dos nucleos associados a cada voxel.

Na Figura 5.10 podemos observar como varios voxels sdo responsaveis pelo
valor final de um unico pixel. Ao longo de um raio, com origem em um pixel, varios
nucleos podem contribuir para a geracdo da imagem do pixel, mesmo sem que
esses voxels sejam interceptados pelo raio.

72



bt bt interpolation kernel footprints,
sheet butfer # centered at grid locations

9 5

added footprints fp,

Figura 5.10 — Influéncia de varios nucleos associados aos voxels localizados ao longo de um
mesmo raio (vinculado a um determinado pixel).

Vale ressaltar que em geral o processo de visualizacdo usa como base a
projecéao paralela. O processo de splatting torna-se mais complexo no caso de um
projecdo em perspectiva. Nesse caso os nucleos de reconstrugao sofrem um
processo de deformacao (warping) durante a projecéo, o que torna mais dificil o uso
de uma simples tabela de footprints, como mostra a Figura 5.11.

Ex IR oh r(vx, y)

’)’L efr(]"x, y)

/
Figura 5.11 — Uso de projecao perspectiva deformando o nucleo de reconstrugéo.

73



5.3.2 Surface Splatting

O uso da técnica de Splatting aplicada a visualizagdo de superficies vem
ganhando especial aten¢do nos ultimos anos. Uma das razdes para esse interesse é
o crescente uso de pontos como primitiva basica para modelagem e visualizagéao
[Pauly (2001)] [Alexa (2003)] [Pauly (2003a)] [Pauly (2003b)] [Pfister (2003)] [Alexa
(2004)]. A idéia de se utilizar pontos como primitiva basica para representar objetos
tridimensionais nao é recente [Levoy(1985)],[Szeliski(1992)],[Witkin(1994)]. Um fator
qgue tem aumentado o interesse no uso de splatting para visualizagao de superficies
€ o recente aprimoramento das técnicas de aquisicdo de dados tridimensionais,
como scanners a laser e métodos baseados em imagens (image-based methods).
Com essas ferramentas podemos gerar grandes volumes de amostras sobre a
superficie de objetos tridimensionais complexos.

Tradicionalmente a visualizagao de superficies é feita a partir da construgcao
de uma superficie aproximada, linear por partes, composta por poligonos (em geral
tridangulos) formados a partir de conexado das amostras da superficie. A construgao
dessa malha poligonal envolve a determinagao de relagdes de conectividade entre
os pontos, bem como um controle da topologia da superficie final. Esse processo
nao é simples e envolve algoritmos n&o triviais, como por exemplo, o “Power Crust’
[Amenta (2001)] e o “Ball Pivot” [Bernardini (1999)].

Uma superficie representada através de pontos €& caracterizada por um
conjunto de amostras {P,}. Essas amostras estdo definidas no espago

tridimensional, sao irregularmente distribuidas, e nao possuem informacgdes
topoldgicas associadas, ou seja, sua conectividade nao é explicitada. Sobre esses
pontos conhecemos apenas sua posi¢ao no espago, sua normal e a sua aparéncia,
ou seja, suas propriedades visuais como cor ou textura. Dessa forma podemos dizer
que esses pontos representam uma amostragem da geometria e da aparéncia da
superficie obtidas na mesma taxa de amostragem. De maneira similar aos pontos,
um sistema de particulas ndo define relagdes de conectividade ou regularidade em
sua distribuicdo espacial. No entanto, particulas possuem propriedades extras, tais
como massa, velocidade e forgas, por exemplo.

Uma das vantagens na auséncia de informagdes de conectividade € um custo
computacional mais baixo, ndo s6 em termos de armazenamento como também
para certos tipos de processamento, como re-amostragem local ou re-estruturagéo
dos pontos. Informagdes adicionais a cerca da topologia nao precisam ser
armazenadas nem mantidas e / ou validadas.

Um ponto critico em uma representacdo baseada em pontos é a taxa de
amostragem necessaria para representar de forma adequada a superficie. E intuitivo
que a densidade da amostragem esta diretamente relacionada com a area da
superficie que se quer representar. Esse ponto é interessante, ja que implica em
uma alta densidade de amostras, mesmo em regides planas da superficie. Esse fato
contrasta com os modelos poligonais, cuja densidade na amostragem € vinculada,
em geral, a curvatura da superficie, requerendo, portanto, menos amostras em
regides planas.
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No entanto, amostragens muito densas ndo se mostram interessantes do
ponto de vista computacional, por seu alto custo. Na Figura 5.12(a) podemos ver um
exemplo bidimensional simples, onde uma imagem é representada apenas por
pontos. Claramente a densidade nao é suficiente para reproduzir de forma acurada a
imagem original, ou seja, ndo é capaz de “preencher” todo o espago da imagem.

(b) o ©

Figura 5.12 — Exemplo de amostragem e reconstrugéo. (a) imagem com baixa densidade de
amostras; (b) e (c) reconstrucéo utilizando um nucleo de reconstrugdo com diferentes raios
de influéncia.

Para resolver esse problema duas técnicas podem ser empregadas:
reconstrucdo no espago da imagem ou re-amostragem no espag¢o do objeto.
Técnicas classificadas nessa ultima categoria procuram ajustar dinamicamente a
taxa de amostragem, de tal sorte que a densidade dos pontos projetados seja
adequada a resolugdo da imagem. Fica patente que essa re-amostragem é
dependente dos parametros do sistema de visualizacao, e, portanto, deve ser refeita
dinamicamente a cada frame. As técnicas de reconstrugdo procuram associar a
cada amostra uma funcao ou nucleo de reconstrucdo. Essa funcdo ocupa uma area
ao redor do ponto e permite reconstruir a informacgao entre amostras. O efeito desse
tipo de abordagem pode ser visto nas Figuras 5.12(b) e (c). A escolha da fungao de
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reconstrucdo e seus parametros tém influéncia direta na visualizacdo, como fica
patente nas Figuras 5.12 (b) e (c). A técnica de splatting se enquadra nessa ultima
categoria.

Sabemos que as representagbes poligonais reconstroem uma superficie a
partir de um conjunto de amostras, construindo uma aproximacgao linear por partes,
com continuidade C°, como na Figura 5.13 a esquerda. Nesse caso presume-se
que a conectividade das amostras é conhecida, o que ndo acontece no caso das
representacbes baseadas em pontos. Para esse tipo de representacdo duas
alternativas se colocam. A primeira é a construcao de uma aproximacao constante
por partes, de continuidade C™, como na Figura 5.13 ao centro. Apesar de simples,
fica evidente que esse tipo de funcdo de reconstrucdo produz um erro superior a
reconstrucao linear por parte. Outra alternativa é utilizar uma aproximacao linear por
partes, de continuidade C™ como na Figura 5.13 a direita. Nesse caso o erro gerado
na aproximacado ¢ da mesma ordem da aproximacgao linear por partes tradicional,
porém sem a exigéncia da conectividade entre as amostras.

(b) (©
Figura 5.13 — Reconstrugédo de uma funcao unidimensional, em linhas pontilhadas.
Reconstrugéo (a) linear por partes gerando uma funcéo de continuidade C% (b) constante
por partes gerando uma fungéo de continuidaole C*: (c) linear por partes com continuidade
c.

Esse Ultimo esquema de reconstrucdo é a base da técnica de surface
splatting [Pfister (2003)]. Nesse contexto denominamos a fungédo de reconstrugéo
de nucleo de reconstrugao. O nucleo de reconstrugao tem por finalidade “estender”
as dimensdes dos pontos de modo que passem a preencher uma area ao seu redor.

Uma forma simples de representar esse nucleo de reconstrugao é através de
uma fungéo linear, definida ao redor do ponto, formando um disco de raio r (splat),
como vemos na Figura 5.14 a esquerda. No entanto, no caso de superficies é
interessante que essa nucleo de reconstrugcdo possa se adaptar a curvatura da
superficie subjacente. Essa caracteristica pode ser obtida utilizando-se um splat
eliptico. Um splat eliptico é capaz de gerar uma aproximacao linear local étima caso
seus eixos principal e secundario estejam alinhados com as diregdes principais de
curvatura da superficie, e seus raios sejam inversamente proporcionais as
curvaturas maxima e minima da superficie.
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Figura 5.14 — Diferentes geometrias paro o splats. Claramente observamos que o uso de
elipses caracteriza de forma mais precisa a curvatura da superficie original.

O uso de uma aproximacao linear, mesmo que de continuidade, nos permite
adaptar a taxa de amostragem em funcédo da curvatura da superficie, como nas
aproximagdes poligonais lineares por partes. Dessa forma, regides de baixa
curvatura podem ter taxa de amostragem mais baixa, enquanto que regides de alta
curvatura necessitam de taxas de amostragem mais altas.

Uma vez definido o tipo de reconstru¢do que desejamos, ainda é preciso
controlar de alguma forma o raio de influéncia de cada splat, de modo a conseguir
uma imagem final continua da superficie. Caso contrario teremos como resultado
uma superficie composta de elipses desconexas, como na Figura 5.15(a).

Uma solugéo ingénua e simplista é definir raios suficientemente grandes que
permitam que os splats se sobreponham. Essa solugdo permite que os espagos
entre splats sejam preenchidos, porém as custas da introdu¢cdo de descontinuidades
na iluminagdo como podemos observar na Figura 5.15(b). O resultado torna-se
muito similar a aplicagao do algoritmo Flat Shading em uma superficie poligonal.

Como forma de minimizar esse problema, Zwicker [Zwicker (2001)] propde o
uso de um método anisotropico de anti-aliasing, similar ao método EWA — Eliptical
Weight Average — definido por Heckbert [Heckbert (1989)] para filtragem de texturas.
Na abordagem de Zwicker cada ponto esta associado com uma fungdo de base
simétrica e radial r,, além de seu conjunto de atributos de corw, . As funcdes de

base sdo nucleos de reconstrucdo definidos em dominios paramétricos locais.
Dessa forma podemos definir uma funcdo de textura continua sobre a superficie
representada pelo conjunto de pontos {Pk}.

Utilizando como fungcbes de base Gaussianas podemos entdo suavizar a
transicdo entre os splats associados a cada ponto, tornando assim a visualizagéo da
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superficie bem mais suave, como na figura 5.15 (c). A seguir descrevemos com mais
detalhes essa formulagao.

(d)

Figura 5.15 — Resultados produzidos por diferentes formas de integra¢é@o dos splats: (a) Sem
interferéncia entre cada splat, espaco vazios se formam; (b) ndcleo de reconstrucgéo
constante, imagem semelhante a produzida pelo algoritmo Flat de iluminagéo; (c) ndcleo de
suaviza¢do Gaussiano, suaviza as transic¢des entre splats, resultado semelhante ao algoritmo
Gouraud de iluminagéo; (d) Phong Splatting, suaviza a transi¢éo entre as normais de cada
splat.

Na Figura 5.16 podemos ver que a cor de um ponto qualquer Q da superficie,
com coordenadas locais u, é avaliado pela combinagédo das fungdes de base r,,
gerando assim uma superficie continua dada por:

fo() =2 wr (u-u,) (5.11)

keN

onde u, € a coordenada local do ponto P, .
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Figura 5.16 — Geracao de uma parametrizacdo local baseada no conjunto de amostras na
proximidade de um ponto qualquer Q.

No trabalho de Heckbert os pontos P, s&o distribuidos uniformemente, por se
tratar de uma imagem (textura). Portanto a visualizacdo da funcdo (textura) f_(u)
produz uma fungédo de saida g, (x), no espago da tela que respeita o critério de
Nyquist para a resolugédo da imagem final, evitando assim problemas de alias.

O processo de visualizagao envolve as seguintes etapas:

A funcdo f_(u) é deformada (wraped) no espago da tela, utilizando-se para
isso um mapeamento afim local da projecdo perspectiva de cada ponto, como
mostra a Figura 5.17.

O sinal continuo gerado no espago da tela é entao filtrado pela convolugéo
com um filtro h, gerando uma nova fungéo g.(x), onde x é a coordenada no espago
da tela.

A fungéo g.(x) pode ser re-escrita como um somatoério ponderado de filtros
de re-amostragem p,(x) no espago da tela [Zwicker (2003)], tal que:

g.(x) = zwkpk (X

keN
onde:

p(X) =R @) (x-m(u))  (5.12)

As funcdes de base r, sao definidas como fungdes elipticas Gaussianas.

Essa escolha se deve principalmente as propriedades como invariancia a
transformagdes afins e convolugao.

79



local parameterization u screen space X

resampling kernel p;(u) resampling kernel p (x)

Figura 5.17 —Transformacao do nucleo de suavizacao do espaco local de parametrizacéo
(definido sobre o objeto) para o espaco discreto da tela.

Szwicker chama a formulacdo dada pela equagéo (5.12) para o filtro p, (x) de

Screen Space EWA. No entanto, do ponto de vista computacional, é mais
interessante que esse processo de re-amostragem seja definido como uma fungao
na superficie paramétrica definida no espago do objeto. Swicker propde em [Swicker
(2002)] o que chama de Object Space EWA Splatting, onde redefine o filtro de re-
amostragem p, (x) como:

p(u) = (r, ®h)(u-u,)

Nessa nova formulacdo a funcdo g.(x) passa a ser escrita como:
9. () = 2 W o (M™(x) —uy)
keN

Na Figura 5.18 podemos observar o efeito desse processo de re-amostragem
baseado em EWA a partir de um padrao de textura quadriculado.

EWA
resampling
—_—
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Figura 5.18 — Efeito da transformagéo mostrada na figura 5.17 utilizando-se a técnica de
reamostragem EWA.

Em termos de implementacgao, o processo descrito acima é bastante custoso,
uma vez que em geral é todo implementado em software. Segundo Botsch [Botsch
(2004)] essa abordagem torna-se proibitiva para a visualizagdo de modelos
complexos em tempo real, uma vez que as taxas de splat rate alcangadas variavam
na faixa de 1M splats por segundo (analise feita com o hardware da época).

Duas frentes de pesquisa aparecem com o objetivo de acelerar o splat rate
desse tipo de visualizacdo. A primeira procura atuar como as técnicas de multi-
resolugdo em modelos poligonais, reduzindo o numero de splats a serem
processados em funcao de qualidade / ponto de vista da visualizagao. Dois trabalhos
nessa linha séo os de Botsch [Botsch 2002] e o QSplat [Rusinkiewicz 2000]. Ambos
sdo ainda processados em software, mas conseguem produzir splat rates da ordem
de 5M splats por segundo.

Outra linha de acdo que vem sendo bastante explorada é a transferéncia de
parte do processamento da CPU para a GPU (Graphics Processing Unit). Essa
classe de processadores permite que programas sejam escritos para atuarem ao
longo do pipeline grafico em duas etapas: no processamento dos vértices e no
processamento dos pixels. Os programas que sao carregados na GPU sao
denominados shaders. A grande vantagem desse tipo de solugédo é a possibilidade
de atuagado tanto no espago do objeto, pelo uso de vertex shaders, quanto no
espaco da tela, através dos fragment shaders ou pixel shaders. Exemplos de
trabalhos nessa linha podem ser encontrados em [Botsch 2002], [Botsch 2004] e
[Zwicker 2004].

Os métodos baseados em EWA produzem resultados visuais satisfatorios
(Figura 5.15(c)), mas ainda longe daqueles produzidos em malhas poligonais pelo
algoritmo de Phong. Assim como o algoritmo de Gouraud, o método de splatting
baseado em fungdes de base Gaussianas tende a produzir modelos com iluminagao
“borrada” (blurry). Botsch et al. [Botsch 2004] propée uma solugéo para esse tipo de
problema, mantendo a esséncia da proposta de EWA splatting. Para cada splat um
mapa de normais linear é associado. A visualizagdo desses Phong-splats pode ser
feita de forma bastante simples e eficiente pelo uso dos recursos de programagéao
em GPUs. O resultado final é visualmente bastante préximo ao obtido pelo proprio
algoritmo de Phong aplicado a modelos poligonais, como podemos ver na figura
5.15(d).

5.4. Visualizagdo de Campos Vetoriais

5.4.1 Integrais de Campo

Esta técnica envolve o calculo das trajetérias de campo definidas na secgéao
3.3. Estaremos supondo os campos de velocidade e vorticidade com sendo de

classe C', e portanto, estas trajetérias estdo bem definidas de acordo com os
resultados das secobes 3.2 e 3.3.
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Vejamos o exemplo de um método que sera utilizado no capitulo 6 e que
apresenta as principais caracteristicas desta metodologia. A idéia basica deste
método é construir linhas de trajetéria em campos vetoriais 3D ndo-estacionarios,
definidos em uma malha estruturada de hexaedros nao regulares. Nesta
apresentacdo estaremos supondo o caso do campo de velocidades embora o
metodo possa ser aplicado para outros campos.

A primeiro aspecto a definir € se vamos trabalhar no espaco das variaveis da
simulagdo numérica ou se vamos efetuar os calculos em outro espaco. Para o caso
de malhas estruturadas n&o regulares de hexaedros ou tetraedros, pode ser
interessante transformar as coordenadas iniciais (fisicas) para outras coordenadas
mais eficientes do ponto de vista computacional (coordenadas de computagao).

Sejam entédo, o espaco fisico aquele cujas coordenadas correspondem a um
subconjunto aberto A R* de pontos (xl,xz,x3,t), onde X, X,,X; s&o coordenadas

espaciais e t o tempo. Este espaco € suposto discretizado em um conjunto finito de
quadruplas {(xli X, X, ,tl) eRY i, ]k, eN} , conectadas de acordo com uma
topologia que gere uma malha estruturada de hexaedros M.

Vamos supor a existéncia de um difeomorfismo local (secédo A.5)
T:A— Ac R*que transforma a malha M em uma malha regular M c A. Ao espaco
correspondente  as  coordenadas ()‘(1,%2,%3,'[') €A  chamaremos espago
computacional.

=1
‘E_z
2 - i °
W I S SR |
?.r =2
1 ® : ®
y i
]
a 1 2

x i

Figura 5.19 — Espaco fisico: (X, Yy) espago computacional: (X,Y), e espaco de parametros:

(&.m)-
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Uma vez que T é um difeomorfismo local, um campo vetorial V definido em
AcR* é transformado naturalmente em um campo vetorial V, topologicamente
conjugado a V (secao 3.4.2), pela relagao:

v=(DTV
onde D denota a diferencial de uma aplicagao definida no Apéndice A, segédo A.4.

Uma vez que o espaco fisico esta discretizado, o primeiro passo nesta
metodologia € estabelecer uma regra de interpolag&o para os vértices das células da
malha M. Neste trabalho, assumimos que cada célula do espago fisico possa ser
representada por uma aplicacdo quadrilinear da forma:

X(En.¢.t)=(x(Em )% (Em &t X (Em S o) W(E N C 7)) =
Y Y X, BB (1B )BL) £ 17 € [01]

i=0 j=0 k=0 1=0

L~

onde X;;,, sdo vértices de uma célula no espago fisico contendo X e B é o

polinbmio de Bernstein-Bézier de grau um (Apéndice A). Esta expressao pode ser
interpretada como uma parametrizagéo da célula da malha M com vértices X;;,,. O

espago correspondente as variaveis & n,{er sera denominado espago de
parametros locais (Figura 5.19).

Naturalmente, cada célula de M c A ficara parametrizada pela transformac&o:

X(En.¢.r)=(x (én.:r) (&m0 X (Em g 0)E(En ¢ r)) =

ZZZZ i, .kl | U)Bli.(é/)Bll(T)’ 9517714/12-6[011]
onde:
Yi,j,k,l :-F(Xi,j,k,l)

sdo os pontos (Xiijky,) da malha original transformados por T. O campo de

velocidades no espaco fisico e seu correspondente no espago computacional ficam
também parametrizados por:

Venéin) =33 Y3, BB BB e dir ol (5.13)
Wemse)-3 35>

i=0 j=0 k=0 1=0

<l

i, .kl | U)BI% (é’)BIl(T)’ 5’ 7716:’ Te [011]

onde:

Ijkl_(DT)\/ljkl
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Caso a transformagéo T seja conhecida apenas nos pontos da malha entéo
a diferencial na ultima expressao é determinada via diferencas finitas.

Nosso objetivo € tragar linhas de trajetéria definidas pelo problema de Cauchy
(3.8). A idéia central dos métodos para a geracao de linhas de trajetoria € aproximar
a curva integral correspondente por uma sequéncia de pontos (Xn) . Em [Hamann at
al. (1995)], isto é feito calculando-se inicialmente a sequéncia de pontos
correspondente (Yn), no espago computacional, para em seguida mapear esta
sequiéncia no espaco fisico via T .

Seja entdo o ponto inicial X, no espaco fisico. Efetuaremos toda a
computacdo nas coordenadas locais ¢&,7,{e ¢ . Neste sentido, o primeiro passo é
encontrar os parametros locais &,7,,¢, e 7, deste ponto. Isto é feito resolvendo-se a
equacao:

1

Xo = lezl‘,zl:z xi,j,k,l Bul(ég)B}(U)Bi(C)Bll(T)’ &n,¢,7el0]]

i=0 j=0 k=0 =0

0 que pode ser feito usando-se Newton-Raphson para gerar uma sequéncia de
pontos (dn) no espacgo de parametros tal que X(dn)—> X, S€ N— 4.

O préximo passo é integrar (3.8) no espago computacional. Neste ponto, a
abordagem usual encontrada na literatura faz uso de Runge-Kutta (em geral de
quarta ordem).

Nesta apresentacdo ndés preferimos utilizar a métodologia alternativa
apresentada em [Hamann at al. (1995)] que permitira uma abordagem unificada e
computacionalmente eficiente para os problemas de interpolacdo dos campos que
encontraremos.

A idéia central deste método € usar uma curva polinomial de segundo grau
expressa na base de Bezier-Bernstein para aproximar localmente a curva integral e
em seguida integrar (3.8) sobre esta curva. Vejamos estes passos em detalhe.

A Figura 5.20 representa uma célula no espago computacional e um ponto
X, no interior da mesma o qual é sabido pertencer a linha de trajetéria (no passo

inicial este ponto seria o proprio X,).
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Figura 5.20 — Interpolac&o tri-linear de um campo 3D e aproximagéo local da linha de
trajetoria usando uma curva de Bézier de segunda ordem.

Queremos obter uma curva polinomial de segundo grau que aproxime (no
espagco computacional) a linha de trajetéria localmente no interior da célula
representada. Os pontos b, eb, da Figura 5.20 s&o dois pontos de controle a serem

determinados.

A curva em questao pode ser representada parametricamente por:
2

co(r)=>.bB:(7). 7 [0,T] (5.14)

i=0
onde T é um passo de tempo previamente escolhido e 7 é um tempo local tal que
7 =0 esta associado ao ponto X,. A expressdo para os polinémios de Bezier-
Bernstein no parametro 7 sdo obtidas diretamente da expressdo (A-1) fazendo

t=—, n=2; e s&o dadas por:

—|a

B2(7)= Tiz[lz]? (T -7y (5.15)

Uma vez que X, deve ser um ponto de ¢, podemos usar os resultados (A-5) e

(A-7) do Apéndice A, juntamente com (5.15), para expressar os pontos de controle
da curva polinomial procurada da seguinte forma:

b, = X,

b, =

Rl

+

N | —

v,
2
b, = X, +TV, +T—a,
2 1
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obtidas diretamente de (5.13) e s&o dadas por:

5313 3w, 816 Bl i )

=0 k=0 1=0
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j=0 k=0

onde estamos impondo

M- M-

Il
o

onde (cf,,n,,;,,r,) sdo as coordenadas locais de X, (iguais as coordenadas locais
de X,).

Desta forma, temos a representacéao local (5.14) para a linha de trajetéria. O
proximo ponto X, da linha de trajetoria (no espago computacional) pode ser obtido
pela integral de linha:

i|+1 (C(T) T)jf

o'—.—l

expressa em funcéo do tempo local 7.

Procedendo desta forma vamos obter uma sequiéncia de pontos ()7”) da linha

de trajetéria no espago computacional. Em seguida, basta usar T para obter a
sequéncia correspondente (Xn) no espaco fisico.

Procedimentos analogos poderiam ser utilizados para as demais linhas de
campo definidas em (3.6)-(3.9), mais uma vez, podendo-se optar pela utilizagdo do
método aqui descrito ou Runge-Kutta para a solugdo numérica da equagao
diferencial correspondente.

As linhas de trajetdria sdo de particular interesse para nosso trabalho para o
acompanhamento das estruturas ao longo do tempo. Trataremos esta questdo no
capitulo 6.

A definigao (3.6) gera uma superficie. A idéia de gerar um conjunto de curvas
integrais para aproximar esta superficie deve ser tomada com cuidado, pois pode
ser cara ou mesmo ineficiente o que obriga o desenvolvimento de técnicas
especificas para obter aproximacbées da mesma usando-se um menor numero
possivel de curvas integrais [Ueng (1996)].

5.4.2 Line Integral Convolution

Em vez de desenharmos uma colegcdo de curvas integrais para estudar um
campo bidimensional, a idéia deste método é fazer a convolugdo de uma funcéo
ruido T (textura) ao longo da linha de corrente.
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Seja entdo um escoamento bidimensional e estacionario. Seja também a
solugdo x(s) de (3.7) passando pelo ponto x =X,. O presente método consiste em
calcular a integral:

y+L

1(y) = [K(s=y)T(x(s))ds (5.16)

y-L
onde K é o kernel de um filtro unidimensional com suporte igual a 2L.

O resultado deste método € uma alta correlagdo dos valores das intensidades
na diregdo da linha de corrente, enquanto que perpendicular a esta direcdo
praticamente n&o existe correlagdo. Assim, a estrutura direcional do campo emerge
visualmente, o que pode ser ilustrado pela Figura 5.21.

Figura 5.21 — Funcdo ruido (esquerda) é filtrada usando LIC sobre um campo vetorial
circular gerando a imagem a direita.

Resolver a integral de convolugdo acima para cada pixel € muito caro. Uma
forma de contornar este problema é considerar a funcdo T constante no interior de
cada célula C cortada pela linha de corrente x(s). Assim, a integral (5.16) seria

aproximada por um somatorio do tipo [Forssell-Cohen (1995)]:

1Y) = 2T (P)N(p,, y) onde

(pery) = [ K(s— )P (x(9))ds

ondep, € um ponto da linha de corrente no interior de C,, s=a e s=Nh
correspondem aos pontos onde a linha de corrente x(s) corta a célula C,, N, €0

numero de células cortadas e P, é tal que:

1 sexeC,
0, cc.

ﬁ<x>={

Para campos vetoriais ndo estacionarios a idéia € usar filtros de movimento
(motion filters) e integrar ao longo das linhas de emissdo em vez das linhas de
corrente [Forssell-Cohen (1995)]. Desta forma procura-se manter a coeréncia entre
os diversos frames e obter a impressao de um fluxo no tempo.
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Possiveis extensdes deste método para campos 3D sdo discutidas em
[Interrante-Grosch (1997)] e sdo baseadas na utilizagdo de uma segunda textura
para se obter nocao de profundidade para as linhas de corrente.

Uma possibilidade que pode ser interessante para a visualizacdo estruturas
no interior do fluido & aplicar esta técnica sobre a fronteira da estrutura para
visualizar o campo de velocidades projetado sobre a mesma [Battlke at al.(1996)]. A
Figura 5.22 mostra o resultado deste método aplicado sobre a superficie de um
vortice do tipo daquele da figura 5.23. Os quatro entalhes observados correspondem
a 4 linhas de corrente (do campo projetado) e ajudam a compreender 0 movimento
helicoidal do fluido no interior do vortice.

Esta técnica pode ser enriquecida para simular efeitos obtidos por técnicas
experimentais tais como injecado de substancias coloridas (dye) no fluido. Isto é feito
acrescentando-se cores a regides isoladas da textura T. Estas regides séao
carregadas pelo fluxo, da mesma forma que a substancia colorida é carregada pelo
escoamento, e o resultado € uma macha que se desloca [Shen at al. (1996)]
realgcando informacgdes dos campos nas regides por ela atravessadas.

Figura 5.22- Realce de vortices por LIC.

5.4.3 Visualizagdo da Topologia de Campos Vetoriais

Para campos vetoriais 2D estacionarios esta técnica consiste basicamente
dos seguintes passos[Rosemblum at al (1994)]:

a) Detecgao dos pontos criticos.
b) Classificagdo dos pontos criticos

c) Construgdo de um esqueleto interligando convenientemente estes
pontos.

No item c) acima, o que devemos entender por convenientemente?

Os conjuntos -limite e a-limite, estudados na sec¢ao 3.4.6, podem fornecer
uma resposta a esta pergunta. Vejamos novamente a Figura 5.23.
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Figura 5.23 — Esqueleto formado pelo conjunto (p).

Neste caso, dispondo do esqueleto formado por co(p), basta usar apenas a

continuidade do fluxo para inferir o comportamento das trajetérias em vizinhangas do
mesmo. Novamente, pela discussdo da secdo 3.4.6, na auséncia de outros pontos
singulares, ndo existem trajetorias fechadas e a unica possibilidade para a topologia
do campo fora da regiao representada na Figura 5.23 é dada pelo teorema do fluxo
tubular.

Se tomamos um ponto p tal que oa(p)é um pontos singular entdo podemos

precisar do conjunto oc( p) também. Como exemplo, podemos retomar a Figura 3.6,
mas com um foco estavel na origem. Neste caso, dado um ponto p no interior de C
teriamos o(p)={(0,0)} e a(p)=C, obtendo-se assim os elementos determinantes
da topologia da regiao representada.

Se o campo for 2D nao-estacionario entdo podemos tomar os trés passos

acima para cada instante de tempo e em seguida conectar os esqueletos obtidos
convenientemente para representar a evolugéo temporal da topologia do fluxo.

No caso dos campos provenientes da solugdo das equacdes de Navier-
Stokes (2.18), para condi¢des iniciais e de contorno apropriadas, devemos fazer
algumas consideracdes especiais.

O primeiro cuidado nestes casos refere-se as condi¢coes de fronteira. Para o
caso de fronteiras sem escorregamento (no-slip boundary), coloca-se velocidade
nula nas fronteiras do dominio, o que vai implicar num conjunto infinito e nao
discreto de singularidades para o campo de velocidades.
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Um comportamento comum nestes casos é aquele representado na Figuras
5.24, onde vemos uma linha de corrente, inicialmente presa ao cilindro nos pontos
de e at desprender-se do mesmo em uma das extremidades num instante posterior.

Observemos que esta linha de corrente, na figura a esquerda, inicia em de e
termina em at, pois a circunferéncia correspondente ao cilindro ndo é uma linha de
corrente (velocidade deve ser diferenciavel também nos pontos da fronteira do
cilindro, logo tem-se a unicidade das curvas integrais).

Figura 5.24 — Linhas de corrente nas proximidades de um cilindro em dois instantes de
tempo. O ponto sp € um ponto de cela e 0s pontos at e de sdo pontos de juncdo e separacao,
respectivamente.

Os pontos de e at (ponto de separacao e jungao, respectivamente), ligados
por uma mesma linha de corrente, sdo particularmente importantes, pois estes
indicam uma regido onde o movimento do fluido ficara confinado durante um certo
intervalo de tempo (no caso da Figura 5.24, esta regido € aquela limitada pela
fronteira do cilindro e a linha de corrente que inicia em de e termina em at).

O método apresentado em [Helman-Hesselink (1991)] da atengao especial a
estes pontos e as linhas de corrente que os ligam. Quando isolados estes podem
definir regides de natureza topolégica bem distintas, dai sua importancia para a
visualizagdo do campo.

Para o caso 3D a idéia € usar a mesma metodologia, mas agora aplica-la
inicialmente ao estudo da topologia do escoamento sobre a superficie dos corpos
imersos no fluido.

Para tal, considera-se o campo de velocidades definido no plano da malha
que é um ponto acima da superficie do objeto (estamos supondo superficies sem
escorregamento) e procuram-se os pontos de separagao e jungdo. Com isto, os
pontos de separacdo serao aqueles com componente normal da velocidade positiva
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e os pontos de jungdo com componente normal da velocidade negativa. Neste caso,
estes pontos formardo linhas sobre a superficie do objeto, denominadas linhas de
separacao. Estas linhas indicam que superficies de corrente que inicialmente estao
préximas da fronteira do objeto, afastam-se abruptamente da mesma numa
vizinhanga destas curvas. A Figura 5.25 ajuda visualizar este fato aqui novamente
representado para o caso 2D.

.-—'-"'_"‘-a‘h
7 O
.J

Figura 5.25 — Linha de corrente em uma vizinhanga da superficie afastando-se proximo ao
ponto de separacéo de.

Estas superficies, da mesma forma que a linha de corrente ligando at com de
na Figura 5-24, determinardo o comportamento do fluido numa vizinhanga do objeto
podendo indicar a presenga de vortices.

Para aplicacdes onde o interesse é acompanhar a evolugdo de uma estrutura
(vortices, por exemplo) no tempo, esta técnica torna-se limitada, pois a mesma
objetiva acompanhar a evolugao (global) da topologia ndo se atendo a evolugéo
temporal de uma estrutura especifica.

Apesar disto, é certamente uma técnica elegante e robusta por basear-se em
elementos de facil identificacdo e caracterizacéo: pontos criticos isolados, pontos de
separagao e jungao.

5.5. Técnicas para Visualizacdo de Vortices

As técnicas encontradas na literatura para a identificacao e visualizacdo de
vortices no conjunto de dados podem ser classificadas em trés categorias: técnicas
baseadas em isosuperficies, técnicas baseadas no core e técnicas baseadas em
extragdo de caracteristicas (segmentacéo). Do ponto de vista da classificagéo
apresentada na Tabela 1, estas técnicas visam um resultado que traduza o
comportamento do fluido uma regido do mesmo. E neste sentido que estas técnicas
s&o locais.
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Por outro lado, a informacgao obtida pode se referir ao campo de vorticidade e
de pressao na regido tendo assim a natureza escalar / vetorial indicada naquela
tabela. O dominio volumétrico indica mais uma caracteristica destas técnicas:
delimitar uma regido do espaco onde o fluido esteja em “rotacéo”.

Vejamos as técnicas do primeiro tipo.
5.5.1 Técnicas Baseadas em Isosuperficies

A metodologia basica neste caso € encontrar um campo escalar que possa
ser facilmente obtido a partir dos campos das equacgdes 2.18 e 2.23 e tal que, para
certos valores, as isosuperficies correspondentes envolvam os vortices.
Encontramos duas propostas neste sentido.

Isosuperficies de Baixa Pressao

Em [Robinson (1989)] propbe-se que volumes alongados com baixa pressao
em escoamentos turbulentos e incompressiveis indicam a presenga de vortices.

Assim, uma vez feita uma estatistica inicial do campo de pressao que permita
determinar um limiar para baixa pressdo, uma técnica de geracao de isosuperficies
do tipo discutida na secao 4.2.1 pode trazer bons resultados para a identificagao de
estruturas do tipo vortice.

A dificuldade principal com esta técnica é a grande massa de dados em geral
envolvida, o que levara a uma superficie poliédrica com muitas faces trazendo
dificuldades para o processo de rendering de acordo com a discussao da segao
5.21.

A Figura 5-26 mostra um vértice em forma de “grampo” obtido com esta
técnica.
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Figura 5.26 — Isosuperficie de pressao.
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Autovalores do Tensor de Deformacgao

Em [Chong-Perry (1990)] usam-se as idéias discutidas da segédo 2.6 para
propor uma caracterizagcao dos vortices via os autovalores do tensor de deformacéao
(ver 2.30). Neste trabalho, os autovalores deste tensor s&o calculados em pontos de
alta vorticidade. Autovalores com parte imaginaria suficientemente alta vao indicar
que o ponto pertence a um vortice.

Este método foi aplicado no estudo de vortices em fluidos free-shear e se
mostrou eficiente para identificar vortices de maior intensidade no interior do fluido.
No entanto, esta técnica vai capturar também pequenas estruturas sem oferecer
recursos para determinar como estas se conectam (figura 5.27). Além disso,
certamente teremos superficies poliédricas como muitas faces trazendo o mesmo
problema das isosuperficies de baixa pressao discutido no item anterior.

A figura 5.27 mostra um resultado obtido com esta técnica. A superficie
mostrada envolve uma regido do fluido com alta vorticidade onde o tensor de
deformagéo apresenta autovalores imaginarios.

/ / | | 1 .'i I"\. A
Figura 5.27 — Isosuperficie formada por pontos onde o tensor de deformacéao possui
autovalores imaginarios.
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5.5.2 Técnicas Baseadas na Identificagdo do Core

Algoritmo para time tracking de tubos de vorticidade em
Turbuléncia.

O fenbmeno da turbuléncia em mecanica de fluidos é caracterizado por altas
flutuacbes estatisticas das quantidades que caracterizam o escoamento. Estes
fendbmenos ocorrem (em geral) para valores altos do numero de Reynolds (definido
como o produto das escalas representativas da velocidade e comprimento dividido
pela viscosidade cinematica [Landau-Lifshitz (1959)]) e sdo fundamentais para a
compreensao do comportamento dos fluidos na natureza.

O objetivo desta técnica é estudar a morfologia e a evolugao temporal de
tubos de vorticidade em turbuléncia homogénea. Podemos entender estes tubos no
sentido da definicao de tubos vortices da secdo 2.6, mas com a superficie obtida
envolvendo uma regido de alta vorticidade. Assim estes objetos podem ser vistos
como vortices alongados e, portanto, ndo constituem uma estrutura nova.

A técnica em questéo vai centrar a atencdo ndo em um conjunto de tubos,
mas apenas em um unico tubo e acompanhar sua histéria no tempo. Vejamos
alguns detalhes da mesma.

Descricdo do Algoritmo.

Um tubo de vorticidade é geometricamente uma estrutura alongada e conexa
que pode ser caracterizada por um esqueleto [Villasenor-Vincent (1992)].

O algoritmo funciona em dois estagios. Primeiramente o esqueleto é
progressivamente construido usando-se uma série de segmentos de linhas, de igual
tamanho, conectados seguindo o eixo geométrico do tubo. A seguir os vetores que
definem o tubo sao identificados pelo método descrito abaixo.

Extraindo o Esqueleto do Tubo.

Feita a determinagdo de um ponto semente (definido pelo usuéario ou
automaticamente) o préximo passo sera encontrar a diregdo mais provavel para o
primeiro segmento do eixo da estrutura. Isto é feito gerando-se as coordenadas de
varias centenas de pontos espalhados sobre a superficie de uma esfera centrada no
ponto semente. Feito isto um segmento de reta € desenhado partindo do ponto
semente até um destes pontos e o0 campo de vorticidade em uma regido cilindrica do
espacgo possuindo este segmento como eixo é representado pela média das normas
dos vetores dentro do cilindro.

Este procedimento é repetido para todos os cilindros, e aquele com maior
vorticidade média é utilizado para definir a direcdo do primeiro segmento do
esqueleto.

O processo € repetido usando-se agora uma extremidade deste segmento
como ponto semente. Atinge-se um extremo do core quando o processo acima so
encontra regides com baixa intensidade de campo.
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Ao detectar-se o primeiro extremo, o algoritmo retorna ao primeiro ponto
encontrado usando-se o ponto semente e inicia-se a busca novamente, mas desta
vez em dire¢cao oposta. Repete-se o processo até se encontrar o novo externo.

A selecdo dos vetores que formardo o tubo é feita escolhendo todos os
vetores no interior de uma vizinhanca tubular, previamente determinada, do
esqueleto obtido.

Tracking: Janela Fixa ou Janela Lagrangiana.

O volume de dados pode ser bem reduzido considerando-se somente os
dados em uma regiao cubica do espaco (“janela”) contendo a estrutura de interesse.

Aqui temos duas possibilidades. Usar uma janela fixa e suficientemente
grande para conter o tubo durante um periodo de tempo especificado. Aplicando
limiares de corte para os dados podemos enfocar apenas o tubo durante a sua
passagem pela janela.

Outra possibilidade é usar Janelas Lagrangeanas em lugar de janelas fixas,
as quais se moveriam de acordo com a velocidade média do fluido no interior da
janela.

Busca em Espiral

Uma vez que um tubo com seu esqueleto foi localizado no instante t=t,, o
problema é encontrar um segmento do esqueleto no instante seguinte (t=t,+At)

sob a suposicdo de que (1) ele sera aproximadamente paralelo ao seu
correspondente em t=t, e (2) o deslocamento do tubo durante o intervalo At é
pequeno. Estas suposicbes sdo corretas se o intervalo de tempo At for
suficientemente pequeno.

Desta forma, o proximo passo assume caracteristicas bidimensionais. Mais
especificamente tomaremos o segmento central do esqueleto e faremos a partir
deste uma busca em espiral para localizar sua posi¢do no instante t=t; + At.

Seja entdo o segmento central no instante t=t, copiado para o instante
t=t,+At. Tomemos um plano perpendicular a este segmento e vamos definir um
sistema de coordenadas polares com origem no ponto de interse¢do do plano com o
segmento. Seja uma espiral de Arquimedes r = a6, a > 0, neste plano sobre a qual

definimos um conjunto de pontos da forma: {(rn,en), n=1,..., N}.

Para cada um destes pontos tomemos um cilindro perpendicular ao plano. A
posi¢cdo do segmento no instante t=t, + At € entdo determinada pelo cilindro onde a
vorticidade média tiver valor maximo. Se a busca falhar para o segmento central,
usa-se os segmentos adjacentes para encontrar a nova posi¢do do esqueleto. A
partir do segmento assim obtido, repete-se o processo descrito na subse¢ado que
descreve a extragdo de um esqueleto de um tubo, agora no instante t=t, +At, para

a obtencao de toda a estrutura neste instante.
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Preditor-Corretor

A técnica apresentada em [Banks-Singer (1995)] visa a detecgéo dos vortices
a partir dos campos de pressao e vorticidade.

Este método esta baseado na heuristica justificada na se¢éo 2.7: um ponto do
vortice apresenta alta vorticidade e baixa pressao.

Partindo desta regra, o método descrito a seguir vai construir o core em duas
etapas. A partir de um ponto previamente determinado, um novo ponto do core é
predito via uma integracéo na diregcdo do campo de vorticidade. Em seguida o ponto
predito é corrigido para um minimo local de pressdo sobre um plano ortogonal ao
campo de vorticidade local.

A idéia de usar um plano de corte € motivada pela idéia central comumente
aceita para a estrutura de vortice: existéncia de padrdes circulares ou espirais para
as linhas de corrente mapeadas sobre um plano perpendicular ao core do vortice.

O método que vamos propor no capitulo 6 tem muito em comum com esta
técnica e por isto faremos uma analise detalhada da mesma a seguir.

Pontos Sementes

Para determinar os pontos semente, o método faz uso de limiares de corte
obtidos, por exemplo, a partir de uma analise estatistica do conjunto de dados.

Inicialmente procuram-se pontos com alta vorticidade e baixa presséo,
usando os limiares obtidos. Esta busca é feita em planos perpendiculares a diregao
principal do escoamento. Em cada plano, o valor da vorticidade e pressdo sao
comparados com os limiares previamente estabelecidos.

Identificado um ponto, o passo seguinte é corrigi-lo para um minimo local de
pressdo sobre um plano perpendicular ao vetor vorticidade no ponto obtido. Este
novo ponto sera o ponto semente a ser utilizado na construgcédo do core do vértice.

Construcao do Core

Uma vez que um ponto semente foi detectado pelo método descrito no item
anterior o core do vértice é construido por um processo de continuacdo. Neste
processo, 0 proximo ponto do vortice € predito integrando-se ao longo do vetor
vorticidade (Figura 5.28) no ponto semente. Se simplesmente repetimos esse
processo a partir do novo ponto podemos nos afastar do core. Assim, uma etapa de
correcao se faz necessaria.

A idéia é observar na expressao (2.53) que o oposto do gradiente da pressao
tem um papel essencial para a aceleragcao centripeta. Assim, se um ponto esta no
core, esperamos que a pressao neste ponto seja baixa. Mais ainda, postula-se em
[Banks-Singer (1995)] que a pressédo sobre um plano perpendicular ao core tenha
um minimo local de pressao no ponto de interse¢ao do plano com o core.
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Desse modo, seja p, um ponto sobre o core (podendo ser o ponto semente) e
p., 0 ponto predito integrando-se ao longo do vetor vorticidade éi calculado em
p; (figura 5.28(a)-(b)). Seja P o plano por _pm que é normal a vorticidade (EM) neste

ponto. _p”l é entdo corrigido para o ponto p,,, que corresponde a um minimo local
da pressao restrita ao plano P (figura 5.28(d)).
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Figura 5.28 — Etapas da construgdo do core: predi¢éo (a)-(b) e corregéo (c)-(d).

Este procedimento tem duas caracteristicas importantes. Suponha que
tomemos um ponto p; proximo do ponto p; como ponto semente. Uma vez que

estamos em uma regido com alta vorticidade esperamos um certo alinhamento do
vetor vorticidade (se¢ao 2.6). Logo, o ponto predito Pia estara proximo do ponto

EM da Figura 5.28. Em seguida, a etapa de corregdo ira aproximar este ponto ainda

mais do core procurado. Esta observacido mostra a robustez do método no que diz
respeito a construgéo do core e sera util a seguir.

Encontrando pontos Extremos do Core

Uma forma eficiente de determinar os pontos extremos do core é através das
secoes transversais do vortice que serdo definidas na secdo a seguir. Quando
encontramos um ponto onde esta segado tem area zero (seg¢éo nula) estamos em um
extremo do core.
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Este critério, embora eficiente na maioria dos casos, nao é suficiente.
Podemos observar situagées em que o core desenvolve uma trajetoria muito longa o
que pode dar origem a comportamentos duvidosos.

Para evitar problemas deste tipo, em [Banks-Singer (1995)] limita-se o
comprimento de arco total ao longo do core ao dobro (no maximo) da maior
dimens&o do dominio do escoamento.

Este critério (area zero ou comprimento de arco maximo) tem mostrado bons
resultados computacionais.

Filamentos Conectando Vortices

Existem situacbées em que é util continuar o core para além dos extremos
obtidos pelo método acima. Por exemplo, suponha que um vortice possui uma
regido com baixa intensidade de vorticidade separando duas regides de alta
intensidade. Neste caso, 0 método de continuagcédo do core pode atingir o critério de
parada no momento em que é encontrada a regido de baixa vorticidade o que vai
conduzir a um resultado incorreto uma vez que as trés regides formam um unico
vortice.

Assim, pode ser interessante continuar o core para além de um extremo,
determinado pelo critério acima, para identificar um filamento que conecta regides de
alta intensidade. A questao é quais critérios usar para decidir se um tal filamento é
ou nao parte da estrutura de um vértice.

Durante a continuagéo para além de um extremo, o core pode interceptar
uma fronteira do dominio, entrar em um novo vértice, ou parar em um ponto
qualquer pelo critério de comprimento maximo. No primeiro e no terceiro casos, 0
segmento do core além do extremo deve ser descartado uma vez que temos um
filamento com seg¢do nula e que ndo conecta dois vortices. No segundo caso a
decisado dependera de algum critério eficiente.

A idéia aqui é usar as conseqUéncias do alinhamento do campo de
vorticidade numa vizinhanga do core. Vejamos, por exemplo, a Figura 5.29(a)
abaixo. Nesta figura o core deixa o primeiro vortice no ponto p,e apds n passos

(preditor + corretor) encontra outro vértice no ponto p,.

Se o filamento p,p, fizer parte do core entdo ao executarmos o esquema

preditor-corretor n vezes no sentido inverso (sentido oposto da vorticidade) a partir
de p,, o alinhamento do campo implicara em retornarmos a um ponto p, proximo de

P -

Assim, a aplicagdo do método no sentido oposto € um bom método para
detectar se o campo de vorticidade ao longo do filamento é suficientemente intenso
para que este seja mantido. Especificamente, mantém-se o filamento p,p, se:

1
[P = Pl < 5 lP. = Pl
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Na Figura 5.29(b) temos uma situagdo em que a aplicagdo do método no
sentido oposto perde a curva inicial (curva p,p;) caminhando numa direg&o

qualquer dentro do volume e parando num ponto p,. Uma vez que a distancia entre
os pontos p, e p, € uma fragdo maior que 10% da distancia entre p, e p; os pontos
p, € ps serdo considerados pontos terminais de dois vortices distintos e o filamento
p,p; € descartado.

A figura 5.29(c) mostra a situagédo em que o processo de continuagao avanga
em um outro vortice lateralmente terminando finalmente num ponto p, proximo ao

core do mesmo. No caso representado, o resultado apés o0 mesmo numero de
passos na diregdo oposta € um ponto p, muito distante de p, o que mostra que o

filamento p,p, deve ser descartado também.

Figura 5.29 — Execucdo do método no sentido oposto: (a) Obtem-se aproximadamente o
mesmo caminho, (b) o caminho inicial € perdido, (c) a trajetdria inicial entre em outro
vortice lateralmente terminando no ponto Pg préximo ao segundo core. O ponto Pg é 0

resultado da integracdo no sentido oposto e mostra que o filamento P;Pg deve ser descartado.

Detalhes da Implementacéo para os Pontos Semente

O primeiro detalhe a ser considerado € o fato de varios pontos sementes
gerarem cores muito semelhantes. Este fato também ¢é consequéncia do
alinhamento do vetor vorticidade em uma vizinhanca do core.

Para evitar calculos redundantes decorrentes da utilizagdo de pontos
sementes que geram cores muito proximas, uma possibilidade & estabelecer uma
vizinhanca em torno de cada ponto semente e de cada ponto do core, tal que
qualquer ponto semente dentro desta vizinhanga seja descartado. O termo constante
da representacdo em série de Fourier para a secdo transversal é tomado como o
raio desta vizinhancga.
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Outra questdo a ser considerada sado pontos que ficardo fora desta
vizinhanga, mas que geram cores falsas que se aproximam do core verdadeiro a
medida que vamos aplicando o preditor-corretor. Estes sao casos tipicos de pontos
que estao proximos da borda do vortice (Figura 5.30). Lembrando que o esquema
preditor/corretor converge para o core, podemos resolver este problema usando
novamente uma metodologia de integracdo para traz analoga aquela utilizada na
secao anterior.

Assim, se partirmos de um suposto ponto semente p, na fronteira do vortice

e aplicarmos o esquema estaremos sempre caminhando em direcdo ao core e
portanto ao executarmos a integracdo para traz perderemos a trajetoria inicial
atingindo no final um ponto distante de p,. A Figura 5.30 auxilia na compreenséo

deste fato.

Figura 4.19 -Cores falsos gerados por
pontos na fronteira do vortice.

Figura 5.30 — Cores falsas geradas por pontos na fronteira do vortice.

Detalhes dos Métodos Numéricos

Durante a execuc¢ao do método sera necessario a determinagao da pressao e
vorticidade em pontos ndo pertencentes a malha original. Assim tem-se que definir
alguma estratégia de interpolagéao.

Em [Banks-Singer (1995)] usa-se interpolagdo polinomial de Lagrange de
terceira ordem em cada uma das diregdes coordenadas como uma metodologia para
eliminar vieses. Proximo a fronteira do dominio, onde podemos nao dispor do
numero de pontos necessarios usa-se interpolagao linear.

Este esquema de interpolacao é interessante do ponto de vista numérico por
ser bem preciso, mas € caro do ponto de vista computacional.

A integragao na etapa de predicao pode ser efetuada pelo método de Runge-
Kutta de quarta ordem. Esta é uma possibilidade que traz bons resultados, mas que
apresenta dificuldades para a otimizacdo deste passo. Em vez disso, em [Banks-
Singer (1995)] o ponto predito & encontrado avangando a menor dimenséao da célula
contendo o ponto p, da Figura 4.29(a) na direcao do vetor vorticidade local.
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Este procedimento assegura que pontos sucessivos nunca estardo mais de
uma célula distantes um do outro, e assim, se a simulacao numérica das equacoes
do fluido for executada com a devida resolucao, o core também sera suficientemente
preciso. Este procedimento também reduz a possibilidade de efetuar varias
integragcdes dentro de uma mesma célula.

Para calcular o minimo local de pressao sobre um plano de corte usa-se o
método de steepest-descent [Chapra-Canale (1988)]. A menor dimensao da célula

contendo o ponto p,, € usada como escala local de comprimento na marcha ao
longo da diregao do gradiente.

Nao ha nenhuma garantia de que a fase de correcdo sempre convergira para
o core. Uma forma de resolver este problema € limitar o angulo no qual a vorticidade
pode mudar durante o método de correcdo. Assim impde-se que o cosseno do
angulo entre a vorticidade no ponto corrigido e aquela no ponto predito seja pelo
menos 0.9. No caso deste angulo ultrapassar este limite, se descarta a fase de
correcao e se toma o ponto predito como o novo ponto do core.

Encontrando as Sec¢des Transversais

Uma vez detectado o core o passo seguinte é obter a forma do vortice
correspondente. A metodologia neste passo consiste em determinar secgdes
transversais do vortice. Um bom ponto de partida é aplicar nesta etapa a heuristica
até aqui utilizada. Para tal, devemos estabelecer limiares locais de vorticidade e
pressdo para podermos incorporar ao core uma regido vizinha que envolva a
estrutura procurada, o vortice propriamente dito.

Feito isto, se faz uma varredura radial a partir do ponto p,,, em diregbes

paralelas ao plano P da Figura 5.29 até encontrar-se um ponto que viole o limiar da
vorticidade ou da pressdo previamente estabelecidos. Aos pontos extremos dos
segmentos radiais obtidos nesta etapa sera ajustada uma curva que representara
uma seccao transversal da fronteira do voértice em p,,. A questdo central agora é

que tipo de ajuste utilizar.

Antes de apresentar a solugéo utilizada devemos fazer duas consideragdes.
Primeiramente, um vortice isolado geralmente assume uma forma alongada que
pode ser localmente aproximada por um cilindro. No entanto, quando vértices
interagem, as sec¢des transversais sdo deformadas e assim precisamos de um tipo
de ajuste que possa admitir curvas mais gerais. Uma possibilidade que tem
apresentado bons resultados € uma série de Fourier truncada para a distancia radial
ra partirde p,,:

r(t) = a, +a, cos(t) + b;sen(t) + a, cos(2t) + b,sen(2t),0 <t < 27.

A eficiéncia desta representagao é um fato notavel, embora deva ser tomada
com cuidado, pois pode ser dependente das caracteristicas do fluido e, portanto,
variar de um conjunto de dados para outro.
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A interacéo entre dois vortices traz também a necessidade de um critério para
definir a qual vortice pertence um ponto da regido de interagdo. Uma possibilidade
neste sentido € retomar a interpretacdo da vorticidade como proporcional a
velocidade angular dada por (2.34). Por esta interpretagdo se a vorticidade em um
ponto encontrado fizer um angulo maior que 90 graus com o core isto indicara que o
fluido nesta posi¢ao radial gira em uma direcao diferente daquela definida pelo core,
nao podendo fazer parte do vortice em questao. Assim, o problema de decidir a que
vortice pertence um ponto € resolvido limitando-se o angulo entre o vetor vorticidade
no ponto do core e o vetor vorticidade em qualquer posicéo radial.

Ao calcularmos as secdes transversais em cada um dos pontos p,,, teremos

uma sequéncia de se¢des que serao conectadas por uma malha quadrilateral para
em seguida efetuar-se o rendering.

5.6. Técnica Baseada em Extragcdo de Caracteristicas

Esta técnica [Samtaney at al. (1994)] visa extrair regides coerentes e amorfas
de campos escalares ou vetoriais, bi e tridimensionais. Portanto, € uma técnica de
aplicagcdes mais gerais que as descritas acima, mas cuja aplicagéo para visualizagéao
de vértices em CFD tem apresentado bons resultados. E uma metodologia hibrida,
resultado da combinagdo de técnicas provenientes de areas como visao
computacional, processamento de imagem, computacdo grafica e geometria
computacional.

Se os campos em questao forem ndo estacionarios entdo podemos aplicar
essa metodologia para cada instante de tempo e entdo acompanhar a evolucéo
temporal das estruturas detectadas. Nesta apresentagcdo vamos nos ater ao caso de
um unico campo escalar (magnitude da vorticidade ou pressao).

Vejamos alguns detalhes desta técnica.
5.6.1 Extraindo Regides de Interesse.

Chamaremos objeto a uma estrutura consistindo de um conjunto de pontos
vizinhos cujo campo escalar associado possui valores acima (ou abaixo) de um certo
limiar, juntamente com uma fronteira associada. Portanto, um vértice € um objeto no
contexto desta técnica.

Neste caso também, o algoritmo parte de um ponto semente e de um limiar
de corte previamente estabelecido para testar se os pontos 3D vizinhos pertencem
ou ndo ao voértice procurado. Desta forma se faz um crescimento da regido pela
inclusdo de pontos que satisfazem o limiar previamente determinado. Quando é
atingido um ponto abaixo do limiar escolhido este crescimento é interrompido na
diregdo correspondente.

O conjunto de dados fica assim particionado em “objetos” e background e o
conjunto de pontos que constituem os objetos € armazenado em uma estrutura de
dados para poterior manipulagdo( por exemplo, em uma octree [Wilhelms-
Gelder(1992))]).
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5.6.2 Atributos dos Objetos

Atributos s&o uteis para quantificar e extrair regides bem como para tracking.
Alguns atributos comumente utilizados estao definidos abaixo.

Massa:
Dado um campo escalar ® e um conjunto Q ={x|o(x) > limiar,} entdo definimos

massa como sendo:

W = j (X)dQ
Q
Centroide:
X = (Yl,yz,...,id) , tal que
X, =W j (X)X, dQ, (5.17)
Q

onde k=1,2,..d; com d sendo a dimensdo do espago em questdo e Xx,é a
coordenada espacial k.

Maximos:
Uma regido extraida pode ter varios maximos locais. Estes podem ser detectados
usando-se um algoritmo de crescimento de regides[Silver-Zabusky (1993)].

Volume:
O numero de pontos (n6s da malha) contidos numa regiao.

Momentos:
De maneira geral, nés definimos o momento de ordem N =p, + p,+..+p;, 0<p;

I
de o pela expressao:

I PPz Py =W 71-“60(X)(X1 - )_(l)pl (XZ - X2 )pz "'(Xd - )_(d )pd dQ’
Q

<d,

onde X;,i=1,..,d, sdo as coordenadas do centréide calculadas por (5.17).

Os momentos mais comumente usados sdo o momento de inércia
(Os p, <1, i=1,...,d)e os momentos de segunda ordem (OS p, <2, i=1,...,d). Os
momentos de inércia e de segunda ordem sdo boas aproximacdes para regides
correspondentes a esferas deformaveis, mas eles nao capturam convenientemente
estruturas tipo tubo ou folhas. Momentos de ordem mais alta podem oferecer uma
melhor aproximag&o, bem como uma medida de erro para os momentos de segunda
ordem.

Bordas:
Os pontos localizados nas fronteira das regides extraidas correspondem em geral a
isosuperficies.
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Esqueletos:
Sé&o uteis para representar regides de forma compacta(o core pode ser pensado
como um esqueleto do vortice).

5.6.3 Tracking

Tracking pode ser efetuado na forma de um pré-processamento ou de um
pos-processamento. No primeiro caso, as regides extraidas de um conjunto de
dados sdo usadas para buscar as regides no conjunto de dados seguintes (ver
[Villasenor-Vincent (1992)] para um exemplo).

No pés-processamento as regides s&o inicialmente extraidas de todo o
conjunto de dados para entdo serem correlacionadas.

No que segue nos concentraremos no pds-processamento. A suposicdo mais
basica aqui é a de que o intervalo de tempo entre conjuntos de dados sucessivos
(At=t,,—t,) & pequeno. Esta suposigéo tem sentido uma vez que nas simulacdes
envolvendo vorticidade e turbuléncia é necessario uma discretizacdo bastante fina
do tempo para se obter bons resultados.

5.6.4 Interacbes

Uma forma de caracterizar a evolugdo temporal dos objetos € através dos
possiveis fenbmenos aos quais os mesmos podem estar sujeitos. Em geral, e
particularmente no caso dos vortices, temos as seguintes possibilidades para a
evolucdo dos objetos:

Continuacéo:
Um objeto presente no instante t, continua presente no instante t
alteracdes de forma e posi¢cao no espaco.

com possiveis

i+17
Para determinar se um dado objeto em um conjunto de dados continua
sendo um objeto no conjunto de dados subsequente usamos o seguinte critério:
O Objeto Of* (objeto B no instante t=i+1) corresponde ao objeto O}, se:

{0} *|overlap(0},,0;*) > overlap(0}, 05 JvOL* € O}, com G = B},

onde O" indica um conjunto de N objetos extraidos no instante t = i+1.

onde T

Além disso impde-se que: overlap(Ol,08) > T,,,., . € um limiar para
o tamanho da intersecéo.

Bifurcacéao:
Um objeto se separa em duas ou mais subestruturas.

Usa-se a seguinte definigéo:

Definicéo:

Se um grupo de N>1 objetos, oi+* adicionados s&o equivalentes ao objeto
0),, entdo o objeto O, bifurcou-se no conjunto de objetos o 1 no instante i+1.
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Correspondentemente tem-se o seguinte critério:

O objeto O}, bifurcou-se no conjunto o+ se:
N N .
> atributo(o !*1)— atributo(0}) < Touipuro

j
=1

onde T € o limiar escolhido para o atributo.

atributo

Amalgamagcao:
Dois ou mais objetos se fundem em um unico.

E exatamente o inverso do processo acima.

Criacgao:
Novos objetos aparecem no instante t = i+1.

Este processo ocorre quando um objeto ndo pode ser correlacionado com
qualquer objeto no instante anterior.

Definicao:
Se um objeto O%' n&o é uma continuagéo de algum objeto no instante t, e

nao foi classificado como sendo uma amalgamagao ou parte de uma bifurcagao
entdo O}* € um novo objeto.

Dissipacéo:
Um objeto sofre dissipacdo quando n&o existe um objeto no instante seguinte que
pode ser correlacionado de alguma forma com ele.

Definicao:
Se um objeto O, ndo sofreu bifurcagdo, amalgamagéo ou continuagéo, entéo
0!, sofreu dissipagéo.

A Figura 5.31 exemplifica estes fendbmenos e sera retomada a seguir.
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Figura 5.31 — Possibilidades para a evolugcéo temporal de uma estrutura: continuacéo,
bifurcacdo, amalgamacéo, dissipacéo e criacao.

5.6.5 Visualizagéo e Tracking

O método proposto em [Samtaney at al. (1994)] pode ser resumido nos
seguintes passos.

Extrair os objetos (vértices) de cada conjunto de dados, numerar cada objeto
e criar uma lista de atributos,

Para cada objeto (centroide) no conjunto de dados i, encontrar os objetos
(centroides) vizinhos no conjunto de dados i+1 e efetuar o teste (4.31) para detectar
continuagdo. Se um matching é encontrado, marcar os objetos correspondentes e
remové-los da lista.

Apods a remocéao de todos os objetos que sofrem continuagdo devemos testar
combinacdes de dois ou mais objetos nos instante t, e t,, para detectar

amalgamacoes e bifurcagdes.

Os objetos nos instantes t,,, e t. que n&o foram retiradas da lista nos passos
2 e 3 corresponderao a criagdes e dissipacoes.

Uma vez que o numero de comparagdes sera de ordem exponencial devemos
tomar certos cuidados para limitar o numero de testes. No caso dos vértices deve-se
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observar que as interacbes entre vortices s6 podem ocorrer entre vizinhos e,
portanto, as distancias entre os centréides devem ser tomadas como um parametro
para evitar comparacdes desnecessarias.

O resultado do algoritmo resumido nos passos 1-4 acima pode ser
representado em um grafo direcionado e aciclico (DAG). A Figura 5.32 mostra este
grafo para a evolugao das regides na Figura 5.31 acima.

1(a) 2(a) 3(a) 4(a)

1(c) 2(c) 3(c) 4(c)|  |5(c)

Figura 5.32 — Grafo aciclico direto da evolucéo dos objetos representados na Figura 5.31.

A partir do DAG e dos atributos correspondentes a cada objeto (isosuperficie

por exemplo) pode-se escolher uma regido especifica e acompanhar sua evolugao
no tempo.
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Capitulo 6

Animacao Computacional de Fluidos

6.1. Introducao

Animagado computacional € uma subarea da computagéo grafica que envolve
técnicas de rendering, modelagem geométrica e modelagem de sistemas fisicos.
Independente da aplicagdo em foco, o objetivo final nesta area é reproduzir a
dindmica dos objetos de uma cena com o realismo necessario [Kerlow (1996)],
[Taylor (1996)], [Watt (1991)].

No caso especifico da animagéo de fluidos, o pipeline completo envolve:

o Modelagem geométrica da cena,

. O modelo matematico dos fluidos em questéao,
° A simulacdo computacional deste modelo,

o Rendering.

As técnicas de modelagem geométrica podem envolver modelos poligonais
da fronteira do dominio por onde o fluido ira escoar (paredes, objetos rigidos, etc),
superficies paramétricas e texturas para a representagao da superficie visivel do
fluido e malhas regulares ou irregulares para discretizacdo do dominio e solugao
numeérica das equagoes.

O modelo matematico é geralmente dado pelas equagdes de Navier-Stokes,
apresentadas no Capitulo 2. A simulacdo computacional pode ser feita por uma das
técnicas descritas no Capitulo 4. Os campos gerados nestas simula¢des deverao
receber um tratamento grafico via métodos de visualizagao cientifica e computagao
grafica descritos no Capitulo 5.

O texto abaixo ndo tem por objetivo fazer uma revisdo exaustiva dos
trabalhos em animagao computacional de fluidos. Como ja apontado no Capitulo 1,
os métodos encontrados na literatura para animacao de fluidos via modelos de DFC,
sdo fundamentados nas equagdes de Navier-Stokes, com técnicas de discretizagao
baseadas em diferencga finitas implicitas [Stam (1999)] e explicitas [Foster-Metaxas
(1997)], bem como em métodos Lagrangeanos tais como Método das
Caracteristicas [Stam (1999)], Smoothed Particle Hidrodynamics (SPH) [Liu at al.
(2003)], [Muller at al. (2003)] e Moving-Particle Semi-Implicit (MPS) [Premoze at al.
(2003)].

Dentre estes trabalhos, consideramos que as duas linhas principais séo
aquelas que utilizam métodos de diferengas finitas e aquelas baseadas no SPH
(secéo 4.6). Esta observagao fundamenta-se na generalidade destas técnicas, uma
vez que a base atematica e fisica envolvidas permitem, ao menos potencialmente, a
simulagao de qualquer cena envolvendo fluidos, com o realismo satisfatorio.
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A partir deste ponto de vista, descrevemos inicialmente o trabalho de Foster e
Metaxas, um marco nesta linha de pesquisa [Foster-Metaxas (1997)]. Este trabalho
pode ser considerado o precursor daquele descrito na secio 6.3, devido a Jos Stam
[Stam (1999)], o qual propée uma solugéo para o custo computacional elevado do
método de Foster e Metaxas para malhas com alta resolugéo e/ou velocidades altas.
Em seguida, descrevemos o trabalho de Patrick Witting [Witting (1999)], o qual
considera um modelo matematico para fluidos (gases) bem mais completo que os
dois anteriores. Neste caso, o fluido (gas) € compressivel e 0 modelo matematico
envolve também equacdes termodinamicas. Este método usa diferencas finitas no
espacgo e Runge-Kutta para interagdo no tempo (ver capitulo 4).

Finalmente, apresentamos o trabalho [Mdller at al. (2003)], onde as equacgdes
de Navier-Stokes sao resolvidas via SPH. Uma vantagem deste método com relacéao
aos anteriores € sua independéncia de malhas previamente definidas, o que ja
discutimos na secao 4.6 onde apresentamos as principais caracteristicas desta
técnica.

Na fase de rendering, os trabalhos descritos a seguir fazem uso volume
rendering [Foster-Metaxas (1997), Witting (1999)], LIC [Witting (1999)], e splatting e
marching-cubes [Muller at al. (2003)]. Estes métodos de visualizagao foram descritos
no capitulo anterior.

6.2. Animacdao via Modelo para Gases Aquecidos

Em [Foster-Metaxas (1997)] encontramos um modelo em DFC voltado a
animacdo de gases aquecidos e turbulentos. Neste trabalho tratamos os gases
como fluidos incompressiveis, 0 que € uma simplificacdo drastica destes sistemas
fisicos, se pensada do ponto de vista de aplicagdes nas ciéncias ou engenharias.
Como ja ressaltado anteriormente, isto faz sentido porque o objetivo final neste caso
€ a criacao de um efeito visual, e ndo a descricdo de um fendmeno fisico. Assim, o
grau de sofisticacédo de um modelo depende apenas do tipo de efeito visual que se
deseja criar.

Tais simplificacbes tém também um outro aspecto. Os modelos em animacao
computacional devem capazes de gerar imagens em tempo real, pois o objetivo final
de uma pesquisa nesta area é disponibilizar novos aplicativos graficos para os
animadores projetarem suas cenas. O custo computacional dos algoritmos
desenvolvidos € um fator fundamental.

Algoritmos que demandam plataformas computacionais nao-convencionais
implicam em aplicativos de uso muito restrito. Assim, existe um compromisso entre
realismo e custo computacional. A busca de solugbes o6timas, ou seja, algoritmos
que oferecam o realismo necessario, com custo computacional aceitavel, é um
grande desafio do estado da arte da animacgéo de fluidos.

A partir destas consideracoes, Foster e Metaxas propuseram em [Foster-
Metaxas (1997)] o seguinte modelo para a evolugéo da velocidade U de um gas
aquecido:
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Ay .vi)-@-Vii-Lvp+f,, ©.1
a p

onde p € o campo de pressdo no interior do fluido, e os operadores V e (V-)
representam os operadores gradiente e divergente, respectivamente, como ja
definidos anteriormente (ver Apéndice A). A grandeza p, densidade do fluido, é

tomada como constante (p=1). O campo vetorial fT € um campo de forgas
decorrente da variagdo da temperatura (T) no interior do fluido, a qual é modelado
pela seguinte equacgao diferencial:

% AV -(VT)-V-(Td), (6.2)

onde A é um coeficiente de difusdo. Esta expressao é um caso particular da Lei de
Conservagao dada pela equagao (2.28), quando ﬂ =0, q, =0, E=T e o efeito
das forcas de atrito internas forem despreziveis para a variagao da temperatura, ou
seja, V - (& -V) puder ser desconsiderado na equacdo de conservagdo da energia. A
forca f, é dada por:

fr=-A,T-T) (63
onde {, € o campo gravitacional (vertical), § € o coeficiente de expanséo térmica e
T, € a temperatura inicial de referéncia.

Deve-se acrescentar a estas equagdes a condi¢cdo de incompressibilidade:
V-i=0, (6.4)
uma vez que supde-se fluidos incompressiveis neste modelo.

Vejamos alguns detalhes do método proposto em [Foster-Metaxas (1997)]
para animagéo de fluidos via as equagbes (6.1)-(6.4).

6.2.1 Modelagem do Ambiente (Cena)

Em [Foster-Metaxas (1997)] tanto a fronteira dos objetos (rigidos) que
compde a cena, quanto o dominio de escoamento do fluido sdo modelados via
voxels. Assim, faz-se uma decomposi¢do regular de todo o ambiente da cena
usando uma malha regular (segcado 4.2), contendo voxels interiores aos objetos e
voxels interiores ao dominio de escoamento do fluido. Voxels que possuirem faces
interiores e faces exteriores ao dominio de escoamento serdo denominados voxels
de fronteira.
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(a) (b)
Figura 6.1 - (metaxas-figl.bmp)

Os campos escalares e vetoriais de interesse serdo conhecidos nos nds da
malha (i, j,k) da malha. Se necessitarmos de valores destes campos em qualquer

outro ponto do dominio de escoamento, entdo algum tipo de interpolagéo devera ser
usada.
6.2.2 Discretizacao das Equacgdes

Os esquemas de diferencas finitas utilizados s&o descritos a seguir. Seguindo
a notacdo usada no Capitulo 2, dada uma grandeza fisica, a temperatura T, por
exemplo, indicaremos por T",, , o valor da temperatura, no né (i, j,k) da malha, no
instante nAtda simulacdo (estaremos supondo o instante inicial t, =0). Em [Foster-
Metaxas (1997)] séo utilizados os seguintes esquemas para aproximar as derivadas
parciais de primeira e segunda ordem que aparecem nas equagdes (6.1)-(6.4):

T _T(t+Atxy,2)-T(txy,2)

, (6.5

ot At (65)
ﬂ_T(X-'_h!y!Z)_T(X_ha yaz) (6 6)

ox 2h L

o°T _T(x+h,y,2)-2T(x,y,2)+T(x=h,y,2) 6.7)
ox’ h? o

Estas expressdes correspondem a primeira, terceira e oitava linhas da Tabela
4.1, secéo 4.3. Usando a notacio acima, teremos:

oT((n+1)Ati, k) Ty -~

com equacgoes analogas para as derivadas espaciais.

Desta forma, a equacéo pode ser discretizada na forma:
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n+. n 1 n n n n
Tii ' =T« +At{(ﬁj[(-ru)i—l/2,j,k _(Tu)i+1/2,j,k +(Tv)i,j—1/2,k _(TV)i,j+1/2,k +

n n ﬂ’ n n n
+(TW)i,j,k—1/2 _(Tu)i,j,k+1/2]+h_z[(Ti+1,j,k - 2Ti,j,k +Ti-l,j,k)

+(Ti,nj+1,k - 2T, +Ti,nj—1,k)+(Ti,nj,k+1 - 2T, +Ti'”j'k_l)]}, (6.9)
onde o termo (Tu);,,,, ;, € dado por:

1

(T )in+1/2,j,k = EuinJrIIZ,j,k (Ti,j,k +Ti+1,j,k )’ (610)

e a velocidade u/,,, ;, € obtida via interpolagé&o.

6.2.3 Conservacao da Massa

Pela Tabela 4.1, vemos que as expressdes (6.6)-(6.7) acima envolvem um
erro de ordem O(hz). Este erro implica que a solugdo numeérica pode ndo preservar a
conservacao da massa, a qual é expressa por:

V-v=0, (6.11)
estando implicita na equacéo (6.1), de acordo com a exposigcao da secao 2.2.

Assim, é preciso utilizar um esquema de corregéo para garantir esta condig¢ao.
Primeiramente, usa-se diferengas finitas centrais para aproximar a equagao (6.11):

- 10, 1 2 2 3 3
(V'V)i,j,k = H(Vi+1/2,j,k —Vicz ik TVijszk = Vijarek TVijkee _Vi,j,k—llz)’ (6-12)

onde (V'V)”Vk é o valor de V'V na posicao (iik) o (Vl’vz’vs) representam as
componentes do vetor velocidade. A conservacdo da massa implica que o campo
definido pela expressédo (6.12) seja nulo em todo o dominio, ou seja, precisamos
resolver uma equagdo de Laplace em 3D. Contudo, podemos usar a teoria
desenvolvida na seg¢dao 2.8 (Decomposicdo de Helmhotz) para resolver este
problema. Para isto, seja entao a equagao (2.77) dada por:

@.VZA¢:[ﬁl_az—f]+(a"—2_QJ+(a—"g—ﬁj=o. (6.13)
oX  0OX oy oy oz oz

Desta equacéao, fica claro que uma forma de satisfazermos a condi¢ao (6.11)
em todo o dominio sera corrigir a velocidade V segundo as expressodes:
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Vlnew = V1 —Z—f, (614)
VZnew = V7 —Zy-"’, (6.15)

V3new = V3 —%, (616)
0oz
pois, podemos verificar que ?-Vnew =0. Assim, temos que encontrar um potencial ¢

que satisfaga a equagao (6.13) e em seguida usar as expressoes (6.14)-(6.16) para
obter o campo de velocidades corrigido. O campo ¢ desejado pode ser calculado

por um esquema iterativo obtido como segue. Por (6.13), estamos procurando um
campo ¢ que satisfaga a expressao:

~ " + N —o" + N —o" -6 N
O ~ —(V ‘\—/»)i’j’k + (¢|+1,],k ¢|—l,J,k ¢|,]+1,k ¢|H;1,k ¢I,J,k+l ¢|,],k—l ¢|,J,k ]

onde (@ 'V)i,,-,k € dado pela equacgao (6.12) e usamos uma expressao analoga a (6.7)
para aproximar o Laplaciano de ¢ via diferengas finitas centrais. Multiplicando
ambos os membros desta expressdo por h?’/3 e adicionando ¢i'fj,k obtemos a
expressao:

h? 1

¢ir,]j,k ~ _?(6 'v)i,j,k +§(¢in+1,j,k _¢in—1,j,k +¢ir,1j+l,k _¢ir,]j—1,k +¢ir,]j,k+1 _¢ir,1j,k—l)_¢ir,1j,k'

Assim, se utilizarmos o esquema iterativo a seguir:
2

n+ h” (< = 1 n n n n n n n
¢i,j,lk = _?(V'V)i,j,k +§(¢i+l,j,k =Pl ik Tk —Piiak T Oiika _¢i,j,k—1)_¢i,j,k’(6'17)

0 qual sera interrompido quando

¢”*1i,j,k—¢”i,j,k‘ for suficientemente pequeno,
teremos um campo ¢ com as caracteristicas desejadas. Finalmente, as seguintes
versdes discretas para as expressoes (6.14)-(6.16) fornecem a velocidade final:

Viik <« Vijk —w, (6.18)
VZiik < V3K —w, (6.19)
V3i,j,k (—Vsi,j,k —M (6.20)
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6.2.4 Estabilidade Numeérica

O esquema numeérico apresentado na segéo anterior tem a vantagem de ser
facilmente implementavel, mas possuem a desvantagem de serem numericamente
instaveis para grandes passos de tempo.

A origem desta limitagdo estd no termo nao-linear de advecgédo (ou
convecgao) dado pela expressao (U -V)G. Se este termo for tratado numericamente

via diferencgas finitas, como proposto por Foster e Metaxas, obtém-se um método
estavel apenas para passos de tempo suficientemente pequenos. Pode-se mostrar
que o intervalo de tempo At deve satisfazer:

At < 4 (6.21)
o

onde h é a resolugdo da malha usada na discretizagao.

Portanto, para malhas com alta resolucdo e/ou velocidades altas, o passo no
tempo deve ser muito pequeno, o que aumenta o custo computacional do algoritmo.
Além desta condicdo, a analise linear para as equacdes de Navier-Stokes do
problema mostra que a seguinte condi¢gao também deve ser satisfeita:

V< (%] max((vl)2 , (v2 )2 : (v3)2) (6.22)

para que a estabilidade numérica seja mantida. Esta condigdo limita o valor da
viscosidade cinematica do fluido.

6.2.5 Condi¢des de Contorno e Iniciais

O comportamento do gas nas paredes dos objetos sdélidos da cena deve ser
definido a priori para que as equacdes de diferengas finitas possam ser avaliadas
nos pontos préximos a fronteira do dominio de escoamento do fluido. Por exemplo,
na parede de um radiador de calor teriamos a componente normal da velocidade

nula, pois ndo existe fluxo nesta diregdo. Quanto & componente tangencial V;
podemos ter condigbes tipo “no-slip”, ou seja, vV, =0, ou condigbes tipo “slip”,
quando o fluido tem liberdade para escorregar na diregéo tangente a fronteira do
dominio. A temperatura flui livremente do radiador para o gas, assim, a temperatura
inicial das células da fronteira sera a mesma temperatura T da parede do radiador.
Em [Foster-Metaxas (1997)], de maneira geral a velocidade na superficie de objetos
rigidos é do tipo “no-slip” e portanto Vv =0 nas células da fronteira. A temperatura na
fronteira é a temperatura ambiente. A pressao nas fronteiras é dada pela pressao
externa ao dominio.

Devemos também definir condi¢des iniciais para os campos de velocidade e
temperatura, uma vez que as equacgdes (6.1)-(6.2) envolvem derivadas de primeira
ordem para estes campos. Estas condigdes sdo determinadas em funcéo do efeito
que se deseja obter. Nao ha uma maneira sistematica para obter tais condi¢des
ficando este ponto dependente da experiéncia do usuario.
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6.2.6 Rendering

Uma vez determinados os campos de velocidade e temperatura, passamos a
fase de rendering cujo resultado sera a sequéncia de cenas, ou a animagao
propriamente dita. Em [Foster-Metaxas (1997)] a etapa de rendering € baseado no
tracado de particulas, descrito pela equagdo 3.3 (ver segao 4.3.1 também). A
densidade de particulas utilizada, ou seja, numero de particulas por unidade de
volume, pode depender da velocidade ou temperatura do fluido, ou de critérios
subjetivos do usuario. O mesmo pode ser dito com respeito a densidade de cada
particula individualmente. Assim, uma vez definida a distribuicdo de particulas no
instante t, a nova distribuicdo no instante t+ At sera dada por uma expressédo do
tipo:
=ty v, (6.23)

onde I’it ¢ a posigdo da particula i no instante t, Até o passo no tempo utilizado e
\7it € a velocidade do fluido na posigao ocupada pela particula i no instante t.

Finalmente, a distribuicdo de particulas em cada instante é projetada via
volume rendering para a geragado da imagem correspondente.

6.2.7 Algoritmo para Animagéo de Gases

O algoritmo descrito em [Foster-Metaxas (1997)] pode ser dividido em tres
etapas. Na primeira, devem ser definidos dos parametros fisicos de viscosidade,
expansao térmica e difusdo molecular, condi¢des iniciais e de contorno, assim como
como parametros numéricos. Na segunda etapa, obtemos a solucdo numérica das
equagdes de fluidos (6.1)-(6.2). Finalmente, na ultima etapa, executa-se o rendering
via tracado de particulas e volume rendering. Mais detalhadamente, temos o
seguinte:

Primeira Etapa:
a) Geragao da malha regular segundo o valor de h,
b) Definir condi¢des de contorno para velocidade, temperatura e presséao,
c) Definir condigbes iniciais para velocidade e temperatura,

d) Definir os parametros v, f e Ade acordo com o efeito desejado.
Segundo [Foster-Metaxas (1997)], valores da ordem de 1/10 h fornecem

fluxos pouco turbulentos enquanto que para valores menores, da ordem
de 1/100 h ou menos, a turbuléncia € um efeito predominante.

e) Usar At como sendo o menor valor entre aqueles obtidos pelas
expressoes (6.21)-(6.22)

Segunda Etapa:
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a) Usar as equagdes de diferengas finitas (6.5)-(6.7) para obter a evolugéao
temporal dos campos de interesse, ou seja, obter a velocidade e

temperatura no instante t + At a partir destes campos no instante t .

b) Aplicar as expressodes (6.18)-(6.20) para corrigir o campo de velocidade
obtido no item anterior

c) Voltar ao passo (a) desta etapa.
Terceira Etapa:
a) Definir uma distribuicéo inicial de particulas
b) Evoluir esta distribuicdo de acordo com a equacao (6.23)

c) Para cada instante de tempo t usar volume rendering para gerar a
imagem correspondente

6.2.8 Resultados

A imagem mostrada na Figura 6.2 demonstra a interacdo de gas aquecido
com objetos solidos. A versao discreta deste cenario € mostrada na Figura 6.1. O
gas é forcado para dentro do ambiente impondo condigbes de contorno para a
temperatura e velocidade correspondentes a uma valvula de pressdo. A velocidade

inicial do fluido na valvula ¢ 0.3m/s e a temperatura do mesmo é 80°C. Estas

condicdes sdo consistentes com aquelas de um gas sendo ventilado a partir de um
boiler. O resultado é a ejecao de fluido no interior da cena. Neste caso, observa-se
turbuléncia apenas na extremidade da valvula para velocidades mais altas do fluido.

O mesmo ambiente foi usado para animar a interacdo entre gases emitidos a
partir de trés valvulas separadas. A Figura 6.3 mostra trés frames para esta
animacao. As rotagdes causadas pelo resfriamento e mistura dos gazes podem ser
observadas nesta seqiéncia. Em ambos experimentos, particulas de prova foram
introduzidas a taxa de 2000/s e as imagem mostradas sdo o resultado do volume
rendering a partir desta distribuicao de particulas.

Figura 6.2 -
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Figura 6.3 -

6.3. Fluidos Estaveis

Jos Stam propde como solugdo para o custo computacional do método de
Foster e Metaxas a utilizagcdo de métodos Lagrangeanos e esquemas implicitos para
solugdo numérica das equacoes de Navier-Stokes [Stam (1999)].

O modelo matematico, para as equagdes de fluidos, considerado por Jos
Stam €& composto pelas equacbes (6.1) e (6.2) acima. Contudo, usa-se a
Decomposicdo de Helmhotz-Hodge, apresentada na segéo 2.8, segundo a qual, um
campo vetorial w diferenciavel, pode ser decomposto, na forma:

W=0+Vq, (6.24)

onde U possui divergente nulo (V-0=0) e g € um campo escalar. Aplicando o
operador divergente em ambos os membros da equagao anterior, obteremos:

V-W=V?q, (6.25)

onde usamos o fato de U possuir divergente nulo. Obtemos assim uma equagao de
Poisson para o campo escalar q. A solucdo desta equacao permite definir um
operador de projecado dado por:

Uu=Pw=w-Vq, (6.26)

Seja entdo a equagao de Navier-Stokes para o0 campow :
a_ vv.(vw)—(w.v)v*\/—ivm f., (6.27)
a p

Aplicando este operador a ambos os membros desta equacdo, supondo
densidade p =1, obtemos:

% —P(w-(vO)-(@-v)i+f,) (628)

onde usamos as expressoes:
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ot
P(Vp)=0. (6.30).

Pela equacgao (6.28) vemos que a contribuigdo da pressao € nula para o calculo

da componente U da expressdao (6.24), a qual satisfaz a condicdo de
incompressibilidade:

V-i=0. (6.31)

p(@) _ %(pw) _ %, (6.29) ,

Desta forma, a solugdo da equagao (6.28) € aquela desejada. O método
apresentado para a integracao desta equacéao é a principal contribuicdo do trabalho
de Stam. Basicamente, resolve-se a equagéao (6.27), sem considerar a contribuigdo
do termo envolvendo a pressao, para, em seguida, obter a componente U via as
equagdes (6.25)-(6.26). Vejamos alguns detalhes do mesmo.

6.3.1 Esquema Numérico

No esquema numérico proposto, seja W(x,t) a solugdo da equacgéao (6.27)
para um instante t e seja Ato passo de tempo considerado. Para obter Vv(x,t+At),
resolve-se numericamente a equagao (6.27), para o intervalo At, em quatro passos.
Tomando-se Wo(x) como condicdo inicial desta equacao, resolve-se primeiramente a
parcela correspondente a forga externa:

W, =W, +Atf.,  (6.32)

Em seguida trata-se do termo de advecgédo (ou convecgao) definido pela
expressao (U-V)G, fonte principal de instabilidade numérica, segundo a discussao
da secgédo (6.2.3). Em [Stam (1999)] este termo é tratado numericamente via o
Método das Caracteristicas, bem conhecido no contexto de equacgdes diferenciais
parciais. Assim, obtém-se um esquema numérico mais estavel, mesmo para passos
de tempo que ndo satisfazem a restricdo dada pela expresséo (6.21). Isto diminui o
custo computacional dos algoritmos em questdo, sem trazer prejuisos para a
geracao de efeitos visuais, sendo, portanto, uma contribuicdo importante do ponto
de vista da computagéo grafica [Stam (1999)].

O Método das Caracteristicas consiste na seguinte formulagdo. Seja a
equacao de conveccao:

%z v()-valxt) (639

a(x,0) = a, (),
onde a(x,t) é um campo escalar e V(x) é um campo vetorial estacionario.

Seja ¢ a solugéo do seguinte problema de valor inicial:
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dc(xo,t)zv( )
dt " (6.34)
c(%,,0) = X,

A curva c(xo,t), solucao do problema acima, é denominada a caracteristica do
campo vetorial \7(x), passando pelo ponto X, em t=0. Seja agora
a(x,,t)=a(c(x,,t)t) o valor do campo escalar ao longo da caracteristica
considerada. Aplicando a regra da cadeia, verifica-se diretamente que:
da _aa(x.t) i

oY x)-va(x,t)=0. (6.35)

Portanto, o valor do campo escalar a(x,t) ndo varia ao longo de uma linha de
corrente. Em particular, a(x,,t)=a(x,,0)=a,(x, ). Este é o principio basico do Método
das Caracteristicas.

Este método é usado em [Stam (1999)] para resolver a equagao de adveccgao.
Consideremos um intervalo de tempo genérico [t,.t, +At] e W,(x,t)= (W11W12W13)

onde w;(x) sdo as componentes do vetor velocidade. Substituindo Vv =w,(x,t,) e
a,(x)=w;(x,t,) no problema (6.33) obtemos:

W) _ g x)vwi(es)  (636)
or

1
Wy (X,O) =d, (X)’
onde 7 =t—t,€ uma variavel auxiliar.

Seja agora c(xo,r) a caracteristica correspondente, solucdo do problema

(6.34). Entao, fazendo 7 = At teremos:
W (c(x,, At), At) = Wi (c(x,,0),0) = wi(x,,0). (6.36)
O proximo passo é resolver o termo correspondente a viscosidade, o que é
equivalente a resolver a seguinte equacgao de difusao:
% = Ww,(x,t)=0, (6.37)

O método mais direto para resolver numericamente esta equacao é através
de esquemas explicitos de diferencas finitas. Contudo, estes métodos sao instaveis
para valores altos de v. Assim, em [Stam (1999)] optou-se por um método numérico
implicito dado por:

(1 = vAtV? Vi, () = W, (x),  (6.38)

onde | é o operador identidade.
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Este esquema conduz a matrizes esparsas podendo ser resolvido
computacionalmente de maneira eficiente.

Finalmente, o ultimo passo, vai fornecer a projecao. O resultado € o campo
W,(x) obtido pela expressao:

W, =W, -vq, (6.39)
onde q é solugao da equagao:
V-W, =V?q, (6.40)
6.3.2 Condigdes de Contorno Periodicas

Quando usamos condigbes de contorno periddicas, o método apresentado
acima assume uma forma muito elegante, baseada na transformada (rapida) de
Fourier (FFT). Seja entédo a FFT, com relagdo as variaveis espaciais, da velocidade

V(x,t), denotada por V(Iz,t), onde k é o vetor das variaveis livres no dominio de

Fourier, tendo a mesma dimenséao de x, e denominado numero de onda. Lembrando
a propriedade:

F{anrjz(i)”k”F(f), (6.41)

OX

onde i =-1 e F é a transformada de Fourier de f.

Fica claro que, no dominio de Fourier, os operadores de difusdo e projegéao
tomam a forma [Stam (1999)]:

| —VAtV? = | +Atk?, (6.41)
PW - ﬁv‘v(R):v‘v(lZ)—kiz(R KK, (6.42)
onde k =HE“
Observando a expressao (6.42) vemos que, no dominio de Fourier, o

operador de P projeta um vetor o vetor W(k) sobre o plano normal ao numero de

onda k . Portanto, a transformada de Fourier de um campo com divergente nulo é

sempre ortogonal ao nimero de onda k . Por outro lado, a expressao (6.41) mostra
que a difusdo pode ser interpretada como um filtro “passa-baixa” cuja largura é
proporcional ao intervalo de tempo At e a viscosidade v. Desta forma, a solugao no
dominio de Fourier pode ser obtida como segue:

Forca Externa: w, =W, +Atf;, (6.43)
Advecgdo: W,(x)=w,(c(x,~At)), (6.44)
W, (K )= F(w,(x)), (6.45)

Transformada :
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Difusdo : W,(x) = J/VT (6.46)
Projecdo : PW, (E)z W, (IZ) (6.47)
Inversa : F(w, (k )) = w,(x). (6.48)

Este método é de facil implementagdo, mas tem a desvantagem de ter custo
computacional O(N logN) onde N é o nimero de nés da malha utilizada.

6.3.3 Adveccao e Difusdo de Substancias

Um recurso interessante para criacao de efeitos visuais a partir do campo de
velocidades obtido é simular a dispersdo de substancias nao-reativas no interior do
fluido. Isto significa que a substancia sofrera adveccao e difusdo. A equagao geral
neste caso segue a lei de conservagédo para campos escalares apresentada na
secao 2.2.1, equacgao (2.8), e tem a forma:
oS

E:—v~68+V5AS—aSS +st (649)

onde S é a concentragdo da substancia, V a velocidade do fluido, Q, representa o
termo fonte e v ,ay denotam os coeficientes de difusdo e dissipagéo,
respectivamente.

Comparando esta equacdo com equacbdes de Navier-Stokes dadas pela
expressdo (6.27), observamos que, do ponto de vista matematico, o temo de

dissipacao é o unico termo novo. Este termo pode ser resolvido numericamente pela
seguinte expressao:

(1+ Atag )S(x,t + At) = S(x,t), (6.50)
a qual representa a solugdo numérica (implicita), por diferengas finitas, da equacgao:

s

&zﬂﬁ.mm

Os demais termos podem ser resolvidos numericamente usando a mesma
metodologia apresentada na sec¢éao (6.3.1).

6.3.4 Renderizacao e Resultados

O método descrito acima foi implementado e adicionado a um sistema grafico
que permite a interagdo do usuario com o fluido em tempo-real. Em [Stam (1999)]
sao fornecidos detalhes deste sistema. A visualizacdo do movimento do fluido é feita
pela adicdo de substancias ou texturas, as quais sofrerdo advecgao, difusdao e
dissipacdo, de acordo com a equacgao (6.49). Em seguida, usa-se volume rendering
para a fase de rendering. Efeitos de sombreamento podem ser obtidos adicionando-
se uma fonte de luz direcional em algum ponto da cena.
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A Figura 6.4(a) mostra uma sequéncia 2D obtida com a utilizacao de texturas.
As Figuras 6.4 (b)-(g) mostram frames obtidos via fluidos 3D. Nestes casos,
utilizaram-se substéncias ndo-reativas, volume rendering e efeitos de
sombreamento. Foram utilizadas malhas com resolugdes entre 16°e 30°, na
plataforma grafica SGI Octane com processador R10K e 192 Mbytes de RAM.
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Figura 6.4 -
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6.4. Fluidos Compressiveis

Nos dois modelos descritos acima, os fluidos sdo considerados
incompressiveis. Em [Witting (1999)], Patrick Witting considera um modelo
matematico para fluidos (gases) bem mais completo que os anteriores. Este método
foi usado para gerar alguns efeitos visuais do filme The Prince of Egypt.

Primeiramente, em [Witting (1999)] os gases sdo modelados como
compressiveis e a densidade do fluido ndo é suposta constante. Assim como em
[Stam (1999)], descrito acima, advecgdo e / ou difusdo de campos escalares
artificiais pode ser utilizada para criar efeitos visuais. O modelo para fluidos utilizado
€ uma versdo simplificada daquele encontrado em [Klemp (1978)], usado para
simulagao de fendbmenos atmosféricos.

Neste modelo, em lugar da pressdo (p) e temperatura usuais (T), s&o
utilizadas a pressao adimensional e a temperatura potencial, definidas,
respectivamente, por:

M= (ﬁj%, (6.52)

0

0= T(ij_c", (6.53)

Po

Em meteorologia usa-se temperatura potencial, dada pela expresséo (6.53),
em lugar da temperatura usual, como uma medida da estabilidade estatica do fluido,
uma vez que as (grandezas usuais ndo sdo conservadas na atmosfera [Klemp
(1978)].

As grandezas p e T estao relacionadas pela equagao do gas ideal:

p=pRT, (6.54)

Finalmente, supondo G =(u,,u,,u;) a velocidade do fluido, as equagdes do
mesmo sao dadas por:
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onde a quantidade 7 € uma perturbacdo da pressido adimensional, ou seja:

M=T+7x (6.56)

onde:
M _Z9  (6s7)
oz ¢c¢.0

Nestas equacdes, g é a aceleragdo da gravidade, f,f,,f,,f, s&o
componentes de forgas, v e v, s&o coeficientes de difuséo, ¢, € o calor especifico
a pressdo constante € é a velocidade do som e  uma temperatura de referéncia.

Adicionalmente, a estas equacbes podem ser utilizadas equagdes
descrevendo a adveccgao e / ou difusdo de um campo escalar S, sob a agao do fluxo,
de acordo com o modelo dado pela expressao (6.50). Em particular, pode-se utilizar
um campo de texturas inicial, o qual sera difundido pelo fluido, o que sera explorado
na secio 6.4.3.

6.4.1 Fenbmenos Incorporados

As equacdes (6.55a)-(6.55e) permitem a simulagéo de efeitos que ndo podem
ser obtidos pelos modelos anteriores. Esta generalidade do modelo decorre das
seguintes caracteristicas:

Compressibilidade:

Este é o aspecto mais importante deste modelo, se comparado com os
aqueles descritos nas se¢des anteriores. Além da possibilidade de simular efeitos
que dependem da natureza compressivel do fluido, ainda ha vantagens
computacionais. Segundo Witting [Witting (1999)], as equagdes correspondentes
podem ser resolvidas mais rapidamente, uma vez que nao € preciso resolver a
equagao de Poison (6.13) neste caso. Assim, ndo existe o custo computacional extra
decorrente do esquema iterativo dado pela expresséao (6.17).

Conservacao da Massa:
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A equacgdo (6.55d), que expressa a conservagdo da massa foi adicionada
explicitamente. Isto é necessario, uma vez que a condicdo de incompressibilidade,

dada pela expressdo (V-V =0) ndo é satisfeita e a densidade pode ser variavel no
tempo e no espaco.
Densidade Variavel:

Uma vez que o modelo em questao permite densidade variavel, aumentamos
o espectro de efeitos que podem ser gerados.

6.4.2 Solugdo Numérica

Em [Witting (1999)] usa-se método de Runge-Kutta de Quarta ordem, dado
pela equacao (4.120)-(4.121), para integragdo no tempo e diferengas finitas de
quarta ordem para discretizacdo das derivadas espaciais. A malha utilizada é
regular, com células cubicas. Assim o sistema de equagdes (6.55a)-(6.55e) é escrito
na forma:

Z_‘f _F(¥) (657)

\P(to)z Yo,
onde ¥ =(u,,u,,u,,7,0)" e d/dt representa a derivada material, dada por:

d—\Pza—\P+ula—\P+uza—\P+u3a—\P, (6.58)
dt ot OX oy 0z

e Fo € uma condicao inicial conveniente, conhecida nos nés da malha regular.

A partir de entdo, a evolugdo temporal dos campos (componentes de V)
sera obtida via o esquema numérico descrito acima, aplicado ao sistema (6.57).

Embora seja possivel utilizar esquemas numeéricos com precisdo menor, em
[Witting (1999)] optou-se pela precisao de quarta ordem, pois o custo computacional
nao se mostrou restritivo e, além disso, com esta precisdo pode-se utilizar malhas
com menor resolugao.

A condicao de estabilidade neste caso é dada por:

2n2
c.a/mn’

onde h é a resolucdo da malha, n a dimensdo do espaco, m e c¢, sao fatores
relacionados com propriedades numéricas [Witting (1999)].

6.4.3 Resultados

A Figura 6.5 mostra um resultado obtido com esta técnica. Neste exemplo, a
luminancia da imagem fornecida pelo usuario (topo) é interpretada como sendo a
distribuicao inicial de temperatura do sistema. O fluido no interior das letras € mais
frio e denso que o fluido no exterior. Com o avango do tempo, os fluidos se

At < (6.58)
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misturam. A visualizacdo deste processo, obtida pela construcdo de um mapa de
cores para cada instante de simulacao, produz o efeito visual observado.

SIQQRAPH

HEYERD

Figura 6.5. Distribuicdo de Temperatura apds 0, 100 e 400 instantes de simulacao

A Figura 6.6 mostra outro exemplo, neste caso foi explorando a evolugéo do
mapa inicial de texturas representado a paisagem da Figura 6.6(a). Este mapa é
dado como condig&o inicial para uma equagéo do tipo (6.49), com termo fonte e
coeficiente de dissipagéo nulos. Resolveu-se assim, um problema do tipo:

z_f — V-VS+vAS, (6.59)

s(0)=S,

onde S,:R* >R & a imagem da Figura 6.6 e V=(u,u,,u;) € o campo de
velocidades obtido pela solugao das equacgdes (6.55a)-(6.55d).
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O resultado, para t =400 instantes de simulagao, é a apresentado na Figura
6-6(b).

(b)

Figura 6.6 -

6.5. Animacdao via SPH

Em [Muller at al. (2003)] é proposto um método para animagéo de fluidos
baseado na técnica de SPH. Seguindo a metodologia apresentada na segéo 4.6,
serao utilizadas expressdes do tipo (4.138) e (4.140) para calcular as forgas de
pressao e viscosidade. Para permitir interatividade (tempo-real) sdo utilizados
nucleos de suavizagao especificos, que procuram manter o realismo necessario sem
comprometer a custo computacional.

O comportamento do fluido é descrito pela equacdao de continuidade
desenvolvida na segéo 2.2.3, com Q, =Q, =0, e por uma versdo simplificada da

equacao de Navier-Stokes, dadas, respectivamente, por:

%N.(,ﬁ) =0, (6.60)
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pfj—‘t’ = p(gwﬁvj =-Vp+ p§.+ AV, (6.61)

onde § € um campo de forgas externo.

A utilizagdo de particulas em lugar de uma malha estacionaria para resolver
numericamente estas equacgdes simplifica o problema. Primeiramente, mantendo o
numero de particulas constante durante a simulagéo e supondo todas as particulas
com a mesma massa, temos como conseqiéncia a conservagdo da massa e
portanto a equacao (6.60) pode ser omitida. Além disto, vamos substituir a

AN = . . av ~
expressao E+V~VV pela derivada material o uma vez que nao temos uma

malha para estimar derivadas parciais. A densidade na posicdo de cada particula é
calculada via equagéo (4.126), com f(xj )= P’

(p(x)) = imjw(x— X;,h) (6.62)

Em seguida, a pressdo pode ser computada por uma equacgao do tipo gas
ideal dada por:

p=k(p-p,) (6.63)
onde k , a exemplo da equacgéo (6.54) depende da temperatura e p, € a densidade
de inicial.

Passemos agora as versdes discretas das forgas de pressdo (™) e

viscosidade ( f '), obtidas via a metodologia apresentada na secdo 4.6. Usando as

equacoes (4.138) e (4.140) para estimar o gradiente da presséo p e o Laplaciano da
velocidade, respectivamente, obteremos as seguintes versdes discretas:

7 (bl 1) - Zm[%]vw( ) 669

j=1

. 3} v [v(x)-v(x,)
£V = (V20(x,t)) = m. ! VAW (X, —x:,h) (6.65

Além destas forgas e da forga externa, que aparecem explicitamente na
equagao (6.61), sdo considerada também em [Miller at al. (2003)] forcas de
superficie que atuam no fluido em superficies livres. A superficie livre do fluido, ou
seja, a fronteira do mesmo que ndo esta sujeita as condi¢gdes de contorno, pode ser
obtida usando-se uma quantidade adicional que assume valor unitario nas posi¢des
das particulas. Este campo, denominado campo de cor na literatura, tem sua verséo
suavizada dada pela expressao:

N

(cs(x)) = JZ:;mj le—_)w (x - X, h), (6.66)
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Portanto, a normal e curvaturas da superficie livre podem ser obtidas por:
A<Cs (X)> .
I

Finalmente, as for¢as na superficie livre sdo modeladas por:

i=V(cs(x)), x=- (6.67)

tslivre ZO'K'E, (668)
[l

onde o & um parametro que controla a influéncia desta forca.

O objetivo final é reproduzir o efeito de minimizagcao de curvatura, observado
para este tipo de forga. De fato, se considerarmos uma superficie inicial (frente) S
que se movimenta de acordo com uma equacao do tipo:
oS q]
— =0K

—, (6.69)
o |
Observamos exatamente uma evolugao que suaviza pontos onde a curvatura

€ mais elevada [Sethian (1996)].

As condi¢gbes de contorno sdo implementadas seguindo uma metodologia
simples inspirada na interpretagao do fluido como um sistema de particulas. Ou seja,
quando uma particula colide com a parede de um objeto sélido, 0 movimento da
particula (sua velocidade), na direcado normal a superficie rigida, é refletida para o
interior do fluido.

Os nucleos de suavizagédo sao dados pelas seguintes expressoes:

315 [lh?=r?) 0<r<h,
Weey (1) = 647h° {E) cc. ) (6.70)

15 |(h—r)’, 0<r<h
W (x.h)=—> ’ ' (6.71
i) 25070 67
r* r®> h
W, (k)= e Tz For b 05T (g 7p)
27 0, cc

Esta ultima foi escolhida por possuir Laplaciano positivo em todo dominio,

dado por:
sl
Ainsc(r’h): ﬂhG
0, cc

(h—r), 0<r<h (6.73)
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Além disto, observamos também que VW, (r =h,h)=0. Segundo [Miiller at

al. (2003)], estas propriedades sao importantes do ponto de vista numérico, pois
asseguram que o algoritmo tera uma maior estabilidade.

6.5.1 Simulagao

As equagdes de Navier-Stokes dadas pela expressédo (6.61) sao
discretizadas, substituindo-se cada termo do segundo membro pela sua verséo
obtida via nucleo de suavizacédo, ou seja, pelas expressbes (6.64)-(6.65), com a
densidade p dada pela equagéo (6.62), e, usando-se no primeiro membro a

. o dv . , -
derivada material a Desta forma, obtém-se o seguinte esquema numérico:

av.
dt':Q;, (6.74)
onde
pti+pij t t t = v}_vit 2 t t
_ijizpt VWl(ri—rj,h)+pjgj+ij o VAW, (r! =1}, h)
Ql=— ) S ) (6.75)

Pj
Seguindo as equagdes (6.62)-(6.63), temos:
Pl => mW,(r —r)) (6.76)
k

Pl =k(p}~p0). (677)

Uma vez resolvida a equagéo (6.74), o campo de aceleragdes [dd\f[i

j obtido é

finalmente utilizado para atualizar a velocidade e posi¢cao das particulas, de acordo
com o seguinte esquema:

vt =y +% Q!, (6.78)

r_t+At — rit + ét \—/~it+At. (6.79)

Este esquema, denominado Leap-Frog, € um método iterativo de segunda
ordem. Em [Mdlller at al. (2003)], usou-se um intervalo de tempo constante de

&t =107 segundos.

Estruturas de dados adicionais podem ser utilizadas para reduzir a
complexidade dos algoritmos. Primeiramente, uma vez que os nucleos de
suavizacdo possuem suporte limitado, dados por h, pode-se usar uma malha
regular, com células (cubos) de lado h, e distribuir o conjunto de particulas de acordo
com esta malha. Assim, dada uma particula i, as candidatas a participarem com a
mesma durante o calculo das quantidades em questdo ou estardo na mesma célula

131



da particula i, ou estardo nas células vizinhas desta célula. Assim, o custo
computacional em um lago do esquema acima fica reduzido de O(nz) para O(nm),

onde n € o numero de particulas e m € a quantidade média de particulas, por célula,
da malha auxiliar (observe que n>>m de maneira geral). Neste caso temos duas
opgOes: guardar apenas referéncias as particulas nas células da malha ou duplicar a
informagdo guardando copias das particulas. Segundo [Mdller at al. (2003)], esta
ultima opgéo tem permitido aumentar a eficiéncia do algoritmo de um fator de 10, em
funcdo da proximidade em memoria da informagao necessaria para a interpolagéo.

6.5.2 Visualizagédo e Resultados

Em [Mdller at al. (2003)] séo utilizados técnicas baseadas em superficies e
técnicas baseadas em nuvens de pontos para efetuar a visualizagdo. Em ambos os
casos, a idéia é fazer uso do campo de cor, dado pela expressado (6.66), e seu
gradiente, calculado por uma expressao do tipo (4.138), para identificar particulas da
superficie livre do fluido e encontrar sua normal. Primeiramente, consideraremos
uma particula sobre a superficie se:

I >1, (6.80)

onde | é limiar a ser escolhido previamente.

Assim, a normal a uma particula de superficie na posi¢éo x;é dada por:
~fi(x) (6.81)

Desta forma, obtemos um conjunto de pontos, com suas normais, mas sem
informacgdes de conectividade. Estes sdo os elementos necessarios para efetuar o
rendering via point splatting, descrito na secao 4.3.2. Contudo, devemos ficar
atentos com relagcdo a quantidade de pontos de superficie. Usualmente, as técnicas
de splatting sdo aplicadas para nuvens de pontos obtidas via scanners, com
tipicamente 10.000 a 100.000 pontos. Em [Muller at al. (2003)] usa-se apenas
algumas centenas de particulas, para evitar um custo computacional que
impossibilite a interatividade em tempo-real. Considerando-se ainda que a
quantidade de pontos de superficies € apenas uma fragdo deste montante, fica a
duvida com relagao a qualidade visual da cena.

Na Figura 6.7(a) temos um exemplo da utilizacao de splatting nesta aplicacéo.
A agua no copo foi amostrada com 2200 particulas. Um campo de forgas rotacional
externo faz o fluido se movimentar. A primeira imagem mostra as particulas
individualmente. A Figura 6.7(b) mostra um resultado obtido pela utilizagdo de
splatting para a visualizagao da superficie livre da agua. Embora a qualidade deste
resultado possa ser considerada satisfatoria, observamos um resultado bem mais
realista quando utiliza-se Marching-Cubes (Figura 6.7(c)), descrito na secéo 4.2.1.
Neste caso, a superficie alvo seria uma isosuperficie do campo de cor suavizado,

dado pela expressao (6.66), definida por(cs (x)> =0. Escolheu-se uma malha regular,
fixa, e usou-se Marching-Cubes para obter uma representagdo poligonal da

132



superficie em questdo. A implementagdo usada em [Muller at al.] inicia a busca
pelas células que contém particulas de superficie, varrendo recursivamente as
células proximas a estas. Usa-se uma tabela hash para evitar que uma mesma
célula seja visitada mais de uma vez. Contudo, o custo computacional torna-se mais
elevado. Nestes exemplos, usou-se um Pentium IV com 1.8 GHz e placa grafica
GForce4. Para splatting, conseguiu-se uma taxa de 20 frames por segundo
enquanto que usando Marching-Cubes a taxa diminuiu para 5 frames por segundo.

Figura 6.7 -

A Figura 6.8 mostra um outro exemplo, onde o usuario interage com o fluido,
via mouse, gerando um campo externo que faz a agua “espirrar’. Neste caso, a
superficie livre foi visualizada via splatting. Usou-se 1300 particulas, conseguindo-se
uma taxa de 25 frames por segundo com a arquitetura descrita acima.
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(a) (b) (c)
Figura 6.8 —
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Capitulo 7 Perspectivas e Conclusbes

Os trabalhos discutidos no Capitulo 6 fornecem um rapido panorama dos
métodos utilizados em animagédo computacional de fluidos. Como ja ressaltado, a
proposta daquele capitulo era apenas apresentar uma revisdo objetiva de alguns
métodos, os quais vém sendo aprimorados, assim como novas propostas vém
sendo desenvolvidas. Em particular, interacdo entre fluidos e sélidos deformaveis
[Carlson (2002)][Muller (2004)][Teschner (2005)] ou nao [Carlson (2004)], problemas
inversos aplicados na geragdo de animagbes de fluidos a partir de imagens
[Wijk(2002)] e novas estruturas de dados [Doug(2004)][Losasso (2004)] s&o alguns
exemplos do estado da arte nesta area. Podemos notar um crescente interesse na
comunidade cientifica, principalmente na area de Computacédo Grafica, observando
o numero significativo de publicagbes nas ultimas edi¢gdes do Siggraph, onde
sessoOes especificas sdo dedicadas a esse tema.

Neste cenario, podemos destacar algumas perspectivas que se mostram
interessantes para novos trabalhos na area de animacgao de fluidos. Primeiramente,
a independéncia de malhas que o método SPH proporciona, tem se apresentado
como uma alternativa interessante para aplicagbes cujo foco principal ndo é a
precisdo do modelo de simulacdo. Este método permite evitar custos adicionais com
a geragao / adaptagdo da malha que discretiza o dominio do fluido quando a
fronteira deste é modificada. Além disso, 0 método SPH pode ser também aplicado
na solugdo das equagdes que descrevem o fluido, para modelar choques de objetos
e explosdes. Essa versatilidade coloca este método como uma alternativa
interessante para a geragao de cenas envolvendo fluidos e objetos em movimento.

Outro ponto que pode trazer ganhos efetivos, ndo s6 na simulagdo como
também na visualizagdo de fluidos € o uso de técnicas de programagdo em
hardware grafico. Essa é outra area que vem ganhando especial atengao ndo sé da
comunidade de computagédo grafica, mas também de outras areas cientificas. O
interesse vem da possibilidade de utilizar os novos processadores grafico como
ferramentas para programacao de aplicagdes nao graficas [Kriger(2005)].

Com relagdo a potenciais aplicacbes para a animacdo computacional de
fluidos, podemos citar  simuladores [Fedkiw(2001)] [Premoze(2001)]
[Rasmussen(2003)] [Wang(2005)], jogos eletrénicos [Stam(2003)b] e geragao de
efeitos especiais [Nguyen (2002)] [Geiger(2003)] [Feldman(2003)] [Treuille (2003)].
Nos dois primeiros casos, a necessidade de tempo-real € fundamental. No segundo
caso, esta caracteristica € desejavel durante a fase de pré-produgao, mas nao deve
ser considerada imprescindivel.

Varias aplicagbes atualmente necessitam simular o comportamento de fluidos
para aumentar o grau de realismo ao qual o usuario tera acesso. Aplicagcbes em
treinamento com imersdo, como simuladores de navio ou submarinos, s&o bons
exemplos. Neste tipo de aplicagdo um navegador em fase de instrugao controla um
barco virtual. Para que esse treinamento possa ser efetivo é interessante que o
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simulador seja capaz nao s6 de responder visualmente aos comandos do operador,
mas também reproduzi-los com realismo fisico tanto os movimentos do barco quanto
o comportamento da agua, segundo as escalas de tempo e espago reais.

A forma mais eficiente e geral para adquirir realismo para fluidos em
movimento é através dos modelos fisicos discutidos no Capitulo 2. A reducdo do
custo computacional depende fundamentalmente da utilizacdo de métodos
numéricos mais estaveis e eficientes, ou de solucdes de hardware. Neste caso,
aplicagdes envolvendo simuladores e geragcdo de efeitos especiais para filmes
podem gerar as imagens off-line ou mesmo utilizar supercomputadores ou clusters
para atingir alta-performance. No caso dos jogos, tal solugao € inviavel, uma vez que
neste caso os usuarios seriam jogadores dispondo de computadores pessoais, com
bons recursos graficos, mas sem alta performance para operagdes de calculo
intensivo.

Em aplicagdes na area de jogos a preocupagao maior € 0 compromisso entre
o realismo das imagens e a quantidade necessaria de quadros por segundo (fps)
que garanta uma visualizacdo em tempo-real do fluido. Neste tipo de aplicagao, no
entanto, o compromisso com respeito as escalas de tempo do mundo real podem
ser relaxado. Supondo, por exemplo, um jogo envolvendo uma batalha naval, o
tempo de reacdo dos barcos / submarinos poderia ser menor que o real, com o
objetivo de tornar o jogo mais dinédmico. Esta seria uma escolha do programador ou
mesmo do jogador. Obviamente, este ndo € o caso para os simuladores.

Uma tecnologia que vem impulsionando o interesse de pesquisadores na
area de animacao de fluidos em computagao grafica é a possibilidade que as novas
arquiteturas de hardware grafico fornecem atualmente. Nos dultimos anos o
surgimento das GPUs — Graphics Processing Units — como um novo paradigma de
arquitetura para aplicagdes graficas ampliou de forma decisiva a pesquisa na area.

As mais recentes GPUs sao vistas como processadores de fluxo (stream
processors), operando em fluxos de dados [Comba (2003)]. Esses fluxos séo
formados por sequéncias ordenadas de primitivas (e seus atributos). Essas
primitivas sao tipicamente vértices ou fragmentos.

De uma forma mais genérica, as GPUs podem ser vistas como
computadores SIMD (Single-Instruction Stream Multiple-Data Stream), onde uma
série de unidades de processamento executam simultaneamente 0 mesmo conjunto
de instrugbes em um fluxo de primitivas. Em varios estagios do pipeline de
renderizagdo as GPUs possuem unidades de processamento programaveis e
paralelas que podem atuar sobre os dados como uma arquitetura SIMD. Cada uma
dessas unidades por sua vez é um processador vetorial, com capacidade de
computar até 4 valores escalares em paralelo [Kilgariff(2005)].

Esse tipo de arquitetura se mostra bastante interessante para aplicagdes em
simulagao numeérica [Kruger(2004)]. Em particular, aplicagbes de propdsito geral que
sejam intensivas em computacao ou intensivas em acesso a memoéria podem obter
ganhos efetivos no uso de GPUs, podendo superar em termos de tempo de
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execugao versdes que rodam exclusivamente em CPU [Goodnight(2003)]
[Bolz(2003)].

Atualmente um limitador para que esse tipo de estratégia seja mais utilizado
por outras comunidades cientificas fora da area de CG é a falta de uma ferramenta
de desenvolvimento genérica para programagao das aplicagbes. Ferramentas como
com OGSL [Rost(2004)] e CG [Mark(2003)] sao muito voltadas para aplicagdes
graficas, tornando necessario um conhecimento relativamente profundo do processo
envolvido em um pipeline grafico. Algumas ferramentas de alto nivel, propondo o
paradigma de programagao “orientada” a fluxo (stream programming) estao
surgindo, como SH [McCool(2002)], Brook [Buck(2004)], mas ainda encontram-se
em versdes preliminares.

Acreditamos que a combinacao de métodos eficientes para modelar o fluido
(como SPH, por exemplo) e o uso intensivo de programagao em GPUs possa
acelerar o processo de geragao da animagao do fluido, permitindo sua visualizagéao
em tempo real. Trabalhos nesse sentido ja foram propostos [Botsch (2003)]
[Kipfer(2004)] [Scheidegger (2004)].

A natureza multidisciplinar da animacado de fluidos é outro aspecto a ser
ressaltado. O desenvolvimento desta area depende da interacéo entre profissionais
das areas de computacdo e mecanica de fluidos. Este fato traz uma dimenséao
singular a esta area da animagéo computacional. Por um lado, os especialistas em
animacao procuram nas técnicas de modelagem de fluidos, ferramentas para
atender suas necessidades em computacgéo grafica. A renderizacao final das cenas
depende do desenvolvimento de recursos em visualizagao cientifica os quais, por
sua vez, podem ser uteis para os engenheiros na analise dos resultados de suas
simulagdes. Portanto podemos vislumbrar um campo de trabalho bastante fértil e
com amplas possibilidades para pesquisa.

No LNCC, grupos de exceléncia vém se associando com o intuito de aglutinar
competéncia para tratar convenientemente problemas que envolvem conhecimentos
em varias areas das ciéncias e engenharias. A animagao computacional de fluidos,
na forma tratada nesta monografia, se insere neste contexto, podendo se constituir
em uma linha de pesquisa dentro desta instituicdo, a qual vai agregar profissionais
de duas areas estratégicas para o LNCC: mecénica de fluidos e computagéo grafica.
Em particular, esta area podera oferecer temas de tese para alunos do programa de
pos-graduagcdo do LNCC, uma vez que estd em concordancia com o perfil deste
programa.

137



Apéndice A

A.1 Polindmios de Bernstein

Estes polinbmios formam uma base muito usada na representacido de curvas
e superficies, devido a suas propriedades das quais decorrem algoritmos simples e
numericamente estaveis.

Os polinbmios de Bernstein de grau n sdo os n+1 polinbmios da forma
[Persiano (1996)]:

Bi”(t)z(injti(l—t)”‘i, i=0,..,n, (A-1)

n n!
onde: (Ij |l(n i

Observemos queB/(t) >0, i=0,...,n, se t e[O,l] e que estes constituem uma
particdo da unidade pois:

ZB =(t+(1-1)"=1 (A-2).

Assim, dados n+l1 pontos P,,PR,..,P, de um espago euclidiano R", a
expressao:

c® =P, (A-3)

€ uma combinagdo convexa dos pontos P, P,...,P,, fornece rigorosamente a

o Py

representacao paramétrica de uma curva no espagoR".

Os pontos P, sdo denominados pontos de controle e o poligono formado por
estes pontos é chamado poligono de controle.

Podemos observar diretamente de (A-3) que P, e P s&o pontos sobre a

curva. A expressao para a derivada de ¢ mostrara que a curva € tangente ao
poligono de controle nestes pontos. De fato, pode-se mostrar que [Persiano (1996)]:
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dt s i+1 i
portanto
1
d(;(to) =n(P-P) e % =n(P,-P.), (A-5

ficando assim demonstrado que a curva é tangente aos segmentos PP, e PP, ,.

Analogamente, mostra-se que[Persiano (1996)]:

e =03 (R, -2R, +P)ED).  (A-6)
e portanto:
d’c(0)
= n(n-1)(F,-2R +PR), (A-7)
d’c(®)
o n(n-1)(P, -2P,,+P.,}. (A-8)
A.2 Splines

Uma spline polinomial € uma fungao polinomial por partes. Splines de grau m
sao formadas por polinbmios de grau m e possuem derivadas continuas até a ordem
m-1.

Denotaremos por Sm(to,tl,...,tn) 0 espaco de todas as splines de grau m que
apresentem derivadas continuas até a ordem m-1 em todos o0s seus n+l nos
(to,tl,...,tn); t, <t <..<t,. Nestas condigbes, dada uma spline f(t) eS"(t,,t,,...,t,)

teremos que f restrita a um intervalo [ti,tm], 0<i<n-1 éuma funcdo polinomial de
grau m, que denotaremos por (fi), a qual pode ser escrita na base usual

{1,t,t2,...,tm} na forma:

f.(t)=4a, +a,t+.+a,t", (A-9)
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Para o caso de splines que se anulam fora do intervalo [to,tn] podemos usar

uma representacao computacionalmente mais eficiente, obtida a partir da chamada
base B-spline dada pela relagao recursiva:

lset, <t<t,,
Nio =10 cc (A-10a)

(t B ti)N i,m—l(t) (ti+m B t) N i+1,m—1(t)
" t,, —t

N, (t) = : (A—10b)

i+m i+1
onde 0<i<n-m-1.

Dentre as propriedades das fungdes N, destacamos as seguintes [Persiano
(1996)]:

. Continuidade: N, possui todas as derivadas continuas até a ordem
m-1.
. Suporte Limitado: N, tem suporte dado pelo intervalo [ti,tﬂmﬂ).

. Positividade: para todo t €[t,,t,] , 1= N, >0.

n-m-1

. Particdo da Unidade: )N, (t) =1 set et,.t,.,].
i—0

Pela propriedade (d) vemos que, dados nxm pontos, B, R,...,P,_,., de um
espaco euclidianoR* entéo:

n-m-1
()= 2PN, (), telt,t ] (A-11)
i=0
define rigorosamente uma curva em R*a qual denominamos curva spline.

Pela propriedade (b) vemos que a cada intervalo [tmﬂfl,tmﬂ], 1<i<n-2m,
correspondera uma parte da curva, denominada span, a qual é dada por:

i+m-1

c,(t)= Z Pij,m(t)! t e[tm+i—l’tm+i]' (A—lZ)

j=i-1
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Esta expressao pode ser escrita na forma matricial a seguir:
P

i-1

& () = (N (O N0, Nian ) L teftrntna] (A-13

P

i+m-1

Uma vez que em [tm”_l, mﬂ] cada fungéo N, € uma fungdo polinomial de
grau m, podemos usar (A-9) e escrever:

N (t)=a;, +a,t+. +a,t", i-1<j<i+m-1 (A-14)
Portanto, temos uma mudanga de representagédo do span i dada por:
[Nian® N () oo N ] =[2 t o t7]M,, (A-15)

onde M, é uma matriz de ordem (m+1) x(m+1), dada pelos coeficientes de (A-14),
a qual define uma mudanca de base.

Logo, podemos escrever c;na forma:
c(®)=(Lt...t") MQ, (A-16),

10 i+m-1

onde Q; = ( PP )T € o vetor de pontos de controle do span i.

Denotando por Q=(Po,Pl,... P )To vetor de pontos de controle global

' n+m-1

podemos reescrever (A-16) na forma:

c()=(Lt...,t") MGQ, (A-17)

onde G, é uma matriz (m+1) x (n+m-1) que relaciona o vetor de pontos de controle
(local) Q, com o vetor de pontos de controle global Q.

Esta matriz tem a forma:

0000.100 00
0000.010..00
0 00 0.00°1 00

(A-18)
0 00 0.00°0 0 0..0
0 00 0.000 0 0.0 |

A.3 Superficies Splines

Sejam dois espacos de splines polinomiais, S (uo, U, n) eS (vo, Vi,V )
como definido na secao anterior. Entéo, o] produto tensor
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S =S'“(u0,u1,...,u )®Sk(v0,vl,...,v,) destes espagos gera um espaco de fungdes
f:luy,u,]x [vo,vr] — R que sao polinomiais por partes. Se nos restringirmos apenas
as splines que se anulam fora dos respectivos intervalos, obteremos um subespago

de S que pode ser gerado por uma base B™* obtida pelo produto tensor das base B-
splines correspondentes, ou seja:

B™ — {N{j}* =N, (0N, (v); 0<i<n-m-10<j<r- k—1}, (A-19)
onde () indica o produto usual de fungdes.

Esta base herda as propriedades das bases que a formam. Por exemplo,
teremos particdo da unidade no retangulo [u,,u, ,]x[v,.v, ]. Analogamente as
curvas splines, podemos entdo definir uma superficie spline W, num espago
euclidiano R', pela expresso:

n-m-1r-k-1

W(u,v)= D, Zpi,jNi,m(u)Nj,k(v)i (uvv)e[um’un—m]x[vk’ur—k] (A-20)

i=0  j=0

onde {P.

ij?

Osisn—m—leOsjsr—k—l}cm'.
A.4 Operadores

Sejam f:AcR" > R; f=f(x1,x2,...,xn) uma funcdo e F:AcR" > R";

F(xl,xz,...,xn)=(F1(x1,x2,...,xn),Fz(xl,xz,...,xn),...,Fn(xl,xz,...,xn)), um campo
vetorial. Se f (respectivamente F,, i=1,...,n) possui derivadas parciais até a ordem
r >1 continuas em A entdo dizemos que f é de classe C' (respectivamente, F é de

classe C"). Podemos entdo definir os seguintes operadores:

~ f

Gradiente: Vf =(ﬂa—ij
0X, OX, oX,

- of of of

Divergente:V- f =—+—+.+—.
9 0%, OX, oX,
Laplaciano:
o't o*f o’ f o0°F, 0°F o°F,  0°F, O°F, o°F,
Af =—¥+—+.+—5, AF = R B T e e e T ST e ol

OX;  OX; oX, OX;  OX; OX, OX,; 0X; OX,
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. oF, OF, oF, OF, OF, OF
Rotacional de F (m=n=3): Vx F = (—3——2 Lt —2——1j

OX, OX5 OX, OX, OX, OX,

Para o caso da vorticidade temos E: V x vV, onde V= (vl,vz,v3) € 0 campo
de velocidades. Portanto:

- ov, ov, O ov, 0 0
&=(a1,az,a3)=[—3——2 T Vlj

OX, OX; OX3 OX  OX, OX,

oF oF ok,
ok o/ R
Diferencial de F: DF(x)=| 0x, 0x, X, |,
oF, oF, oF,
0%, OX, oX,

Se tivermos um campo vetorial do tipoF: I xA - R", lcReAcR", entdo
denotamos a diferencial acima por D,F indicando que as derivadas sao tomadas

com relagdo a segunda variavel x e R".

A.5 Definicbes

5.a - Homeomorfismo entre os conjuntosA;, c R" e A, = R™:

E uma aplicagdo bijetora h:A, > A, e continua, cuja inversa
h™:A, - A, também é continua.

5.b - Difeomorfismo de Classe C':

SejamA, c R"eA, cR™ conjuntos abertos. Entdo dizemos que uma
aplicagdo bijetora h:A, — A, ; h(x)=(h1(x),...,hm(x)), ¢ um difeomorfismo de
A, < R" sobre A, « R™ quando é diferenciavel e sua inversa também o é; ou seja,
quando existem as diferenciais Dh e Dh™* para todo ponto de A, eA,,

respectivamente. Neste caso dizemos que h é de classe C'. Se h é r vezes
diferenciavel em A,(r >1), ou equivalentemente, se as fungdes coordenadas h, séo

tais que suas derivadas parciais até a ordem r sdo continuas em A,, ocorrendo o
mesmo para h™em A,, entdo dizemos que h é um difeomorfismo de classe C".
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5.c - Difeomorfismo Local:

Dizemos que uma aplicacdo diferenciavel h:A; - R"™, definida no aberto

A, < R", é um difeomorfismo local quando para cada x €A, existe um aberto V,,
com x €V, c A, tal que a restricdo de h a V, € um difeomorfismo sobre um aberto

Wi,y € R™.
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