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DE COMPUTAÇÃO CIENTÍFICA COMO PARTE DOS REQUISITOS NECES-
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“Pure mathematicians sometimes are satisfied with

showing that the non-existence of a solution implies

a logical contradiction, while engineers might

consider a numerical result as the only reasonable

goal. Such one sided views seem to reflect human

limitations rather than objective values. In itself

mathematics is an indivisible organism uniting

theoretical contemplation and active application.”

(Richard Courant, 1888–1972).
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ativas e do árduo trabalho, aprendi com o Fred, a importância da disciplina, da
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mica. Embora não tenha existido um v́ınculo formal de orientação, credito a ele

a inspiração e a motivação na escolha deste caminho. Agradeço a confiança que

depositou em mim, a sua ajuda desprendida em diferentes oportunidades e a sua

amizade.

No marco profissional devo ainda agradecer a alguns acadêmicos que parti-
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Resumo da Tese apresentada ao LNCC/MCT como parte dos requisitos necessá-

rios para a obtenção do grau de Doutor em Ciências (D.Sc.)

NOVOS MÉTODOS DE ELEMENTOS FINITOS MULTI-ESCALAS:

TEORIA E APLICAÇÕES

Diego Paredes Concha

Julho, 2013

Orientador: Frédéric Gerard Christian Valentin, Dr.

Neste trabalho desenvolvemos e analisamos matematicamente novos métodos

de elementos finitos para modelos de fluidos e de transporte com caracteŕısticas

multi-escalas. Os novos métodos são localmente conservativos, minimizam insta-

bilidades numéricas e são naturalmente adaptados a uma implementação massi-

vamente paralela. Constrúıdos a partir da hibridização dos modelos cont́ınuos, os

novos métodos multi-escalas, denominados de MHM (Multiscale Hybrid-Mixed),

são inicialmente aplicados à equação de Darcy com coeficientes altamente heterogê-

neos e à equação de transporte com comportamento singularmente perturbado. É

apresentada uma analise numérica dos métodos MHM para os quais são demonstra-

das estimativas de erro a priori e a posteriori. A análise de erro a posteriori é usada

na contrução de uma nova estratégia de adaptação, própria dos métodos MHM. A

motivação para o desenvolvimento dos métodos numéricos e as ferramentas com-

putacionais propostas neste trabalho é sua aplicação à simulação computacional

de escoamentos em meios porosos.
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Abstract of Thesis presented to LNCC/MCT as a partial fulfillment of the

requirements for the degree of Doctor of Sciences (D.Sc.)

NEW MULTISCALE FINITE ELEMENT METHODS: THEORY

AND APPLICATIONS

Diego Paredes Concha

July, 2013

Advisor: Frédéric Gerard Christian Valentin, Dr.

In this work we develop and analyze new finite element methods for fluid

and transport models. The new multiscale methods are locally conservative, mini-

mize numerical instabilities and are naturally massively parallelizable. Construc-

ted using a hybridization of the original model, the new Multiscale Hybrid-Mixed

(MHM) methods are first applied to solve the Darcy problem with a highly he-

terogeneous coefficient and then to the transport equation. An a-priori and a-

posteriori numerical analysis of the MHM methods is presented. The a-posteriori

estimator is used in the construction of a new adaptive strategy which is unique to

the MHM methods. The methods proposed in this work are intended to be used

in the computational simulation of flows in porous media.
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Caṕıtulo 1

Introdução

A solução de modelos baseados em equações diferenciais pode apresentar uma

variablilidade muito alta em pequenas regiões espaciais ou em curtos peŕıodos de

tempo. Neste caso dizemos que a solução possui um comportamento multi-escalas.

Comportamentos multi-escalas são frequentes em diversos problemas e diferentes

áreas das ciências e engenharia, como por exemplo: em ciência de materiais [72,

66, 67, 47], hemodinâmica computacional [70], f́ısica aplicada [2], geof́ısica espacial

[73], geociência [48, 51], meteorologia [28], neurociência [53], processamento de

sinais [1], e qúımica aplicada [9], apenas para citar alguns.

Métodos numéricos em geral apresentam dificuldades em aproximar a solu-

ção de problemas com comportamentos multi-escalas. Nestes casos, é necessário

usarmos uma discretização tão fina quanto a menor escala (ou com maior varia-

blidade) do problema, pois caso contrário, a solução tende a apresentar instabi-

lidades numéricas. Logo, obter uma solução numérica de boa qualidade implica

necessariamente em um custo computacional muito alto que pode inviabilizar a

sua obtenção. Isto motiva a pesquisa sobre métodos que tratem o comportamento

multi-escalas de forma mais eficiente. Para tal propósito, nos últimos anos, tem-se

desenvolvido métodos numéricos que exploram a ideia de “capturar” o comporta-

mento multi-escalas do problema usando malhas grossas, através de estratégias de

sub-malhas. Destacamos duas grandes famı́lias de métodos numéricos que objeti-

vam a incorporação de aspectos multi-escalas da solução: os métodos de volumes
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finitos multi-escalas (ver [45, 46, 48, 51]) e os métodos de elementos finitos multi-

escalas (ver [41, 69, 56, 21]). Neste trabalho de tese nosso foco são os métodos de

elementos finitos multi-escalas.

Embora as ideias e os fundamentos matemáticos que possibilitam a cons-

trução do método de elementos finitos foram expostos por R. Courant nos anos

quarenta (ver [24]), a origem deste método remonta aos anos cinquenta, como

uma estratégia de aproximar numericamente a solução das equações que mode-

lam problemas da mecânica de estruturas aplicados à aeronâutica. Desde então,

o método de elementos finitos tem sido usado na resolução de problemas oriundos

das diversas áreas do conhecimento, e tem ganho popularidade frente às outras

opções. As caracteŕısticas que tornam o método de elementos finitos competitivo

são: sua precisão em resolver problemas em geometrias complexas, possuir um

embasamento teórico bem estabelecido e sua propriedade local que induz siste-

mas lineares esparsos tornando-os computacionalmente atrativos. De modo geral,

o custo computacional depende do número de elementos da malha e dos espaços

de aproximação usados. Assim, quando aplicados à resolução de problemas com

comportamento multi-escalas, o custo computacional pode se tornar proibitivo.

Dois exemplos clássicos de modelos com soluções multi-escalas, e que estão

presentes em diversas áreas das ciências e engenharia, são: a equação de Darcy

com coeficientes altamente heterogêneos e a equação de transporte do tipo reação-

advecção-difusão singularmente perturbada. No caso da equação de Darcy com

coeficientes altamente hetoregêneos, os aspectos multi-escalas da solução são in-

duzidos pelos dados do problema. Na equação de reação-advecção-difusão, mesmo

que os dados sejam homogêneos, caracteŕısticas multi-escalas podem estar presen-

tes na solução. De fato, quando o coeficiente de difusão é “muito menor” do que o

coeficiente de reação e/ou o coeficiente de advecção, a solução desenvolve regiões

de fortes gradientes denominadas camadas limite. Tais regiões são conhecidas por

serem fonte de instabilidades numéricas (oscilações espúrias). Este trabalho de tese

objetiva o desenvolvimento e análise de novos métodos de elementos finitos multi-
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escalas para a equação de Darcy com coeficientes altamente heterogêneos e para a

equação reação-advecção-difusão singularmente perturbada.

A partir da ideia apresentada por Babuška e Osborn nos anos oitenta (ver

[8]), que define o conceito de funções de base generalizadas com o objetivo de

capturar o comportamento multi-escalas do problema, tem-se desenvolvido novos

métodos de elementos finitos multi-escalas que exploram diferentes abordagens

(ver [41, 69, 56, 21, 26]). A ideia fundamental dos métodos de elementos finitos

multi-escalas é capturar o comportamento multi-escalas do problema através de

problemas locais definidos pelo operador do problema original. Porém a construção

de tais problemas locais não é perfeitamente compreendida e constitui ainda tema

de pesquisas. Especificamente, a definição da condição de contorno (ou interface)

de cada problema local é feita de forma arbitrária e sem justificativa formal.

Nesta tese propomos uma nova famı́lia de métodos de elementos finitos multi-

escalas denominados Multiscale Hybrid-Mixed (ou abreviadamente MHM). Assu-

mimos como ponto de partida a forma eĺıptica da equação. A continuidade da so-

lução é relaxada e imposta fracamente através de multiplicadores de Lagrange. Em

seguida a solução exata é decomposta em uma coleção de funções que satisfazem

o problema original com condições de contorno de Neumann definidos localmente

em função dos multiplicadores de Lagrange. Uma proposta similar foi apresentada

pela primeira vez em [29] no contexto de enriquecimento de espaços. Esta aborda-

gem induz naturalmente a continuidade forte do fluxo nas faces internas, uma vez

que este é representado pelo multiplicador Lagrange univocamente determinado

em cada face. Consequentemente, essa metodologia reproduz variáveis duais com

componente normal cont́ınua, obtidos a partir de um pós-processamento do fluxo

em cada elemento. Desta forma, a metodologia induz uma nova caraterização da

solução exata em termos da solução dos problemas locais, satisfazendo condições

de contorno locais perfeitamente justificadas.

A partir da formulação em dimensão infinita descrita acima, a famı́lia de

métodos de elementos finitos MHM segue utilizando-se o método de Galerkin, onde
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os espaços de dimensão finita para o multiplicador de Lagrange induz os espaços

de aproximação para as variáveis primal e dual. Os métodos MHM possuem as

seguintes caracteŕısticas:

• Definem espaços de aproximação inf − sup estáveis (no caso da equação de

Darcy com coeficientes altamente heterogêneos);

• Incorporam um processo de upscalling através de funções de base definidas

por elemento. Tais funções incorporam as caracteŕısticas multi-escalas ou

de alto contraste dos coeficientes, permitindo soluções precisas em malhas

grossas;

• São naturalmente adaptados a computação massivamente paralela;

• Fornece soluções numéricas localmente conservativas. Esta é uma caracte-

ŕıstica fundamental para a resolução de problemas multi-f́ısica [54];

• Define um estimador erro a-posteriori residual definido apenas nas faces

da partição, que dirige a adaptatividade de malhas no sentido clássico, e

também induz uma nova estratégia de adaptatividade de espaços ;

• Propõe uma sequência de soluções numéricas que convergem para a solução

exata com taxa ótima nas normas naturais.

Tais caracteŕısticas tornam esta nova proposta competitiva tanto do ponto de vista

teórico quanto do ponto de vista prático.

1.1 Estrutura da Tese

O desenvolvimento e a análise numérica dos métodos MHM se divide em

três caṕıtulos. Cada caṕıtulo possui sua própria introdução onde contextualiza-

mos em detalhes seu objetivos. Uma conclusão parcial é inclúıda no final de cada

caṕıtulo. No caṕıtulo 2 constrúımos os métodos MHM para a equação de Darcy

com coeficientes altamente hetoregêneos. Cada passo do desenvolvimento é devi-

damente motivado, justificado e relacionado com diferentes métodos multi-escalas
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da literatura. São apresentados diversos experimentos numéricos com a finalidade

de validar a capacidade do MHM em se aproximar corretamente os aspectos multi-

escalas das soluções. Este caṕıtulo foi publicado em [40]. Em seguida, no caṕıtulo

3, analisamos a famı́lia de métodos introduzida no caṕıtulo 2: provamos a exis-

tência e unicidade de solução para o método MHM, estimativas de erro a-priori

e a-posteriori, e apresentamos validações numéricas adicionais. Este caṕıtulo faz

parte de um artigo submetido a SINUM. O capitulo 4 é dedicado aos métodos MHM

para a equação reação-advecção-difusão. Apresentamos uma adaptação das técni-

cas do caṕıtulo 2 ao modelo de transporte, e propomos uma análise matemática e

validações numéricas. Validamos o método MHM para problemas singularmente

perturbados e para o problema com aspectos multi-escalas (meio heterogêneo).

No apêndice A, apresentamos os resultados teóricos clássicos usados neste

trabalho. Inclúımos no apêndice B, considerações práticas sobre a implementação

do MHM, os aspectos computacionais gerais do método MHM como por exemplo

discussões sobre os métodos de dois ńıveis utilizados, e apontando as possibilidades

do ponto de vista da paralelização.

A seguir introduzimos as notações e definições comuns a todos os caṕıtulos,

salientando que notações e definições espećıficas adicionais serão introduzidas em

cada caṕıtulo.

1.2 Notações e definições

Seja Ω ⊂ Rd, d ∈ {2, 3}, um aberto limitado de fronteira poligonal Γ,

com normal externa nΓ. Consideramos a divisão Γ = ΓD ∪ ΓN , onde ΓD e ΓN

denotam fronteiras disjuntas, com condição de Dirichlet e Neumann, respectiva-

mente. Consideremos {Th}h>0 uma famı́lia regular de partições para Ω. Definimos

o conjunto de fronteiras ∂Th := {∂K : K ∈ Th}; o conjunto de faces Dirichlet,

ED := {∂K ∩ ΓD : ∂K ∈ ∂Th}; o conjunto de faces Neumann, EN := {∂K ∩ ΓN :

∂K ∈ ∂Th}; o conjunto de faces externas, EΓ := ED∪EN ; o conjunto de faces inter-

nas E0 := {∂K1∩∂K2 : ∂K1, ∂K2 ∈ ∂Th}; e o conjunto total de faces E := EΓ∪E0.
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Para cada ∂K ∈ ∂Th é definido E∂K = {F ∩ ∂K : F ∈ E} e a normal n∂K , externa

a ∂K. Sobre cada face F ∈ E é definido T Fh := {K ∈ Th : F ∈ E∂K} e a normal

nF , se F ∈ EΓ então nF := nΓ|F , se F ∈ E0 então nF = n∂K |F para K ∈ T Fh
fixado arbitrariamente; para cada F ∈ E∂K e K ∈ Th estabelecemos a notação

n∂KF := n∂K |F .

Seja V um espaço de funções definidas sobre um aberto limitado A ⊆ Ω.

Sempre que a definição de A e a regularidade de v ∈ V permitam, denotaremos:

• vK := v|K , para cada K ∈ Th;

• v∂K := v|∂K , para cada ∂K ∈ ∂Th;

• v∂KF := v∂K |F , para cada F ∈ E∂K e ∂K ∈ ∂Th.

Seja ∂A a fronteira Lipchitz de A com normal externa n∂A, e M(A) o espaço

das funções f : A→ R mensuráveis no sentido de Lebesgue. Definimos,

Lp(A) := {f ∈M(A) : ||f ||Lp(A) < +∞}, 1 ≤ p ≤ ∞, (1.1)

equipado das normas || · ||Lp(A) : Lp(A)→ R definidas por

||f ||Lp(A) :=


[∫
A
| f |p

] 1
p , se 1 ≤ p < +∞,

ess sup
x∈A

|f(x)|, se p = +∞.
(1.2)

Definimos o espaço de funções localmente integráveis L1
loc(A) como

L1
loc(A) := {f ∈M(A) : f |K ∈ L1(K), ∀K ⊂ A, K compacto}, (1.3)

e o espaço de funções de Lp(A) com média nula em A, Lp0(A), como

Lp0(A) :=

{
f ∈ Lp(A) :

∫
A

f = 0

}
. (1.4)

O caso p = 2 é especialmente interessante, para o qual definimos o produto interno
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(· , ·)A : L2(A)× L2(A)→ R, como

(f, g)A :=

∫
A

f g, (1.5)

que induz a norma de L2(A) através da relação ||f ||0,A =
√

(f , f)A para todo

f ∈ L2(A).

Considere o multi-́ındice α = (α1, . . . , αd) ∈ Nd de ordem |α| =
d∑
i=1

αi. Para

cada m ∈ N0 denotamos por Cm(A) o espaço vetorial das funções u : A → R

cont́ınuas tal que as derivadas parciais ∂αu = ∂|α|

∂x
α1
1 ...∂x

αd
d

de ordem |α| = m são

cont́ınuas. Definimos o espaço C∞(A) =
∞⋂
m=1

Cm(A) e o espaço C∞c (A) das funções

em C∞(A) com suporte compacto em A. Denotamos por D(A) ao espaço C∞c (A)

munido de uma topologia adequada (ver detalhes em [52], página 255), e por

D(A)′ ao espaço dual (no sentido topológico) de D(A). Seja f ∈ D(A)′, definimos

a derivada ∂αf ∈ D(A)′ por

〈∂αf, v〉D(A)′,D(A) = (−1)|α|〈f, ∂αv〉D(A)′,D(A), ∀v ∈ D(A), (1.6)

onde 〈·, ·〉D(A)′×D(A) : D(A)′ ×D(A)→ R representa o produto de dualidade entre

D(A)′ e D(A). Em particular, u ∈ L1
loc(A) pode ser identificada com o funcional

fu ∈ D(A)′ definido por

〈fu, v〉D(A)′,D(A) =

∫
A

u v, ∀v ∈ D(A), (1.7)

e o funcional ∂αfu ∈ D(A)′ é denominado a derivada distribucional de u. Em caso

de existir wu ∈ L1
loc(A) tal que a derivada distribucional ∂αfu ∈ D(A)′ possa ser

representada através da relação

〈∂αfu, v〉D(A)′,D(A) =

∫
A

wu v, ∀v ∈ D(A), (1.8)

então a função wu é denominada a derivada fraca (ou distribucional) de u e deno-
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tamos ∂αu := wu. Substituindo (1.7) e (1.8) em (1.6) obtemos a identidade

∫
A

∂αu v = (−1)|α|
∫
A

u ∂αv, ∀v ∈ D(A). (1.9)

Para cada m ∈ N0 definimos o espaço de Sobolev

Hm(A) := {u ∈ L2(A) : ∂αu ∈ L2(A), |α | ≤ m}, (1.10)

munido do produto interno (· , ·) : Hm(A)×Hm(A)→ R, o qual está definido por

(u, v)m,A :=
∑
|α|≤m

(∂αu, ∂αv)A, (1.11)

e induz a norma ||·||m,A : Hm(A)→ R através da relação ||·||m,A :=
√

(· , ·)m,A. Seja

u ∈ L2(A), definimos o gradiente de u como a funcão vetorial ∇u := ( ∂u
∂x1
, . . . , ∂u

∂xd
),

e o divergente de σ = (σ1 . . . σd) ∈ [L2(A)]d como a função escalar ∇·σ :=
d∑
i=1

∂σi
∂xi

.

Note que, u ∈ H1(A) se e somente se ∇u ∈ [L2(A)]d, definimos uma relação

análoga para ∇·σ através do espaço

H(div;A) := {σ ∈ [L2(A)]d : ∇·σ ∈ L2(A)}. (1.12)

Associamos a H1(A) o espaço de restrições sobre o contorno ∂A, definido por

H
1
2 (∂A) := {v|∂A : v ∈ H1(A)}, (1.13)

onde v|∂A representa o traço da função v. O espaço dual de H
1
2 (∂A) é denotado

por H−
1
2 (∂A) e a seguinte identidade é satisfeita (ver [14], páginas 91 e 92)

H−
1
2 (∂A) = {σ|∂A · n∂A : σ ∈ H(div;A)}. (1.14)

Definimos o produto de dualidade (· , ·)∂A : H−
1
2 (A) × H

1
2 (∂A) → R, através da
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operação

(µ, λ)∂A := (σ,∇v)A + (∇·σ, v)A, (1.15)

onde, σ ∈ H(div;A) tal que σ|∂A ·n∂A = µ e v ∈ H1(Ω) tal que v|∂A = λ. A seguir

definimos os espaços de funções sobre uma partição Th de Ω. O espaço L2(Th) é

definido por

L2(Th) = {f ∈M(Ω) : f |K ∈ L2(K), ∀K ∈ Th}, (1.16)

e é munido do produto interno (· , ·)Th : L2(Th)× L2(Th)→ R, definido por

(f , g)Th :=
∑
K∈Th

(f, g)K . (1.17)

Para m ∈ N, os espaços Hm(Th) são definidos por

Hm(Th) := {f ∈M(Ω) : f |K ∈ Hm(K), ∀K ∈ Th}. (1.18)

Para s ∈
{
−1

2
, 1

2

}
, definimos o espaços Hs(∂Th) :=

∏
K∈Th

Hs(∂K), e consideramos

o produto de dualidade (· , ·)∂Th : H−
1
2 (∂Th)×H

1
2 (∂Th)→ R definido por

(µ , λ)∂Th :=
∑
K∈Th

(λ , µ)∂K . (1.19)

Consideramos os subespaços Hs(E) ⊂ Hs(∂Th), definidos por

H
1
2 (E) :=

{
µ ∈ H 1

2 (∂Th) : µ∂K2
F + µ∂K1

F = 0, ∀F ⊆ ∂K1 ∩ ∂K2 ∈ E0
}
, e

H−
1
2 (E) :=

{
µ ∈ H− 1

2 (∂Th) : ∃σ ∈ H(div,Ω) tal que µ∂K = σ∂K · n∂K , ∀K ∈ Th
}
.

Finalmente consideramos funções definidas sobre as faces F ∈ E . Seja u ∈

H1(Th). Definimos a função vetorial salto de u por

JuK|F :=

 u∂K1
F n∂K1

F + u∂K2
F n∂K2

F , se F = ∂K1 ∩ ∂K2 ∈ E0,

u∂KF n∂KF , se F ⊂ ∂K e F ∈ EΓ.
(1.20)
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Seja σ ∈ H(div,Ω). Definimos a função escalar salto de σ por

JσK|F :=

 σK1
F · n∂K1

F + σK2
F · n∂KF , se F = ∂K1 ∩ ∂K2 ∈ E0,

σKF · n∂KF , se F ⊂ ∂K e F ∈ EΓ.
(1.21)
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Caṕıtulo 2

Método MHM para a equação de Darcy

2.1 Introdução

A simulação numérica de escoamento de fluidos em meios porosos, como os

encontrados em aqúıferos salinos ou reservatórios de petróleo, é de fundamental

importância quando se trata da gestão de recursos h́ıdricos ou da extração de

petróleo. Com respeito a este último, o comportamento do fluido no interior do re-

servatório depende fortemente do estado atual da recuperação do petróleo [20]. A

recuperação primária é geralmente modelada através de um escomento monofásico,

enquanto que a recuperação secundária supõe um escoamento bifásico constitúıdo

por fluidos imisćıveis como forma de modelar a injeção de água em poços. No

entanto, as ineficiências decorrentes da saturação durante a recuperação secundá-

ria tem levado os engenheiros a buscar miscibilidade através da injeção de CO2,

aumentando, assim, a recuperação de petróleo [63]. Recentemente, esta estratégia

tem ganho uma particular atenção em razão do reservatório ser considerado como

um local de armazenamento do gás indefinidamente, com posśıveis benef́ıcios para

o ambiente. Cada etapa da recuperação do óleo é dirigida por diferentes conjuntos

de equações diferenciais parciais. Entre elas está a equação Darcy com coefici-

entes altamente heterogêneos, que forma parte dos modelos em todas as fases de

recuperação, e é responsável pela definição da velocidade do fluido através de uma

relação linear com o gradiente da pressão. O modelo de Darcy também pode ser

interpretado como a forma mista da equação de Laplace, após uma modificação do
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termo de fonte.

Como resultado da natureza mista do problema, a resolução numérica através

do método de elementos finitos para a equação de Darcy requer espaços discretos

que satisfaçam uma condição de inf − sup (ou de compatibilidade) [14]. Exemplos

de pares de espaços de interpolação estáveis para a equação de Darcy existem desde

os anos setenta [60]. Destacamos a famı́lia de elementos, RT (Raviart-Thomas),

BDM (Brezzi Douglas-Marini) e BDDM (Brezzi-Douglas-Duran-Marini), ver [14]

para mais detalhes. Como consequência da utilização de funções de base polinomi-

ais descont́ınuas, tanto para a pressão como para a velocidade e, graus de liberdade

nas faces para a velocidade, estes métodos fornecem uma aproximação para a velo-

cidade que é localmente conservativa com componentes normais cont́ınuas através

de todas as faces. Por outro lado, a precisão do método pode ser seriamente de-

teriorada quando a solução apresenta um comportamento multi-escalas ou com

alto contraste devido a coeficientes heterogêneos. Tal questão, foi abordada pela

primeira vez em [8] para um problema eĺıptico unidimensional e gerou o conceito

de funções de base generalizadas, e desde então esta abordagem tem sido utilizada

por diferentes grupos de pesquisa [60, 19, 65]. Em geral, esses trabalhos estão ba-

seados na perturbação de pares estáveis de espaços de interpolação, com objetivo

de incorporar aspectos multi-escalas ou de alto contraste oriundos do problema.

Embora cada abordagem seja diferente, estes trabalhos compartilham a estraté-

gia de incorporar aspectos multi-escalas através da solução de problemas locais

definidos em cada elemento. Portanto, não é surpreendente que exista alguma re-

lação entre os diferentes métodos. Por exemplo, Petrov-Galerkin enriched (PGEM)

[11, 35, 12, 34, 4] e residual-free bubbles (RFB) [15, 32] são abordagens que podem

ser reunidas na variedade dos métodos de elementos finitos multi-escalas (MsFEM)

[41] (ver [65, 31] para mais detalhes), embora MsFEM não seja constrúıdo através

de um processo de enriquecemento de espaços. Para problemas mistos, o método

proposto em [5] explora a ideia de decompor os espaços, em soma direta de espaços

de dimensão infinita, com o objetivo de dirigir a escolha dos subespaços de dimen-
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são finita. O MsFEM [19], quando aproxima o fluxo por constantes nas faces, pode

ser visto como um caso particular desta abordagem (ver [60]).

O uso de problemas de valor de contorno definidos em cada elemento, para

alcançar a estabilidade e produzir soluções livres de oscilações corresponde a uma

técnica moderna para construir métodos do tipo Galerkin descont́ınuo (DG) [13,

23]. Nesta abordagem, as condições de contorno locais são incógnitas do problema

e escolhidas de forma que a continuidade da solução e o fluxo numérico através

das faces sejam pontualmente e fracamente impostas, respectivamente. Esta ideia

é novamente explorada em [25], mas com o intuito de prescrever fortemente a

continuidade tanto da pressão como do fluxo através das faces. Isso resulta em um

método descont́ınuo do tipo Petrov-Galerkin (DPG) com quatro campos.

O presente trabalho propõe uma nova famı́lia de métodos de elementos fi-

nitos mistos para a equação de Darcy especialmente constrúıdo para lidar com

coeficientes heterogêneos. Diferente da estratégia padrão para o desenvolvimento

de métodos mistos, neste trabalho assumimos como ponto de partida a equação

de Laplace na sua forma eĺıptica, para a qual a regularidade da solução é relaxada

usando espaços de Sobolev definidos por elementos (como proposto em [13]). A

continuidade então é fracamente imposta através de multiplicadores de Lagrange.

Este processo é conhecido como hibridação e foi proposto pela primeira vez em

[59, 58], para em seguida ser analisada em [61]. Exploramos uma abordagem di-

ferente, onde usamos uma estratégia de upscaling, inerente ao problema. Mais

precisamente, a pressão exata é decomposta em termos de:

• Uma coleção de funções que satisfazem problemas locais eĺıpticos com con-

dições de contorno de Neumann em função dos multiplicadores de La-

grange; e

• Função constante por partes oriunda de um problema definido globalmente.

Além da continuidade fraca para a pressão, a abordagem induz naturalmente con-

tinuidade forte para o fluxo nas faces internas, uma vez que é representado por
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um multiplicador Lagrange unicamente determinado em cada face. Consequente-

mente, essa metodologia fornece um campo de velocidade com componente normal

cont́ınua através de um pós-processamento do fluxo em cada elemento. A partir

da formulação em dimensão infinita descrita acima, constrúımos uma famı́lia de

métodos de elementos finitos, com as seguintes propriedades:

• Estável, com precisão de alta ordem usando a famı́lia de elementos V0×Λ
(l)
h ,

onde V0 representa o espaço das constantes por partes para a pressão e Λ
(l)
h o

espaço dos polinômios de ordem menor ou igual l ∈ N0 para o multiplicador

de Lagrange;

• Incorpora um processo de upscalling através de funções de base definidas

por elemento, que incorporam as caracteŕısticas multi-escalas ou de alto

contraste dos coeficientes. Isto permite ao método ser preciso em malhas

grossas e naturalmente adaptado a computação massivamente paralela;

• Fornece campos de velocidade que são localmente conservativos. Esta é

uma caracteŕıstica fundamental para a resolução de problemas multi-f́ısica.

Usando os espaços Λ
(l)
h , alguns elementos finitos conhecidos (ou uma versão

dos mesmos) podem ser recuperados, por exemplo, o elemento de RT de mais baixa

ordem, é recuperado assumindo l = 0 (constante em cada aresta), ou o método

em [5], assumindo l = 1 (linear). No caso de serem utilizadas interpolações de

ordem superior (V0 × Λ
(l)
h com l > 1), os métodos podem ser relacionados com os

propostos em [25], embora a teoria sob a qual o método foi desenvolvido, assim

como a sua forma final, são intrinsecamente diferentes. Além disso, devido ao fato

dos métodos h́ıbridos primais em [61] não serem inf − sup estáveis para V0 × Λ
(l)
h ,

observamos que o método proposto pode ser interpretado como um método h́ıbrido

primal estabilizado.

Além de apresentar a construção dos novos métodos, este caṕıtulo propõe

uma cuidadosa validação numérica, a partir de qual pretende-se avaliar a capaci-

dade dos métodos em lidar com os problemas com caracteŕısticas multi-escalas e
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coeficientes com alto contraste tanto em malhas estruturadas, quanto em malhas

não estruturadas.

O caṕıtulo está organizado em três seções; a seção 2.2 é dedicada a formulação

h́ıbrida do problema, com a caracterização da solução exata em termos da solução

de problemas locais; a seção 2.3 utiliza a caracterização constrúıda na seção 2.2

para, através de uma discretização de espaço, obter o método de elementos finitos

MHM; finalmente, na seção 2.4 estudamos o desempenho do método MHM em

problemas acadêmicos e realistas.

2.2 Modelo e hibridização

2.2.1 Problema de Darcy

Consideremos o seguinte problema eĺıptico: achar p tal que

∇·(−K∇p) = f em Ω,

−K∇p·nΓ = 0 em ΓN ,

p = g em ΓD,

 (2.1)

onde f e g são funções dadas suficientemente regulares. O coeficiente de permeabi-

lidade K ∈ [L∞(Ω)]d×d é um tensor simétrico e uniformemente eĺıptico, i.e., existe

c1, c2 > 0 tais que

c1 |ξ|2 ≤ ξTK(x) ξ ≤ c2|ξ|2,

para todo ξ ∈ Rd e para todo x ∈ Ω̄.

Observação 2.1 Se existe uma condição de contorno Neumann não-homogênea

−K∇p · n = gN sobre ΓN , então supomos que existe uma função pN que satisfaz

tal condição de contorno de modo que a solução se decomponha como p = p̂+ pN ,

onde p̂ satisfaz (2.1) com a modifição f + ∇·(K∇pN) no termo de fonte. Além

disso, no caso de existir apenas condições de Neumann, assumimos a condição de

compatibilidade (f, 1)Ω = (gN , 1)Γ.
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2.2.2 Formulação h́ıbrida

Nosso objetivo é obter uma aproximação precisa para p ∈ H1(Ω) e para a

velocidade de Darcy σ(p) ∈ H(div,Ω) dada por

σ(p) := −K∇p. (2.2)

A presença de coeficientes heterogêneos envolvidos no modelo faz com que seja de

particular interesse, construir a solução p e a velocidade σ(p) a partir de proble-

mas locais, como forma de “capturar” as escalas finas em paralelo. Tal abordagem

foi explorada nos trabalhos de Hou e Wu [41] e Arbogast [5]. No presente traba-

lho, adotamos uma perspectiva diferente: procuramos p como a solução de uma

equação eĺıptica em um espaço onde a continuidade da solução é relaxada. Mais

especificamente, utilizamos a seguinte formulação h́ıbrida do problema (2.1):

Achar (p, λ) ∈ V × Λ tal que

(K∇p, ∇q)Th + (q , λ)∂Th = (f, q)Th ,

(p, µ)∂Th =
∑

F∈ED
(g, µ)F ,

para todo (q, µ) ∈ V × Λ,


(2.3)

onde, V := H1(Th) e Λ := {µ ∈ H−
1
2 (E) : µ|F = 0, ∀F ∈ EN}. A formulação

variacional h́ıbrida (2.3) pode ser interpretada como um problema de ponto de sela

onde a continuidade da solução em ∂K ∈ ∂Th é relaxada e imposta fracamente

usando o multiplicador de Lagrange λ ∈ Λ. Agora, observe que assumindo regu-

laridade suficiente da solução exata, e integrando por partes sobre cada elemento

K ∈ Th obtemos da primeira equação em (2.3) que (p, λ) ∈ V ×Λ satisfaz o seguinte

problema local:

(∇·σ(p)− f , q)K + (σ(p) · n∂K − λ , q)∂K = 0, ∀q ∈ H1(K) (2.4)
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em cada K ∈ Th. Logo, usando argumentos clássicos a formulação em (2.4) corres-

ponde ao problema forte:

∇·σ(p) = f em K,

σ(p)·n∂K = λ∂K em ∂K,

 (2.5)

para todo K ∈ Th. Por outro lado, testando (2.3) contra (0, µ) ∈ V × Λ a

formulação (2.3) implica que:

JpK|F = 0, ∀F ∈ E0, (2.6)

p|F = g, ∀F ∈ ED. (2.7)

Adicionalmente, de (2.5) e da definição do espaço Λ, obtemos

Jσ(p) · nK|F = 0, ∀F ∈ E0 (2.8)

σ(p)|F · n = 0, ∀F ∈ EN . (2.9)

Note que (2.5) define um problema mal posto, pois se p ∈ V é solução de (2.5)

então p+ c ∈ V com c ∈ R+ também é solução de (2.5). Portanto com o objetivo

de localizar o cômputo da solução (ou parte dela) localmente, propomos a seguir

uma forma h́ıbrida equivalente a (2.3). Esta abordagem está baseada no trabalho

[61], no qual se demonstra que, se (p, λ) é solução de (2.3) então p ∈ H1(Ω) é

solução do problema original (2.1), e λ∂K = −K∇p · n∂K em cada K ∈ Th.

2.2.3 Forma h́ıbrida equivalente: localidade

Consideremos o subespaço de dimensão finita V0 ⊂ V definido por

V0 := {q0 ∈ V : q0|K ∈ R, ∀K ∈ Th}, (2.10)

e o seu complemento ortogonal com respeito ao produto interno (·, ·)Th , V ⊥0 :=

{q⊥ ∈ V : (q⊥, 1K)K = 0, ∀K ∈ Th}. Estes espaços induzem naturalmente a
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decomposição em soma direta

V = V0 ⊕ V ⊥0 . (2.11)

Assim, cada elemento q ∈ V admite a representação

q = q0 + q⊥, (2.12)

onde q0 ∈ V0 e q⊥ ∈ V ⊥0 são determinados unicamente.

Observação 2.2 Note que podemos interpretar (2.12) em termos de aspecto multi-

escalas. De fato, a decomposição p = p̄+p⊥ da solução do problema (2.1) natural-

mente identifica em p̄ e p⊥ duas escalas diferentes. A parte p̄ ∈ V0 é uma constate

sobre cada elemento K ∈ Th e captura apenas “informação” da escala da parti-

ção Th, enquanto que p⊥ ∈ V ⊥0 captura escalas tão finas quanto necessário. Esta

observação inspira o desenvolvimento da formulação MHM a seguir.

Usando a representação (2.12) para as funções testes da formulação (2.3),

obtemos a seguinte formulação equivalente a (2.3): achar (p̄, p⊥, λ) ∈ V0 × V ⊥0 × Λ

tal que

(q0 , λ)∂Th = (f, q0)Th , ∀q0 ∈ V0, (2.13)

(K∇p⊥, ∇q⊥)Th + (q⊥ , λ)∂Th = (f, q⊥)Th , ∀q⊥ ∈ V ⊥0 , (2.14)

(p̄, µ)∂Th + (p⊥, µ)∂Th =
∑
F∈ED

(g, µ)F , ∀µ ∈ Λ. (2.15)

Notemos que o sistema de equações (2.13)-(2.15) é composto por um problema global,

definido pelas equações (2.13) e (2.15), que envolve todas escalas do problema e um

conjunto de problema locais, definidos pela equação (2.14), que fornece ao problema

global “informações” multi-escalas. De (2.14) vemos que, dado K ∈ Th a variável local

p⊥|K ∈ H1(K) ∩ L2
0(K) depende apenas de λ|∂K ∈ H−

1
2 (∂K) e f . Assim a equação

(2.14) pode ser reescrita formalmente através de um problema em cada K ∈ Th, definido
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por

Achar p⊥|K ∈ H1(K) ∩ L2
0(K) tal que

(K∇p⊥, ∇w)K = (f, w)K − (λ ,w)∂K ,

para todo w ∈ H1(K) ∩ L2
0(K).

 (2.16)

Agora, pela linearidade de (2.16), decompomos p⊥ = Tλ + pf onde T : Λ → V ⊥0 e tal

que, dado λ ∈ Λ, associamos Tλ, solução de:

Achar Tλ|K ∈ H1(K) ∩ L2
0(K) tal que

(K∇Tλ,∇w)K = −(λ, w)∂K ,

para todo w ∈ H1(K) ∩ L2
0(K).

 (2.17)

e pf ∈ V ⊥0 e tal que:

Achar pf |K ∈ H1(K) ∩ L2
0(K) tal que

(K∇pf ,∇w)K = (f, w)K ,

para todo w ∈ H1(K) ∩ L2
0(K).

 (2.18)

Logo o problema global definido pelas equações (2.13) e (2.15) pode ser reescrito como:

Achar (p̄, λ) ∈ V0 × Λ tal que

(q0 , λ)∂Th = (f, q0)Th ,

(p̄, µ)∂Th + (Tλ, µ)∂Th =
∑

F∈ED
(g, µ)F − (pf , µ)∂Th ,

para todo (q0, µ) ∈ V0 × Λ.


(2.19)

Assim, a formulação (2.3) é equivalente ao sistema acoplado (2.17)-(2.18)-(2.19) e temos

que a solução exata pode ser caracterizada por:

p = p̄+ Tλ+ pf , (2.20)

e por consequência a variável dual se escreve como

σ(p) = σ(Tλ) + σ(pf ). (2.21)
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Observação 2.3 Note que apesar de considerar o espaço de dimensão finita V0 na

formulação (2.19) nenhuma discretização foi introduzida. Logo, a solução repre-

sentada em (2.20) ainda pertence ao espaço de dimensão infinita V e corresponde

à solução exata do problema (2.1).

2.2.4 Formulação mista alternativa

O problema local (2.17) é equivalente ao seguinte problema forte: Achar

Tλ|K tal que

∇·σ(Tλ) = cλK , em K,

σ(Tλ) · n∂K = λ, em ∂K,

 (2.22)

onde a constante cλK é definida como:

cλK :=
1

|K|

∫
∂K

λ. (2.23)

Analogamente, o problema local em (2.18) pode ser escrito na sua forma forte:

Achar pf |K tal que

∇·σ(pf ) = f⊥K , em K,

σ(pf ) · n∂K = 0, em ∂K,

 (2.24)

onde a função f⊥K ∈ L2
0(K) é definida como:

f⊥K := f − 1

|K|

∫
K

f (2.25)

A constante cλK ∈ R e a função f⊥K ∈ L2
0(K) foram introduzidas com a finalidade

de satisfazer a condição de compatibilidade dos problemas (2.22) e (2.18). Observe

que, como de (2.19) temos cλK = 1
|K|

∫
K
f , este procedimento não altera o problema

original.

Observação 2.4 O procedimento acima pode ser aplicado recursivamente aos

problemas (2.22) e (2.18). A utilidade em se repetir tal procedimento múltiplas

vezes justifica-se quando modelos f́ısicos admitem mais de duas escalas. Um exem-

plo de tal situação é apresentado em [54].
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Em seguida, usamos os problemas locais (2.17) e (2.18) e as suas respectivas

formas fortes (2.22) e (2.24) com a finalidade de reescrever cada termo da formu-

lação (2.19) usando apenas produtos internos relativos a cada elemento K ∈ Th.

(1) Usando a definição em (2.23), e em seguida o problema local (2.22), obte-

mos

(q0, λ)∂Th =
∑
K∈Th

(q0, λ)∂K

=
∑
K∈Th

(q0, c
λ
K)K

=
∑
K∈Th

(q0, ∇·σ(Tλ))K

= (∇·σ(Tλ), q0)Th .

A identidade (p̄, µ)∂Th = (p̄,∇·σ(Tµ))Th é imediata.

(2) Notando que Tλ|K ∈ H1(K) ∩ L2
0(K), para cada K ∈ Th, e usando o

problema local (2.17), obtemos:

(Tλ, µ)∂Th =
∑
K∈Th

(Tλ, µ)∂K

=
∑
K∈Th

− (∇Tλ,K∇Tµ)K

= −(K−1σ(Tλ), σ(Tµ))Th .

(3) Notando que Tµ|K , pf |K ∈ H1(K)∩L2
0(K) para cada K ∈ Th, e usando o
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problema local (2.17), a simetria de K, e o problema local (2.18), obtemos:

(pf , µ)∂Th =
∑
K∈Th

(pf , µ)∂K

=
∑
K∈Th

− (∇pf ,K∇Tµ)K

=
∑
K∈Th

− (K∇pf ,∇Tµ)K

=
∑
K∈Th

− (f, Tµ)K

= −(f, Tµ)Th .

Assim, usando (1), (2) e (3), temos que (2.19) é equivalente a:

Achar (p̄, λ) ∈ V0 × Λ tal que

(∇·σ(Tλ), q0)Th = (f, q0)Th ,

−(K−1σ(Tλ), σ(Tµ))Th + (p̄, ∇·σ(Tµ))Th = (f, Tµ)Th ,

para todo (q0, µ) ∈ V0 × Λ.


(2.26)

Observação 2.5 Note que, de (2.21) e (2.24), temos que:

∫
K

∇·σ(p) =

∫
K

∇·σ(Tλ). (2.27)

Usando as funções testes (q0, 0) ∈ V0 × Λ tal que q0|K = 1 em cada K ∈ Th e

(2.27), obtemos que a formulação (2.26) impõe naturalmente a lei de conservação

de massa local

1

|K|

∫
K

∇·σ(p) =
1

|K|

∫
K

∇·σ(Tλ) =
1

|K|

∫
K

f, (2.28)

para cada K ∈ Th.
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2.3 Método de elementos finitos multi-escalas

Na sub-seção 2.2.3 estudamos como a solução do problema (2.1) pode ser

expressada como a solução dos problemas locais (2.17) e (2.18) acoplados ao pro-

blema global (2.19). Tanto os problemas locais como o problema global citados

anteriormente foram constrúıdos a partir da formulação h́ıbrida (2.3) sobre uma

partição Th dada. Nesta seção, propomos uma discretização do espaço Λ no pro-

blema (2.19), o que induz um novo método de elementos finitos onde as funções

de base são definidas pelos problemas locais (2.17).

2.3.1 Espaços de aproximação

Como mencionado no inicio deste caṕıtulo, nosso objetivo é obter uma apro-

ximação precisa para ph ≈ p ∈ H1(Ω) e para a velocidade de Darcy σ(ph) ≈
σ(p) ∈ H(div,Ω). Do problema global (2.19) observamos que precisamos apenas

escolher um subespaço Λh ⊂ Λ para propormos uma formulação completamente

discreta. Logo, substituindo em (2.19) Λ por Λh, obtemos o método MHM:

Achar (p̄h, λh) ∈ V0 × Λh tal que

(q0 , λh)∂Th = (f, q0)Th ,

(p̄h, µh)∂Th + (Tλh, µh)∂Th =
∑

F∈ED
(g, µh)F − (pf , µh)∂Th ,

para todo (q0, µh) ∈ V0 × Λh.


(2.29)

Assim, a representação (2.20) tem uma versão discreta dada por

ph = p̄h + Tλh + pf , (2.30)

onde, Tλh ∈ V ⊥0 representa a solução exata do problema (2.17), substituindo λ

por λh, e pf ∈ V ⊥0 representa a solução exata do problema (2.18). Neste ponto

temos total liberdade de escolha para o espaço Λh, assumindo que este tenha boas

propriedades de aproximação.

Neste trabalho escolhemos os espaços Λh = Λ
(l)
h ⊂ Λ definidos por (ver
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Figura 2.1: Representação de funções λh ∈ Λ
(l)
h , à esquerda l = 0 e à direita l = 1. Os ćırculos

representam graus de liberdade; duas circunferências unidas por uma linha pontilhada denotam
que os ćırculos contidos representam apenas um grau de liberdade.

Figura 2.1)

Λ
(l)
h := {µh ∈ Λ : µh|F ∈ Pl(F ), ∀F ⊂ ∂K, K ∈ Th}, (2.31)

para l ∈ N0. Vamos agora a explicitar uma base para Λh. Como Λh é um es-

paço de dimensão finita, este pode ser gerado a partir de uma base finita. Seja

F ∈ E , e denote por BF :=
{
ψ

(1)
F , . . . , ψ

(l+1)
F

}
a base canônica de Pl(F ). Defi-

nimos BF como um conjunto de funções com domı́nio em ∂Th e suporte em F ,

BF :=
{

(nF · n∂KF )ψF : ψF ∈ BF

}
⊂ Λh, onde K ∈ T Fh . O conjunto linearmente

independente B =
⋃
F∈E
BF forma uma base para Λh. Assim, dado µh ∈ Λh e K ∈ Th,

para cada F ∈ E∂K existem constantes c
(1)
F , . . . , c

(l+1)
F ∈ R tais que

µh|∂K =
∑

F∈E∂K

l+1∑
i=1

c
(i)
F (nF · n∂KF )ψ

(i)
F . (2.32)

2.3.2 Funções de base multi-escalas

A partir da representação dada em (2.32), definirmos uma base para repre-

sentar Tµh através de funções definidas localmente. Seja µh ∈ Λh, dado K ∈ Th,
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temos

Tµh|K = T (µh|∂K) = T

( ∑
F∈E∂K

l+1∑
i=1

c
(i)
F (nF · n∂KF )ψ

(i)
F

)

=
∑

F∈E∂K

l+1∑
i=1

c
(i)
F T ((nF · n∂KF )ψ

(i)
F ).

Assim, dado K ∈ Th e F ∈ E∂K , definimos as funções de base multi-escalas

η
(1)
F,K , . . . , η

(l+1)
F,K ∈ V ⊥0 , restritas a K, através de η

(i)
F,K := T ((nF · n∂KF )ψ

(i)
F )|K ,

i.e., resolvendo os problemas locais:

Achar η
(i)
F,K ∈ H1(K) ∩ L2

0(K) tal que

(K∇η(i)
F,K , ∇w)K = −(nF · n∂KF ) (ψ

(i)
F , w)F ,

para todo w ∈ H1(K) ∩ L2
0(K).

 (2.33)

Finalmente, Tµh pode ser representado localmente em cada elemento K ∈ Th
através da combinação linear

Tµh|K =
∑

F∈E∂K

l+1∑
i=1

c
(i)
F η

(i)
F,K , (2.34)

e logo, devido ao fato das funções de base terem suporte em cada K ∈ Th, a

representação global pode ser escrita como

Tµh =
∑
K∈Th

∑
F∈E∂K

l+1∑
i=1

c
(i)
F η

(i)
F,K . (2.35)

Nas Figuras 2.2 e 2.3 apresentamos exemplos de funções de base η
(i)
F,K para o

caso K = I, onde I denota o tensor identidade.

Observação 2.6 Os problemas locais definidos em (2.18) e (2.33) fornecem na-

turalmente à solução aproximada ph os aspectos multi-escala e/ou de alto contraste

que os parâmetros do problema apresentam e que não seriam capturados pela es-

cala da malha dada Th. Assumimos que as soluções dos problemas locais (2.18)

e (2.33) são conhecidas exatamente. De fato, existem casos onde a solução dos
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Figura 2.2: Funções de base representativas para l = 0 (esquerda) e l = 1 (direita)
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Figura 2.3: Funções de base representativas para l = 2 (esquerda) e l = 3 (direita)
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problemas locais é conhecida, como no caso l = 0 com permeabilidade homogênea

K = κI, κ > 0. Neste caso a solução é dada em (2.36). Em casos mais gerais é

necessário um procedimento de aproximação da solução no segundo ńıvel.

Observação 2.7 Como mencionado, a utilização de uma aproximação local in-

duz um método de dois ńıveis, onde as funções Tλh e pf em (2.29) são substitúıdas

por versões aproximadas T̃ λh e p̃f . Tais cálculos podem ser realizados tanto resol-

vendo problemas eĺıpticos ou, no caso de ser necessário impor a conformidade local

H(div,Ω), resolve-se sua versão mista, obtida a partir do procedimento recursivo

mencionado na observação 2.4. É importante notar que, em qualquer um dos ca-

sos, o problema (2.29) compreende o mesmo número de graus de liberdade, onde a

aproximação local aparece como um pré-processamento naturalmente paralelizável.

Observação 2.8 A existência e unicidade de solução para o problema (2.29) é

garantida pela teoria clássica de ponto de sela (ver [14]). Vale ressaltar que a

precisão com que p̄h aproxima p̄ depende da precisão com que λh aproxima λ. Em

conseqüência, a convergência ótima nas normas naturais para ph = p̄h + Tλh + pf

e σ(ph) = σ(Tλh + pf ) depende apenas da capacidade de λ ser interpolado por λh

nas faces. Estas afirmações são numericamente validadas e provadas teoricamente

no caṕıtulo 3.

Observação 2.9 O método MHM pode ser visto como uma estratégia de “divi-

dir para conquistar” assumindo uma malha grossa no primeiro ńıvel. Quando as

funções de base estão dispońıveis, o sistema linear simétrico associado ao método

de MHM é pequeno. Portanto, a alocação de memória padrão e a resolução por

métodos diretos do sistema linear pode ser adotada com baixo custo computacio-

nal. O custo adicional associado ao pré-processamento para o cálculo das funções

de base, usando uma abordagem de dois (ou mais) ńıveis, significa a resolução

de problemas completamente independentes (definidos por elemento) e também de

baixo custo computacional. Em resumo, a abordagem MHM induz um algoritmo

multi-ńıvel através de uma colecção de sistemas lineares de baixo custo e que podem

ser resolvidos paralelamente utilizando ferramentas convencionais.
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2.3.3 Relação com métodos existentes

A seguir destacamos as principais diferenças e similitudes entre alguns méto-

dos numéricos largamente empregados na literatura e o método MHM. Concluimos

que o método misto-h́ıbrido multi-escalas definido em (2.3.4) pode ser interpretado

em certa medida como uma generalização de tais trabalhos.

2.3.3.1 Método misto clássico

Consideremos o caso particular em que o problema (2.1) não apresenta condi-

ção de Dirichlet (ΓD = ∅), a fonte é constante (f ∈ R) e o tensor de permeabilidade

está definido por K = κI, onde κ > 0 é uma constante (sem aspectos multi-escalas)

e I representa o tensor identidade.

No caso l = 0, o problema local (2.43) tem solução exata conhecida dada por

η
(1)
F,K(x) := −(nF ·n∂KF )

1

d κ

|F |
|K|

[
x·
(

1

2
x− xF

)
− CF

]
, ∀x ∈ K, (2.36)

onde xF representa o vértice oposto à face F (K triângulo ou tetraedro) ou o

baricentro da fase oposta (K quadrilátero ou hexaedro) e a constante CF ∈ R é

dada por

CF =
1

|K|

∫
K

x·
(

1

2
x− xF

)
dx,

para cada F ∈ E∂K e K ∈ Th. Notamos que

−κ∇η(1)
F,K(x) := (nF ·n∂KF )

|F |
|K| (x− xF ) , ∀x ∈ K, (2.37)

logo σ(ηKF ) = −κ∇η(1)
F,K coincide com as funções de RT0 (se d = 2) ou RTN0

(se d = 3) apresentadas em [60] e [55], respectivamente. Desta forma, podemos

reescrever o espaço de Raviart-Thomas de mais baixa ordem como

VRT0 :=
{
vh ∈ H(div,Ω) : vh = σ(Tλh), λh ∈ Λ

(0)
h

}
. (2.38)

Agora, denotando por uh := σ(Tλh) e vh := σ(Tµh), a formulação em (2.26)
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reescreve-se como:

Achar (p̄h,uh) ∈ V0 × VRT0 tal que

(∇·(uh), q0)Th = (f, q0)Th ,

(κ−1uh, vh)Th − (p̄, ∇·(vh))Th = 0,

para todo (q0,vh) ∈ V0 × VRT0.


(2.39)

Note que em (2.39) recuperamos exatamente o método de Raviart-Thomas de

mais baixa ordem para o problema eĺıptico em (2.1) na sua forma mista (para

mais detalhes ver [14] página 116). Assim, para l = 0 o método MHM pode ser

interpretado como uma generalização do método de Raviart-Thomas ao caso multi-

escalas. Por outro lado, é conveniente notar que a metodologia MHM fornece uma

aproximação (possivelmente) mais precisa para a variável p, como segue

ph = p̄h + Tλh. (2.40)

De fato, o método RT, aproxima p por funções constantes por partes, diferente-

mente do que ocorre em (2.40). No caṕıtulo 3 analisamos e verificamos numeri-

camente que (2.40) para l = 0 apresenta, de fato, convergência de ordem h2 na

norma L2(Ω), enquanto que p̄ converge com ordem h.

2.3.3.2 Métodos multi-escalas

No caso em que K e/ou f apresentem variações em uma escala menor do que

a escala da malha Th, as soluções dos problemas locais descritos em 2.3.4 precisam

ser aproximadas numericamente usando uma abordagem de dois ńıveis. Uma vez

escolhida uma aproximação de elementos finitos no segundo ńıvel, a abordagem

aqui apresentada pode ser comparada com métodos multi-escalas de dois ńıveis

(upscalling e two-level methods) existentes na literatura.

Em [19] é apresentada uma abordagem que trata as variações da pequena

escala usando problemas locais do tipo (2.43), assumindo que o fluxo através das

faces é aproximado por funções constantes (λh ∈ Λ
(0)
h ). Por outro lado, os pro-
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blemas locais definidos em (2.42) não são considerados em [19] visto que o termo

(f, Tµh)Th é inexistente.

Em [6] é proposto um método que, através de um espaço mais “rico”, genera-

liza à abordagem proposta em [19]. Como resultado, os termos do tipo (f, Tµh)Th

estão presentes. Após algumas manipulações algébricas, este pode ser interpretado

como o método MHM usando o espaço Λ
(1)
h para aproximar o fluxo nas faces. No

entanto, a maneira como o método é constrúıdo é fundamentalmente diferente, e

impossibilita a utilização de uma interpolação de ordem superior Λ
(l)
h (l ≥ 2). Fi-

nalmente, a diferença de MHM, nos trabalhos citados a construção é feita a partir

da forma mista do problema e, como consequência, todos os problemas locais são

necessariamente mistos. Isto obriga a escolha de um par de espaços inf-sup estável

para resolver os problemas no segundo ńıvel.

2.3.3.3 Método h́ıbrido-primal

A formulação variacional h́ıbrida proposta originalmente em [59] e estudada

em [61] utiliza o seguinte espaço de aproximação

Vk := {q ∈ V : q|K ∈ Pk(K), ∀K ∈ Th},

para k ∈ N0 e Λ
(l)
h para l ∈ N0. Assim, em [61] é proposta a formulação

Achar (pk, λ
(l)
h ) ∈ Vk × Λ

(l)
h tal que

(K∇pk, ∇qk)Th + (qk , λ
(l)
h )∂Th = (f, qk)Th ,

(pk, µl)∂Th = 0,

para todo (qk, µl) ∈ Vk × Λ
(l)
h .


(2.41)

A formulação em (2.41) é bem posta se e somente se é satisfeita a condição k ≥ l+1

quando l é par ou k ≥ l + 2 quando l é ı́mpar (ver [61]). Note que para k = 0 a

formulação (2.41) não está bem posta independente da escolha de l.

Desconsiderando qualquer aspecto multi-escalas, a formulação variacional

MHM exposta em (2.44) pode ser entendida como a formulação (2.41) para k = 0
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com um termo extra do tipo (Tλ
(l)
h , µl)∂Th . Notamos que o termo (Tλ

(l)
h , µl)∂Th é

coercivo no subespaço não trivial

{µl ∈ Λ
(l)
h : (q0, µl) = 0, ∀q0 ∈ V0}.

Portanto, a formulação em (2.44) está bem posta e pode ser considerada uma

versão estabilizada da formulação primal-h́ıbrida (2.41) com k = 0. No caṕıtulo 3

demonstramos tal afirmação.

2.3.4 Sumário do método MHM

O método de elementos finitos MHM (Multiscale Hybrid-Mixed) desenvolvido

a partir da formulação variacional (2.19), fornece uma solução aproximada ph ≈ p

dada em (2.30) completamente determinada pelo problema global discreto (2.29),

as funções de base multi-escalas (2.33) e os problemas locais (2.18). A seguir

apresentamos um sumário do método MHM.

O método MHM fornece uma solução aproximada ph que se decompõe em

ph = p̄h + Tλh + pf . Para tanto, existem dois grupos de problemas locais:

(1) Para cada K ∈ Th resolvemos:

Achar pf |K ∈ H1(K) ∩ L2
0(K) tal que

(K∇pf ,∇w)K = (f, w)K ,

para todo w ∈ H1(K) ∩ L2
0(K).

 (2.42)

(2) Para cada K ∈ Th, F ∈ E∂K e i ∈ {1, . . . , l + 1} resolvemos:

Achar η
(i)
F,K ∈ H1(K) ∩ L2

0(K) tal que

(K∇η(i)
F,K , ∇w)K = −(nF · n∂KF )(ψ

(i)
F , w)F ,

para todo w ∈ H1(K) ∩ L2
0(K).

 (2.43)

Usando as funções de base (2.43) e a solução dos problemas locais (2.42),
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resolvemos:

Achar (p̄h, λh) ∈ V0 × Λh tal que

(q0 , λh)∂Th = (f, q0)Th ,

(p̄h, µh)∂Th + (Tλh, µh)∂Th =
∑

F∈ED
(g, µh)F − (pf , µh)∂Th ,

para todo (q0, µh) ∈ V0 × Λh.


(2.44)

Assim as componentes da solução ph = p̄h + Tλh + pf , são descritas como:

(1) Constantes por partes: p̄h ∈ V0 é uma constante em cada elemento K ∈ Th,

e está completamente determinada pelo problema global (2.44). Esta parte

da solução contém apenas informação na escala da malha Th.

(2) Influência do fluxo: Tλh ∈ V ⊥0 é uma função de média nula em cada

elemento K ∈ Th. Esta função é uma combinação linear das funções de

base multi-escalas em (2.43), os seus graus de liberdade são determinados

pelo problema global (2.44) que coincidem com os graus de liberdade da

interpolação de λh ∈ Λh. Isto pode ser expressado formalmente em cada

K ∈ Th como:

[
λ∂Kh =

∑
F∈E∂K

l+1∑
i=1

c
(i)
F (nF · n∂KF )ψ

(i)
F

]
⇒
[
Tλh|K =

∑
F∈E∂K

l+1∑
i=1

c
(i)
F η

(i)
F,K

]
,

onde para cada F ⊂ E as constantes c
(1)
F , . . . , c

(l+1)
F ∈ R são determina-

das pelo problema global (2.44). As funções ψ
(1)
F , . . . , ψ

(l+1)
F compõem a

base canônica de Pl(F ) e as funções de base η
(1)
F,K , . . . , η

(l+1)
F,K resolvem os

problemas locais (2.43), e capturam os aspectos multi-escalas do problema.

(3) Influência da fonte: pf ∈ V ⊥0 é uma função de média nula em cada ele-

mento K ∈ Th e é completamente determinada pelo problema local (2.42).

A componente pf contém caracteŕısticas multi-escalas dos dados do pro-

blema e a influência da fonte f ∈ L2(Ω) na solução. Observando (2.42)

podemos notar que se f |K ∈ R então pKf = 0, para cada K ∈ Th.
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Extract

Inject

K=I

K=I

Extract

Inject

K=1000*I

Figura 2.4: Descrição do problema quarter five-spot, com permeabilidade constante (esquerda)
e com alto contraste (direita).

Vale ressaltar que os problemas locais são completamente independentes e

podem ser computados em paralelo.

2.4 Validações numéricas

Nesta seção mostramos as capacidades multi-escalas do método MHM. Em

todos os experimentos numéricos assumimos que os problemas locais (2.43) e (2.42)

são resolvidos usando um esquema de discretização de Galerkin clássico com ele-

mentos do tipo Pk(K) continuo, para k ∈ N.

2.4.1 Problema quarter five-spot

A seguir, apresentamos experimentos numéricos para o problema quarter

five-spot definido em um quadrado unitário com poços de injecção e extração po-

sicionados em vértices opostos (ver Figura 2.4), estes poços são representados por

um termo de fonte definido por funções delta de Dirac (ver definição em [52], página

264) concentradas nos vértices e com sinais opostos, i.e.,

f = δx0 − δx1 , (2.45)
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onde, x0 = (0, 0) ∈ Ω e x1 = (1, 1) ∈ Ω. Por simplicidade assumimos que existe

um único elemento Ki ∈ Th tal que xi ∈ Ki, para cada i ∈ {0, 1}. Considere a

formulação variacional (2.19). Neste caso o termo de fonte da primeira equação é

dado por

(f, q0)Th = (δx0 , q0)Th − (δx1 , q0)Th = qK0
0 − qK1

0 . (2.46)

Na segunda equação o termo pf satisfaz pKf = 0 para K 6= Ki e i ∈ {1, 2}, e para

K = Ki satisfaz o seguinte problema variacional:

Achar pKif ∈ H1(Ki) ∩ L2
0(Ki) tal que

(K∇pKif ,∇w)Ki = (−1)iw(xi),

para todo w ∈ H1(Ki) ∩ L2
0(Ki).

 (2.47)

Consideramos dois casos: permeabilidade constante e com alto contraste

como mostrado na Figura 2.4.

2.4.1.1 Caso permeabilidade constante

As Figuras 2.5-2.8 mostram os resultados para l ∈ {0, 2}. Primeiramente, a

Figura 2.5 mostra uma elevação para ph em que podemos ver resultados similares

para ambos os valores de l. Note que aumentar l permite uma solução melhor

aproximada nos poços. Na Figura 2.6, são apresentadas isolinhas do valor absoluto

de σ(ph), novamente, considerar l maior implica em resultados mais precisos.

O desempenho do método para uma malha não estruturada pode ser obser-

vada nas Figuras 2.7 e 2.8. Notamos que os resultados são muito similares aos

obtidos usando uma malha estruturada.

2.4.1.2 Permeabilidade com alto contraste

Aqui mostramos o desempenho do método em relação ao problema quarter

five-spot considerando uma permeabilidade com alto contraste (ver Figura 2.4).

Usando uma malha estruturada com 32 triângulos ao longo de cada lado do domı́-

nio, estudamos este problema usando duas posśıveis posições para a interface entre
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-2.75 0 2.75 XY

Z

2.65-2.65 0 XY

Z

Figura 2.5: Elevação de ph para o problema quarter five-spot usando l = 0 (esquerda) e l = 2
(direita).

Figura 2.6: Isolinhas do valor absoluto de σ(ph) para o problema quarter five-spot usando l = 0
(esquerda) e l = 2 (direita).
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Figura 2.7: Elevação de ph para o problema quarter five-spot usando uma malha não estrutu-
rada, l = 0 (esquerda) e l = 2 (direita).

Figura 2.8: Isolinhas do valor absoluto de σ(ph) para o problema quarter five-spot para uma
malha não estruturada, l = 0 (esquerda) e l = 2 (direita).
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Figura 2.9: Exemplo de funções de base com uma interface de alto contraste. Usamos l = 0
(esquerda) e l = 2 (direita).

os diferentes valores da permeabilidade. No primeiro caso, assumimos que a inter-

face para os valores das permeabilidades coincide com a fronteiras dos elementos

ao longo de y = 0.5. No segundo caso, a interface não coincide com as fronteiras

dos elementos e está posicionada em y = 0.484375. Apresentamos na Figura 2.9

um exemplo de funções de base para uma interface de alto contraste não alinhada

com a fronteira dos elementos. Podemos ver que as funções de base se adaptam

naturalmente, considerando um comportamento consistente com a diferença de

permeabilidade.

Primeiramente, nas Figuras 2.10-2.12 mostramos o desempenho do método

com l ∈ {1, 3} no caso em que a interface de alto contraste está em y = 0.5.

Observamos as capacidades do método MHM em aproximar ph e o fluxo σ(ph) com

precisão, no último caso capturando perfeitamente a descontinuidade. Observamos

que o desempenho melhora conforme aumenta l.

Na Figura 2.13, apresentamos os resultados para l = 0 no caso em que

a interface de alto contraste está em y = 0.484375. Nesta posição a interface

está alinhada com os elementos da malha do segundo ńıvel (uma malha bastante

grosseira com apenas dois elementos ao longo de cada aresta) usada para aproximar

a solução do problema local.

Os problemas locais são resolvidos usando duas diferentes estratégias. A

primeira delas utiliza elementos quadráticos cont́ınuos para resolver (2.43), e a
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Z

-0.128 1.15 2.43 XY
2.41 XY

Z

-0.128 1.14

Figura 2.10: Elevação de ph para o problema com permeabilidade com alto contraste usando
l = 1 (esquerda) e l = 3 (direita).

Z

9.53e-14 19.2 38.3
X

Y

Z

9.53e-14 19.2 38.3
X

Y

Figura 2.11: Elevação para o valor absoluto de σ(ph) para o problema com permeabilidade
com alto contraste, usando l = 1 (esquerda) e l = 3 (direita).
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38.39.53e-14 19.2 X

Y

Z 25.48.3e-14 12.7 X

Y

Z

Figura 2.12: Isolinhas para o valor absoluto de σ(ph) para o problema com permeabilidade
com alto contraste, usando l = 1 (esquerda) e l = 3 (direita).

X
Y

Z

32164.83e-14
Y

X

Z

32160

Figura 2.13: Elevação para o valor absoluto de σ(ph) usando l = 0. Os problemas locais (2.43)
são resolvidos usando um método eĺıptico (esquerda) ou usando um método misto (direita).
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Figura 2.14: Funções de bases representativas l = 3 para um elemento triangular. Considera-
mos um coeficiente K oscilatório.

segunda abordagem utiliza elementos de Raviart-Thomas de mais baixa ordem

para resolver a versão mista de (2.43) como proposto em observação 2.4. Podemos

notar pela elevação do valor absoluto da velocidade que os comportamentos são

muito similares nas duas abordagens. Oscilações espúrias de pequena amplitude

podem ser observadas proximas à interface no caso do segundo ńıvel ser resolvido

com um método eĺıptico. O uso do elementos do tipo RT no segundo ńıvel mantém

numericamente a conformidade com respeito ao espaço H(div,Ω) e corrige tais

inconvenientes.

2.4.2 Coeficiente de permeabilidade oscilatório

Estamos interessados no desempenho dos novos métodos quando usados para

resolver um problema com coeficientes altamente oscilatórios de periodo ε. Este

problema é definido sobre um quadrado unitário com condição de Neumann ho-

mogênea, a fonte é dada por f(x) = 2π2 cos 2πx cos 2πy, para cada (x, y) ∈ Ω e o

coeficiente de permeabilidade é dado por

K(x) =
2 + 1.8 sin 2πx

ε

2 + 1.8 sin 2πy
ε

+
2 + 1.8 sin 2πy

ε

2 + 1.8 cos 2πx
ε

,

fixando ε = 1
16

.

O método apresentado é implementado usando l = 0 e l = 2 sobre a mesma
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Z
-0.0802 0.000125 0.0805 XY Y

Z

0.0034 X-1.12 1.13

Figura 2.15: A pressão “exata”(esquerda) e p̄h calculada sobre uma malha grosseira com o
método de Raviart-Thomas (direita).

Z
-0.0943 4.82e-05 0.0944 XY -0.0826 0.000314 0.0832 XY

Z

Figura 2.16: Solução p̄h + Tλh + pf com l = 0 (esquerda) e l = 2 (direita).

41



malha grossa. Uma abordagem que envolve dois ńıveis de aproximação se faz ne-

cessária. A malha usada dentro de cada elemento é uma malha não estruturada

com 32 elementos ao longo de cada aresta. Na Figura 2.14 mostramos exemplos

de funções de base para o caso l = 3, onde podemos ver a influência das escalas

pequenas. Como meio de comparação, calculamos a solucão do problema (2.1)

usando o método de Galerkin clássico com elementos lineares e uma malha extre-

mamente fina (512 elementos em cada eixo), e denominamos de “solução exata”.

Com relação ao método MHM, usamos uma malha grossa (16 elementos em cada

eixo). Esta mesma malha é utilizada para resolver o problema pelo método de RT

de mais baixa ordem.

Primeiramente, comparamos a aproximação por constante por partes usando

o método de Raviart-Thomas de mais baixa ordem. Como mostrado na Figura

2.15, a solução com o método de Raviart-Thomas de mais baixa ordem captura

o aspecto da solução corretamente mas apresenta uma diferença considerável na

amplitude da mesma (observe que a escala da imagem é diferente). Por outro lado,

o resultado na Figura 2.16 mostra que o método MHM apresenta um desempenho

melhor comparado ao método de Raviart-Thomas de mais baixa ordem. O uso de

valores maiores para l melhora ainda mais a qualidade da solução numérica.

De fato, observemos as Figuras 2.17 e 2.18 que mostram uma comparação

entre a constante por partes e a“solução exata” em um corte vertical plano definido

de (0, 0) até (1, 1). Na Figura 2.17 mostramos que o método MHM para l = 0

melhora consideravelmente a precisão da solução numérica quando comparada à

aproximação usando constantes por partes pelo método de Raviart-Thomas de mais

baixa ordem. Os resultados nas figuras 2.18 e 2.19 justificam a observação de que

uma escolha de l maior faz uma diferença (positiva) significativa. Na Figura 2.18,

podemos observar que as constantes por partes obtidas a partir de MHM usando

l = 2 é melhor do que a aproximação usando constante por partes fornecida por

MHM com l = 0. Ainda mais interessante, a pressão p̄h + Tλh + pf fornece uma

aproximação muito precisa para um valor de l suficientemente alto, como mostrado

42



Z

YX

MHM, l=0
0.09090.045-0.000945

RT0/P0
1.130.5630.000587

Exact
0.08050.04-0.000454

Figura 2.17: Perfis de p̄h. Mostramos a solução pelo método de Raviart-Thomas de mais baixa
ordem (azul), usando o método MHM para l = 0 (vermelho), e a “solução exata”(preto).

-0.000945 0.045 0.0909

MHM, l=0
-0.000454 0.04 0.0805

Exact Z

YX

MHM, l=2
0.07840.03970.00108

Figura 2.18: Perfis de p̄h pelo método MHM usando l = 0 (vermelho) e l = 2 (verde) compa-
rados com a “solução exata”(preto).
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-0.00913 0.0426 0.0944

MHM, l=0
-0.000454 0.04 0.0805

Exact Z

YX

MHM, l=2
0.08160.0405-0.000636

Figura 2.19: Perfis de p̄h + Tλh + pf para o método MHM usando l = 0 (vermelho) and l = 2
(verde) comparada com a “solução exata”(preto).
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na Figura 2.19.

2.4.3 Permeabilidade multi-escalas

Como validação final, consideramos o desempenho do método MHM atuando

sobre um problema com permeabilidade multi-escala log-normal, mostrada na Fi-

gura 2.21. Para determinar o campo de permeabilidade, o quadrado unitário foi

dividido em 100× 100 quadrados, e a permeabilidade é dada por

K(x) = α eγY (x),

com Y uma variável normal randômica, e onde α e γ são fixadas igual a 1. O valor

para Y é assumido constante sobre cada quadrado gerando uma permeabilidade

constante sobre cada um deles. A fonte é considerada homogênea, com condição

de Dirichlet igual a 1 no contorno esquerdo e 0 no contorno direito do domı́nio. No

contorno superior e inferior consideramos uma condição de Neumman igual a 0. A

malha mais fina possui 100 elementos triangulares ao longo de cada eixo, a malha

seguinte 50 e a ultima 25. Na malha mais fina, a sub-malha usada para determinar

numericamente as funções de base é formada por apenas 1 triângulo, nas outras

malhas se considera uma sub-malha suficientemente fina tal que o somatório de

todas as sub-malhas consideradas tenha o número total de elementos da malha

mais fina. Na Figura 2.20 mostramos um exemplo de funções de base resolvidas

usando uma sub-malha fina sobre um triângulo na malha mais grossa. Podemos

ver a influência do coeficiente multi-escala na forma da função de base.

O primeiro resultado considera o impacto de uma interpolação de alta ordem

para λh ∈ Λh sobre o campo de velocidades em uma malha fina. Isto é mostrado nas

Figuras 2.21, 2.22, e 2.23. Em todos os casos, podemos ver que a velocidade mostra

o comportamento esperado, sendo maior nas regiões de maior permeabilidade, mas

no caso l = 2 pode-se observar uma incorporação mais ńıtida das estruturas multi-

escalas.

Em seguida comparamos as aproximações usando malhas diferentes e con-
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Figura 2.20: Exemplo de funções de base com coeficiente de permeabilidade multi-escalas para
l = 0 (esquerda) e l = 3 (direita).

Figura 2.21: Gráfico da variável Y em quadrados (esquerda), 100 quadrados em cada eixo.
Campo de velocidade numérica (direita) é calculado usando l = 2 em uma malha triangular, com
dois triângulos por cada quadrado que representa a permeabilidade.
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Figura 2.22: Campo de velocidades usando l = 2 sobre uma malha com 50 × 50 triângulos
(esquerda) e 25× 25 triângulos (direita).

Figura 2.23: Campo de velocidades usando l = 0 sobre uma malha com 50 × 50 triângulos
(esquerda) e 25× 25 triângulos (direita).
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sideramos a pressão como constante por partes na Figura 2.24. Os gráficos são

obtidos com um corte plano vertical que contém a linha entre o ponto (0, 0) e o

ponto (1, 1). O gráfico da esquerda mostra resultados para p̄h na malha mais grossa

para l = 0 e l = 2, as quais são similares com os resultados em uma malha fina com

l = 0. Mostramos também que o resultado usando o método de Raviart-Thomas

de mais baixa ordem é pouco preciso. O gráfico da direita mostra p̄h + Tλh + pf

e observamos que obtemos em cada malha o mesmo resultado anteriormente rela-

tado. É importante notar que estes bons resultados foram obtidos resolvendo-se

problemas locais eĺıpticos (ver (2.43) e (2.42)) no segundo ńıvel.

Finalmente, reproduzimos uma solução de referência para o caso log-normal

(ver Figura 2.25) usando uma malha extremamente fina (perto de 2 milhões de

elementos) para estudar se o método MHM em uma malha grossa é capaz de

reproduzir a dissipação de energia devida às forças viscosas, i.e., E := 1
2

∫
Ω
K (∇p)2.

É importante mencionar que um caminho alternativo para calcular a referência E

envolve o conceito de permeabilidade equivalente para um meio heterogêneo (ver

[64] e [62] para mais detalhes). Aqui, a quantidade de referência E é comparada

com a sua correspondente aproximada Eh := 1
2

∫
Ω
K (∇ph)2, onde ph é a solução

obtida com o método MHM sobre uma malha grossa. Os resultados numéricos

mostram que Eh
E

se aproxima rapidamente de 1 (ver Figura 2.26) com relação

à convergência em h e l. Concluimos que o método MHM preserva a energia

dissipativa com boa precisão em malhas grossas. Esta análise mostrou também

que, para um dado quociente Eh
E

, é computacionalmente mais atrativo (em termo

de número de graus de liberdade) aumentar l em uma malha grossa fixa do que

usar um l pequeno sobre uma malha fina.

2.5 Conclusões

Neste caṕıtulo propomos uma nova famı́lia de métodos de elementos finitos

para a equação de Darcy, denominados métodos Multiscale Hybrid-Mixed (MHM),

que capturam com precisão as pequenas escalas do problema. Os métodos MHM

48



-0.485 0.045 0.575

Exact

Y-0.512

Z

-0.475 0.0374 0.55

MHM, l=2

X-0.0419 0.428

RT0/P0

-0.485 0.0379 0.561

MHM, l=0

Z

0.581

MHM, 50x50
-0.485 0.0479 0.581

MHM, 100x100

-0.486 0.0484 0.583

MHM, 25x25

X Y-0.485 0.048

Figura 2.24: Perfis para a pressão aproximada. O gráfico à esquerda mostra o resultado usando
o método de Raviart-Thomas de mais baixa ordem sobre uma malha com 100 × 100 elementos
(preto) e sobre uma malha de 25×25 elementos (azul), e o método MHM usando l = 0 (vermelho)
e l = 2 (verde) na mesma malha grossa. O gráfico da direita mostra o método MHM para l = 2
sobre uma malha de 25×25 elmentos (verde), sobre uma malha com 100×100 elementos (preto),
e sobre uma malha com 50× 50 elementos (vermelho).

Figura 2.25: Campo de permeabilidade (esquerda) e valor absoluto da velocidade em uma
malha fina (direita).
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Figura 2.26: Gráfico de Eh

E com respeito a um refinamento para h (esquerda) e um refinamento
para l (direita).
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foram desenvolvidos usando uma estratégia de decomposição de espaços para o

computo das funções de base. Estas satisfazem a equação de Laplace em cada ele-

mento da malha. A continuidade da solução é imposta fracamente usando multipli-

cadores de Lagrange, o que permitiu que as condições de contorno dos problemas

locais fossem definidas naturalmente. Os resultados numéricos mostram a capaci-

dade do MHM em tratar de forma precisa as heterogeneidades e coeficientes com

alto contraste. Além disso, a presente abordagem induz um pós-processameto da

pressão, de forma a reconstruir um campo de velocidade localmente conservativo,

sem aumento do custo computacional. Os métodos MHM de certa forma generali-

zam métodos conhecidos, como o método de Raviart-Thomas de mais baixa ordem,

o método misto multi-escala em [19], o método tipo upscalling apresentado em [6],

e pode ser interpretado como uma estabilização do método h́ıbrido-primal [61].

Concluimos, que a nova famı́lia de métodos multi-escalas surge como uma alter-

nativa atraente para resolver problemas mistos em geometrias complexas com alta

ordem de aproximação, e naturalmente adaptado a computação massivamente pa-

ralela. Aspectos relacionados com a paralelização do algoritmo MHM, assim como

comparações com o estratégias de decomposição domı́nio merecem investigação

mais profunda. A análise numérica para os métodos MHM assim como validações

numéricas de convergência ótima são apresentada no caṕıtulo 3. Finalmente, a

sua extensão a problemas de transporte com advecção e/ou reação dominante é

apresentada no caṕıtulo 4.
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Caṕıtulo 3

Análise Numérica para o método MHM

3.1 Introdução

Este caṕıtulo é dedicado à análise numérica do método MHM (Multiscale

Hybrid-Mixed), desenvolvido no Caṕıtulo 2. Está organizado em seis seções prin-

cipais. Na seção 3.2 revisitamos a construção do método MHM, introduzindo uma

notação apropriada à análise. Em seguida, na seção 3.3, apresentamos algumas

novas definições e resultados técnicos que serão utilizados nas seções seguintes. Na

seção 3.4 provamos a existência e unicidade de solução para o método MHM. Na

seção 3.5 mostramos que a precisão da solução numérica do método MHM depende

exclusivamente da escolha dos espaços de aproximação para o multiplicador de La-

grange. Em consequência, na seção 3.6, apresentamos estimativas de erro a-priori

com convergência ótima nas normas naturais. Além disso, propomos um novo es-

timador de erro a-posteriori baseado em reśıduos nas faces, o qual demonstramos

possuir as propriedades de eficiência local e confiabilidade. Finalmente, na seção

3.7, validamos numericamente os resultados teóricos através de experimentos nu-

méricos desafiadores, como forma de colocar em evidência as capacidades práticas

do método MHM.
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3.2 Método h́ıbrido-misto multi-escalas

Lembremos problema eĺıptico estudado no Caṕıtulo 2: Achar p tal que

∇·(−K∇p) = f em Ω,

−K∇p·nΓ = 0 em ΓN ,

p = g em ΓD,

 (3.1)

onde f e g são funções dadas suficientemente regulares. O coeficiente de permeabi-

lidade K ∈ [L∞(Ω)]d×d é um tensor simétrico e uniformemente eĺıptico, i.e., existe

cmin, cmax > 0 tais que

cmin |ξ|2 ≤ ξTK(x) ξ ≤ cmax|ξ|2, (3.2)

para todo ξ ∈ Rd e para todo x ∈ Ω̄.

A continuação revisitamos o método MHM. Seja V = H1(Th) e Λ := {µ ∈

H−
1
2 (E) : µ∂KF = 0, ∀F ∈ EN}, e considere o espaço de dimensão finita V0 ⊂ V de-

finido por

V0 := {q0 ∈ V : q0|K ∈ R, ∀K ∈ Th}, (3.3)

e o seu complemento ortogonal V ⊥0 com respeito ao produto interno (· , ·)Th . Considere

a transformação linear T : Λ→ V ⊥0 tal que, dado λ ∈ Λ, associamos Tλ à solução de:

Achar Tλ|K ∈ H1(K) ∩ L2
0(K) tal que

(K∇Tλ|K ,∇w)K = −(λ, w)∂K ,

para todo w ∈ H1(K) ∩ L2
0(K),

 (3.4)

em cada K ∈ Th. A função pf ∈ V ⊥0 é definida localmente através da coleção de

problemas

Achar pKf ∈ H1(K) ∩ L2
0(K) tal que

(K∇pKf ,∇w)K = (f, w)K ,

para todo w ∈ H1(K) ∩ L2
0(K),

 (3.5)

para cada K ∈ Th.

Em seguida, considere as formas bilineares a : Λ × Λ → R, e b : Λ × V → R,
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definidas por

a(λ , µ) := −(Tλ , µ)∂Th , ∀(λ , µ) ∈ Λ× Λ, (3.6)

b(µ , q) := −(q , µ)∂Th , ∀(µ, q) ∈ Λ× V, (3.7)

e a forma bilinear B : (Λ× V0)× (Λ× V0)→ R, dada por

B(λ, p0 ; µ, q0) := a(λ, µ) + b(µ, p0) + b(λ, q0), (3.8)

para todo (λ, p0 ; µ, q0) ∈ (Λ × V0) × (Λ × V0). Considere também a forma linear F :

(Λ× V )→ R definida por

F (µ, q0) := (pf , µ)∂Th − (f, q0)Th −
∑
F∈ED

(g, µ)F , (3.9)

para todo (µ, q0) ∈ Λ × V0. Com as definições anteriores, reescrevemos a formulação

variacional h́ıbrida (2.19) como:

Achar (λ, p̄) ∈ Λ× V0 tal que

B(λ, p̄ ; µ, q0) = F (µ, q0),

para todo (µ, q0) ∈ Λ× V0.

 (3.10)

Como mencionado no Caṕıtulo 2, a formulação variacional (3.10) junto com os problemas

(3.1) e (3.5) nos fornece uma caracterização da solução do problema (3.1) como

p = p̄+ Tλ+ pf . (3.11)

Consideremos o espaço de dimensão finita Λh ⊂ Λ definido por:

Λ
(l)
h := {µh ∈ Λ : µ∂Kh,F ∈ Pl(F ), ∀F ∈ E∂K , ∀K ∈ Th}. (3.12)
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O método de elementos finitos MHM é definido por

Achar (λh, p̄h) ∈ Λ
(l)
h × V0 tal que

B(λh, p̄h ; µh, q0) = F (µh, q0),

para todo (µh, q0) ∈ Λ
(l)
h × V0,

 (3.13)

logo, a caracterização (3.11) tem uma versão aproximada ph dada por

ph = p̄h + Tλh + pf . (3.14)

3.3 Definições e resultados preliminares

Em vista da demonstração dos resultados de existência e unicidade, assim

como para a análise de erro a-priori e a-posteriori, é necessário equipar os espaços

utilizados com normas apropriadas. Consideramos o espaço H(div,Ω) junto com

a norma usual || · ||div : H(div,Ω)→ R, definida por

||σ||div :=

[∑
K∈Th

||σ||20,K + d2
Ω ||∇·σ||20,K

] 1
2

, (3.15)

onde dΩ > 0 representa o diamêtro de Ω. Alternativamente, definimos a norma

|| · ||div,h : H(div,Ω)→ R como

||σ||div,h :=

[∑
K∈Th

||σ||20,K + h2
K ||∇·σ||20,K

] 1
2

. (3.16)

Seja µ ∈ H− 1
2 (E), e munimos tal espaço com a norma || · ||Λ : Λ→ R, definida por

||µ||Λ := inf
σ∈H(div,Ω)

σ∂K ·n∂K=µ∂K

K∈Th

||σ||div. (3.17)

Para o espaço V consideramos a norma usual || · ||V : V → R, definida por

||q||V :=

[∑
K∈Th

1

d2
Ω

||q||20,K + ||∇q||20,K

] 1
2

, (3.18)

55



e a sua versão local || · ||V,F : V → R definida por

||q||V,F :=

 ∑
K∈T Fh

1

h2
K

||q||20,K + ||∇q||20,K

 1
2

. (3.19)

Seja q ∈ V e suponha que −K∇q ∈ H(div,Ω). Adicionalmente, consideramos | · |E
a norma da energia sobre V , definida por

| q |E := ||K∇q||div,h +
√
cmin

1

h
||q||0,Ω +

(∑
K∈Th

||∇q||20,K

) 1
2

 . (3.20)

Para o espaço produto Λ × V , consideramos a norma || · ||Λ×V : V → R, definida

por

||(µ, q)||Λ×V := ||µ||Λ + ||q||V . (3.21)

Para o espaço [L∞(Ω)]d×d consideramos a norma || · ||∞ : [L∞(Ω)]d×d → R definida

por

||K||∞ = ess sup
x∈Ω̄

max
|y|=1

[
yTK(x)y

] 1
2 . (3.22)

Com base na definição dos espaços e das normas acima, apresentamos alguns

resultados auxiliares que serão usados nas próximas seções.

Lema 3.1 Seja b : Λ× V → R definido em (3.7). Temos que

sup
q∈V

|b(µ, q)|
||q||V

≤ ||µ||Λ, ∀µ ∈ Λ.

Demonstração: Seja (µ, q) ∈ Λ × V e σ ∈ H(div,Ω) tal que σ∂K · n∂K = µ∂K,
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para todo K ∈ Th. Note que

b(µ, q) = (µ, q)∂Th

=
∑
K∈Th

(q , µ)∂K

=
∑
K∈Th

(∇·σ, q)K + (σ,∇q)K

≤
∑
K∈Th

d2
Ω||∇·σ||0,K

1

d2
Ω

||q||0,K + ||σ||0,K ||∇q||0,K

≤ ||σ||div||q||V .

Logo b(µ, q)
||q||V

≤ ||σ||div, para todo σ ∈ H(div,Ω) tal que σ∂K · n∂K = µ∂K em cada

K ∈ Th. Usando as definições de sup e inf o resultado segue.

Agora demonstramos que o operador T é limitado.

Lema 3.2 Seja o operador linear T : Λ→ V ⊥0 definido em (3.4). Logo T é limitado

e satisfaz:

(1) ||Tµ||V ≤
√

2
cmin
||K∇Tµ||div,

(2) ||K∇Tµ||div ≤
√

2 cmax

cmin
||µ||Λ,

(3) ||Tµ||V ≤ 2
√

cmax

c2min
||µ||Λ.

Demonstração:

(1) Pela desigualdade de Poincaré local (A.9), e das propriedades de K, segue

que

cmin||Tµ||2V = cmin

∑
K∈Th

1

d2
Ω

||Tµ||20,K + ||∇Tµ||20,K (3.23)

≤ cmin

∑
K∈Th

[
h2
K

d2
Ωπ

2
+ 1

]
||∇Tµ||20,K (3.24)

≤ 2
∑
K∈Th

||K∇Tµ||20,K , (3.25)

logo,
√
cmin||Tµ||V ≤

√
2||K∇Tµ||div.
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(2) Pelo problema forte definido em (2.22) obtemos para cada K ∈ Th,

||∇·(K∇Tµ)||20,K = (cµ,∇·(−K∇Tµ))K (3.26)

= (µ,∇·(−K∇Tµ))∂K . (3.27)

Em seguida usamos as propriedades de K, o problema local (3.4), e Tµ ∈

V ⊥0 , e obtemos, que para cada K ∈ Th,

||K∇Tµ||20,K ≤ √
cmax (K∇Tµ,∇Tµ)K (3.28)

= −√cmax (µ , Tµ)∂K . (3.29)

Logo, usando (3.27) e (3.29), obtemos

||K∇Tµ||2div = d2
Ω b(µ,∇·(K∇Tµ)) +

√
cmax a(µ, µ),

e como a(µ, µ) = b(µ, Tµ), da desigualdade triangular e (1) temos

||K∇Tµ||2div = b(µ, d2
Ω∇·(K∇Tµ) +

√
cmax Tµ)

≤ sup
q∈V

|b(µ, q)|
||q||V

||d2
Ω∇·(K∇Tµ) +

√
cmax Tµ||V

≤ sup
q∈V

|b(µ, q)|
||q||V

(
||d2

Ω∇·(K∇Tµ)||V +
√
cmax ||Tµ||V

)
≤

√
2
cmax

cmin

sup
q∈V

|b(µ, q)|
||q||V

||K∇Tµ||div,

e logo,

||K∇Tµ||div ≤
√

2
cmax

cmin

sup
q∈V

|b(µ, q)|
||q||V

. (3.30)

Usando o Lema 3.1 o resultado segue.

(3) Usando (1) e (2) o resultado é imediato.
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Lema 3.3 Seja b : Λ× V → R como definido em (3.7), temos que

√
2

2
||µ||Λ ≤ sup

q∈V

b(µ, q)

||q||V
≤ ||µ||Λ, ∀µ ∈ Λ.

Demonstração: O limite superior foi provado no Lema 3.1, restando mostrar

o limite inferior. Em (3.30) consideremos o caso em que K = I e σ = ∇Tµ,

onde Tµ representa a solução do problema (3.4) com K = I. Assim
√

2
2
||σ||div ≤

supq∈V
|b(µ,q)|
||q||V

, e pela definição do inf o resultado segue.

Lema 3.4 Seja pf ∈ V ⊥0 a solução do problema local (3.5) e considere f⊥ ∈ V ⊥0
definida por f⊥|K = f |K − 1

|K|

∫
K
f , para cada K ∈ Th. Portanto, temos as

seguintes estimativas:

(1) ||K∇pf ||div ≤ dΩ

√
2 cmax

cmin
||f⊥||0,Ω;

(2) ||pf ||V ≤ 2 dΩ

√
cmax

c2min
||f⊥||0,Ω.

Demonstração:

(1) Usando a desigualdade de Poincaré local (A.9), o fato de pf ∈ V ⊥0 e hK ≤

dΩ, temos que, para cada K ∈ Th,

||K∇pf ||20,K ≤ ||K||∞(K∇pf ,∇pf )K

≤ √
cmax(f, pf )K

=
√
cmax(f⊥|K , pf )K

≤ √
cmax||f⊥||0,K ||pf ||0,K

≤ √
cmax

dΩ

π
||f⊥||0,K ||∇pf ||0,K

≤
√
cmax

cmin

dΩ

π
||f⊥||0,K ||K∇pf ||0,K .

Logo, ||K∇pf ||0,K ≤
√

cmax

cmin

dΩ

π
||f⊥||0,K. Por outro lado note que, do pro-

blema forte (2.24), obtemos que ||∇·(K∇pf )||0,K = ||f⊥||0,K para todo
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K ∈ Th, portanto usando a desigualdade anterior obtemos

||K∇pf ||2div ≤
∑
K∈Th

cmax

cmin

d2
Ω

π2
||f⊥||20,K + d2

Ω||f⊥||20,K

≤ 2
cmax

cmin

d2
Ω

∑
K∈Th

||f⊥||20,K

=
cmax

cmin

d2
Ω||f⊥||20,Ω,

e o resultado segue.

(2) Usando a desigualdade de Poincaré local (A.9) temos

cmin||pf ||2V ≤ cmin

∑
K∈Th

h2
K

π2 d2
Ω

||∇pf ||20,K + ||∇pf ||20,K

≤ 2cmin

∑
K∈Th

||∇pf ||20,K

≤ 2
∑
K∈Th

||K∇pf ||20,K ,

e logo,
√
cmin||pf ||V ≤

√
2||KTµ||div. O resultado segue usando (1).

3.4 Existência e unicidade de solução

Nesta seção mostraremos que a formulação h́ıbrida (3.10) e o método MHM

(3.13) estão bem postos. O resultado principal (Teorema 3.7) está baseado em um

resultado clássico abstrato apresentado em A.2. Iniciamos o processo mostrando

a continuidade do operador B : (Λ× V )× (Λ× V )→ R. As demonstrações desta

seção são válidas não importando se os espaços utilizados são finitos ou infinitos.

Teorema 3.5 Seja Λ̃ ⊆ Λ um subespaço de Λ. Então para cada (λ, p0), (µ, q0) ∈

Λ̃× V0, existe C̄ > 0 tal que

B(λ, p0 ; µ, q0) ≤ C̄||(λ, p0)||Λ×V ||(µ, q0)||Λ×V . (3.31)
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Demonstração: Da definição de a(·, ·) e b(·, ·) em (3.6) e (3.7), repectivamente,

temos que, para cada λ, µ ∈ Λ, a(λ, µ) = b(µ, Tλ). Portanto usando o Lema 3.1,

a desigualdade triangular e o Lema 3.2, obtemos

B(λ, p0 ; µ, q0) = b(µ, Tλ+ p0) + b(λ, q0)

≤ sup
q∈V

|b(µ, q)|
||q||V

||Tλ+ p0||V + sup
q∈V

|b(λ, q)|
||q||V

||q0||V

≤ ||µ||Λ(||Tλ||V + ||p0||V ) + ||λ||Λ||q0||V

≤ ||µ||Λ(2

√
cmax

cmin

||λ||Λ + ||p0||V ) + ||q0||Λ(||λ||Λ + 2

√
cmax

cmin

||p0||V )

≤ C̄||(λ, p0)||Λ×V ||(µ, q0)||Λ×V ,

onde C̄ = max
{

2
√
cmax

cmin
, 1
}
> 0.

A seguir consideramos os espaços de dimensão finita Λ
(l)
h ⊂ Λ definidos em

(3.12), e por simplicidade usaremos a notação Λ0 := Λ
(0)
h .

Lema 3.6 Seja N := {µ ∈ Λ̃ : b(µ, q0) = 0, ∀q0 ∈ V0}. Então os seguintes

resultados são válidos:

(1) µ ∈ N ⇔ ∇·(K∇Tµ) = 0, em K ∈ Th;

(2) a(µ, µ) ≥ 1
cmax
||µ||Λ, ∀µ ∈ N .

Demonstração: Para (1), seja µ ∈ Λ̃. Do problema local forte (2.22) observe que,

para cada K ∈ Th, temos ∇·(−K∇Tµ) = cµ, onde cµ ∈ R satisfaz

(cµ, q0)K = (µ , q0)∂K , ∀q0 ∈ V0.

Portanto obtemos que

b(µ , q0) = −
∑
K∈Th

(µ , q0)∂K = −
∑
K∈Th

(cµ, q0)K =
∑
K∈Th

(∇·(K∇Tµ), q0)K , (3.32)
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para todo q0 ∈ V0, e (1) segue. Com respeito ao item (2), tome µ ∈ N do item (1).

Logo ∇·(K∇Tµ) = 0, e segue que

a(µ, µ) = −(µ, Tµ)∂Th

=
∑
K∈Th

(K∇Tµ,K−1K∇Tµ)K

≥ 1

cmax

∑
K∈Th

||K∇Tµ||20,K

≥ 1

cmax

||K∇Tµ||2div

≥ 1

cmax

||µ||2Λ,

o que prova que a(· , ·) é coerciva sobre N .

Provamos agora o principal resultado desta seção.

Teorema 3.7 Seja Λ̃ ⊆ Λ um subespaço arbitrário de Λ, tal que Λ0 ⊆ Λ̃. Então

para cada (λ, p0), (µ, q0) ∈ Λ̃× V0, temos:

(1) Existe β > 0 tal que

sup
(µ,q0)∈Λ̃×V0

B(λ, p0 ; µ, q0)

||(µ, q0)||Λ×V
≥ β||(λ, p0)||Λ×V ;

(2)
[
B(λ, p0 ; µ, q0) = 0, ∀(λ, p0) ∈ Λ̃× V0

]
⇒
[
(µ, q0) = (0, 0) ∈ Λ̃× V0

]
.

Portanto os problemas (3.10) e (3.13) são bem postos.

Demonstração: Consideramos o espaço N definido no Lema 3.6. Demonstramos

os resultados (1) e (2) aplicando o Teorema A.6. Como os operadores associados

a a(·, ·) e b(·, ·) são auto-adjuntos, devemos somente provar os seguintes pontos:

(a) Existe ca > 0 tal que

ca||λ||Λ ≤ sup
µ∈N

a(λ, µ)

||µ||Λ
, ∀λ ∈ N .
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(b) Existe cb > 0 tal que

cb||q0||V ≤ sup
µ∈Λ̃

b(µ, q0)

||µ||Λ
, ∀q0 ∈ V0.

Provemos (a). Seja λ ∈ N . Pela coercividade de a(· , ·) sobre N , temos que

1

cmax

||λ||Λ ≤
a(λ, λ)

||λ||Λ
≤ sup

µ∈N

a(λ, µ)

||µ||Λ
.

O item (b) segue tomando uma função σ0 ∈ H(div,Ω) tal que σ∂K0 ·n∂K = n ·n∂K

em cada K ∈ Th (ver [60]). Logo, definindo µ0 ∈ Λ tal que µ∂K0 = σ∂K0 · n∂K em

cada K ∈ Th, teremos que µ0 ∈ Λ0 ⊆ Λ̃. Em [60] é demonstrado que para todo

q0 ∈ V0 existe cb > 0 tal que cb||σ0||div ≤ (∇·(σ0),q0)∂Th
||q0||V

. Assim usando (3.32) e

a definição do inf o resultado segue. Portanto, provados os itens (a) e (b), o

Teorema A.6 e o resultado segue.

3.5 Melhor aproximação

O método MHM (3.13) é consistente e fornece um resultado de melhor apro-

ximação, como é apresentado no seguinte Lema. Em particular mostramos que a

qualidade da aproximação depende apenas do espaço Λh.

Lema 3.8 Sejam (λ, p̄) ∈ Λ×V0 e (λh, p̄h) ∈ Λh×V0 as soluções de (3.10) e (3.13),

respectivamente. Assumindo as hipóteses do Teorema 3.7, temos:

(1) B(λ− λh, p̄− p̄h , µh, q0) = 0, ∀(µh, q0) ∈ Λh × V0;

(2) Existe C̃ > 0 tal que

||(λ− λh, p̄− p̄h)||Λ×V ≤ C̃ inf
µh∈Λh

||λ− µh||Λ,

onde C̃ = C̄
β

, com C̄ e β são as constantes positivas do Teorema 3.5 e do Teorema

3.7, respectivamente.
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Demonstração: O item (1) segue imediato da definição dos problemas (3.10)

e (3.13). Em seguida, aplicando o Lema de Céa (ver [27] página 96) obtemos a

seguinte estimativa

||(λ− λh, p̄− p̄h)||Λ×V ≤
C̄

β
inf

(µh,q0)∈Λh×V0

||(λ− µh, p̄− q0)||Λ×V .

Logo, escolhendo q0 = p̄, o resultado (2) segue.

Em decorrência da consistência do método (3.13), a solução numérica do

método MHM possui propriedades de conservação local, como veremos a seguir.

Aqui usamos a caracterização para a solução exata (3.11) e a caracterização para

a solução aproximada (3.14).

Corolario 3.9 Sejam (λ, p̄) ∈ Λ× V0 e (λh, p̄h) ∈ Λh × V0 as soluções de (3.10) e

(3.13), respectivamente. A seguinte identidade é satisfeita

∇·(−K∇p) = ∇·(−K∇ph), em Ω.

Demonstração: Usando as caracterizações dadas em (3.11) e (3.14) e o problema

forte (2.22), em cada K ∈ Th, obtemos

∇·(K∇p−K∇ph)|K = cλK − cλhK ∈ R. (3.33)

Como (cλK , q0)K = (λ, q0)∂K e (cλhK , q0)K = (λh, q0)∂K para todo q0 ∈ V0, temos que

os problemas (3.10) e (3.13) implicam que cλK = 1
|K|

∫
K
f e cλhK = 1

|K|

∫
K
f em cada

K ∈ Th, e o resultado segue.

A seguir usamos o Lema 3.8 para mostrar estimativas nas normas naturais.

Alguns resultados utilizam a hipótese que a solução de (3.1) possui propriedades

suavizantes (ver [27], definição 3.14).

Lema 3.10 Sejam (λ, p̄) ∈ Λ × V0 e (λh, p̄h) ∈ Λh × V0 as soluções de (3.10) e

(3.13), respectivamente. Temos as seguintes estimativas:
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(1) ||p̄− p̄h||0,Ω ≤ C̃ dΩ inf
µh∈Λh

||λ− µh||Λ,

(2) ||K∇p−K∇ph||div ≤
√

2 cmax

cmin
C̃ inf

µh∈Λh
||λ− µh||Λ,

(3) ||p− ph||0,Ω ≤
[
1 + 2

√
cmax

cmin

]
C̃ dΩ inf

µh∈Λh
||λ− µh||Λ,

onde a constante C̃ é dada no Lema 3.8.

Demonstração:

Provaremos (1). Notemos que ||p̄ − p̄h||0,Ω = dΩ||p̄ − p̄h||V ≤ dΩ||(λ − λh , p̄ −

p̄h)||Λ×V , e portanto do Lema 3.8 o resultado segue. Em relação ao item (2), note

que K∇p−K∇ph = K∇T (λ− λh) logo usando o Lema 3.2 obtemos

||K∇p−K∇ph||div = ||K∇(T − Tλ)||div

≤
√

2
cmax

cmin

||λ− λh||Λ

≤
√

2
cmax

cmin

||(λ− λh , p̄− p̄h)||Λ×V .

Aplicando o Lema 3.8, o resultado segue. Em seguida como p − ph = (p̄ − p̄h) +

T (λ−λh), usando a desigualdade triangular, o Lema 3.2, o item (1) e o Lema 3.8,

obtemos

||p− ph||0,Ω ≤ ||p̄− p̄h||0,Ω + dΩ ||T (λ− λh)||V

≤ ||p̄− p̄h||0,Ω + 2

√
cmax

cmin

dΩ ||λ− λh||Λ

≤
[
1 + 2

√
cmax

cmin

]
C̃ dΩ inf

µh∈Λh
||λ− µh||Λ,

e o item (3) segue.

A seguir provamos que o erro da pressão na norma L2(Ω) pode ser melhorado

sob hipóteses de uma maior regularidade da solução exata. Assumimos que o

problema (3.10) tem propriedades suavizantes (ver definição em [27], página 119).

Lema 3.11 Sejam (λ, p̄) ∈ Λ × V0 e (λh, p̄h) ∈ Λh × V0 as soluções de (3.10) e

(3.13), respectivamente. Assumindo propriedades suavizantes da solução de (3.1),
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então existe C > 0, independente de h ou K, tal que as seguintes estimativas

ocorrem:

(1) ||p− ph||0,Ω ≤ C̄2
√
cmin β

Ch inf
µh∈Λh

||λ− µh||Λ,

(2) ||p̄− p̄h||0,Ω ≤ C
[
C̄ + 2

√
cmax

cmin

]
C̄

βcmin
h inf

µh∈Λh
||λ− µh||Λ,

onde C̄ e β são as constantes obtidas nos Teorema 3.5 e Teorema 3.7, respectiva-

mente.

Demonstração: Definimos e = p − ph e consideramos o problema adjunto do

problema (3.10) com condição de Dirichlet nula em todo o contorno Γ, i.e.:

Achar (ν, r̄) ∈ Λ× V0 tal que

B(µ, q0 ; ν, r̄) = F̃ (µ, q0)

para todo (µ, q0) ∈ Λ× V0,

 (3.34)

onde a forma linear F̃ : Λ× V0 → R é definida por

F̃ (µ, q0) = (e, q0)Th + (e, Tµ)Th ,

e definimos re ∈ V ⊥0 como a solução de (3.5) assumindo f = e. Em seguida,

consideramos a versão discreta (para l = 0) de (3.34), dada por

Achar (ν0, r̄0) ∈ Λ0 × V0 tal que

B(µ0, q0 ; ν0, r̄0) = F̃ (µ0, q0)

para todo (µ0, q0) ∈ Λ0 × V0.

 (3.35)

Note que os problemas (3.34) e (3.35) estão bem postos. Definindo r := r̄+Tν0+re,

as hipóteses de regularidade assumidas implicam que existe C > 0 (que depende

apenas de Ω) tal que ||r||2,Ω ≤ C√
cmin
||e||0,Ω. Logo, usando o Lema 3.8 e a estimativa

de interpolação (3.36), temos que

inf
µ0∈Λ0

||ν − µ0||Λ ≤ Ch||r||2,Ω.
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Portanto,

||(ν − ν0, r̄ − r̄0)||Λ×V ≤ Ch||r||2,Ω ≤
C

cmin

h||e||0,Ω.

Em seguida, usando (3.34), o resultado de consistência do Lema 3.8, a continui-

dade de B(·, ·) dada no Teorema 3.5 e o resultado de melhor aproximação obtido

no Lema 3.8, temos que

||e||20,Ω = (e, e)Th

= (e, p̄− p̄h)Th + (e, T (λ− λh))Th

= F̃ (λ− λh, p̄− p̄h)

= B(λ− λh, p̄− p̄h ; ν, r̄)

= B(λ− λh, p̄− p̄h ; ν, r̄)−B(λ− λh, p̄− p̄h ; ν0, r̄0)

= B(λ− λh, p̄− p̄h ; ν − ν0, r̄ − r̄0)

≤ C̄||(λ− λh, p̄− p̄h)||Λ×V ||(ν − ν0, r̄ − r̄0)||Λ×V

≤ C̄2

√
cmin β

Ch inf
µh∈Λh

||λh − µh||Λ||e||0,Ω,

e o item (1) segue. Com relação ao item (2) usamos a desigualdade triangular, a

desigualdade de Poincaré local (A.9) e o Lema 3.2, para mostrar que

||p̄− p̄h||0,Ω = ||p− ph||0,Ω + ||T (λ− λh)||0,Ω

≤ ||p− ph||0,Ω + C h||T (λ− λh)||V

≤ ||p− ph||0,Ω + 2C

√
cmax

cmin

h||λ− λh||Λ

≤ ||p− ph||0,Ω + 2C
C̄

β

√
cmax

cmin

h inf
µh∈Λh

||λ− µh||Λ

≤ C

[
C̄ + 2

√
cmax

cmin

]
C̄

β
√
cmin

h inf
µh∈Λh

||λ− µh||Λ,

e o resultado segue.

Para finalizar a seção apresentamos dois corolários do Lema anterior com o

objetivo de estudar a influência no erro quando se omitir pf da solução apromixada

ph.
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Corolario 3.12 Sejam (λ, p̄) ∈ Λ × V0 e (λh, p̄h) ∈ Λh × V0 as soluções de (3.10)

e (3.13), respectivamente. Então existem constantes, independentes de h, C1 > 0

e C2 > 0 tais que

(1) ||K∇p−K∇Tλh||div ≤ C1

[
inf

µh∈Λh
||λ− µh||Λ + ||f⊥||0,Ω

]
,

(2) ||p− (p̄h + Tλh)||0,Ω ≤ C2

[
inf

µh∈Λh
||λ− µh||Λ + h||f⊥||0,Ω

]
,

onde f⊥ é tal que f⊥|K = f − 1
|K|

∫
f , para cada K ∈ Th.

Demonstração:

Usando a desigualdade triangular, temos

||K∇p−K∇Tλh||div ≤ ||K∇p−K∇ph||div + ||K∇pf ||div,

e aplicando o Lema 3.8 e o Lema 3.4 o item (1) segue. Em seguida, usando a

desigualdade triangular e a desigualdade de Poincaré local (A.9), obtemos

||p− (p̄h + Tλh)||0,Ω ≤ ||p− ph||0,Ω + ||pf ||0,Ω ≤ ||p− ph||0,Ω +
h

π
||K∇pf ||0,Ω,

e logo, usando o Lema 3.4 e o item (3) do Lema 3.8, o item (2) segue.

Corolario 3.13 Sejam (λ, p̄) ∈ Λ×V0 e (λh, p̄h) ∈ Λh×V0 as soluções de (3.10) e

(3.13) respectivamente. Assuma as propriedades suavizantes da solução de (3.1).

Existe uma constante C3 > 0 tal que

||p− (p̄h + Tλh)||0,Ω ≤ C3 h

[
inf

µh∈Λh
||λ− µh||Λ + ||f⊥||0,Ω

]
.

Demonstração: Usando a desigualdade triangular e a desigualdade de Poincaré

local (A.9), temos

||p− (p̄h + Tλh)||0,Ω ≤ ||p− ph||0,Ω + ||pf ||0,Ω ≤ ||p− ph||0,Ω +
h

π
||K∇pf ||0,Ω,
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e logo, usando o Lema 3.4 e o item (1) do Lema 3.11, o resultado segue.

3.6 Análise de erro

3.6.1 Estimativas de erro a-priori

Observe que o resultado do Lema 3.8 é válido para todo espaço Λh que

satisfaça a condição Λ0 ⊆ Λh. Considere Λh = Λ
(l)
h para l ∈ N0, definido em (3.12).

Assuma 1 ≤ k ≤ l+ 1 e de acordo com o resultado proposto em [61] (ver [25] para

uma versão p), temos que, dado r ∈ Hk+1(Ω), existe C > 0 tal que

inf
µh∈Λ

(l)
h

||λ− µh||Λ ≤ Chk||w||k+1,Ω, (3.36)

onde λ ∈ Λ é tal que λ∂K = −K∇w∂K · n∂K para cada K ∈ Th. Esta propriedade

de aproximação dos espaços Λ
(l)
h possibilita obter taxas de convergência, como

apresentadas no próximo teorema.

Teorema 3.14 Sejam (λ, p̄) ∈ Λ× V0 e (λh, p̄h) ∈ Λh × V0 as soluções de (3.10) e

(3.13), respectivamente. Assuma p ∈ Hk+1(Ω), onde 1 ≤ k ≤ l + 1. Então, existe

C > 0 independente de h ou K, tal que

(1) ||(λ− λh , p̄− p̄h)||Λ×V ≤ C C̄
β
hk ||p||k+1,Ω,

(2) ||K∇p−K∇ph||div ≤ C
√

cmax

cmin

C̄
β
hk ||p||k+1,Ω,

(3) ||p− ph||0,Ω ≤ C
[
1 +

√
cmax

cmin

]
C̄
β
hk ||p||k+1,Ω,

(4) ||p− p̄h||0,Ω ≤ C
[
1 + C̄

β

]
h ||p||k+1,Ω.

Demonstração: Para os itens (1), (2) e (3) usa-se (3.36) nas estimativas (1),

(2) e (3) do Lema 3.10, respectivamente. Com relação ao item (4) usamos, a

desigualdade triangular, (3.36) na estimativa (1) do Lema 3.10, para obter que

||p− p̄h||0,Ω ≤ ||p− p̄||0,Ω + ||p̄− p̄h||0,Ω ≤ C

[
1 +

C̄

β

]
h ||p||k+1,Ω,
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e o resultado segue.

Apresentamos agora estimativas de erro para a pressão, quando assumimos

maior regularidade, da solução exata.

Teorema 3.15 Sejam (λ, p̄) ∈ Λ× V0 e (λh, p̄h) ∈ Λh × V0 as soluções de (3.10) e

(3.13), respectivamente. Assuma p ∈ Hk+1(Ω), onde 1 ≤ k ≤ l+ 1 e a propriedade

suavizante da solução de (3.1). Então existe C > 0, independente de h ou K, tal

que

(1) ||p− ph||0,Ω ≤ C̄2
√
cmin β

C hk+1 ||p||k+1,Ω;

(2) ||p̄− p̄h||0,Ω ≤ C
[
C̄ + 2

√
cmax

cmin

]
C̄

β
√
cmin

hk+1 ||p||k+1,Ω.

Demonstração: Os itens (1) e (2) são imediatos usando (3.36) nas estimativas do

Lema 3.11.

Como um corolário dos teoremas anteriores, o seguinte resultado mostra a

influência em se omitir o termo pf da solução aproximada, sobre as taxas ótimas

de convergência.

Corolario 3.16 Sejam (λ, p̄) ∈ Λ×V0 e (λh, p̄h) ∈ Λh×V0 as soluções de (3.10) e

(3.13), respectivamente. Assuma p ∈ Hk+1(Ω), onde 1 ≤ k ≤ l+1. Então, existem

constantes C1 > 0 e C2 > 0, independentes de h, tais que

• ||K∇p−K∇Tλh||div ≤ C1(hk ||p||k+1,Ω + ||f⊥||0,Ω)

• ||p− (p0 + Tλh)||0,Ω ≤ C3(hk ||p||k+1,Ω + h ||f⊥||0,Ω).

Assumindo a propriedade suavizante da solução de (3.1), existe uma constante

C3 > 0, independente de h, tal que

• ||p− (p0 + Tλh)||0,Ω ≤ C3(hk+1 ||p||k+1,Ω + h ||f⊥||0,Ω).

Demonstração: O resultado segue como uma aplicação direta dos Corolarios 3.12

e 3.13 assumindo a hipótese de regularidade extra e a estimativa (3.36).
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O Corolario 3.16 mostra que no caso de l = 0 o termo pf pode ser exclúıdo

da solução aproximada sem que a taxa de convergência seja afetada quando f ∈
H1(Ω). A seguir, estudamos o efeito de omitir o termo (pf , µh)∂Th do método

(3.13) de forma que a resolução do problema local (3.5) não seja mais necessária.

O método não consistente é dado por:

Achar (λ̃h, p̃h) ∈ Λ
(l)
h × V0 tal que

B(λ̃h, p̃h ; µh, q0) = −(f, q0)Th −
∑

F∈ED
(g, µh)F

para todo (µh, q0) ∈ Λ
(l)
h × V0.


(3.37)

Teorema 3.17 Sejam (λ, p̄) ∈ Λ× V0 e (λ̃h, p̃h) ∈ Λh × V0 as soluções de (3.10) e

(3.37) respectivamente. Assuma p ∈ Hk+1(Ω), onde 1 ≤ k ≤ l+ 1. Então, existem

constantes C1 > 0, C2 > 0 e C3 > 0, independentes de h, tal que

(1) ||(λ− λ̃h , p̄− p̃h)||Λ×V ≤ C1(hk ||p||k+1,Ω + h ||f⊥||0,Ω),

(2) ||K∇p−K∇T λ̃h||div ≤ C2(hk ||p||k+1,Ω + ||f⊥||0,Ω),

(3) ||p− (p̃h + T λ̃h)||0,Ω ≤ C3(hk ||p||k+1,Ω + h ||f⊥||0,Ω).

Demonstração: Claramente o método (3.37) é bem posto. Do primeiro Lemma

de Strang (ver [27] página 95), temos que existe C > 0 tal que

||(λ− λ̃h, p̄− p̃h)||Λ×V ≤ C

[
inf

(µh,q0)∈Λh×V0

||(λ− µh, p̄− q0)||Λ×V + sup
(µh,q0)∈Λh×V0

|(f, Tµh)|
||µh, q0||Λ×V

]

≤ C

[
inf
µh∈Λ

||λ− µh||Λ + sup
(µh,q0)∈Λh×V0

|(f, Tµh)|
||µh, q0||Λ×V

]
.

Em seguida notamos que Tµh ∈ L2
0(K), e usando as desigualdades de Poincaré

local (A.9) e de Cauchy-Schwarz, e o Lema 3.2 temos que

|(f, Tµh)Th| =

∣∣∣∣∣∑
K∈Th

(f⊥, Tµh)Th

∣∣∣∣∣
≤ ||f⊥||0,Ω||Tµh||0,Ω

≤ C h ||f⊥||0,Ω||Tµh||V

≤ C h ||f⊥||0,Ω||µh||Λ.
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Finalmente, da estimativa (3.36) o resultado (1) segue. Do Lema 3.2 e do Lema

3.4, temos que

||K∇p−K∇T λ̃h||div ≤ ||K∇Tλ−K∇T λ̃h||div + ||K∇pf ||div

≤ C
[
||λ− λ||Λ + ||f⊥||0,Ω

]
,

e usando (1) obtemos o item (2). Com respeito ao item (3) usamos a desigualdade

triangular, o Lema 3.2, e o Lema 3.4, para obter

||p− (p̃h + T λ̃h)||0,Ω ≤ ||p̄− p̃h||0,Ω + ||T (λ− λ̃h)||0,Ω + ||pf ||0,Ω

≤ ||p̄− p̃h||0,Ω + C
[
||T (λ− λ̃h)||V + ||pf ||V

]
≤ ||p̄− p̃h||0,Ω + C

[
||λ− λ̃h||Λ + ||f⊥||0,Ω

]
,

e usando o item (1) o resultado segue.

3.6.2 Estimativas de erro a-posteriori

Consideramos a função reśıduo nas faces RF definida por

RF :=


−1

2
JphK, F ∈ E0,

(g − ph)nF , F ∈ ED,

0, F ∈ EN .

(3.38)

Definimos os estimadores de erro

ηF := cl

√
cmin

hF
||RF ||0,F , ηK :=

[ ∑
F∈E∂K

η2
F

] 1
2

, η :=

[∑
K∈Th

η2
K

] 1
2

, (3.39)

relativos à face, ao elemento e ao domı́nio, respectivamente. A constante cl > 0

depende unicamente de l. Assuma g|F ∈ Pl(F ) para cada F ∈ ED. Iniciamos esta

seção apresentando um resultado auxiliar.

Lema 3.18 Seja (λh, p̄h) ∈ Λ×V0 a solução de (3.13) e ph = p̄h+Tλh+pf . Existe
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χh ∈ V , tal que satisfaz

(χh, µ)∂Th = −(ph, µ)∂Th + (g, µ)∂Th , ∀µ ∈ Λ (3.40)

e a seguinte estimativa

||χh||V ≤
C

cl min{1, cmin}

√
cmax

cmin

η (3.41)

onde a constante C > 0 é independente de h.

Demonstração: Considere seguinte problema h́ıbrido:

Achar (χ̄h, ξ̄h) ∈ V × Λ tal que

1
d2

Ω
(χ̄h, q)Th + (K∇χ̄h, ∇q)Th + (ξ̄h, q)∂Th = 1

d2
Ω

(ph, q)Th − (∇·(K∇ph), q)Th ,

(χ̄h, µ)∂Th =
∑

F∈ED
(g, µ)F ,

para todo (q, µ) ∈ V × Λ.



Usando os mesmos argumentos utilizados em [60] mostramos que χ̄h ∈ H1(Ω) é

única e satisfaz o seguinte problema eĺıptico: Achar χ̄h tal que

∇·(−K∇χ̄h) + 1
d2

Ω
χ̄h = ∇·(−K∇ph) + 1

d2
Ω
ph em Ω,

−K∇χ̄h·nΓ = 0 em ΓN ,

χ̄h = g em ΓD,

 (3.42)

onde, ∇·(−K∇ph)+ 1
d2

Ω
ph ∈ L2(Ω). Alem disso, −K∇χ̄h|∂K ·n∂K = ξ̄∂Kh , para todo

K ∈ Th. Assim, usando resultados de regularidade apresentados em [39] temos

que χ̄h ∈ H
3
2 (Ω), logo ξ̄∂Kh |F ∈ L2(F ) para cada F ∈ E∂K e K ∈ Th. Definimos

χh := χ̄h − ph e ξh := ξ̄h + K∇ph|∂K · n∂K para cada K ∈ Th e usando o fato que

ph|K ∈ H
3
2 (K) (ver [39]), temos que χKh ∈ H

3
2 (K) e ξ∂Kh |F ∈ L2(F ), para cada
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F ∈ T ∂Kh e K ∈ Th, e satisfaz:

Achar (χ̄h, ξ̄h) ∈ V × Λ tal que

1
d2

Ω
(χh, q)Th + (K∇χh, ∇q)Th + (ξh, q)∂Th = 0,

(χh, µ)∂Th =
∑

F∈ED
(g, µ)F − (ph, µ)∂Th ,

para todo (q, µ) ∈ V × Λ.


(3.43)

Da regularidade de ξh temos que o produto (ph, ξh)F faz sentido e a seguinte iden-

tidade é satisfeita

(χh, ξh)∂Th =
∑
F∈ED

(g, ξh)F − (ph, ξh)∂Th (3.44)

=
∑
F∈ED

(g − ph, ξh)F −
1

2

∑
K∈Th

∑
F∈E∂K0

(JphK, ξhn∂K)F , (3.45)

onde E∂K0 = E∂K ∩ E0, para cada K ∈ Th. Usando a identidade (3.45), a desigual-

dade de Cauchy-Schwarz e um argumento de escalonamento (ver [14], página 111)

obtemos a seguinte estimativa:

min{1, cmin}||χh||2V ≤ (K∇χh,∇χh)Th +
1

d2
Ω

(χh, χh)Th

= −(χh, ξh)∂Th

=
1

2

∑
K∈Th

∑
F∈E∂K0

(JphK, ξhn∂K)F −
∑
F∈ED

(g − ph, ξh)F

≤
∑
F∈E0

||JphK||0,F ||ξh||0,F +
∑
F∈ED

||g − ph||0,F ||ξh||0,F

≤
[∑
F∈E

hF ||ξh||20,F

] 1
2
[∑
F∈E0

1

hF
||JphK||20,F +

∑
F∈ED

1

hF
||g − ph||20,F

] 1
2

≤ 1

cmin cl

[
hF ||K∇χh · nF ||20,F

] 1
2 η

≤ C

cl

√
cmax

cmin

||χh||V η,

e o resultado segue.
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Usamos o resultado auxiliar anterior para provar a seguintes estimativa para

a norma do erro entre a solução de (3.13) e de (3.10).

Teorema 3.19 Seja η definida em (3.39), (λ, p̄) ∈ Λ × V0 e (λh, p̄h) ∈ Λ × V0 as

soluções de (3.10) e (3.13), respectivamente. Assumimos p = p0 + Tλ + pf ∈ V ,

ph = p0 + Tλh + pf ∈ V , −K∇p ∈ H(div,Ω), λ ∈ Λ e λh ∈ Λh. As seguintes

afirmações são verdadeiras:

(1) Existe C > 0, independente de K ou h, tal que

||K∇p−K∇ph||div,h +
√
cmin||p− ph||V ≤ 2

√
2

max
{√

cmax,
cmax

cmin

}
β cl min{1, cmin}

C η,

(2) Existe C > 0, independente de K ou h, tal que

ηF ≤ cl
√
cminC||p− ph||V,F ,

para cada F ∈ E .

Demonstração: Seja (µ, q0) ∈ Λ × V0. No Lema 3.2 consideremos o caso em

que K = I e σ = ∇Tµ, onde Tµ representa a solução do problema (3.4) com

K = I. Assim ||σ||div ≤
√

2||µ||Λ. Logo, usando a propriedade de consistência da

formulação (3.1), o Lema 3.18, a desigualde de Cauchy-Schwarz, integração por

partes e novamente o Lema 3.18, temos

B(λ− λh, p̄− p̄h ; µ, q0) = (p− ph, µ)∂Th

=
∑
F∈ED

(g, µ)F − (ph, µ)∂Th (3.46)

= (χh, µ)∂Th

= (∇·σ, χh)Th + (σ,∇χh)Th

≤ ||σ||div||χh||V

≤ C

cl min{1, cmin}

√
2
cmax

cmin

||µ||Λ η (3.47)
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onde C é uma constante independente de K ou h. Do Teorema 3.7 e pela definição

(3.21) da norma ||(· , ·)||Λ×V a seguinte estimativa é válida

||(λ− λh, p̄− p̄h)||Λ×V ≤ 1

β
sup

(µ,q0)∈Λ×V0

B(λ− λh, p̄− p̄h ; µ, q0)

||(µ, q0)||Λ×V
(3.48)

≤ C

β cl min{1, cmin}

√
2
cmax

cmin

η. (3.49)

Em seguida, note que p − ph = p̄ − p̄h + T (λ − λh), e usando as normas (3.16),

(3.15) e (3.18), o Lema 3.2 e (3.49), temos que

||K∇p−K∇ph||div,h +
√
cmin||p− ph||V =

= ||K∇T (λ− λh)||div,h +
√
cmin||p− ph||V

≤
√

2
cmax

cmin

||λ− λh||Λ +
√
cmin

[
||p̄− p̄h||V + 2

√
cmax

cmin

||λ− λh||Λ
]

≤ 2
√
cmin max

{
1,

√
cmax

cmin

}
||(λ− λh, p̄− p̄h)||Λ×V

≤ 2
√

2
max

{√
cmax,

cmax

cmin

}
β cl min{1, cmin}

C η,

e obtemos a estimativa (1). Provamos agora a estimativa (2). Seja F ∈ E, e

consideremos µ ∈ Λ com suporte em F tal que, µ∂KF n∂KF = 1
2
RF se F ∈ E0, e

µ∂KF n∂KF = RF se F ∈ ED, para cada K ∈ T Fh . De (3.38) temos que RF ∈ [L2(F )]d.

Seja K ∈ T Fh , usando (3.46), temos

||RF ||20,F = (µn∂KF , RF )F = (RF , Jph − pK)F ≤ ||RF ||0,F ||Jph − pK||0,F .
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Em seguida, usando a desigualdade do traço (A.10) e a regularidade da malha,

temos

||RF ||0,F ≤ ||Jp− phK||0,F

≤ C
∑
K∈T Fh

[
1

hK
||p− ph||20,K + hK ||∇p−∇ph||20,K

] 1
2

≤ C
√
hF

∑
K∈T Fh

[
1

h2
K

||p− ph||20,K + ||∇p−∇ph||20,K
] 1

2

= C
√
hF ||p− ph||V,F ,

e o resultado segue.

Como um Corolário do Teorema anterior mostramos a seguir que, assumindo

regularidade extra para a solução de (3.10), obtemos um resultado mais forte re-

lativo à norma L2(Ω).

Corolario 3.20 Seja η definida em (3.39). Com as hipóteses do Teorema 3.19 e

assumindo que a solução do problema (3.1) tem propriedades suavizantes, temos

que existe C > 0, independente de K ou h, tal que

| p− ph |E ≤
C

βcl min{1, cmin}

[
max

{√
cmax,

cmax

cmin

}
+
C̄2

β

√
cmax

cmin

]
η. (3.50)

Demonstração: Do item (1) do Lema 3.11 e (3.49) temos

1

h
||p− ph||0,Ω ≤ C

C̄2

β
√
cmin

||λ− λh||Λ ≤ C
C̄2

β2cl min{1, cmin}

√
cmax

c2
min

η,

e logo, usando o Teorema 3.19 e a definição (3.20) da norma | · |E obtemos o

resultado desejado.

Observação 3.1 Se assumirmos que f é constante por partes em Th (f ∈ V0)

então pf = 0 (ver problema local (3.5)) e a função reśıduo dada em (3.38) pode
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ser simplificada como

RF :=


−1

2
Jp̄h + TλhK, F ∈ E0,

(g − p̄h − Tλh)nF , F ∈ ED,

0, F ∈ EN .

(3.51)

Agora estudamos a influência de se omitir pf do estimador de erro a-posteriori.

Da desigualdade do traço (A.10) temos que, para K ∈ T Fh , a seguinte estimativa

ocorre

||pf ||0,F ≤ C

[
1

hK
||pf ||20,K + hK ||∇pf ||20,K

] 1
2

.

Portanto, usando a desigualdade triangular, a desigualdade de Poincaré local (A.9)

e o Lema 3.4, obtemos

||JpfK||0,F ≤ C
√
hK ||∇pf ||0,K ≤ C

√
hK ||f⊥||0,K ,

onde f⊥ = f − 1
|K|

∫
K
f . Em consequência, omitindo pf e usando o estimador

η baseado na função reśıduo (3.51), as estimativas dadas no Teorema 3.19 devem

ser modificadas incluindo-se o termo

[ ∑
K∈Th

hK ||f⊥||0,K
] 1

2

, o qual corresponde a um

termo de alta ordem.

3.7 Validações numéricas

3.7.1 Estimativas de erro a-priori

O método é testado para o caso K = I, com diferentes escolhas de l para o

espaço de aproximação Λ
(l)
h . Os experimentos numéricos foram definidos sobre um

quadrado unitário, usando um sequência de malhas estruturadas e considerando a

solução exata p(x, y) = cos(2πx) cos(2πy). Este problema tem a propriedade que

f 6= 0 e satisfaz condições de Neumann homogêneas. Os erros foram medidos na

norma || · ||0,Ω.

Nas Figuras (3.1)-(3.4) podemos verificar que as taxas de convergência ótimas
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Figura 3.1: Curvas de convergência para o caso l = 0.
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Figura 3.2: Curvas de convergência para o caso l = 1.
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Figura 3.3: Curvas de convergência para o caso l = 2.
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Figura 3.4: Curvas de convergência para o caso l = 3.

80



esperadas, apresentadas em Teorema 3.15, foram recuperadas com sucesso nos

experimentos numéricos.

Destacamos que todos os cálculos no segundo ńıvel foram feitos com apenas

um elemento em cada sub-malha usando interpolação de Lagrange de grau l+1. Na

Figura 3.5 (usando l = 2) podemos ver a convergência da pressão ph e da variável

dual −K∇ph com ordem O( 1
N l+2 ) e ordem O( 1

N l+1 ), respectivamente. Aqui N

representa a raiz quadrada do número total de graus de liberdade. É importante

notar que todos os graus de liberdades usados no segundo ńıvel foram considerados

neste experimento e podemos concluir que o esforço computacional, ainda que

usada a abordagem de resolver sequencialmente os problemas locais, é competitiva.
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10 100 1000
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Figura 3.5: Curvas de convergência relativas a N . Para l = 2

3.7.2 Estimativas de erro a-posteriori

Este teste numérico avalia os aspectos teóricos do método apresentado na

seção de análise de erro a-posteriori. Consideramos uma solução anaĺıtica p(x, y) =

cos(2π x) cos(2π y) e prescrevemos as condições de contorno correspondentes. Para

o estudo da confiabilidade e eficiência do estimador (3.39), consideramos o seguinte

ı́ndice de efetividade
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Tabela 3.1: Taxa de convergência para K = I e l = 0.

h |p− ph|E η Ef
0.2500000 6.286 4.398 0.709
0.1250000 2.410 2.157 0.896
0.0625000 1.078 1.071 0.994
0.0312500 0.520 0.535 1.027
0.0156250 0.258 0.267 1.036
0.0078125 0.129 0.134 1.039

Ef :=
η

|p− ph|E
,

onde os valores para cl são 3, 7, 18, 50, para l = 0, 1, 2, 3, respectivamente, e

|p− ph|E := ||K∇(p− ph)||div,h + cmin

[
1

h
||p− ph||0,Ω + ||∇(p− ph)||0,Ω

]
.

Primeiramente fixamos K = I, e ilustramos os resultados nas tabelas 3.1 e

3.2 e nas Figuras 3.6 e 3.8, com l = 0 e l = 3, a partir de uma sequência de malhas

estruturadas formadas por triângulos. Também consideramosK = α I com α ∈ R+

variando entre 10−6 e 106, e estudamos o ı́ndice de efetividade com respeito ao valor

de K (ver Figuras 3.7 e 3.9). Observamos que os resultados validam perfeitamente

os resultados teóricos e verficamos que o ı́ndice de efectividade é muito próximo de

1.0 e independente de K e h.

3.7.3 Caso com coeficiente descont́ınuos

Consideramos o desempenho do método MHM e do estimador de erro a-

posteriori (3.39) na presença de coeficientes descont́ınuos. Usamos K = 10−6 I em

um quadrado de área 0.25 centrado no domı́nio (quadrado unitário) e definimos

K = I no restante de dominio. Usamos condições de Dirichlet p = 1 e p = 0

em x = 0 e x = 1, respectivamente, e condição de Neumann nula em y = 0
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Figura 3.6: Curvas de convergência para o caso K = I.
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Figura 3.7: O ı́ndice de efetividade mostra proximidade ao valor 1.0 (na malha mais fina).
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Figura 3.8: Curvas de convergência para K = I. Usando l = 3.

Tabela 3.2: Taxa de convergência para K = I e l = 3.

h |p− ph|E η Ef
0.2500000 2.595× 10−2 2.637× 10−2 1.016
0.1250000 1.600× 10−3 1.605× 10−3 1.003
0.0625000 9.986× 10−5 9.941× 10−5 0.995
0.0312500 6.240× 10−6 6.198× 10−6 0.993
0.0156250 3.900× 10−7 3.872× 10−7 0.993
0.0078125 2.437× 10−8 2.419× 10−8 0.993
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Figura 3.10: Malha inicial (4 elementos) e a malha final adaptada (848 elementos) com l = 2.

e y = 1. Tais resultados motivam o uso de MHM em aplicações que envolvem

permeabilidades heteorgêneas. A Figura 3.10 apresenta a malha inicial e a malha

adaptada obtida usando l = 2 nas faces. Podemos ver que a malha adaptada

captura as singularidades nos cantos do quadrado com permeabilidade K = 10−6 I.

3.7.4 Problema quarter five-spot

O problema quarter five-spot é de importância prática e é utilizado como o

principal benchmark para validar a estabilidade e precisão de métodos numéricos

para a equação de Darcy. Este experimento foi definido para K = I sobre um

domı́nio quadrado, com poços de injeção e produção modelados por deltas de Dirac

(ver mais detalhes em 2.4.1). As Figuras 3.12 e 3.13 apresentam as malhas inciais

e finais para l = 0 e l = 2 nas faces. Vale salientar que tal problema está fora do

escopo da teoria.

Tal como esperado, o refinamento de malha é concentrado perto dos poços,

e podemos ver como uma maior ordem de interpolação nas faces (l = 2) diminui o

número de elementos necessários para obter a mesma precisão comparado com o

caso l = 0. Este fato é ilustrado nas Figuras 3.14 e 3.15, que mostram as superf́ıcies

das variáveis primal e dual, i.e. ph e −K∇ph, respectivamente, sobre as malhas
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Figura 3.11: Superf́ıcie do valor absoluto da velocidade, | − K∇ph|, usando l = 2.

Figura 3.12: A malha inicial (2 elementos) e a malha final adaptada (356 elementos) com l = 0.

87



Figura 3.13: A malha inicial (2 elementos) e a malha final adaptada (184 elementos) com l = 2.
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adaptadas. No geral, os resultados mostram que o método MHM e o estimador de

erro associado mostram um desempenho muito bom, mesmo quando empregados

em problemas que se encontram fora da teoria em que o método foi desenvolvido.

3.8 Conclusões

O método MHM desenvolvido no Caṕıtulo 2 como consequência de um pro-

cesso de hibridização, surge como um método que incorpora naturalmente múltiplas

escalas, proporcionando soluções com precisão de alta ordem para as variáveis pri-

mal (pressão) e dual (velocidade) nos espaços H1(Ω) e H(div,Ω), respectivamente.

Da análise resulta que as estimativas de erro a-priori tem convergência ótima nas

normas naturais e o estimador de erro a-posteriori baseado em faces, é localmente

eficiente e globalmente confiável com respeito às normas naturais.

Embora o cálculo dos problemas locais seja de forma geral necessario, tais

problemas são completamente independentes entre si. Logo, podem ser resolvidos

utilizando uma implementação paralela. Também salientamos que a variável dual

preserva as propriedades de conservação local através de um pós-processamento

da variável primal. Vale ressaltar que, as caracteŕısticas acima mencionadas foram

obtidas a partir de uma nova famı́lia de pares de espaços de aproximação inf − sup

estáveis com base no espaço das funções constantes por partes. Testes numéricos

validaram os resultados teóricos de convergência, mostrando em particular o ótimo

desempenho do estimador de erro a-posteriori. Assim, podemos concluir que o

método MHM, por ser naturalmente adaptado a ambientes computacionais para-

lelos, torna-se uma opção competitiva para resolver com alta precisão problemas

realistas com multiplas escalas.

89



Figura 3.14: Superf́ıcie da pressão ph (esquerda) e do valor absoluto da velocidade | − K∇ph|
(direita) na malha final adaptada. Usando l = 0.

Figura 3.15: Superf́ıcie da pressão ph (esquerda) e do valor absoluto da velocidade | − K∇ph|
(direita) na malha final adaptada. Usando l = 2
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Caṕıtulo 4

Método MHM para a equação

reação-advecção-difusão

4.1 Introdução

O desenvolvimento e análise numérica de métodos numéricos para a simu-

lação de fenômenos de transporte com dominância dos termos advectivos e/ou

reativos tem sido tema de pesquisa por décadas devido ao grande interesse prático

destes modelos. Entretanto, apesar de uma extensa literatura no tema, méto-

dos numéricos robustos e precisos que preservem o prinćıpio do máximo e que

sejam conservativos em malhas não-estruturadas (adaptadas ou anisotrópicas, por

exemplo) ainda constitui um problema em aberto, principalmente quando envolve

aspectos multi-escalas. Nesta linha, métodos recentes baseados em volumes fini-

tos tem ganho popularidade a partir da proposta de Kurganov and Tadmor em

[49]. Porém tais métodos ainda possuem grandes deficiências, como por exemplo a

ausência de um embasamento matemático adequado à análise de erro ou a limita-

ção a malhas estruturadas ortogonais, o que dificulta a resolução de fenômenos de

transporte em geometrias complexas. Além disso, não é claro como tais métodos

podem ser estendidos a aproximações de alta ordem ou como podem ser utilizados

em problemas multi-escalas em malhas grossas.

Por outro lado os métodos de elementos finitos, quando baseados no método

de Galerkin sobre espaços de interpolação polinomiais, sofrem de instabilidades
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numéricas que são representadas por oscilações espúrias (não f́ısicas) na solução

numérica. Existe uma vasta literatura sobre o tema, e diversas técnicas propõem

minimizar tal deficiência. Porém, como mencionado, nenhuma das alternativas é

satisfatória em casos gerais. Dentre os diversos métodos de elementos finitos usa-

dos (e de reconhecida qualidade) estão os métodos estabilizados. Exemplos são o

método SUPG introduzido por Hughes e Brooks em [16, 43, 33] e o UNUSUAL [37].

Todos esses métodos conseguem diminuir consideravelmente as oscilações espúrias,

porém não são capazes de eliminá-las (em particular em presença de choques),

além de não serem adaptados a tratar modelos multi-escalas. Outras alternativas

de estabilização são posśıveis, como as apresentadas por Burman em [18, 17]. Uma

linha alternativa de construção de métodos de elementos finitos para problemas

singularmente perturbados é a técnica de enriquecimento de espaços, conhecida

como métodos enriquecidos. Exemplos são os métodos VMS (Variational Multis-

cale Methods) proposto por Hughes em [42], e os métodos do tipo RFB (Residual

Free Bubbles) [10, 35, 31, 68]. Os métodos enriquecidos incorporam ao espaço

clássico de aproximação (polinomial) a solução de problemas locais (micro-escala)

dirigidos pelo reśıduo da equação na macro-escala. As dificuldades citadas no caso

de problemas mistos, também estão presentes quando a estratégia de enriqueci-

mento de espaços é aplicada em problemas de transporte singulares (em particu-

lar a condição de contorno, escolhida de forma ad-hoc, é um problema ainda em

aberto). No caso de problemas de transporte parabólicos (dependentes do tempo),

uma instabilidade numérica adicional está presente, originada quando são usados

passos de tempo pequenos na discretização temporal (ver Franca et al. [36]).

Na literatura recente podemos encontrar novas abordagens de métodos multi-

escalas que utilizam ferramentas de hibridização na formulação variacional, que

finalmente geram problemas de três variáveis, aumentando excessivamente o nú-

mero de graus de liberdade do sistema. Nesta linha de pesquisa identificamos o

trabalho de Farhloul and Seghini [30] que explora uma abordagem de hibridização

porém não considera o impacto da pequena escala na solução do problema. No tra-
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balho de Cockburn et al. [21] e de Egger and Schöberl [26] são apresentadas uma

abordagens de hibridização que consideram o efeito da pequena escala mostrando

bons resultados para problemas de advecção dominante capturando camadas li-

mite. Porém a estratégia utilizada não produz resultados numéricos precisos no

caso de coeficientes heterogêneos. Além disso, em ambos os trabalhos não parece

ser posśıvel impor condições de contorno do tipo Neumann.

Neste caṕıtulo desenvolvemos um método h́ıbrido-misto multi-escalas para

a equação de reação-advecção-difusão. O novo método MHM se propõe a captu-

rar naturalmente as camadas limite e outros aspectos multi-escalas do problema

através de problemas locais definidos a partir da formulação variacional h́ıbrida.

Diferentemente do método MHM apresentado no caṕıtulo 2, a metodologia aqui

apresentada permite definir um problema global que depende apenas de uma va-

riável (relativa ao fluxo), o que reduz significativamente o número de graus de

liberdade do sistema. Destacamos a ausência de escolhas de parâmetros arbitrá-

rios como os presentes nos métodos estabilizados, sendo os espaços de aproximação

o único ponto a determinar. Adicionalmente, apresentamos um estimador de erro

a-poteriori que induz uma nova estratégia de adaptação de espaços, caracterizada

por ser mais eficiente do ponto de vista prático que a abordagem clássica de adap-

tação de malha.

4.2 Modelo e hibridização

4.2.1 Problema de reação-advecção-difusão

Consideremos o seguinte problema eĺıptico: Achar u tal que

Lu := ∇·(−ε∇u+αu) + σu = f em Ω,

u = 0 em Γ,

 (4.1)

onde o termo de fonte f é uma função escalar em L2(Ω). O coeficiente de difusão

(ou difusão-dispersão) ε ∈ [L∞(Ω)]d×d é um tensor simétrico e uniformemente
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eĺıptico, i.e., existe cmin, cmax > 0 tais que

cmin |ξ|2 ≤ ξT ε(x) ξ ≤ cmax |ξ|2, (4.2)

para todo ξ ∈ Rd e para todo x ∈ Ω̄. O coeficiente de advecção α é uma função vetorial

em [H1(Ω)]d ∩ [L∞(Ω)]d tal que ∇ ·α está em L∞(Ω), e o coeficiente de reação σ é uma

função escalar em L∞(Ω). As seguintes condições devem ser satisfeitas:

∇·α+ 2σ ≥ 0, e |α |+ |σ | > 0, em Ω. (4.3)

Observação 4.1 Condições de contorno de Dirichlet não homogêneas e outros ti-

pos de condições de contorno (Robin e Neumann) podem ser impostas sobre o

problema (4.1). Isto é tratado em detalhe na sub-seção 4.2.5.

4.2.2 Formulação h́ıbrida

Nosso objetivo é construir uma formulação variacional h́ıbrida a partir da

qual a solução pode ser obtida por problemas locais independentes com o intuito

de capturar o comportamento multi-escalas do problema. Para isto definimos a

forma bilinear a : H1(Th)×H1(Th)→ R, por

a(u, v) := (ε∇u,∇v)Th+
1

2
(α·∇u, v)Th−

1

2
(u,α·∇v)Th+

1

2
((∇·α+2σ)u, v)Th . (4.4)

Em seguida definimos os espaços Λ := H−
1
2 (E) e V := H1(Th) e propomos a

seguinte formulação h́ıbrida:

Achar (λ, u) ∈ Λ× V tal que

a(u, v) + (λ, v)∂Th = (f, v)Th ,

(µ, u)∂Th = 0,

para todo (µ, v) ∈ Λ× V .


(4.5)

A formulação variacional h́ıbrida (4.5) pode ser interpretada como um problema de

ponto de sela onde a continuidade da solução em ∂K ∈ ∂Th é relaxada e imposta
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fracamente usando o multiplicador de Lagrange λ ∈ Λ. Da análise apresentada

em [61] assumindo regularidade, podemos integrar por partes sobre cada elemento

K ∈ Th na primeira expressão em (4.5) e obter localmente

(Lu− f , v)K + (σ(u) · n∂K − λ , v)∂K = 0, ∀v ∈ H1(K), (4.6)

para todo K ∈ Th, onde a função de fluxo σ(u) é definida por

σ(u) := −ε∇u+
1

2
uα. (4.7)

Logo, usando argumentos clássicos, a formulação em (4.6) corresponde ao problema

forte:

Lu = f em K,

σ(u)·n∂K = λ em ∂K,

 (4.8)

em cada K ∈ Th. Note que dado λ ∈ Λ o problema (4.8) está bem posto. Da

definição do espaço Λ e do problema local (4.8) obtemos:

Jσ(u) · nF K|F = 0, ∀F ∈ E0 (4.9)

σ(u)|F · nF = λ|F , ∀F ∈ ED. (4.10)

Testando (4.5) contra (0, µ) ∈ Λ× V , a formulação (4.5) implica que:

JuK|F = 0, ∀F ∈ E0 (4.11)

u|F = 0, ∀F ∈ ED. (4.12)

4.2.3 Forma h́ıbrida equivalente: localidade

Para cada K ∈ Th consideramos a forma bilinear aK : H1(K)×H1(K)→ R

definida por aK(·, ·) := a(·, ·)|H1(K)×H1(K). Logo a forma bilinear a : V × V → R
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definida em (4.4) pode ser escrita em termos locais como

a(u, v) =
∑
K∈Th

aK(u, v). (4.13)

Assim, testando a formulação (4.5) contra (0, v) ∈ Λ×V em cada K ∈ Th obtemos

o problema local:

Achar u|K ∈ H1(K) tal que

aK(u,w) = (f, w)K − (λ,w)∂K ,

para todo w ∈ H1(K).

 (4.14)

Agora, como (4.14) é um problema linear, decompomos u = Tλ + uf onde a

transformação T : Λ → V é tal que, dado λ ∈ Λ, associamos Tλ à solução do

problema:

Achar Tλ|K ∈ H1(K) tal que

aK(Tλ,w) = −(λ,w)∂K ,

para todo w ∈ H1(K),

 (4.15)

e similarmente uf ∈ V está definida como a solução do problema:

Achar uf |K ∈ H1(K) tal que

aK(uf , w) = (f, w)K ,

para todo w ∈ H1(K).

 (4.16)

Finalmente usando a segunda equação em (4.5), formulamos o problema global

por:

Achar λ ∈ Λ tal que

(µ, Tλ)∂Th = −(µ, uf )∂Th ,

para todo µ ∈ Λ.

 (4.17)

Observe que a solução exata u ∈ V de (4.1) está completamente determinada

pelos problemas eĺıpticos locais (4.15) e (4.16) e pelo problema global (4.17), e

caracterizada por:

u = Tλ+ uf . (4.18)
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Observação 4.2 Note que (4.17) é uma formulação eĺıptica. Porém, dado λ ∈

Λ solução de (4.17), é possivel reconstruir u solução de (4.1). Desta forma, a

formulação composta pelos problemas locias (4.15) e (4.16) e o problema global

(4.17) pode ser interpretada como uma formulação mista desacoplada.

4.2.4 Formas alternativas

Assumindo regularidade para a solução de (4.1) e integrando por partes o

problema local em (4.15), obtemos o problema forte:

LTλ = 0, em K,

σ(Tλ)·n∂K = λ, em ∂K.

 (4.19)

Da mesma forma, o problema (4.16) é reescrito na versão forte como:

Luf = f, em K,

σ(uf )·n∂K = 0, em ∂K.

 (4.20)

O problema global (4.17) pode ser reescrito em uma forma equivalente e mais

clássica. De fato, usando a fomulação variacional (4.15) temos

(µ, Tλ+ uf )∂Th =
∑
K∈Th

(µ, Tλ+ uf )∂K (4.21)

= −
∑
K∈Th

aK(Tµ, Tλ+ uf )K (4.22)

= a(Tµ, Tλ+ uf ), (4.23)

e logo substituindo a identidade (µ, Tλ + uf )∂Th = −a(Tµ, Tλ + uf ) no problema

(4.17), obtemos o problema global:

Achar λ ∈ Λ tal que

a(Tµ, Tλ) = −a(Tµ, uf )

para todo µ ∈ Λ.

 (4.24)
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4.2.5 Condições de contorno

Aqui estudamos a influência sobre a formulação h́ıbrida (4.5) e sobre os

problemas locais (4.15) e (4.16) em se preescrever diferentes condições de contorno

no problema (4.1). Consideremos o seguinte problema eĺıptico: Achar u tal que

Lu = f em Ω,

−ε∇u·nΓ + ωu = gN em ΓN ,

u = gD em ΓD,

 (4.25)

O tipo de condição de contorno a ser imposta em ΓN é determinada pela função

escalar ω ∈ L2(ΓN), (ω ≡ 0 se temos uma condição de contorno de Neumann

clássica) que deve satisfazer a condição

ω ≤ 1

2
α · nΓ, em ΓN . (4.26)

Assumindo suficiente regularidade sobre gN e gD podemos garantir a existência de

uma função uΓ que satisfaça as condições de contorno em (4.25) de modo que a

solução se decomponha como u = û+ uΓ, onde û satisfaz o problema: Achar û tal

que

Lû = f̂ em Ω,

−ε∇û·nΓ + ωû = 0 em ΓN ,

û = 0 em ΓD,

 (4.27)

onde f̂ = f +∇·(ε∇uΓ − αuΓ). Por simplicidade estudaremos o problema (4.27)

em lugar de (4.25). Denotamos por u a solução de (4.27) e por f o termo de fonte.

Para impor a condição Neumann ou Robin em (4.27) precisamos modificar

a forma bilinear e o espaço Λ usados na formulação (4.5). Para isto definimos a

forma bilinear ā(·, ·) : Λ× Λ→ R, como

ā(u, v) := a(u, v) +
1

2

∑
F∈EN

((α · nF − 2ω)u, v)F (4.28)
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e o subespaço Λ̄ ⊆ Λ, como

Λ̄ := {µ ∈ Λ : µ|F = 0, ∀F ∈ EN}. (4.29)

Considere a seguinte formulação h́ıbrida:

Achar (λ, u) ∈ Λ̄× V tal que

ā(u, v) + (λ, v)∂Th = (f, v)Th ,

(µ, u)∂Th = 0,

para todo (µ, v) ∈ Λ̄× V ,


(4.30)

e observe que o problemas locais correspondente agora se escrevem como:

LTλ = 0, em K,

σ(Tλ)·n∂KF = λ, em F ∈ E∂K0 ∪ E∂KD ,

−ε∇Tλ·nF + ω Tλ = 0, em F ∈ E∂KN ,

 (4.31)

e

Luf = f, em K,

σ(uf )·n∂KF = 0, em F ∈ E∂K0 ∪ E∂KD ,

−ε∇uf ·nF + ω uf = 0, em F ∈ E∂KN .

 (4.32)

Os conjuntos E∂K0 , E∂KN e E∂KD representam as faces de ∂K que estão no interior do

domı́nio, em ΓN e em ΓD, respectivamente. Assim, a solução de (4.1) representada

como u = Tλ+ uf satisfaz as condição de contorno de (4.27) sobre ΓN .

Em (4.12) notamos que a condição de Dirichlet de (4.1) é imposta fracamente

pela formulação h́ıbrida (4.5). É interessante estudar numericamente qual é o

impacto de impor fortemente a condição de Dirichlet. Para isto modificamos o

espaço V usado em (4.5). Escolhemos V̄ ⊆ V como

V̄ := {v ∈ V : v|ΓD = 0}, (4.33)
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Figura 4.1: Comparação de resultados impondo a condição de Dirichlet fracamente (esquerda)
e fortemente (direita).

100



e propomos a seguinte formulação h́ıbrida:

Achar (λ, u) ∈ Λ̄× V̄ tal que

ā(u, v) + (λ, v)∂Th = (f, v)Th ,

(µ, u)∂Th = 0,

para todo (µ, v) ∈ Λ̄× V̄ ,


(4.34)

da qual emergem os correspondente problemas locais, a saber:

LTλ = 0, em K,

σ(Tλ)·n∂KF = λ, em F ∈ E∂K0 ,

−ε∇Tλ·nF + ω Tλ = 0, em F ∈ E∂KN ,

Tλ = 0, em F ∈ E∂KD ,


(4.35)

e

Luf = f, em K,

σ(uf )·n∂KF = 0, em F ∈ E∂K0 ,

−ε∇uf ·nF + ω uf = 0, em F ∈ E∂KN ,

uf = 0, em F ∈ E∂KD .


(4.36)

Consideramos um problema com fronteira Dirichlet nula, ε = 10−1, α =

( 1√
2
, 1√

2
)T , σ = 0 e f = 1. Na Figura 4.1 ilustramos soluções numéricas calculadas

impondo a condição fracamente e fortemente, respectivamente. Vemos que a opção

de se impor fortemente a condição de Dirichlet proporciona melhores resultados.

4.3 Método de elementos finitos multi-escalas

Nesta seção, propomos uma discretização do espaço Λ, e utilizamos o pro-

blema (4.17) para induzir um novo método de elementos finitos onde as funções de

base são definidas pelos problemas locais (4.15).

4.3.1 Espaços de aproximação

Do problema global (4.17) observamos que precisamos apenas escolher um

subespaço Λh ⊂ Λ para que obtenhamos uma formulação completamente discreta
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e desta forma o método MHM, é dado por:

Achar λh ∈ Λh tal que

(µh, Tλh)∂Th = −(µh, uf )∂Th ,

para todo µh ∈ Λh.

 (4.37)

Logo a representação (4.18) tem uma versão discreta dada por

uh = Tλh + uf , (4.38)

onde, Tλh ∈ V representa a solução exata do problema (4.15) substituindo λ

por λh, e uf ∈ V representa a solução exata do problema (4.16). Neste ponto

temos total liberdade de escolha para o espaço Λh, assumindo que este tenha boas

propriedades de aproximação. Estudamos agora como construir uma base para o

espaço de dimensão finita Λh.

Seja F ∈ E e l ∈ N. Considere o espaço de dimensão finita Λ
(l)
F ⊂ L2(F ), e

seja BF :=
{
ψ

(1)
F , . . . , ψ

(l+1)
F

}
⊂ Λ

(l)
F uma base para Λ

(l)
F . Definimos BF como um

conjunto de funções com domı́nio em ∂Th e suporte em F , da seguinte forma

BF :=
{

(nF · n∂KF )ψF : ψF ∈ BF

}
⊂ Λh,

onde K ∈ T Fh . O conjunto linearmente independente B =
⋃
F∈E
BF é uma base

para Λh. Assim, dado µh ∈ Λh e K ∈ Th, para cada F ∈ E∂K existem constantes

c
(1)
F , . . . , c

(l+1)
F ∈ R tais que

µh|∂K =
∑

F∈E∂K

l+1∑
i=1

c
(i)
F (nF · n∂KF )ψ

(i)
F . (4.39)

Note que a representação (4.39) depende da escolha do espaço Λ
(l)
F . Propomos

neste trabalho as seguintes opções para Λ
(l+1)
F :

(1) Polinômios de Lagrange: Λ
(l)
F := Pl(F ). Ver Figura 4.2.

(2) Polinômios por partes: Seja r ∈ N0 e m ∈ N, defina l = (r + 1)m − 1.

102



Figura 4.2: Ilustração de funções λh ∈ Λ
(l)
h , com Λ

(l)
F = Pl(F ), à esquerda l = 0 e à direita

l = 1. Os ćırculos representam graus de liberdade; duas circunferências unidas por uma linha
pontilhada denota que os ćırculos contidos representam apenas um grau de liberdade.
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Figura 4.3: Ilustração de funções λh ∈ Λ
(0)
h = D(0,1)(F ), (esquerda) m = 1 e λh ∈ Λ

(1)
h =

D(0,2)(F ) (direita). Os circulos representam graus de liberdade; duas circunferências unidas por
uma linha pontilhada denota que os circulos contidos representam apenas um grau de liberdade.

Considere o conjunto de sub-faces F1, . . . , Fm ⊆ F tais que Fi ∩ Fi = ∅

para i 6= j e F1 ∪ . . . ∪ Fm = F e defina, (ver Figura 4.3)

D(r,m)(F ) = {µh ∈ L2(H) : µh|Fi ∈ Pr(Fi), i = 1, . . . ,m}. (4.40)

(3) Espaço enriquecido: Λ
(1)
F = ρ(P1(F ) ). Inspirado na teoria de enriqueci-

mento de espaços apresentada em [31] para problemas de reação-difusão,

definimos o espaço enriquecido

ρ(P1(F ) ) := 〈{ρ(φ1), ρ(φ2)}〉, (4.41)

onde {φ1, φ2} é a base canônica de P1, e a aplicação ρ : L2(F )→ L2(F ) é

definida por

ρ(µ) := α
cosh (αµ)

cosh (α)
, com α :=

√
σ

2||ε||∞
|F |. (4.42)

Esta alternativa está limitada ao caso |α | = 0.
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Figura 4.4: Funções de base enriquecidas ρ(φ1), ρ(φ2) ∈ Λ
(1)
F = ρ(P1).
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4.3.2 Funções de base multi-escalas

A partir da representação dada em (4.39) definimos uma base para repre-

sentar Tµh através de funções definidas localmente. Seja µh ∈ Λh, dado K ∈ Th,

temos

Tµh|K = T

( ∑
F∈E∂K

l+1∑
i=1

c
(i)
F (nF · n∂KF )ψ

(i)
F

)

=
∑

F∈E∂K

l+1∑
i=1

c
(i)
F T ((nF · n∂KF )ψ

(i)
F ).

Assim, dado K ∈ Th e F ∈ E∂K , definimos as funções de base multi-escalas

η
(1)
F,K , . . . , η

(l+1)
F,K ∈ V , restritas a K, através de η

(i)
F,K := T ((nF · n∂KF )ψ

(i)
F )|K , i.e.,

resolvendo os problemas locais:

Achar η
(i)
F,K ∈ H1(K) tal que

aK(η
(i)
F,K , w) = −(nF · n∂KF ) (ψ

(i)
F , w)F ,

para todo w ∈ H1(K).

 (4.43)

Finalmente, Tµh pode ser representado localmente em cada elemento K ∈ Th
através da combinação linear

Tµh|K =
∑

F∈E∂K

l+1∑
i=1

c
(i)
F η

(i)
F,K . (4.44)

Nas Figuras 4.5-4.9 apresentamos exemplos de funções de base η
(i)
F,K para o

caso ε = εI, α = (a, 0)T e σ ∈ R+, onde I denota o tensor identidade. Prime-

ramente, nas Figuras 4.5-4.7 mostramos exemplos de funções geradas pelo espaço

Λ
(l)
F . Em seguida, nas Figuras 4.8 e 4.9 ilustramos a influência dos parametros ε,

α e σ nas funções de base η
(i)
F,K . Podemos ver como o comportamento de camada

limite é naturalmente capturado pelas funções de base.
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Figura 4.5: Funções de base representativas para Λ
(0)
F = P0(F ) (esquerda) e Λ

(1)
F = P1(F )

(direita). A face F ∈ E∂K de referência está representada com uma linha mais escura.

Figura 4.6: Funções de base representativas para Λ
(1)
F = D(0,2)(F ) (esquerda) e Λ

(3)
F = D(1,2)(F )

(direita). A sub-face F̂ ∈ T̂ĥ(F ) está representada com uma linha mais escura.
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Figura 4.7: Função de base representativa para Λ
(1)
F = ρ(P1(F )). A face F ∈ E∂K de referência

está representada com uma linha mais escura

Figura 4.8: Funções de base para, o caso de difusão dominante, ε = 1, a = 1 e σ = 1 (esquerda)
e reação dominante ε = 10−4, a = 0 e σ = 1 (direita). As funções são apresentadas sobre o seu
suporte (2 elementos).
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Figura 4.9: Funções de base para, o caso de advecção dominante, ε = 10−2, a = 1 e σ = 0
(esquerda) e reação-advecção dominantes ε = 10−2, a = 0 e σ = 10 (direita). As funções são
apresentadas sobre o seu suporte (2 elementos).
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4.3.3 Sumário do MHM

O método de elementos finitos MHM (Multiscale Hybrid-Mixed) desenvolvido

a partir da formulação variacional (4.5) fornece uma solução aproximada uh ≈ u

dada em (4.38), que é completamente determinada pelo problema global discreto

(4.37), as funções de base multi-escalas (4.49) e os problemas locais (4.16). Com

o intuito de melhorar a apresentação didática do método já constrúıdo, propomos

um sumário do método.

Como mencionado, o método MHM fornece uma solução aproximada uh ≈ u

que pode ser decomposta como uh = Tλh + uf , em termos de problemas locais e

globais. Existem duas coleções diferentes de problemas locais:

(1) Para cada K ∈ Th resolvemos:

Achar uf |K ∈ H1(K) tal que

aK(uf , w)K = (f, w)K ,

para todo w ∈ H1(K).

 (4.45)

(2) Para cada K ∈ Th, F ∈ E∂K e i ∈ {1, . . . , l + 1} resolvemos:

Achar η
(i)
F,K ∈ H1(K) tal que

aK(η
(i)
F,K , w)K = −(nF · n∂KF )(ψ

(i)
F , w)F ,

para todo w ∈ H1(K).

 (4.46)

Usando as funções de base (4.46) e os problemas locais (4.45) o método MHM

torna-se:

Achar λh ∈ Λh tal que

(µh, Tλh)∂Th = −(µh, uf )∂Th ,

para todo µh ∈ Λh.

 (4.47)

Assim os termos que compõem a solução uh = Tλh + uf , são descritas como:

(1) Influência do fluxo: Tλh ∈ V , é a combinação linear de funções de base

multi-escalas, e os seus graus de liberdade são determinados no problema
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global (4.47) e coincidem com os graus de liberdade da interpolação para

o fluxo nos contornos ∂K ∈ ∂Th, representado por λh ∈ Λh. Isto pode ser

expressado formalmente em cada K ∈ Th por:

[
λ∂Kh =

∑
F∈E∂K

l+1∑
i=1

c
(i)
F (nF · n∂KF )ψ

(i)
F

]
⇒
[
Tλh|K =

∑
F∈E∂K

l+1∑
i=1

c
(i)
F η

(i)
F,K

]
,

onde para cada F ⊂ E as constantes c
(1)
F , . . . , c

(l+1)
F ∈ R são determina-

das pelo problema global (4.47). As funções ψ
(1)
F , . . . , ψ

(l+1)
F dependem da

escolha de Λ
(l)
F (ver sub-seção 4.3.1) e as funções de base η

(1)
F,K , . . . , η

(l+1)
F,K

resolvem os problemas locais (4.46) capturando os aspectos multi-escalas

do problema.

(2) Influência da fonte: uf ∈ V é uma função determinada pelo problema

local (4.45). A componente uf contém caracteŕısticas multi-escalas dos

coeficientes do problema e a influência do termo de fonte f ∈ L2(Ω) na

solução.

4.3.4 Indicador de erro e adaptividade

A estrutura baseada em faces aqui proposta induz a definição de um esti-

mador de erro a-posteriori equivalente ao proposto no caṕıtulo 3 para a equação

de Darcy. Neste caṕıtulo desenvolvemos um estimador para a equação de reação-

advecção-difusão, que será validado na seção seguinte. Além disso, usamos o esti-

mador para derivar um algoritmo adaptativo para definir o espaço Λ
(l)
F = D(r,m)(F )

em função de m (ver definição (4.40)) em cada face F ∈ E . Isto induz a uma nova

estratégia de adaptatividade de espaço sem que a topologia da malha, se altere.

Esta nova estratégia possui um apelo prático claro, uma vez que não demanda

geradores de malhas adaptativos externos. De fato, a adaptividade via redefinição

de espaços é feita no interior do próprio código, evitando a preocupação usual com

a deterioração da qualidade dos elementos quando do uso de geradores de malhas

adaptativos. Lembramos que o estimador a-posteriori considera uma função de
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reśıduos RF para cada face, definida por

RF :=

 −
1
2
JuhK, F ∈ E0,

−uhnF , F ∈ ED.
(4.48)

Assim, sejam F1, . . . , Fm ⊆ F e F ∈ E . Defina

ηFi =
Cη√
hF
||RF ||0,Fi , ηF =

√√√√ m∑
i=1

η2
Fi
, η =

√∑
F∈E

η2
F , (4.49)

e a constante

M = max{ηF̂ : F̂ ∈ T̂ĥ(F ), F ∈ E}. (4.50)

A constante Cη > 0 é dada por

Cη := max{√cmax, dΩ||α||∞, d2
Ω||σ̄||∞}. (4.51)

A adaptação de espaço constrói de forma independente Λ
(l)
F = D(r,mF ), considerando

mF definido em cada face F ∈ E . Seja θ ∈]0, 1[ (usualmente θ = 1
2

ou θ = 3
4
), e

l ∈ N0 fixo. Considerando a escolha de espaços ΛF = D(r,mF ), com mF = 1 para

cada F ∈ E inicialmente, o algoritmo de adaptação é o seguinte:

Algoritmo 1: Adaptação de espaço

1 Entrada: Λh, tol
2 Calcular uh, η, M
3 enquanto η > tol faça
4 para F ∈ E faça
5 MF = mF

6 para i = 1, . . . ,mF faça
7 se ηFi > θM então
8 MF = MF + 2d−1 − 1
9 fim

10 fim
11 mF = MF

12 fim
13 Calcular uh, η, M

14 fim
15 Sáıda: Λh,uh.
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Figura 4.10: Processo de adaptação de espaço para D0,mF (F ) (caso d = 2), para (da esquerda
para a direita) mF = 1, mF = 2 e mF = 3.

O algoritmo 1 é ilustrado sobre uma face F ∈ E (caso d = 2) na Figura 4.10.

Note que não existe alteração na malha Th, e o processo atua “apenas” sobre o

espaço de aproximação Λ
(l)
F = D(r,mF )(F ) relativo a cada face.

4.4 Análise numérica

Esta seção é dedicada à análise numérica do método MHM (4.37). As normas

usadas estão definidas na seção 3.3 do caṕıtulo 3. Defina a função σ̄ = 1
2
∇ ·α+ σ,

nesta seção assumimos a condição σ̄ ≥ σmin > 0.

4.4.1 Existência e unicidade de solução

Primeiramente mostramos que o problemas locais (4.15) e (4.16) são bem

postos. O seguinte lema mostra que a forma bilinear associada aos problemas

locais (4.15) e (4.16) é cont́ınua e coerciva.

Lema 4.1 Seja K ∈ Th. Considere a forma bilinear local aK(·, ·) em (4.13). As

seguintes afirmações são verdadeiras:

(1) Existe c1 > 0, independente de h, tal que

aK(u, v) ≤ c1

[
1

d2
Ω

||u||20,K + ||∇u||20,K
] 1

2
[

1

d2
Ω

||v||20,K + ||∇v||20,K
] 1

2

,

para todo u, v ∈ H1(K);
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(2) Existe c2 > 0, independente de h, tal que

aK(v, v) ≥ c2

[
1

d2
Ω

||v||20,K + ||∇v||20,K
]
,

para todo v ∈ H1(K).

Logo, os problemas locais (4.15) e (4.16) são bem postos.

Demonstração: Seja K ∈ Th e u, v ∈ H1(K). Usando a estimativa dada pelo

Lema A.1 e a propriedade a+ b ≤
√

2(a2 + b2) para a, b ∈ R+, temos

aK(u, v) ≤ √
cmax||∇u||0,K ||∇v||0,K + ||σ̄||∞||u||0,K ||v||0,K +

+
1

2
||α||∞ (||∇u||0,K ||v||0,K + ||u||0,K ||∇v||0,K)

≤ c1
1

2

[
1

dΩ

||u||0,K + ||∇u||0,K
] [

1

dΩ

||v||0,K + ||∇v||0,K
]

≤ c1

[
1

d2
Ω

||u||20,K + ||∇u||20,K
] 1

2
[

1

d2
Ω

||v||20,K + ||∇v||20,K
] 1

2

,

onde c1 = 2(
√
cmax + dΩ||α||∞ + d2

Ω||σ̄||∞), e o resultado do item (1) segue. Para

provar a estimativa do item (2) usamos novamente a estimativa do Lema A.1

aK(v, v) = (ε∇v,∇v)K + (σ̄v, v)K

≥ √
cmin||∇v||20,K + σmin||v||20,K

≥ c2

[
1

d2
Ω

||v||20,K + ||∇v||20,K
]
,

onde, c2 = min{√cmin, d
2
Ωσmin}. Finalmente, usando as codições (1) e (2) com o

Lema A.7, os problemas locais são bem postos.

Para mostrar que o problema global (4.17) é bem posto, precisamos de alguns

resultados técnicos fornecidos pelo seguinte lema.

Lema 4.2 Seja o operador linear T : Λ → V definido em (4.15). Então, as

seguintes estimativas ocorrem:

(1) −(Tµ, µ)∂Th ≥ c2||Tµ||2V ,
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(2) −(Tλ, µ)∂Th ≤ ||µ||Λ||Tλ||V ,

(3) c2||Tµ||V ≤ ||µ||Λ ≤ 1√
2
c1||Tµ||V ,

para todo µ, λ ∈ Λ, onde c1 > 0 e c2 > 0 são as constantes dadas pelo Lema 4.1.

Demonstração: Sejam µ, λ ∈ Λ. Considere a equivalência (4.23) e o item (2) do

Lema 4.1, logo temos

−(Tµ, µ)∂Th =
∑
K∈Th

aK(Tµ, Tµ)

≥ c2

∑
K∈Th

1

d2
Ω

||Tµ||20,K + ||∇Tµ||20,K

≥ c2||Tµ||2V ,

e o resultado do item (1) segue. O item (2) é resultado direto do Lema 3.1 que

garante a estimativa sup
v∈V

(v,µ)∂Th
||v||V

≤ ||µ||Λ. De fato temos,

−(Tλ, µ)∂Th = −(Tλ, µ)∂Th
||Tλ||V

||Tλ||V ≤ sup
v∈V

(v, µ)∂Th
||v||V

||Tλ||V ≤ ||µ||Λ||Tλ||V . (4.52)

Logo, do item (2) temos −(Tµ, µ) ≤ ||µ||Λ||Tµ||V , e usando o item (1) obtemos

c2||Tµ||2V ≤ ||µ||Λ||Tµ||V , e a estimativa inferior do item (3) segue. A estimativa

superior do item (3) é resultado da definição da norma || · ||Λ e do problema local

(4.19), como segue:

||µ||2Λ ≤ || − ε∇Tµ+
1

2
αTµ||2div

=
∑
K∈Th

|| − ε∇Tµ+
1

2
αTµ||20,K + d2

Ω||∇·(−ε∇Tµ+
1

2
αTµ)||20,K

=
∑
K∈Th

|| − ε∇Tµ+
1

2
αTµ||20,K + d2

Ω||
1

2
α · ∇Tµ+ σ̄Tµ||20,K

≤ (2cmin + d2
Ω||α||2∞ + 2d4

Ω||σ̄||2∞)
∑
K∈Th

(||∇Tµ||20,K +
1

d2
Ω

||Tµ||20,K)

≤ c2
1

2
||Tµ||2V .
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A seguir, como um corolário do Lema 4.2, mostramos a existência e unicidade

de solução para o problema global (4.17).

Corolario 4.3 Considere o problema global (4.17). As seguintes afirmações são

verdadeiras:

(1) −(Tλ, µ)∂Th ≤ 1
c2
||λ||Λ||µ||Λ, para todo λ, µ ∈ Λ;

(2) −(Tµ, µ)∂Th ≥
√

2 c2
c1
||µ||2Λ, para todo µ ∈ Λ;

onde c1 > 0 e c2 > 0 são as constantes dadas pelo Lema 4.1. Logo, o problema

global (4.17) é bem posto.

Demonstração: Os itens (1) e (2) seguem usando os resultados do Lema 4.2,

aplicando os itens (3) em (2), e (3) em (1) respectivamente. O problema global

(4.17) é bem posto usando-se as condições (1) e (2) junto com o Lema A.7.

4.4.2 Melhor aproximação

Considere λ ∈ Λ e λh ∈ Λh as soluções de (4.17) e (4.37), respectivamente.

Do problema (4.17), temos a seguinte propriedade de consistência:

(Tλ− Tλh, µh)∂Th = 0,∀µh ∈ Λh. (4.53)

Esta propriedade será fundamental na demostração do seguinte lema.

Lema 4.4 Sejam λ ∈ Λ e λh ∈ Λh as soluções de (4.17) e (4.37), respectivamente,

e sejam u = Tλ+ uf e uh = Tλh + uf . A seguinte estimativa ocorre

||u− uh||V ≤
1

c2

inf
µh∈Λh

||λ− µh||Λ,

onde c2 > 0 é a constante dada pelo Lema 4.1.

116



Demonstração: Usando o item (1) do Lema 4.2, a consistência (4.53), e o item

(2) do Lema 4.2, temos

||u− uh||2V = ||Tλ− Tλh||2V

≤ − 1

c2

(Tλ− Tλh, λ− λh)∂Th

≤ − 1

c2

(Tλ− Tλh, λ− µh)∂Th

≤ 1

c2

||Tλ− Tλh||V ||λ− µh||Λ

=
1

c2

||u− uh||V ||λ− µh||Λ

para todo µh ∈ Λh, e o resultado segue.

A seguir mostraremos uma estimativa de erro na norma L2(Ω) através de

argumentos de dualidade, assumindo que o problema (4.5) possui propriedades

suavizantes (ver definição em [27], página 119). Defina e = u − uh o erro entre

as soluções (4.17) e (4.37). A transformação T ∗ : Λ → V é tal que, dado λ ∈ Λ,

associamos T ∗λ à solução do problema:

Achar T ∗λ|K ∈ H1(K) tal que

aK(w, T ∗λ) = −(λ,w)∂K ,

para todo w ∈ H1(K).

 (4.54)

Similarmente definimos ue ∈ V como a solução do problema:

Achar ue|K ∈ H1(K) tal que

aK(w, ue) = (e, w)K ,

para todo w ∈ H1(K).

 (4.55)

Em seguida, definimos o problema global adjunto por:

Achar ν ∈ Λ tal que

(µ, T ∗ν)∂Th = −(µ, ue)∂Th ,

para todo µ ∈ Λ.

 (4.56)
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Da definição dos problemas locais (4.15) e (4.54) é imediato que (Tλ, µ)∂Th =

−a(Tλ, T ∗µ) = (λ, T ∗µ)∂Th para todo λ, µ ∈ Λ, e de (4.15) e (4.55) temos (e, Tλ)Th =

a(Tλ, ue) = −(λ, ue)∂Th para todo λ ∈ Λ. Observe que o Lema 4.2 vale também

para T ∗. A demonstração segue de substituir T por T ∗ em todos os passos e utili-

zar as seguintes equivalências advindas da integração por partes do problema local

(4.54):

• µ = −ε∇T ∗µ · n∂K − 1
2
(α · n∂K)T ∗µ em ∂K, para cada K ∈ Th;

• L∗T ∗µ = 0, em cada K ∈ Th, onde L∗ é o operador adjunto de L.

Os problemas (4.54) e (4.55) são bem postos pelo Lema 4.1. Similarmente, obser-

vando que (Tλ, µ)∂Th = (λ, T ∗µ)∂Th para todo µ, λ ∈ Λ, a existência e unicidade de

solução para o problema (4.56) segue do Corolario 4.2. Assim, os problemas locais

(4.54) e (4.55) e o problema global (4.56), fornecem uma forma de caracterizar

a solução exata do problema adjunto de (4.1) com o termo de fonte f = e. Tal

caracterização é dada por

w = T ∗ν + ue. (4.57)

Lema 4.5 Suponha Λ
(0)
h ⊆ Λh ⊂ Λ. Sejam λ ∈ Λ e λh ∈ Λh as soluções de (4.17)

e (4.37), respectivamente, e sejam u = Tλ + uf e uh = Tλh + uf . Assumindo que

o problema (4.5) possui propriedades suavizantes, a seguinte estimativa ocorre

||u− uh||0,Ω ≤
c1

c2

Ch inf
µh∈Λh

||λ− µh||Λ,

onde c1 > 0 e c2 > 0 são as constantes dadas pelo Lema 4.1, e a constante C > 0

é independente de h.

Demonstração: Considere o seguinte problema em dimensão finita

Achar ν0 ∈ Λ
(0)
h tal que

(µ0, T
∗ν0)∂Th = −(µ0, ue)∂Th ,

para todo µ0 ∈ Λ
(0)
h ,

 (4.58)
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e defina wh = T ∗ν0 + ue. Assumindo regularidade suficiente para w o Lema 4.8

fornece a seguinte estimativa de interpolação

inf
µ0∈Λ

(0)
h

||ν − µ0||Λ ≤ Ch||w||2,Ω, (4.59)

onde C > 0 é uma constante independente de h. As hipóteses de regularidade as-

sumidas implicam que existe C > 0, independente de h, tal que ||w||2,Ω ≤ C||e||0,Ω.

Logo,

||T ∗ν − T ∗ν0||V ≤
1

c2

||ν − ν0||Λ ≤
C

c2

h||w||2,Ω ≤
C

c2

h||e||0,Ω. (4.60)

Observe que a propriedade de consistência (4.53), pode ser reescrita como

(λ− λh, T ∗µ0)∂Th = 0,∀µ0 ∈ Λ
(0)
h . (4.61)

Agora usando os problema locais (4.55) e (4.15), o problema global (4.56), a pro-

priedade de consitência (4.61), o problema local (4.15) novamente, a estimativa do

item (1) no Lema 4.1 e a estimativa mostrada em (4.60), temos

||e||20,Ω = (e, Tλ− Tλh)Th

= a(Tλ− Tλh, ue)

= −(λ− λh, ue)∂Th

= (λ− λh, T ∗ν)∂Th

= (λ− λh, T ∗ν − T ∗ν0)∂Th

= −a(Tλ− Tλh, T ∗ν − T ∗ν0)

≤ c1||Tλ− Tλh||V ||T ∗ν − T ∗ν0||V

≤ c1

c2

Ch||Tλ− Tλh||V ||e||0,Ω

Finalmente, temos que ||u − uh||0,Ω ≤ c1
c2
Ch||u − uh||V e o resultado segue da

estimativa dada no Lema 4.4 .
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O resultado seguinte aponta à propriedade conservativa local da solução do

MHM.

Lema 4.6 Sejam λ ∈ Λ e λh ∈ Λh as soluções de (4.17) e (4.37), respectivamente,

e sejam u = Tλ+ uf , uh = Tλh + uf e σ = −ε∇u+ 1
2
αu, σh = −ε∇uh + 1

2
αuh ∈

H(div,Ω). As seguintes identidades ocorrem:

(1) L(u− uh) = 0, em cada K ∈ Th,

(2) ∇·(σ − σh) = 1
2
α(∇u−∇uh) + σ̄(u− uh), em cada K ∈ Th.

Demonstração: O item (1) segue do problema (4.1) e dos problemas locais (4.19)

e (4.20). O item (2) é imediato do item (1).

Corolario 4.7 Sejam λ ∈ Λ e λh ∈ Λh as soluções de (4.17) e (4.37), respectiva-

mente, sejam u = Tλ+uf , uh = Tλh+uf , σ = −ε∇u+1
2
αu, σh = −ε∇uh+1

2
αuh ∈

H(div,Ω). A seguinte estimativa ocorre:

||σ − σh||div ≤ C inf
µh∈Λh

||λ− µh||Λ.

Demonstração: Tome K ∈ Th, logo usando (a + b)2 ≤ 2a2 + 2b2 para a, b ∈ R+,

temos

||σ − σh||20,K =
1

4
|| − 2ε(∇u−∇uh) +α(u− uh)||20,K

≤ 2cmax||∇u−∇uh||20,K +
1

2
||α||2∞||u− uh||20,K (4.62)

agora usando novamente (a+ b)2 ≤ 2a2 + 2b2 para a, b ∈ R+ e o item (2) do Lema

4.6, temos

||∇·(σ − σh)||20,K =
1

2
||α||2∞||∇u−∇uh||20,K + ||σ̄||2∞||u− uh||20,K (4.63)
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Das estimativas (4.62) e (4.63) temos que

||σ − σh||2div ≤ C̄||u− uh||2V , (4.64)

onde C̄ é dado pela expressão:

C̄ = 2cmax +
1

2
||α||2∞d2

Ω + ||σ̄||2∞d4
Ω. (4.65)

Finalmente, usando o Lema 4.4 segue o resultado com a constante C dada por

C = c2

√
C̄, onde c2 é uma constante dada pelo Lema 4.1.

4.4.3 Estimativas de erro a-priori

Nesta seção apresentamos através de um exemplo as posśıveis taxas de con-

vergência que o método MHM pode proporcionar. Portanto, adaptamos as esti-

mativas de erro a-priori apresentadas no Caṕıtulo 3 baseadas na estimativa dada

em [61], esta garante que, para w ∈ Hk+1(Ω), existe uma constante C > 0 inde-

pendente de h tal que

inf
µh∈Λh

||λ− µh||Λ ≤ Chk |w|k+1,Ω , (4.66)

onde λ|∂K = −K∇w|∂K · n∂K para todo K ∈ Th, onde K é um tensor simétrico

uniformemente eĺıptico e Λh é gerado por Λ
(k)
F = Pk(F ). No seguinte lema esten-

demos este resultado ao caso advectivo, assumindo ε = εI com ε ∈ R+ e α ∈ Rd.

Neste exemplo, apesar de importante, não nos preocupamos com a dependência

das constantes com relação aos parâmetros f́ısicos. Este estudo deverá ser tema de

trabalhos futuros.

Lema 4.8 Seja w ∈ Hk+1(Ω). Existe C > 0, independente de h, tal que

inf
µh∈Λh

||λ− µh||Λ ≤ Chk||w||k+1,Ω, (4.67)
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onde λ|∂K = −ε∇w|∂K · n∂K + 1
2
(α · n∂K)w|∂K para todo K ∈ Th.

Demonstração: Seja ve(x) = e−
α·x
2ε ∈ C∞(Ω). Dado w ∈ Hk+1(Ω), defina

w̃ = vew ∈ Hk+1(Ω). De (4.66), existe C̃ > 0 tal que

inf
µh∈Λh

||λ− µh||Λ ≤ C̃hk |w̃|k+1,Ω , (4.68)

onde λ|∂K = −K∇w̃ · n∂K para todo K ∈ Th. Note que ε∇ve + 1
2
αve = 0, logo

escolhendo K = v−1
e ε, temos

−K∇w̃ = −v−1
e ε∇(vew)

= −v−1
e ε(ve∇w + w∇ve)

= −ε∇w − v−1
e w (ε∇ve)

= −ε∇w + v−1
e w (

1

2
αve)

= −ε∇w +
1

2
αw

Assim, λ|∂K ·n∂K = −K∇w̃ ·n∂K = −ε∇w ·n∂K + 1
2
(α ·n∂K)w, para todo K ∈ Th.

Finalmente, defina C := C̃ ||ve||∞, logo

C̃||w̃||k+1,Ω = C̃||vew||k+1,Ω ≤ C̃||ve||∞||w||k+1,Ω = C||w||k+1,Ω. (4.69)

Usando (4.69) em (4.68) o resultado segue.

Estamos prontos para apresentar as taxas de convergência do método MHM

no caso da interpolação proposta nesta seção.

Teorema 4.9 Suponha Λ
(0)
h ⊆ Λh ⊂ Λ. Sejam λ ∈ Λ e λh ∈ Λh as soluções

de (4.17) e (4.37), respectivamente, e sejam u = Tλ + uf , uh = Tλh + uf , σ =

−ε∇u + 1
2
αu, σh = −ε∇uh + 1

2
αuh ∈ H(div,Ω). Assuma u ∈ Hk+1(Ω) e que

o problema (4.5) possui propriedades suavizantes. Existem constantes C1 > 0 e

C2 > 0, independentes de h, tal que as seguintes estimativas ocorrem:

(1) ||u− uh||0,Ω + h ||u− uh||V ≤ C1h
k+1|u |Ω,k+1,
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(2) ||σ − σh||div ≤ C2h
k|u |Ω,k+1.

Demonstração: Os itens (1) e (2) seguem do Lema 4.8, Lema 4.4, Lema 4.5 e

Corolário 4.7, respectivamente.

4.4.4 Estimativas de erro a-posteriori

Considere a função reśıduo RF em (4.48) e o estimador de erro a-posteriori

η, definido em (4.49). Note que Lema 3.18 vale também para o estimador de erro

a-posteriori (4.49). Em seguida apresentamos uma versão do Lema 3.18 com uma

modificação na constante devido à definição do estimador (4.49). As demonstrações

aqui apresentadas são análogas às versões enunciadas no caṕıtulo 3.

Lema 4.10 Seja λh ∈ Λ a solução de (4.37), uh = Tλh + uf . Existe χh ∈ V tal

que satisfaz

(χh, µ)∂Th = −(uh, µ)∂Th + (g, µ)∂Th , ∀µ ∈ Λ (4.70)

e a seguinte estimativa

||χh||V ≤
C

Cη
η (4.71)

onde a constante C > 0 é independente de h.

Demonstração: Ver demonstração do Lema 3.18, considerando o estimador de

erro a-posteriori (4.49).

Usamos o resultado auxiliar anterior para provar a seguintes estimativa para

a norma do erro entre a solução de (4.37) e de (4.17).

Teorema 4.11 Sejam λ ∈ Λ e λh ∈ Λh as soluções de (3.10) e (3.13), respecti-

vamente. Defina u = Tλ + uf e uh = Tλh + uf . Seja η definido em (4.49). As

seguintes afirmações são verdadeiras:

(1) Existe C > 0, independente de h, tal que

||u− uh||V ≤
C

c2

η;
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(2) Existe cF > 0, independente de h, tal que

ηF ≤ cF ||u− uh||V,F .

Demonstração: Seja µ ∈ Λ. No Lema 3.2 consideremos o caso em que K = I

e σ = ∇Tµ, onde Tµ representa a solução do problema (3.4) com K = I. Assim

||σ||div ≤
√

2||µ||Λ. Logo, usando o Lema 4.10, a desigualde de Cauchy-Schwarz,

integração por partes e novamente o Lema 4.10, temos

(u− uh, µ)∂Th =
∑
F∈ED

(g, µ)F − (uh, µ)∂Th (4.72)

= (χh, µ)∂Th

= (∇·σ, χh)Th + (σ,∇χh)Th

≤ ||σ||div||χh||V

≤ C

Cη
||µ||Λ η (4.73)

onde C é uma constante independente de h. Usando o item (1) do Lema 4.2, a

estimativa 4.73 e o item (3) do Lema 4.2, temos

||u− uh||2V = ||Tλ− Tλh||2V

≤ − 1

c2

(Tλ− Tλh, λ− λh)∂Th

≤ − 1

c2

(u− uh, λ− λh)∂Th

≤ C

c2Cη
||λ− λh||Λ η

≤ c1

c2

C

Cη
||Tλ− Tλh||V η

=
C

c2

||u− uh||V η

e segue o resultado do item (1).

124



Provamos agora a estimativa (2). Seja F ∈ E, e consideremos µ ∈ Λ com

suporte em F tal que, µ∂KF n∂KF = 1
2
RF se F ∈ E0, e µ∂KF n∂KF = RF se F ∈ ED,

para cada K ∈ T Fh . De (4.48), temos que RF ∈ [L2(F )]d. Seja K ∈ T Fh , usando

(4.72), temos

||RF ||20,F = (µn∂KF , RF )F = (RF , Jph − pK)F ≤ ||RF ||0,F ||Jph − pK||0,F .

Em seguida, usando a desigualdade do traço (A.10) e a regularidade da malha,

temos

||RF ||0,F ≤ ||Jp− phK||0,F

≤ C
∑
K∈T Fh

[
1

hK
||p− ph||20,K + hK ||∇p−∇ph||20,K

] 1
2

≤ C
√
hF

∑
K∈T Fh

[
1

h2
K

||p− ph||20,K + ||∇p−∇ph||20,K
] 1

2

= C
√
hF ||p− ph||V,F ,

e o resultado segue da multiplicação em ambos os lados por Cη√
hF

e da definição de

cF := CηC.

4.5 Validações numéricas

Nesta seção validamos o novo método MHM e os resultados teóricos das se-

ções anteriores. Para tanto, são feitas comparações com o método de Galerkin

usando elementos Pk cont́ınuos e com os métodos estabilizados SUPG e UNU-

SUAL e com o elemento P1. Comparamos o custo computacional entre os métodos

em função do número de graus de liberdade globais (desconsiderando o custo en-

volvidos nos problemas locais). Uma comparação de tempos de processamento

que considera a totalidade dos graus de liberdade é apresentado na seção B.4 do

apêndice B.
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Figura 4.11: Curvas de convergência para MHM com l = 0, norma L2(Ω) (esquerda) e norma
H1(Th) (direita). Caso ε = 1, a = 1 e σ = 0.

4.5.1 Validação da convergência

Consideremos o problema de reação-advecção-difusão (4.27) com Ω = [0, 1]×

[0, 1], ΓD = {(x, y) ∈ Γ : (x = 0) ∨ (x = 1)}, ΓN = Γ \ ΓD, definimos ε = εI,

α := (a, 0)T para ε, a, σ ∈ R+ ∪ {0} e f = 1. Se σ = 0 e a 6= 0 então a solução

exata do problema é dada por

u(x, y) :=
1

a

(
x− sinh( a

2ε
x)

sinh( a
2ε

)
e
a
2ε

(x−1)

)
, (4.74)

e se consideramos σ > 0 então,

u(x, y) :=
1

σ

(
sinh(

√
a2+4εσ

2ε
(x− 1))

sinh(
√
a2+4εσ

2ε
)

e
a
2ε
x − sinh(

√
a2+4εσ

2ε
x)

sinh(
√
a2+4εσ

2ε
)
e
a
2ε

(x−1) + 1

)
. (4.75)

Apresentamos na sequência um estudo da influência do espaço Λ
(l)
F e dos parâmetros

ε, a e σ sobre as taxas de convergência e no comportamento numérico da solução.

4.5.1.1 Caso advectivo-difusivo

Assumimos a = 1 e σ = 0 e usamos diferentes valores de ε para estudar o

comportamento numérico de MHM. Nas Figuras 4.11 e 4.12 mostramos a conver-

gência ótima do método MHM com os espaços de aproximação Λ
(0)
F = P0(F ) e
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Figura 4.13: Comparação convergência MHM com Λ
(0)
F = P0(F ), Galerin (k = 1) e SUPG.

Norma L2(Ω) (esquerda) e norma H1(Th) (direita). Caso ε = 10−2, a = 1 e σ = 0
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Figura 4.14: Comparação convergência MHM com Λ
(1)
F = P1(F ), Galerin (k = 2). Norma

L2(Ω) (esquerda) e norma H1(Th) (direita). Caso ε = 10−2, a = 1 e σ = 0
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Figura 4.16: Curvas de erro com respeito de ε para o método Galerkin (k = 2) e MHM com
os espaços Λ0
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Figura 4.17: Elevações de: Galerkin (acima à esquerda), SUPG (acima à direita) e MHM com

Λ
(0)
F = P0(F ) (embaixo).
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Figura 4.18: Perfis de corte para a Figura 4.17. Corte em y = 0.5 (esquerda) e em y = 0.4375
(direita).

Figura 4.19: Comparação de elevações para o método de Galerkin k = 3 (esquerda) e o método

MHM com Λ
(2)
F = P2(F ) (direita).
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Figura 4.20: Perfis de corte para a 4.19. Corte em y = 0.4375 (esquerda) e zoom (direita).
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Figura 4.21: Comparação de resultados de MHM com Λ
(l)
F = Pl(F ): Elevações para l = 1 e

l = 2.
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Figura 4.22: Comparação de resultados de MHM com Λ
(l)
F = Pl(F ): Perfis de corte em y =

0.4375 comparando l = 0, l = 1, l = 2 e l = 3 com a soluçõa exata.
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Figura 4.23: Diferentes opções para o espaço Λ
(2)
F : Elevação para D(2,1)(F ) (esquerda) e para

D(0,3)(F ) (direita)
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Figura 4.24: Diferentes opções para o espaço Λ
(2)
F : Perfis de corte em y = 0.4375 (esquerda) e

zoom (direita).
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Figura 4.25: Diferentes opções para o espaço Λ
(3)
F = D(m,r)(F ). Prefil do corte em y = 0.4375

(esquerda) e zoom (direita).
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Figura 4.26: Curvas de convergência em função dos graus de liberdade globais. Comparação
entre um refinamento baseado em faces e um refinamento clássico. Para ε = 1, a = 1 e σ = 0.
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Λ
(1)
F = P1(F ), com ε = 1, respectivamente. Em seguida, estudamos a convergência

com respeito a h do método MHM assumindo ε = 10−2 (advecção dominante) e

comparamos os resultados a solução pelo método de Galerkin e SUPG. Nas Figu-

ras 4.13 e 4.14 observamos que as taxas de convergência de todos os métodos são

afetadas pelo valor de ε, porém o método MHM apresenta um erro notadamente

menor e uma recuperação mais rápida da taxa de convergência ótima. Para mostrar

que, independente da escolha de ε, o método MHM com os espaços Λ(l) = Pl(F )

apresenta um comportamento mais preciso (em termos do erro) do que os méto-

dos clássicos, nas Figuras 4.15 e 4.16 fazemos uma comparação em função de ε.

Podemos ver que o erro do método MHM é sempre menor do que o erro obtido

pelo método de Galerkin e SUPG. Além disso, o método MHM com l = 1 apre-

senta maior estabilidade com respeito a ε, tanto na norma L2(Ω) quanto na norma

H1(Th) (ver Figura 4.16).

Fixamos o caso ε = 10−2 e h = 0.125 (advecção dominante). Na Figura 4.17

comparamos os resultados do método MHM usando Λ
(0)
F = P0(F ) com o método

de Galerkin (k = 1) e SUPG, e na Figura 4.18 comparamos os cortes com a solução

exata. Podemos ver que o método de Galerkin apresenta grandes instabilidades

numéricas perto do contorno, enquanto que o método SUPG é muito difusivo e não

aproxima corretamente a camada limite. Do ponto de vista de aproximação, os

resultados de MHM, são melhores. Porém notamos as dificuldades de aproximação

da parte linear da solução. Este comportamento se deve à escolha do espaço e não à

instabilidade do método. Este fato fica claro nas Figuras 4.19 e 4.20, onde podemos

ver que, aumentando o espaço de aproximação, o método MHM fornece melhores

aproximações enquanto que o método de Galerkin com interpolação polinomial

ainda apresenta instabilidades numéricas. Nas Figuras 4.21 e 4.22 estudamos a

influência de l na escolha dos espaços Λ
(l)
F = Pl(F ). Note que para l > 0 a

aproximacão da parte linear da solução é perfeita, e a aproximação da camada

limite melhora rapidamente aumentando l, porém os resultados ainda podem ser

melhorados.
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Note que os resultados do MHM apresentados nas Figura 4.19 e 4.20 são

melhores do que os obtidos usando o método de Galerkin, usando ambos um nú-

mero similar de graus de liberdade. Porém, como mencionado anteriormente, fica

evidente que os resultados de MHM para Λ
(l)
F = Pl(F ) ainda podem ser melhorados

(ver Figuras 4.21 e 4.22). Em virtude disto, testamos o desempeho do MHM usando

os espaços Λ
(l)
F = D(r,m)(F ) (ver definição em (4.40)). Nas Figuras 4.23 e 4.24 ex-

ploramos as duas opções admitidas pelo espaço Λ
(2)
F = D(r,m), e obtemos resultados

consideravelmente superiores no caso (r,m) = (0, 2). Finalmente na Figura 4.25

apresentamos as três opções admitidas pelo espaço Λ
(2)
F = D(r,m). Neste caso a

opção com melhor comportamento foi (r,m) = (0, 4). Assim, concluimos que para

gerar um espaço de aproximação Λh com o melhor compromisso custo/precisão, a

melhor opção é usar polinômios por partes de baixa ordem. Tal observação nos

leva a estudar o comportamento numérico do MHM usando os espaços Λ
(l)
F = D(r,m)

em função do parâmetro m. Para isto, fixamos r = 0 e definimos o refinamento

usando o método MHM com os espaços Λ
(mi)
F = D0,mi(F ), com mi = 2i−1 e i ∈ N.

Comparamos a convergência deste processo baseado em faces com um refinamento

clássico (usando malhas estruturadas hierárquicas) com respeito aos graus de liber-

dade globais do sistema (ver Figura 4.26). Observamos que esta nova estratégia,

induzida pelos espaços Λ
(l)
F = D(r,m) é muito mais precisa do ponto de vista do que

o refinamento clássico, para um número fixo de graus de liberdade por face.

4.5.1.2 Caso reativo-difusivo

Assumimos a = 0 e σ = 1 e usamos diferentes valores de ε para estudar

o comportamento numérico de MHM. Nas Figuras 4.27 e 4.28 com ε = 10−2,

mostramos convergência ótima com os espaços de aproximação Λ
(0)
F = P0(F ) e

Λ
(1)
F = P1(F ), respectivamente. Em seguida, estudamos a convergência com res-

peito a h do método MHM para ε = 10−4 (reação dominante) e comparamos os

resultados com o método de Galerkin e UNUSUAL [37]. Nas Figuras 4.29 e 4.30

observamos que as taxas de convergência de todos os métodos são afetadas pelo
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Figura 4.27: Curvas de convergência para MHM com l = 0, norma L2(Ω) (esquerda) e norma
H1(Th) (direita). Caso ε = 10−2, a = 0 e σ = 1.
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Figura 4.28: Curvas de convergência para MHM com l = 1, norma L2(Ω) (esquerda) e norma
H1(Th) (direita). Caso ε = 10−2, a = 0 e σ = 1.
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Figura 4.29: Comparação convergência MHM com Λ
(0)
F = P0(F ), Galerkin (k = 1) e UNU-

SUAL. Norma L2(Ω) (esquerda) e norma H1(Th) (direita). Caso ε = 10−4, a = 0 e σ = 1
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Figura 4.30: Comparação convergência MHM com Λ
(1)
F = P1(F ), Galerkin (k = 2). Norma

L2(Ω) (esquerda) e norma H1(Th) (direita). Caso ε = 10−2, a = 1 e σ = 0
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Figura 4.31: Curvas de erro com respeito de ε para o método MHM, Galerkin e SUPG. Espaço
Λ0
F = P0(F ). Norma de L2(Ω) (esquerda) e de H1(Th) (direita).

Figura 4.32: Elevações da solução: UNUSUAL (esquerda) e MHM l = 0 (direita).
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Figura 4.33: Perfis de corte para a Figura 4.32. Corte em y = 0.4375 (esquerda) e zoom (à
direita).
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Figura 4.34: Comparação de resultados de MHM com Λ
(l)
F = Pl(F ): Perfis de corte em y =

0.4375 comparando l = 0, l = 1, l = 2 e l = 3 com a soluçõa exata.
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Figura 4.35: Diferentes opções para o espaço Λ
(3)
F = D(m,r)(F ). Prefil do corte em y = 0.4375

(esquerda) e zoom (à direita).
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Figura 4.36: Duas opções para Λ
(1)
F : elevação da solução com P1(F ) (esquerda) e ρ(P1(F ))

(direita).
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Figura 4.37: Duas opções para Λ
(1)
F : P1(F ) e ρ(P1(F )). Perfis do corte em y = 0.4375

(esquerda) e zoom (direita).
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valor de ε. Porém o método MHM apresenta um erro consideravelmente menor e

uma recuperação mais rápida da taxa de convergência ótima (no caso l = 1). Para

mostrar que, independente da escolha de ε, MHM apresenta um comportamento

mais preciso (em termos do erro). Na Figura 4.31 comparamos o erro em função

de ε. Podemos ver que o erro pelo método MHM é sempre menor do que o erro

pelo métodos de Galerkin e UNUSUAL. Além disso o método de MHM com l = 0

apresenta uma estabilidade com respeito de ε , tanto na norma L2(Ω) como na

norma natural H1(Th).

Fixamos o caso ε = 10−4 e h = 0.125 (reação dominante). Na Figura 4.32

comparamos os resultados do método MHM usando Λ
(0)
F = P0(F ) com o método

UNUSUAL. Na Figura 4.33 comparamos os perfis das soluções com a solução apro-

ximada usando o método de Galerkin (k = 1) e com a solução exata. Podemos ver

que o método de Galerkin apresenta grandes instabilidades numéricas perto do con-

torno, enquanto que o método UNUSUAL é muito difusivo e não aproxima a bem

a camada limite. O método MHM aproxima a camada limite mas ainda existe

um espaço significativo para melhorias. Na Figura 4.34 estudamos a influência

de l na escolha dos espaços Λ
(l)
F = Pl(F ). Neste caso obtemos melhores resulta-

dos. Procurando resultados ainda melhores utilizamos os espaços Λ
(l)
F = D(r,m)(F )

(ver definição em (4.40)). Na Figura 4.35 apresentamos as três opções admitidas

pelo espaço Λ
(2)
F = D(r,m), e verificamos que a melhor aproximação foi obtida com

(r,m) = (0, 4). Assim, mais uma vez o método MHM apresenta resultados muito

mais competitivos quando usados com polinômios por partes de baixa ordem para

aproximar o fluxo. Por outro lado, neste caso contamos com a opção adicional

Λ
(1)
F = ρ(P1(F ) ). Nas Figuras 4.36 e 4.37 podemos ver como o método MHM

apresenta um desempenho superior usando enriquecimento de espaço sobre P1(F ).

E esta opção torna o método MHM uma alternativa ainda mais competitiva e

com baixo número de graus de liberdade quando se trata de problemas do tipo

reação-difusão.
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Figura 4.38: Duas opções para Λ
(2)
F : elevações da solução para D2,1(F ) (esquerda) e D0,3(F )

(direita).

4.5.1.3 Caso reativo-advectivo-difusivo

Nesta sub-seção nos limitamos a estudar o caso ε = 10−2, a = 1 e σ = 104

(reação e adveção dominantes) uma vez que em sub-seções anteriores estudamos

o comportamento do método MHM em casos de adveção e reação dominantes,

separadamente.

Nas Figuras 4.38 e 4.39 validamos a escolha do espaço Λ
(2)
F = D(r,m)(F ). Tal

como nos casos anteriores, podemos notar que polinômios de baixa ordem por par-

tes são a melhor opção custo/benef́ıcio quando uma estratégia de enriquecimento

de espaços não está dispońıvel.

4.5.2 Problema da fonte unitária

Aqui estudamos o comportamento numérico do MHM quando usado para

aproximar a solução de (4.1), considereando ε = εI e f = 1.

4.5.2.1 Caso Advectivo-difusivo

Consideremos o caso ε = 10−3, α = ( 1√
2
, 1√

2
)T e σ = 0. Na Figura 4.40

podemos ver uma comparação entre o método de Galerkin clássico (k = 5), e uma

aproximação de alta ordem com o método MHM. Neste caso, o método de Galerkin

utiliza 3281 graus de liberdade enquanto que o método MHM apenas 2208, sendo
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Figura 4.39: Duas opções para Λ
(2)
F : D2,1(F ) e D0,3(F ). Perfis de corte em y = 0.4375

(esquerda) e zoom (direita).

Figura 4.40: Elevações da solução pelo método de Galerkin (k = 5) (esquerda) e da solução

pelo método MHM usando Λ
(5)
F = D(2,2)(F ) (direita).
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Figura 4.41: Elevações da solução pelo método MHM usando Λ
(8)
F = D(3,2)(F ) (esquerda) e

Λ
(8)
F = D(1,4)(F ) (direita)

143



Figura 4.42: Elevações da solução pelo método de Galerkin (k = 4) (esquerda) e da solução

pelo método MHM usando Λ
(3)
F = D(1,2)(F ) (direita).

que o MHM apresenta resultados superiores em termos de desempenho. Resultados

levemente melhores podem ser obtidos usando o método MHM com uma ordem

ainda mais alta, usando 2044 graus de liberdade, ver Figura 4.41.

4.5.2.2 Caso reativo-difusivo

Consideremos o caso ε = 10−6, α = (0, 0)T e σ = 1. Na Figura 4.42 podemos

ver uma comparação entre o método de Galerkin clássico (k = 4) e uma aproxi-

mação de baixa ordem com o método MHM. Neste caso o método de Galerkin

emprega 2113 graus de liberdade enquanto que MHM apenas 1472, sendo o MHM

superior em termos de desempenho. Na Figura 4.43 comparamos as melhores op-

ções fornecidas pelo método MHM, funções constantes por partes e enriquecidas

nas faces, é evidente que os resultados deste último são superiores tanto em desem-

penho quanto em custo (3312 contra 736 graus de liberdade), quando comparado

com as outras opções.

4.5.2.3 Caso reativo-advectivo-difusivo

Consideremos o caso ε = 10−3, α = ( 1√
2
, 1√

2
)T e σ = 10. Na Figura 4.44

podemos ver uma comparação entre o método de Galerkin clássico (k = 5), e

uma aproximação de alta ordem com o método MHM. Neste caso o método de

Galerkin utiliza 3281 graus de liberdade enquanto que o método MHM emprega
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Figura 4.43: Elevações da solução pelo método MHM usando Λ
(3)
F = D(0,4)(F ) (esquerda) e

Λ
(1)
F = ρ(P1(F )) (direita).

Figura 4.44: Elevações da solução pelo método de Galerkin (k = 5) (esquerda) e MHM usando

Λ
(5)
F = D(2,2)(F ) (direita).
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Figura 4.45: Elevações da solução pelo método MHM usando Λ
(7)
F = D(1,4)(F ) (esquerda) e

Λ
(7)
F = D(0,8)(F ) (direita)
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Figura 4.46: Solução inicial e final por um processo de adaptação de espaço (5 iterações).

2944, observe que o método MHM é muito superior em termos de desempenho. Os

resultados do método MHM ainda podem ser melhorados usando polinômios por

partes e mantendo o mesmo número de graus de liberdade, (ver Figura 4.45).

Em seguida apresentamos o caso ε = 10−3, α = ( 1√
2
, 1√

2
)T e σ = 10, com

h = 0.25 e usamos o espaço Λ
(2)
F = D(2,1)(F ) com a estrátegia adaptativa apresen-

tada na sub-seção 4.3.4. Na Figura 4.46 podemos ver resultados muito competitivos

em uma malha grossa após usar um processo de adaptação de espaços. Ilustra-

mos com um ćırculo vermelho as arestas para as quais o espaço de aproximação

foi aumentado graças ao estimador de erro (ver Figura 4.47). Na Figura 4.47

mostraremos a malha após a concatenação de todas as sub-malhas utilizadas. Vale

lembrar que tais problemas locais são completamente independentes, e logo malhas

diferentes podem ser empregadas em cada elemento da malha grossa. Este fato

mostra a grande flexibilidade do método MHM em aproximar regiões de camada

limite de forma diferenciada.

4.5.3 Problema skew-advection

Aqui estudamos o desempenho do método MHM quando usado para apro-

ximar numericamente a solução do problema skew-advection. Apesar deste teste
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Figura 4.47: Ilustração do espaço modificado final (esquerda), e combinação das malhas de
segundo ńıvel utilizadas (direita).

Figura 4.48: Descrição do problema skew-advection.
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Figura 4.49: Elevações de MHM para uma malha estruturada (acima à esquerda) e não-
estruturada (acima à direita) e Galerkin (embaixo). Aqui σ = 0.
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Figura 4.50: Perfis da solução para na Figura 4.49 e comparação com SUPG. Corte em y = 1−x
(esquerda) e em y = 0.9 (direita).

estar fora do escopo na teoria (a solução exata não está em H1(Ω)), este problema

tornou-se um teste padrão para os métodos numericos. Considere o problema (4.27)

com ΓN = ∅, fronteira de Dirichlet descont́ınua como descrita na Figura 4.48. O

coeficiente de difusão é definido por ε = εI com ε = 10−4, a advecção é definida

como α = (3
5
, 4

5
)T não alinhada com as arestas da malha. Escolhemos diferentes

valores para o coeficiente de reação σ ∈ R+∪{0}, e estudamos a sua influência nos

resultados numéricos. A fonte f é nula em todo o domı́nio. A dificuldade nume-

rica deste problema está concentrada na existência de uma camada limite interna

e uma camada limite externa. É importante notar que este problema está fora da

teoria aqui desenvolvida devido a que a condição de Dirichlet é descont́ınua e a

solução do problema original não está em H1(Th).

Na Figura 4.49 comparamos o método MHM usando Λ
(4)
F = P4(F ) (30.400

graus de liberdade) sobre uma malha estruturada e sobre uma malha não-estruturada,

com a solução pelo método de Galerkin usando P4 (33.025 graus de liberdade). O

método de Galerkin apresenta grandes instabilidades numéricas enquanto que o mé-

todo MHM, tanto para a malha estruturada como para a malha não-estruturada,

apresenta um comportamento estável e não apresenta oscilações espúrias. Na fi-

gura 4.50 mostramos os perfis para os experimentos da Figura 4.49, e adicionamos

uma comparação com o método SUPG usando 33.024 graus de liberdade. Podemos
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Figura 4.51: Elevações da solução para SUPG (esquerda) e MHM (direita). Aqui σ = 0.

observar que o comportamento na camada limite externa é similar em todos os mé-

todos, porém na camada limite externa existem diferenças importantes. O método

de Galerkin mostra grandes oscilações espúrias nesta região o método SUPG apre-

senta uma oscilação espúria em torno de 10% da solução, enquanto que o método

MHM não apresenta oscilações espúrias em nenhum dos casos.

Para estudar o comportamento do MHM de baixa ordem, na Figura 4.51

comparamos os resultados obtidos pelo método MHM sobre uma malha grossa

usando Λ
(21)
F = D(11,1)(F ), com SUPG em uma malha fina usando um número

similar de graus de liberdade (8.096 para MHM e 8.321 para SUPG). No perfil

da solução e zooms das Figuras 4.52, 4.53 e 4.54, observamos oscilações espúrias

residuais (undershooting e overshooting). Este comportamento é muito atenuado

nos resultado obtidos pelo método MHM. Concluimos que os resultados obtidos

pelo MHM são de melhor qualidade.

Finalmente, para validar o estimador de erro a-posteriori apresentado em

(4.49) e a nova estratégia de adaptação de espaço, estudamos uma série de exemplos

numéricos. Nas Figuras 4.55, 4.56, 4.57 e 4.58 usamos um valor diferente do

coeficiente de reação com o espaço inicial Λ
(2)
F = D(2,1)(F ) em cada aresta F ∈

E . Em todos os casos, o processo iterativo foi implementado com um critério de

parada relativo ao erro estimado com uma tolerância de 10−4. Na Figura 4.55

observamos a elevação da solução e uma ilustração do espaço de aproximação
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Figura 4.52: Perfis da solução em y = 1− x da Figura 4.51.
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Figura 4.53: Diferentes zooms dos cortes da Figura 4.52. Parte superior (esquerda) e parte
inferior (direita)
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Figura 4.54: Perfil da solução em y = 0.9 da Figura 4.51 (esquerda) e zoom (direita).

Figura 4.55: Elevação da solução do problema skew-advection (esquerda) e ilustração do refi-
namento baseado em faces (direita). Caso σ = 0.
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Figura 4.56: Elevação da solução do problema skew-advection (esquerda) e ilustração do refi-
namento baseado em faces (direita). Caso σ = 1.

Figura 4.57: Elevação da solução do problema skew-advection (esquerda) e ilustração do refi-
namento baseado em faces (direita). Caso σ = 10.
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Figura 4.58: Elevação da solução do problema skew-advection (esquerda) e ilustração do refi-
namento baseado em faces (direita). Caso σ = 100.
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final adaptado para o caso σ = 0. O número de graus de liberdade do problema

global é 21.315, e observamos que os espaços duplicados se concentram ao longo

da camada limite interna e na camada limite externa. Uma situação similar para o

caso σ = 1 foi obtida (ver Figura 4.56), porém neste caso a camada limite externa

sendo extensa, o número de graus de liberdade usados foi 22.155. Na Figura 4.57

podemos ver como a camada limite interna se atenua e a camada limite externa

é muito mais forte. Neste caso temos 21.366 graus de liberdade. Finalmente

na Figura 4.58 temos o caso para σ = 100, onde foram usados 23.220 graus de

liberdade. Observamos que a camada limite interna desapareceu completamente,

e observamos agora duas camadas limite externas. Em todos os casos relatados

observamos que o estimador de erro a-posteriori induz uma adaptação de espaço

precisamente onde estão posicionadas as camadas limite, validando desta forma a

nova estratégia de adaptatividade.

4.6 Transporte passivo em um meio altamente heterogêneo

O modelo de transporte passivo representa a concentração de uma especie

transportada pela hidrodinâmica de um fluido escoando através de um meio poroso

(ver [20], página 29). Se considerarmos um meio altamente heterogêneo o modelo

de transporte passivo define um problema com caracteŕısticas multi-escalas.

Nesta seção estudamos o comportamento do método MHM para a equação

reação-advecção-difusão, quando usado para aproximar a solução de um modelo

de transporte passivo em um meio altamente heterogêneo. O modelo estudado é

representado pelo problema de advecção-difusão-dispersão parabólico (4.76) aco-

plado ao problema de Darcy (4.78).
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4.6.1 Problema de transporte

Consideremos o seguinte problema de advecção-difusão-dispersão parabólico:

Achar u tal que

ut +∇·(−ε∇u+ v u) = 0 em Ω×]0, T ],

−ε∇u · nΓ = 0 em ΓN×]0, T ],

u = 1 em ΓD×]0, T ],

u = 0 em Ω× {0},


(4.76)

onde Ω = [0, 3] × [0, 1], ΓD = {(x, y) ∈ Γ : x = 0}, ΓN = Γ \ ΓD e T é o tempo

final. O tensor de dispersão-difusão ε é dado pela expressão

ε(x) = (αm + |v|αt)I + (αl − αt)
v ⊗ v
|v| , (4.77)

onde αm, αl, αt ∈ R são paramêtros f́ısicos do problema os quais satisfazem a

relação αm, αt ∈]0, αl]. A velocidade de Darcy v é dada por v = −K∇p onde p

satisfaz o seguinte problema eĺıptico: Achar p tal que

∇·(−K∇p) = 0 em Ω,

−K∇p · nΓ = 0 em Γ|y=0 ∪ Γ|y=1,

p = 1 em Γ|x=0,

p = 0 em Γ|x=3,


(4.78)

ondeK = κI é o tensor heterogêneo uniformemente eĺıptico descrito na Figura 4.59.

O problema (4.78) é resolvido usando o método MHM (com l = 2) apresentado

no caṕıtulo 2 e usando a malha na Figura 4.60. A solução p é pós-processada e

obtemos a velocidade de Darcy v = −K∇p com caracteŕısticas multi-escalas (ver

Figura 4.61). Este campo de velocidade é um dado para o problema de transporte

(4.76).
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Figura 4.59: Permiabilidade com 64× 256 valores.

Figura 4.60: Malha regular não estruturada, 499 elementos.

Figura 4.61: Campo da velocidade de Darcy multi-escalas.
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4.6.2 Discretização temporal

Usamos uma discretização temporal de tipo Euler impĺıcito (ver [50] página

156) para reduzir o problema parabólico (4.76) a uma coleção de problemas eĺıp-

ticos. Em seguida aplicamos o método MHM apresentado neste caṕıtulo. Seja

N ∈ N e defina ∆t = 1
N

. Logo 0 = t0 < . . . < tn < . . . < tN = T , onde

tn = tn−1 + ∆t, para n ∈ N,

que define uma partição para o intervalo de tempo [0, T ]. Introduzimos as aproxi-

mações un ≈ u(tn) e un−un−1

∆t
≈ ut(tn) para n ∈ N. Assim, o problema parabólico

(4.76) é aproximado resolvendo-se o problema de reação-advecção-difusão: Achar

un tal que

∇·(−ε∇un + v un) + 1
∆t
un = 1

∆t
un−1 em Ω×]0, T ],

−ε∇un · nΓ = 0 em ΓN×]0, T ],

un = 1 em ΓD×]0, T ],

 (4.79)

para cada n ∈ N. Logo, podemos aplicar o método MHM para uma aproximção

de un em cada passo de tempo tn. Note que no problema (4.79) o único dado

que se altera ao longo do processo é o lado direito 1
∆t
un−1. Portanto, em termos

computacionais, o problema se reduz a montar o lado direito do problema (4.79)

em cada passo de tempo e resolver o sistema linear associado ao problema global.

4.6.3 Resultados numéricos

Usamos os paramêtros f́ısicos αm = 10−6, αl = 1, αt = 10−3 e fixamos o

tempo final T = 3.75. A variável temporal foi discretizada uniformemente com

N = 750. Aplicamos o método MHM usando a malha grossa na Figura 4.60

e aproximamos o fluxo através das fases usando o espaço Λ
(11)
F = D2,4(F ), e o

segundo ńıvel é aproximado usando 1024 elementos do tipo P3.

Após 25 iterações, observamos nas Figuras 4.62 e 4.63 que o comportamento
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Figura 4.62: Saturação no tempo t = 0.125.

Figura 4.63: Saturação no tempo t = 0.125.

Figura 4.64: Saturação no tempo t = 0.5.

Figura 4.65: Saturação no tempo t = 0.625.
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Figura 4.66: Saturação no tempo t = 1.25.

Figura 4.67: Saturação no tempo t = 2.5.

Figura 4.68: Saturação no tempo t = 3.75.
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multi-escalas induzido pelo coeficiente de difusão ε e de advecção v são bem cap-

turados pelo método MHM, apresentado uma solução com um comportamento

multi-escalas sem oscilações espúrias (ver Figura (4.63)).

Na sequência, apresentamos resultados numéricos que mostram a evolução

no tempo da solução aproximada para o problema parabólico (4.76), (ver Figuras

4.64, 4.65, 4.66, 4.67 e 4.68). A solução apresenta caracteŕısticas multi-escalas em

cada passo de tempo. Como esperado a solução u apresenta valores maiores nas

zonas em que o meio apresenta permeabilidade mais alta (ver Figura 4.59).

Figura 4.69: Saturação no tempo t = 2.5 sobre a malha usada.

Para mostrar a relação entre a solução usando o método MHM e a malha

grossa usada apresentamos uma comparação nas Figuras 4.69 e 4.70. Novamente

aqui podemos ver como o segundo ńıvel captura de forma eficiente os aspectos

multi-escalas. Nos zooms apresentados na Figura 4.70 podemos ver que o com-

portamento multi-escalas da saturação é perfeitamente “transmitido” através dos

elementos e seguindo direção da velocidade v. Concluimos que o método MHM é

eficiente para a aproximação numérica de problemas de transporte com comporta-

mento multi-escalas induzido pela natureza multi-escalas dos dados.

4.7 Conclusões

Neste caṕıtulo foi proposta uma nova famı́lia de métodos de elementos finitos

para a equação de reação-advecção-difusão, denominados de MHM, que capturam

com precisão as pequenas escalas do problema induzidas tanto pela natureza multi-

escalas dos dados quanto por um comportamento singularmente perturbado da
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Figura 4.70: Diferentes ampliações da Figura 4.69.

própria solução. Os métodos MHM foram desenvolvidos usando uma estratégia de

decomposição de espaços similar a usada no caṕıtulo 2. A análise matemática dos

métodos mostrou convergência ótima nas normas naturais e permitiu construir um

estimador de erro a-posteriori localmente eficiente e confiável. Como consequência,

foi posśıvel definir uma nova estratégia de adaptatividade de espaços. Os resulta-

dos numéricos verificam os resultados teóricos e mostram a capacidade do método

MHM em tratar de forma precisa heterogeneidades e coeficientes de alto contraste.

A nova estratégia de adaptação mostrou-se bastante conveniente do ponto de vista

prático. Assim o método MHM surge como uma alternativa atrativa para resolver

problemas com aspectos multi-escalas e reativo e/ou advectivo dominantes em ma-

lhas grossas, além de possuir a caracteŕıstica de poder ser naturalmente adaptado

a ser implementado em máquinas de processamento paralelo.
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Caṕıtulo 5

Conclusões e perspectivas

Este trabalho propôs uma nova famı́lia de métodos, denominados de MHM,

para problemas caracterizados por conter múltiplas escalas. A metodologia MHM

foi aplicada à solução do problema de Darcy com coeficientes altamente hetero-

gêneos e ao problema de reação-advecção-difusão. No primeiro caso, o método

MHM se apresenta em sua forma mista, enquanto que no segundo caso o método é

eĺıptico. Os métodos são caracterizados por uma representação em termos de uma

coleção de problemas locais e uma formulação global definida no “esqueleto” da

partição. Com base nesta decomposição da solução, os métodos MHM apresentam

as seguintes caracteŕısticas:

• Localidade, através da qual os aspectos multi-escalas são capturados de

forma independente em cada elemento;

• Precisão em malhas grossas;

• Estrutura naturalmente paralelizável;

• Bem posto, com convergência ótima para as variáveis primal e dual nas

normas naturais;

• Soluções localmente conservativas;

• Induz a construção de um estimador de erro a-posteriori baseado em faces,

localmente eficiente e confiável;
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• Possibilita a introdução de uma nova estratégia de adapatividade de espa-

ços.

Os resultados teóricos foram validados através de diversos experimentos nu-

méricos que comprovaram tanto as taxas de convergência quanto a capacidade do

método MHM em capturar os aspectos multi-escalas do problema. Os testes nu-

méricos também apontaram formas eficientes (do ponto de vista prático), de se

utilizar o MHM, a saber:

• No caso da equação de Darcy com coeficientes altamente hetorogêneos foi

suficiente utilizar aproximações polinomiais de baixa ordem e cont́ınuos

nas faces;

• No caso da equação de reação-advecção-difusão, a melhor opção custo-

benef́ıcio consistiu em se utilizar aproximações polinomiais de baixa ordem

definidos por partes em cada face.

• No caso particular da equação de reação-difusão obtivemos resultados no-

tadamente superiores quando usadas funções enriquecidas não polinomiais

para aproximar a variável dual (fluxo).

• O estimador de error a posteriori baseado em faces mostrou-se muito efi-

ciente em dirigir um algoritmo de adaptação de malhas.

• A nova estratégia de adaptatividade de espaços mostrou-se uma alternativa

muito eficiente e prática para se evitar a construção de uma nova malha

adaptada. Tal processo tem grande apelo prático por evitar o uso de

geradores de malha externos.

A partir dos resultados acima, propomos a seguir uma série de posśıveis

extensões teóricas e práticas dos métodos MHM:

• Análise da posśıvel convergência uniforme do método MHM com respeito

aos pequenos parâmetros dos modelos (por exemplo, o comportamento do
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coeficiente de permeabilidade na equação de Darcy ou, do coeficiente de

difusão na equação de transporte);

• Desenvolvimento e análise numérica de espaços de aproximação não poli-

nomiais para o multiplicador de Lagrange (fluxo);

• Propor termos estabilizantes para o método MHM com o intuito de per-

mitir o uso de elementos Pk(F ) cont́ınuos no “esqueleto” da partição,para

aproximar o multiplicador de Lagrange;

• Extensão da metodologia MHM a modelos parabólicos ou hiperbólicos;

• Extensão do método MHM a problemas mistos lineares (por exemplo,

equação de Stokes) e não lineares (por exemplo, equação de Navier-Stokes).

• Aplicação do método MHM à resolução de modelos acoplados (por exem-

plo, escoamentos multi-fásicos em meios porosos com acomplamento ge-

omecânico). O objetivo é aplicar o mesmo método numérico a todas as

equações que compõem o modelo acoplado.

Além disso, por suas caracteŕısticas, o método MHM, é naturalmente pa-

ralelizável em máquinas massivamente paralelas, e logo um estudo de speed-up e

comparação com outro métodos multi-escalas, seguirá naturalmente deste trabalho.

Concluimos que a famı́lia de métodos MHM proposta nesta tese constitui

uma alternativa eficiente e inovadora para a simulação computacional de proble-

mas com múltiplas escalas, desenvolvida dentro de um escopo teórico preciso e

naturalmente adaptado a computação paralela. Deste ponto de vista, a extensão

dos métodos MHM a modelos mais complexos deverá ter seu ponto de partida neste

trabalho. Este trabalho de tese não se encerra em si e intenciona abrir novas pers-

pectivas para a simulação computacional de problemas complexos com aspectos

multi-escalas.
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Apêndice A

Resultados clássicos

A.1 Desigualdades

Lema A.1 Seja K ∈ [L∞(Ω)]d×d tal que exista cmin, cmax > 0 onde

cmin |ξ|2 ≤ ξTK(x) ξ ≤ cmax|ξ|2, (A.1)

para todo ξ ∈ Rd e para todo x ∈ Ω̄. Então as seguintes afirmações são verdadeiras:

(1)
√
cmin ≤ ||K||∞ ≤

√
cmax;

(2) Para x ∈ Ω, K(x) ∈ Rd×d é inverśıvel, denotando K−1(x) := [K(x)]−1, temos

1√
cmax

≤ ||K−1||∞ ≤ 1√
cmin

.

Demonstração: Os argumentos aqui expostos utilizam a definição de ess sup, e

logo a norma || · ||∞ pode ser escrita como

||K||∞ = inf

{
a ∈ R : meas

{
x ∈ Ω̄ : max

|y|=1

√
yTK(x)y > a

}
= 0

}
. (A.2)

Para (1): Seja x ∈ Ω̄ de (A.1) notamos que K(x) ∈ Rd×d satisfaz

√
cmin ≤

√
yT K(x)y ≤ √cmax, ∀y ∈ Rd : |y| = 1. (A.3)
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Logo, usando as propriedades do max, temos

√
cmin ≤ max

|y|=1

√
yT K(x)y ≤ √cmax, ∀x ∈ Ω̄. (A.4)

A expressão em (A.4) implica que

meas

{
x ∈ Ω̄ : max

|y|=1

√
yTK(x)y >

√
cmax

}
= 0,

logo, da definição (3.22) temos ||K||∞ ≤
√
cmax. Se supomos que ||K||∞ <

√
cmin

então é posśıvel definir c0 = 1
2
(
√
cmin + ||K||∞), implicando ||K||∞ < c0 <

√
cmin, e

assim usando a definição em (A.2) temos

meas

{
x ∈ Ω̄ : max

|y|=1

√
yTK(x)y > c0

}
= 0,

o que contradiz (A.4) pois meas Ω̄ > 0. Logo, ||K||∞ ≥
√
cmin.

Para (2): Seja x ∈ Ω̄ e defina Ax = K(x). Supondo y ∈ Rd tal que Axy = 0, e

usando a condição (A.1), temos que

cmin|y|2 ≤ yTAx y = 0,

então y = 0 e portanto Ax é inverśıvel com inversa A−1
x . Logo, podemos definir a

função K−1 : Ω̄→ Rd×d tal que K−1(x) = A−1
x em cada x ∈ Ω̄. Da definição de K

temos que Ax é uma matriz simétrica (logo A−1
x também é uma matriz simétrica),

e de (A.3) temos que yTAx y > 0 para todo y ∈ Rd. Escolhendo y = A−1z,

para z 6= 0 arbitrário temos zTA−1
x z > 0 . Então existe A

− 1
2

x ∈ Rd×d simétrica e

inverśıvel tal que A
− 1

2
x A

− 1
2

x = A−1
x (ver [7], página 145). Notemos que (A.3) pode

ser escrita equivalentemente como

√
cmin ≤

√
yT Ax y

|y| ≤ √cmax, ∀y ∈ Rd : y 6= 0. (A.5)
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Seja z ∈ Rd \ {0} arbitrário, e escolha y = A
− 1

2
x z 6= 0 em (A.5). Logo obtemos

que

√
cmin ≤

|z|√
zT A−1

x z
≤ √cmax, ∀z ∈ Rd : z 6= 0, (A.6)

e assim, mostramos a estimativa

1√
cmax

≤
√
zT K−1(x) z

|z| ≤ 1√
cmin

, ∀z ∈ Rd : z 6= 0, (A.7)

ou equivalentemente,

1√
cmax

≤
√
zT K−1(x) z ≤ 1√

cmin

, ∀z ∈ Rd : |z| = 1. (A.8)

Finalmente, em (A.8) repetimos o procedimento feito no item (1) para obter a

estimativa do item (2).

Teorema A.2 Seja K um domı́nio limitado e convexo e v ∈ H1(K) ∩ L2
0(K).

Então a seguinte desigualdade é satisfeita

||v||0,K ≤
hK
π
||∇v||0,K , (A.9)

onde hK representa o diâmetro de K.

Demonstração: ver [57].

Teorema A.3 Seja K um domı́nio limitado e v ∈ H1(K). Existe uma constante

C > 0, independente de hK , tal que

||v||0,∂K ≤ C

[
1

hK
||v||20,K + hK ||∇v||20,K

] 1
2

, (A.10)

onde hK representa o diâmetro de K.

Demonstração: ver [3], página 40.
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Teorema A.4 Seja K um domı́nio limitado, F ⊂ ∂K e v ∈ H2(K). Existe uma

constante C > 0, independente de hK , tal que

||∇v · nF ||0,F ≤ C

[
1

hK
||∇v||20,K + hK |v|22,K

] 1
2

, (A.11)

onde hK representa o diâmetro de K.

Demonstração: ver [3], Teorema 3.11.

Teorema A.5 Seja K ∈ Th e vh ∈ H2(Th) uma função que pertence a um espaço

de dimensão finita. Então existe C > 0, independente de hK tal que

|vh|2,K ≤
C

hK
||∇vh||0,K . (A.12)

Demonstração: Ver [27], página 75.

A.2 Resultados abstratos

Consideremos o problema da existência e unicidade de solução do seguinte

problema misto:

Achar (u, p) ∈W ×Q tal que

B(u, p ; v, q) = F (v, q)

para todo (v, q) ∈W ×Q,

 (A.13)

onde W e Q são espaços de Banach reflexivos munidos com as normas ||·||W e ||·||Q,

respectivamente. Assumimos que a forma bilinear B : (W ×Q)× (W ×Q)→ R é

limitada e está definida por

B(u, p ; v, q) := a(u, v) + b(v, p) + b(u, q),
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onde a : W ×W → R e b : W × Q → R são formas bilineares limitadas, e que a

forma linear F : W ×Q→ R é limitada e está definida por

F (u, p) := f(u) + g(p),

onde f : W → R e g : Q → R são formas lineares limitadas. Definimos a norma

do espaço produto como

||(q, w)||W×Q := ||w||W + ||q||Q. (A.14)

O problema (A.13) está bem posto se e somente se,

(1) a seguinte condição de sobrejetividade é satisfeita: Existe β > 0 tal que

inf
(u,p)∈W×Q

sup
(u,p)∈W×Q

B(u, p ; w, q)

||(u, p)||W×Q||(w, q)||W×Q
≥ β;

(2) a seguinte condição de injetividade é satisfeita: Seja (u, p) ∈ W ×Q, então

[B(u, p ; w, q) = 0, ∀(w, q) ∈ W ×Q]⇒ [(u, p) = (0, 0)] .

Sabemos que (ver [27], página 101) as condições apresentadas em (1) e (2) são

condições necessárias e suficientes sobre as formas bilineares a(·, ·) e b(·, ·). A

suficiência é revisitada no seguinte Lema de forma que as constantes envolvidas

tenham uma menor dependência com respeito de K do que a versão apresentada em

[22]. Lembramos que, devido ao fato de a(·, ·) ser um operador limitado podemos

definir sua norma, como

||a|| := sup
u,v∈W

a(u, v)

||u||W ||v||W
< +∞. (A.15)

Teorema A.6 Sejam (W, || · ||W ) e (Q, || · ||Q) espaços de Banach reflexivos. As-

sumimos que o operador bilinear limitado B : (W ×Q)× (W ×Q)→ R é definido
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por

B(u, p ; w, q) := a(u, v) + b(v, p) + b(u, q),

onde a : W ×W → R e b : W ×Q→ R são formas bilineares limitadas, com b(·, ·)

simétrica. Consideremos o espaço N := {w ∈ W : b(w, q) = 0, ∀q ∈ Q}. Assuma

que:

(a) Existe ca > 0 tal que,

ca||w||W ≤ sup
v∈N

a(w, v)

||v||W
, ∀w ∈ N ;

(b) Existe cb > 0 tal que,

cb||q||Q ≤ sup
w∈W

b(w, q)

||w||W
, ∀q ∈ Q.

Então,

(1) Existe β > 0 tal que,

inf
(u,p)∈W×Q

sup
(w,q)∈W×Q

B(u, p ; w, q)

||(u, p)||W×Q||(w, q)||W×Q
≥ β,

onde β > 0 é dado pela expressão

β :=

[
2 max

{
1

cb
+

1

ca

(
1 +
||a||
cb

)
,

1

cb

(
1 + ||a||

(
1

cb
+

1

ca

(
1 +
||a||
cb

)))}]−1

.

(2) Seja (u, p) ∈ W ×Q, então

[B(u, p ; w, q) = 0, ∀(w, q) ∈ W ×Q]⇒ [(u, p) = (0, 0)] .

Se (W, (·, ·)W ) e (Q, (·, ·)Q) são espaços de Hilbert, então

β :=

[
2 max

{(
1 +
||a||
ca

)
,

1

cb

(
1 +

1

ca

(
1 +
||a||
ca

))}]−1

.
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Demonstração: No caso em que (W, || · ||W ) e (Q, || · ||Q) são espaços de Banach

reflexivos, a demonstração é dada em [27], página 101. A seguir, estudamos o caso

em que (W, (·, ·)W ) e (Q, (·, ·)Q) são espaços de Hilbert, seguindo os passos propostos

em [71]. Considere as tranformções lineares A : W → W e B : W → Q, definidas

por:

• (Au, v)W = a(u, v), ∀u, v ∈ W ;

• (Bv, q)Q = b(v, q), ∀v ∈ W, ∀q ∈ Q.

Note que kerB = N . Da decomposição W = N ⊕ N⊥ temos que u ∈ W pode

escrever-se como u = u0 + u1 ∈ N ⊕N⊥. Considere a projeção N : W → N e as

transformações A0 = NA e P = ANA−1
0 N . Observe que as condições (a), (b)

e (c) fazem com que os operadores A0 e B|N⊥ sejam isomorfismos. Logo, existe

u0 ∈ N , u1 ∈ N⊥ e p ∈ Q tais que

• A0u0 = N ( f −Au1);

• Bu1 = g;

• BTp = f −Au = (I −N )(I − P )(f −Au1).

Observe que ||A−1
0 ||L(N ,N ) ≤ 1

ca
, ||B−1||L(Q,N⊥) ≤ 1

cb
e ||I−P || ≤ ||a||

ca
, logo, usando

as identidades acima, temos

||(u, p)||W×Q ≤ ||u0||W + ||u1||W + ||p||Q

≤ ||u0||W ||f ||W + ||Au0||W +
||a||
ca

[||f ||W + ||Au0||W ]

≤ 1

cb

(
1 +

1

ca

(
1 +
||a||
ca

))
||g||Q +

(
1 +
||a||
ca

)
||f ||W .

o resultado segue de observar que a melhor constante β satisfaz a condição

β ≥
[
2 max

{(
1 +
||a||
ca

)
,

1

cb

(
1 +

1

ca

(
1 +
||a||
ca

))}]−1

.
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Assuma agora b(·, ·) ≡ 0. Reescrevemos o problema misto A.13 como:

Achar u ∈ V tal que

a(u, v) = (f, v),

para todo v ∈ V .

 (A.16)

Em seguida apresentamos um resultado clássico que consiste em uma condição

suficiente para a existência e unicidade de solução para o problema (A.16). Este

Lema pode ser interpretado como um caso particular do Teorema de Banach-Nečas-

Babuška (ver [27], página 85).

Lema A.7 (Lax-Milgram) Seja V um espaço de Hilbert, e a : V × V → R uma

forma linear, cont́ınua e coerciva, i.e.:

(a) existe C > 0 tal que

a(u, v) ≤ C||u||V ||v||V , ∀u, v ∈ V,

(b) existe β > 0 tal que

a(v, v) ≥ β||v||2V , ∀ v ∈ V.

Assuma f no espaço dual de V . Então, o problema (A.16) é bem posto e a seguinte

estimativa ocorre:

||u||V ≤
1

β
||f ||V ′ ,

onde || · ||V ′ representa a norma do espaço dual de V.

Demonstração: Ver [27], página 83.
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Apêndice B

Considerações de implementação

O método MHM apresentado e analisado nesta tese propõe-se a aproximar

a solução de problemas com comportamento multi-escalas. A metodologia empre-

gada pelo método MHM está baseada na captura dos aspectos multi-escalas do

problema através de problemas locais. Tais problemas locais são independentes e

podem ser resolvidos paralelamente usando uma estratégia de dois ńıveis. Neste

apêndice tratamos dos temas computacionais relativos tanto à (potencial) forma

de paralelização do algoritmo, quanto à estratégia de dois ńıveis utilizada.

Os algoritmos aqui apresentados são aplicáveis tanto a versão do método

MHM para a equação de Darcy quanto à equação reação-advecção-difusão. De-

notamos por H > 0 o tamanho caracteŕıstico da malha global TH e por h > 0

o tamanho caracteŕıstico da malha Th = Th(K) usada no segundo ńıvel de cada

elemento K ∈ TH .

B.1 Problemas locais

Os problemas locais associados ao método MHM são resolvidos numerica-

mente usando o método de Galerkin clássico de alta ordem. Em cada K ∈ Th
usamos o espaço de aproximação

Vh(K) := {vh ∈ C0(K) : vh|Kh ∈ Pk(Kh), Kh ∈ Th(K)}, (B.1)
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com k ∈ N, ou o espaço de aproximação V 0
h (K) := Vh(K)∩L2

0(K), quando necessá-

rio. Denotaremos por aK indistintamente a forma bilinear associada aos problemas

locais para resolver a equação de Darcy ou para resolver a equação reação-advecção-

difusão. Para a equação de Darcy temos que aK : V 0
h (K)× V 0

h (K)→ R é tal que

aK(uh, vh) := (K∇uh,∇vh)K ,

a qual está associada aos problemas locais (2.17) e (2.18). Para a equação reação-

advecção-difusão aK : Vh(K)× Vh(K)→ R é tal que

aK(uh, vh) := (ε∇uh,∇vh)K+
1

2
(α·∇uh, vh)K−

1

2
(uh,α·∇vh)K+

1

2
((∇·α+2σ)uh, vh)K ,

a qual está associada aos problemas locais (4.15) e (4.16). Considere BK =

{φ1, . . . φNK} a base canônica para Vh(K). Do ponto de vista local, é necessário

montar apenas uma matriz que denominamos AK = {AKij}, a qual está definida

através das suas componentes:

AKij := aK(φj, φi), ∀i, j = 1, . . . , NK .

Seja F ⊂ ∂K uma aresta (ou sub-aresta, ver definição (4.40)). Consideremos

BF := {ψ1, . . . , ψl+1} a base canônica do espaço Pl(F ). Defina o vetor BF (i) :=

{BF (i)
j }, para cada i = 1, . . . , l + 1, através das suas componentes:

BF
(i)
j = −(ψi, φj)F , ∀j = 1, . . . , NK .

Finalmente, defina o vetor Bf = {Bfj} através das sua componentes:

Bfj = (f, φj)K , ∀j = 1, . . . , NK .
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Para os problemas locais associados ao método MHM para a equação de Darcy

devemos adicionar uma linha e uma coluna à matriz AK, a saber,

AKNK+1,j = AKj,NK+1 :=
1

|K|

∫
K

φj, ∀j = 1, . . . NK , e AKNK+1,NK+1 = 0,

e uma componente nula a cada vetor

BF
(i)
NK+1 = 0, e BfNK+1 = 0.

Considerando a representação local da forma bilinear, pode-se reescrever

aK(φj, φi) =
∑

Kh∈Th(K)

aKh(φj|Kh , φj|Kh),

onde aKh = aK |Kh×Kh . Seja Kh ∈ Th(K), pela natureza local das funções de base

φ1, . . . , φNK , sabemos que existe um número finito delas com suporte em Kh dado

por, NKh = (k + 1)2, se Kh é um quadrilâtero, e por NKh = 1
2
(k + 1)(k + 2) se Kh

é un triângulo.

De forma similar, denotamos por NKh∩F o número de funções de base com

suporte em Kh∩F . Como este número da geometria da malha Th(K), não podemos

determiná-lo a priori. Note que para Kh ∩ F = ∅ temos NKh∩F = 0. Assim, a

montagem e resolução dos problemas locais pode ser resumida no algoritmo 2, onde

SKF = (n · n∂K) representa o sinal associado à face F ∈ E∂K do elemento K ∈ Th.

B.2 Problema global

Os problemas locais descritos na seção 2 são usados pelo método MHM em

um problema global ((2.29) para a equação de Darcy e (4.37) para a equação

reação-advecção-difusão) o qual considera todos os elementos da malha K ∈ TH .

No algoritmo 3 apresentamos uma parte de processo de montagem da matriz global

a qual pode ser expressa localmente. Finalmente, no algortimo 4 é apresentado

o cálculo da solução usando o método MHM. Observe que o método MHM é
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Algoritmo 2: SOLVER_LOCAL

1 Entrada: K;
2 para Kh ∈ Th(K) faça
3 para i = 1 : NKh faça
4 para j = 1 : NKh faça
5 AKh(i, j) = aKh(φj, φi)
6 fim
7 Bfh(i) = (f, φi)Kh
8 AKh(i, NKh + 1) = 1

|K|

∫
Kh
φi; % Apenas para Darcy

9 AKh(NKh + 1, i) = 1
|K|

∫
Kh
φi; % Apenas para Darcy

10 fim
11 AKh(NKh + 1, NKh + 1) = 0; % Apenas para Darcy
12 Bfh(NKh + 1) = 0; % Apenas para Darcy
13 MONTAGEM: AK ← AKh; Bf ← Bfh;
14 para F ⊂ ∂K faça
15 para i = 1 : l + 1 faça
16 para j = 1 : NKh∩F faça

17 BF
(i)
h (j) = −SKF (ψi, φj)F∩Kh ;

18 fim

19 BF
(i)
h (NKh + 1) = 0; % Apenas para Darcy

20 MONTAGEM: BF (i) ← BF
(i)
h ;

21 fim

22 fim

23 fim
24 RESOLVE: AK uf = Bf ;
25 para F ⊂ ∂K faça
26 para i = 1 : l + 1 faça

27 RESOLVE: AK η
(i)
F = BF (i);

28 fim

29 fim
30 Sáıda: η; uf ;

naturalmente paralelizável.

B.3 Discretização temporal

Considere o problema de reação-advecção-difusão-dispersão apresentado no

caṕıtulo 4. A discretização temporal (4.79) mostra que não é necessário calcular

todos os problemas locais a cada passo de tempo ou montar novamente a matriz

global. De fato, modificamos o algoritmo 2 para armazenar e disponibilizar todas

as matrizes locais {AK}K∈TH , e no algoritmo 5 apresentamos uma modificação do

187



Algoritmo 3: SALTOS_LOCAL

1 Entrada: K; η; uf ;
2 para Kh ∈ Th(K) faça
3 para F ∈ ∂K faça
4 para j = 1 : l + 1 faça
5 para E ⊂ ∂K faça
6 para i = 1 : l + 1 faça

7 Jη
(i,j)
E,F = −SKF (η

(i)
E , ψj)F

8 fim

9 fim

10 Jf
(j)
F = SKF (uf , ψj)F ;

11 J1
(j)
F = −SKF (1K , ψj)F ; % Apenas para Darcy

12 fim

13 fim

14 fim
15 Sáıda: Jη; Jf ; % Apenas para RAD
16 Sáıda: Jη; Jf ; J1; % Apenas para Darcy

Algoritmo 4: GLOBAL

1 Entrada: DATA PROBLEM

2 para K ∈ TH faça em paralelo
3 {ηK , uKf } = SOLVER_LOCAL(K);

4 {AK , bKf } = SALTOS_LOCAL(ηK , uKf ); % Apenas para RAD

5 {AK , bKf , BK} = SALTOS_LOCAL(ηK , uKf ); % Apenas para Darcy

6 fK0 = (f, 1K)K ; % Apenas para Darcy

7 fim
8 MONTAGEM: A← AK ; b← bK ;
9 MONTAGEM: B ← BK ; f0 ← fK0 ; % Apenas para Darcy

10 RESOLVE: AλH = b; % Apenas para RAD
11 RESOLVE: [A BT ;B 0][λH ; u0] = [−f0; b]; % Apenas para Darcy
12 para K ∈ TH faça

13 uλHK =
∑

F⊂∂K
〈λFH , ηKF 〉

14 fim
15 uH = uλH + uf ;
16 uH = uH + u0; % Apenas para Darcy
17 Sáıda: uH ;

algoritmo 3 com a finalidade de calcular os saltos apenas da função que contribuirá

para o lado direito do sistema linear. Com isto, o método MHM usado sobre

a discretização temporal de um problema parabólico pode ser representado pelo

algoritmo 6.
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Algoritmo 5: SALTOS_LOCAL_0

1 Entrada: K; v;
2 para Kh ∈ Th(K) faça
3 para F ∈ ∂K faça
4 para j = 1 : l + 1 faça

5 Jv
(j)
F = SKF (v, ψj)F ;

6 fim

7 fim

8 fim
9 Sáıda: Jv;

Algoritmo 6: DISCRETIZAÇ~AO TEMPORAL

1 Entrada: DATA PROBLEM

2 para K ∈ TH faça em paralelo
3 {ηK , uKf , AK} = SOLVER_LOCAL(K);

4 {AK , bKf } = SALTOS_LOCAL(ηK , uKf );

5 fim
6 MONTAGEM: A← AK ; b← bK ;
7 % Loop temporal
8 para n = 1 : N faça
9 para K ∈ TH faça

10 para Kh ∈ Th faça
11 para i = 1 : NKh faça
12 Buh(i) = (un−1

H , φi)Kh
13 fim

14 fim
15 MONTAGEM : Bu← Buh;
16 RESOLVE: AKuKuH = Bu;
17 bKn−1 = SALTOS_LOCAL_0(uKuH );

18 fim
19 MONTAGEM: bn−1 ← bKn−1;
20 RESOLVE: AλH = b+ bn−1;
21 para K ∈ TH faça

22 uλHK =
∑

F⊂∂K
〈λFH , ηKF 〉

23 fim
24 unH = uλH + uuH + uf ;

25 fim
26 Sáıda: uNH ;

B.4 Desempenho

Um ponto fundamental a ser estudado do método MHM é o desempenho

computacional. O método MHM foi desenvolvido pensando na sua implementação
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Figura B.1: Elevação da solução obtida com o método de Galerkin (esquerda) e com o método
MHM (direta).

em máquinas massivamente paralelas (ver algoritmo 4), onde se espera que se

obtenha o desempenho teórico ideal (speed-up igual ao número de elementos na

malha TH). Nesta tese nos limitamos ao estudo do custo computacional devido à

implementação sequencial do método MHM. Neste caso, o método MHM apresenta

vantagens relativas ao tamanho da matriz global a ser resolvida, e logo a um

gerenciamento de memória mais eficiente.

Na tabela B.1 comparamos os tempos de execução do método de Galerkin

usado em uma malha de aproximadamente 1 milhão de elementos P3 com os tempos

de execução do método MHM usado em uma malha de aproximadamente 16 mil

elementos. No segundo ńıvel usamos 64 elementos P3 e o multiplicador de Lagrange

foi interpolado por quatro funções polinomiais de ordem 2 em cada aresta. Os graus

de liberdade usados no primeiro ńıvel são representados por N1 e os empregados

no segundo ńıvel por N2 (vale apenas para o método MHM). Este experimento

numérico foi implementado usando o ambiente de programação interpretada MA-

TLAB e rodado em uma máquina com processador Core 2 duo de 3,06 GHz e com

8GB de memoria RAM. Todos os processos foram executados sequencialmente. O

excessivo requerimento de memória do método de Galerkin fez com que a memó-

ria dispońıvel fosse insuficiente para resolver o sistema linear resultante, isto foi

traduzido em um longo tempo de resolução do sistema linear. Por outro lado, o
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Figura B.2: Influência de h no erro do método (esquerda) e relação de graus de liberdade para
h fixo.

método MHM usando um número similar de graus de liberdade mostrou um uso de

memória muito mais eficiente e um tempo de execução significativamente menor.

Os resultados numéricos obtidos pelas duas estratégias não apresentam diferenças

significativas (ver Figura B.1). Observe que a maior parte do tempo gasto pelo

método MHM está na montagem da matriz (resolução de problemas) locais. Logo

uma paralelização massiva deste procedimento poderia reduzir este tempo a uma

fração de segundo, faltando considerar “apenas” o tempo de comunicação de da-

dos (por exemplo entre um dispositivo GPU e a memória do hospedeiro, ver [44]).

Comparações do erro de aproximação e tempo de execução, entre o método MHM

e métodos clássicos, assim como curvas de speed-up para implementações paralelas

do método MHM serão apresentadas em trabalhos futuros.

Em seguida comentamos considerações importantes com respeito da influên-

cia do tamanho da discretização do segundo ńıvel h.

O método MHM apresenta convergência ótima desde que as funções de base

multi-escalas sejam bem aproximadas pelo método de segundo ńıvel. Logo, a es-

colha de h tem influência tanto na qualidade da solução quanto no custo com-

putacional do método MHM. Na Figura B.2 (esquerda) mostramos a influência

do h no erro da solução calculada com o método MHM. Assumimos que o erro
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Tabela B.1: Custo computacional para o método MHM e para o método de Ga-
lerkin.

método N1 N2 ∆t montagem ∆t solver ∆t total

GALERKIN 4.721× 106 0 24.349% 75.650% 4.690× 103 s
MHM 2.933× 105 5.324× 106 97.973% 2.047% 3.751× 103 s

eH =

[ ∑
K∈Th
||u− uH ||21,K

] 1
2

corresponde ao erro calculado usando um segundo ńı-

vel “exato” (o qual foi obtido usando um h extremamente pequeno) e ehH é o erro

da solução calculada com o método MHM usando um segundo ńıvel de tamanho

h. Como esperado, observamos que a influência de h decresce rapidamente com

valores de h suficientemente pequenos.

Uma vez fixado um valor de h suficientemente pequeno tal que o erro asso-

ciado a aproximação da funções de base seja pequeno, podemos estabelecer uma

relação entre H e o número de elementos em Th. Desta forma podemos variar H

mantendo constante o valor de h e assim ter controle sobre o custo computacional

total do método. Na Figura B.2 (direita) N1 e N2 representam o número de graus

de liberdade de primeiro e segundo ńıvel, respectivamente. Neste exemplo (Figura

B.2), variamos o número de elementos do segundo ńıvel junto com H e notamos

que o custo computacional do segundo ńıvel aumenta muito mais lentamente do

que o custo computacional do primeiro ńıvel. Concluimos que essa prática fornece

uma estratégia recomendável quando se faz necessário usar algum refinamento na

malha grossa.

Como mencionado anteriormente o método MHM foi desenvolvido para se

adaptar naturalmente a uma implementação em máquinas massivamente parale-

las. Atualmente o método MHM está sendo implementado no portal SPiNMe

(ver [38]) onde existem diferentes opções de paralelização, e será disponibilizado

publicamente através da interface web do portal.
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