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“Pure mathematicians sometimes are satisfied with
showing that the non-existence of a solution implies
a logical contradiction, while engineers might
consider a numerical result as the only reasonable
goal. Such one sided views seem to reflect human
limitations rather than objective values. In itself
mathematics is an indivisible organism uniting
theoretical contemplation and active application.”

(Richard Courant, 1888-1972).
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Resumo da Tese apresentada ao LNCC/MCT como parte dos requisitos necessé-

rios para a obtengao do grau de Doutor em Ciéncias (D.Sc.)

NOVOS METODOS DE ELEMENTOS FINITOS MULTI-ESCALAS:
TEORIA E APLICACOES

Diego Paredes Concha
Julho, 2013

Orientador: Frédéric Gerard Christian Valentin, Dr.

Neste trabalho desenvolvemos e analisamos matematicamente novos métodos
de elementos finitos para modelos de fluidos e de transporte com caracteristicas
multi-escalas. Os novos métodos sao localmente conservativos, minimizam insta-
bilidades numéricas e sao naturalmente adaptados a uma implementacao massi-
vamente paralela. Construidos a partir da hibridizacao dos modelos continuos, os
novos métodos multi-escalas, denominados de MHM (Multiscale Hybrid-Mixed),
sao inicialmente aplicados a equacao de Darcy com coeficientes altamente heteroge-
neos e a equacao de transporte com comportamento singularmente perturbado. E
apresentada uma analise numérica dos métodos MHM para os quais sao demonstra-
das estimativas de erro a priori e a posteriori. A andlise de erro a posteriori é usada
na contrucao de uma nova estratégia de adaptacao, prépria dos métodos MHM. A
motivacao para o desenvolvimento dos métodos numéricos e as ferramentas com-
putacionais propostas neste trabalho é sua aplicacao a simulagao computacional

de escoamentos em meios porosos.
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Abstract of Thesis presented to LNCC/MCT as a partial fulfillment of the

requirements for the degree of Doctor of Sciences (D.Sc.)

NEW MULTISCALE FINITE ELEMENT METHODS: THEORY
AND APPLICATIONS

Diego Paredes Concha
July, 2013

Advisor: Frédéric Gerard Christian Valentin, Dr.

In this work we develop and analyze new finite element methods for fluid
and transport models. The new multiscale methods are locally conservative, mini-
mize numerical instabilities and are naturally massively parallelizable. Construc-
ted using a hybridization of the original model, the new Multiscale Hybrid-Mixed
(MHM) methods are first applied to solve the Darcy problem with a highly he-
terogeneous coefficient and then to the transport equation. An a-priori and a-
posteriori numerical analysis of the MHM methods is presented. The a-posteriori
estimator is used in the construction of a new adaptive strategy which is unique to
the MHM methods. The methods proposed in this work are intended to be used

in the computational simulation of flows in porous media.
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Capitulo 1

Introducao

A solucao de modelos baseados em equagoes diferenciais pode apresentar uma
variablilidade muito alta em pequenas regioes espaciais ou em curtos periodos de
tempo. Neste caso dizemos que a solugao possui um comportamento multi-escalas.
Comportamentos multi-escalas sao frequentes em diversos problemas e diferentes
dreas das ciéncias e engenharia, como por exemplo: em ciéncia de materiais [72,
66, 67, 47], hemodinamica computacional [70], fisica aplicada [2], geofisica espacial
[73], geociéncia [48, 51], meteorologia [28], neurociéncia [53], processamento de
sinais [1], e quimica aplicada [9], apenas para citar alguns.

Métodos numéricos em geral apresentam dificuldades em aproximar a solu-
¢ao de problemas com comportamentos multi-escalas. Nestes casos, é necessario
usarmos uma discretizagdo tao fina quanto a menor escala (ou com maior varia-
blidade) do problema, pois caso contrario, a solu¢do tende a apresentar instabi-
lidades numéricas. Logo, obter uma solu¢cao numérica de boa qualidade implica
necessariamente em um custo computacional muito alto que pode inviabilizar a
sua obtencao. Isto motiva a pesquisa sobre métodos que tratem o comportamento
multi-escalas de forma mais eficiente. Para tal propdsito, nos ultimos anos, tem-se
desenvolvido métodos numéricos que exploram a ideia de “capturar” o comporta-
mento multi-escalas do problema usando malhas grossas, através de estratégias de
sub-malhas. Destacamos duas grandes familias de métodos numéricos que objeti-

vam a incorporacao de aspectos multi-escalas da solucao: os métodos de volumes



finitos multi-escalas (ver [45, 46, 48, 51]) e os métodos de elementos finitos multi-
escalas (ver [41, 69, 56, 21]). Neste trabalho de tese nosso foco sao os métodos de
elementos finitos multi-escalas.

Embora as ideias e os fundamentos matematicos que possibilitam a cons-
trucao do método de elementos finitos foram expostos por R. Courant nos anos
quarenta (ver [24]), a origem deste método remonta aos anos cinquenta, como
uma estratégia de aproximar numericamente a solugao das equagoes que mode-
lam problemas da mecanica de estruturas aplicados a aeronautica. Desde entao,
o método de elementos finitos tem sido usado na resolucao de problemas oriundos
das diversas areas do conhecimento, e tem ganho popularidade frente as outras
opgoes. As caracteristicas que tornam o método de elementos finitos competitivo
sao: sua precisao em resolver problemas em geometrias complexas, possuir um
embasamento tedrico bem estabelecido e sua propriedade local que induz siste-
mas lineares esparsos tornando-os computacionalmente atrativos. De modo geral,
o custo computacional depende do nimero de elementos da malha e dos espacos
de aproximacao usados. Assim, quando aplicados a resolucao de problemas com
comportamento multi-escalas, o custo computacional pode se tornar proibitivo.

Dois exemplos cléssicos de modelos com solugoes multi-escalas, e que estao
presentes em diversas areas das ciéncias e engenharia, sao: a equagao de Darcy
com coeficientes altamente heterogéneos e a equacao de transporte do tipo reagao-
adveccao-difusao singularmente perturbada. No caso da equacao de Darcy com
coeficientes altamente hetoregéneos, os aspectos multi-escalas da solugao sao in-
duzidos pelos dados do problema. Na equacao de reacao-adveccao-difusao, mesmo
que os dados sejam homogéneos, caracteristicas multi-escalas podem estar presen-
tes na solucao. De fato, quando o coeficiente de difusao é “muito menor” do que o
coeficiente de reagao e/ou o coeficiente de advecgao, a solugao desenvolve regides
de fortes gradientes denominadas camadas limite. Tais regioes sao conhecidas por
serem fonte de instabilidades numéricas (oscilagdes espurias). FEste trabalho de tese

objetiva o desenvolvimento e andlise de novos métodos de elementos finitos multi-



escalas para a equacdao de Darcy com coeficientes altamente heterogéneos e para a
equacao reacao-adveccao-difusao singularmente perturbada.

A partir da ideia apresentada por Babuska e Osborn nos anos oitenta (ver
[8]), que define o conceito de fungées de base generalizadas com o objetivo de
capturar o comportamento multi-escalas do problema, tem-se desenvolvido novos
métodos de elementos finitos multi-escalas que exploram diferentes abordagens
(ver [41, 69, 56, 21, 26]). A ideia fundamental dos métodos de elementos finitos
multi-escalas é capturar o comportamento multi-escalas do problema através de
problemas locais definidos pelo operador do problema original. Porém a construgao
de tais problemas locais nao é perfeitamente compreendida e constitui ainda tema
de pesquisas. Especificamente, a definigdo da condigao de contorno (ou interface)
de cada problema local ¢é feita de forma arbitraria e sem justificativa formal.

Nesta tese propomos uma nova familia de métodos de elementos finitos multi-
escalas denominados Multiscale Hybrid-Mized (ou abreviadamente MHM). Assu-
mimos como ponto de partida a forma eliptica da equacao. A continuidade da so-
lugao é relaxada e imposta fracamente através de multiplicadores de Lagrange. Em
seguida a solugao exata é decomposta em uma colecao de funcoes que satisfazem
o problema original com condigoes de contorno de Neumann definidos localmente
em fungao dos multiplicadores de Lagrange. Uma proposta similar foi apresentada
pela primeira vez em [29] no contexto de enriquecimento de espagos. Esta aborda-
gem induz naturalmente a continuidade forte do fluxo nas faces internas, uma vez
que este é representado pelo multiplicador Lagrange univocamente determinado
em cada face. Consequentemente, essa metodologia reproduz variaveis duais com
componente normal continua, obtidos a partir de um pds-processamento do fluxo
em cada elemento. Desta forma, a metodologia induz uma nova caraterizacao da
solugao exata em termos da solugao dos problemas locais, satisfazendo condicoes
de contorno locais perfeitamente justificadas.

A partir da formulacdo em dimensao infinita descrita acima, a familia de

métodos de elementos finitos MHM segue utilizando-se o método de Galerkin, onde



os espagos de dimensao finita para o multiplicador de Lagrange induz os espacos
de aproximagao para as variaveis primal e dual. Os métodos MHM possuem as

seguintes caracteristicas:

e Definem espagos de aproximagao inf — sup estaveis (no caso da equagao de

Darcy com coeficientes altamente heterogéneos);

e Incorporam um processo de upscalling através de fungoes de base definidas
por elemento. Tais fungoes incorporam as caracteristicas multi-escalas ou
de alto contraste dos coeficientes, permitindo solugoes precisas em malhas

grossas;
e Sao naturalmente adaptados a computacao massivamente paralela;

e Fornece solucoes numéricas localmente conservativas. Esta é uma caracte-

ristica fundamental para a resoluc¢ao de problemas multi-fisica [54];

e Define um estimador erro a-posteriori residual definido apenas nas faces
da particao, que dirige a adaptatividade de malhas no sentido classico, e

também induz uma nova estratégia de adaptatividade de espacos;

e Propoe uma sequéncia de solugoes numéricas que convergem para a solucao

exata com taxa 6tima nas normas naturais.

Tais caracteristicas tornam esta nova proposta competitiva tanto do ponto de vista

tedrico quanto do ponto de vista pratico.

1.1 Estrutura da Tese

O desenvolvimento e a andlise numérica dos métodos MHM se divide em
trés capitulos. Cada capitulo possui sua propria introducao onde contextualiza-
mos em detalhes seu objetivos. Uma conclusao parcial é incluida no final de cada
capitulo. No capitulo 2 construimos os métodos MHM para a equagao de Darcy
com coeficientes altamente hetoregéneos. Cada passo do desenvolvimento é devi-

damente motivado, justificado e relacionado com diferentes métodos multi-escalas
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da literatura. Sao apresentados diversos experimentos numéricos com a finalidade
de validar a capacidade do MHM em se aproximar corretamente os aspectos multi-
escalas das solugoes. Este capitulo foi publicado em [40]. Em seguida, no capitulo
3, analisamos a familia de métodos introduzida no capitulo 2: provamos a exis-
téncia e unicidade de solugao para o método MHM, estimativas de erro a-prior:
e a-posteriori, e apresentamos validagoes numeéricas adicionais. Este capitulo faz
parte de um artigo submetido a SINUM. O capitulo 4 é dedicado aos métodos MHM
para a equacao reacao-adveccao-difusao. Apresentamos uma adaptacao das técni-
cas do capitulo 2 ao modelo de transporte, e propomos uma andlise matematica e
validacoes numéricas. Validamos o método MHM para problemas singularmente
perturbados e para o problema com aspectos multi-escalas (meio heterogéneo).

No apéndice A, apresentamos os resultados tedricos classicos usados neste
trabalho. Incluimos no apéndice B, consideracoes praticas sobre a implementacao
do MHM, os aspectos computacionais gerais do método MHM como por exemplo
discussoes sobre os métodos de dois niveis utilizados, e apontando as possibilidades
do ponto de vista da paralelizagao.

A seguir introduzimos as notacoes e definicoes comuns a todos os capitulos,
salientando que notacoes e defini¢oes especificas adicionais serao introduzidas em

cada capitulo.

1.2 Notagoes e definigoes

Seja Q C RY, d € {2, 3}, um aberto limitado de fronteira poligonal T,
com normal externa n'. Consideramos a divisao I' = I'p U 'y, onde I'p e I'y
denotam fronteiras disjuntas, com condicao de Dirichlet e Neumann, respectiva-
mente. Consideremos {73},., uma familia regular de parti¢oes para 2. Definimos
o conjunto de fronteiras 97, := {0K : K € T,}; o conjunto de faces Dirichlet,
EP .= {0K NTp : OK € dT,}; o conjunto de faces Neumann, £V := {0K NIy :
OK € 0Ty }; o conjunto de faces externas, E' := EPUEYN; o conjunto de faces inter-

nas % := {0K1NOK, : 0K1,0K, € 9Ty, }; e o conjunto total de faces £ := EYUEC.



Para cada 0K € OTj, é definido £9% = {FNOK : F € £} e a normal n?X | externa
a OK. Sobre cada face F' € £ é definido T, := {K € T, : F € £2K} e a normal
np, se F € & entdo nyp = nl'|p, se F € &° entdo ny = n?X|p para K € T,F
fixado arbitrariamente; para cada F € £9% e K € T, estabelecemos a notacao
nd¥ = n%K|p.

Seja ¥V um espaco de fungoes definidas sobre um aberto limitado A C (.

Sempre que a definicao de A e a regularidade de v € V permitam, denotaremos:
o v = 0|k, para cada K € Tj;
o V9% 1= v|pk, para cada OK € OTy;
o v .= 9% para cada F € 9% ¢ OK € OT,,.

Seja A a fronteira Lipchitz de A com normal externa n%4, e M(A) o espaco

das funcgoes f : A — R mensurdveis no sentido de Lebesgue. Definimos,

LP(A) == {f € M(A) : [|fllr(a) < +o0}, 1 <p < o0, (1.1)

equipado das normas || - ||zr(a) : LP(A) — R definidas por

D=

[[alFIP]7 s se 1< p < oo,

1 lzrcay = (1.2)
esssup |f(x)], sep= +oo.
xzcA

Definimos o espago de fungoes localmente integrdveis Ll _(A) como
Li (A) :={feM(A): f|lg € L'(K), VK C A, K compacto}, (1.3)
e o espaco de fungoes de LP(A) com média nula em A, L5(A), como

LR(A) = {f € [7(A) /Af _ 0}. (1.4)

O caso p = 2 é especialmente interessante, para o qual definimos o produto interno



(+,)a: L*(A) x L?*(A) — R, como

(f,9)a = /AfQ, (1.5)

que induz a norma de L?*(A) através da relacio ||f]loa = /(f,f)a para todo
feL?A).

Considere o multi-indice o = (o, ..., ay) € N¢ de ordem |a| = iai. Para
cada m € Ny denotamos por C™(A) o espago vetorial das fungoes uZ::1 A—-R

la ~
9% 7 de ordem |a| = m sdo

continuas tal que as derivadas parciais 0%u = 52T g
1 - d

continuas. Definimos o espaco C*(A) = ﬁ C™(A) e o espaco C(A) das fungoes
em C*(A) com suporte compacto em A.mlz)lenotamos por D(A) ao espago C°(A)
munido de uma topologia adequada (ver detalhes em [52], pagina 255), e por
D(A)" ao espago dual (no sentido topolégico) de D(A). Seja f € D(A)', definimos
a derivada 0*f € D(A)" por

(0“f,v)pay.pay = (= 1)1 f, 00)pray pay, Yv € D(A), (1.6)

onde (-, ) payxn(a) : D(A) x D(A) — R representa o produto de dualidade entre
D(A) e D(A). Em particular, u € L} _(A) pode ser identificada com o funcional

loc

fu € D(A)" definido por

(fu> v)DCAY DAY = / uv, Vv € D(A), (1.7)
A

e o funcional 0% f,, € D(A)’ é denominado a derivada distribucional de u. Em caso

de existir w, € Ll _(A) tal que a derivada distribucional 0*f, € D(A)" possa ser

loc

representada através da relagao

(0% fu, V) DAy D(A) = / wy, v, Yv € D(A), (1.8)
A

entao a funcao w, é denominada a derivada fraca (ou distribucional) de u e deno-



tamos 0%u := w,. Substituindo (1.7) e (1.8) em (1.6) obtemos a identidade
/ OPuw = (—1) / WP, Yo € D(A). (1.9)
A A
Para cada m € Ny definimos o espaco de Sobolev
H™A) :={u e L*(A): 0u € L*(A),|a| < m}, (1.10)
munido do produto interno (-,-) : H™(A) x H™(A) — R, o qual esté definido por

(U, V)4 = Z (0%u, 0%v) a, (1.11)

|a|<m

einduz anorma ||-||;m 4 : H™(A) — R através darelagao ||-||m.a := 1/(-, )m.a. Seja
ou oy
dwy? " D)

BO',L'
ox; *

u € L?(A), definimos o gradiente de u como a funcao vetorial Vu := (

d
e o divergente de o = (0, ...04) € [L*(A)]? como a funcao escalar V-0 := 5

i=1
Note que, u € H'(A) se e somente se Vu € [L?(A)]¢, definimos uma relagio

analoga para V.o através do espago
H(div; A) := {o € [L*(A)]Y: V.o € L*(A)}. (1.12)
Associamos a H'(A) o espaco de restri¢oes sobre o contorno dA, definido por
H2(A) = {vpa : v € H'(A)}, (1.13)

onde v|g4 representa o trago da funcio v. O espaco dual de Hz(9A) é denotado

por H=2(9A) e a seguinte identidade ¢ satisfeita (ver [14], paginas 91 e 92)

H 3(0A) = {o|oa - n?* : 0 € H(div: A)}. (1.14)

1

Definimos o produto de dualidade (-,-)pa : H™2(A) x H2(DA) — R, através da



operagao

(t, N)oa = (o, Vv)s + (V-0,0) 4, (1.15)

onde, o € H(div; A) tal que o|sa-n = pev € H(Q) tal que v|sa = \. A seguir
definimos os espagos de funcoes sobre uma particao 7y, de Q. O espaco L*(Ty) é
definido por

LA(Th) ={f € M(Q) : flx € L*(K), VK € Ta}, (1.16)

e ¢ munido do produto interno (-, )7, : L*(T,) x L*(T,) — R, definido por

KeTy

Para m € N, os espagos H™(T},) sao definidos por
H™Tn) ={f eM(Q): flx € H"(K), VK € T} (1.18)

Para s € {—3, 3}, definimos o espagos H*(0T,) := [] H*(0K), e consideramos

KeTy
o produto de dualidade (-,-)o7. : H=2(07T;) x Hz(8T,) — R definido por

11
272

(1, Moz = > (s imoxc. (1.19)

KeTy

Consideramos os subespagos H*(E) C H*(0Ty), definidos por

H3(E) = {u € H>(OTy) : p2%2 + p2% =0, VF C 0K, N 0K, € 50} e

=

[SIE

N
I

{,u € H_%(E)’ﬁl) : 3o € H(div, Q) tal que po% = 0% . n?% VK ¢ ’E} :

Finalmente consideramos fungoes definidas sobre as faces F' € £. Seja u €

H'(T). Definimos a fungao vetorial salto de u por

0K 0K OKo 0Ko 0
up 'nG t+un ‘ng ?, se F=0K,NOK, e &Y,
[W-=4 © ' 0 F b (1.20)

uEndE  se FCOK e Fe&l.



Seja o € H(div, ). Definimos a funcao escalar salto de o por

K 0K1 Ko 0K 0
ot nyt+opt-net, se F=0K,N0K, e &,
[o]]r == (1.21)
o - ni se FCOKeF ekl

10



Capitulo 2
Método MHM para a equacao de Darcy

2.1 Introducao

A simulacao numérica de escoamento de fluidos em meios porosos, como os
encontrados em aquiferos salinos ou reservatérios de petréleo, é de fundamental
importancia quando se trata da gestao de recursos hidricos ou da extracao de
petroleo. Com respeito a este tltimo, o comportamento do fluido no interior do re-
servatério depende fortemente do estado atual da recuperacao do petréleo [20]. A
recuperacao primaria é geralmente modelada através de um escomento monofasico,
enquanto que a recuperacao secunddaria supoe um escoamento bifasico constituido
por fluidos imisciveis como forma de modelar a injecao de agua em pocos. No
entanto, as ineficiéncias decorrentes da saturacao durante a recuperacao secunda-
ria tem levado os engenheiros a buscar miscibilidade através da injecao de C'O,,
aumentando, assim, a recuperagao de petrdleo [63]. Recentemente, esta estratégia
tem ganho uma particular atencao em razao do reservatério ser considerado como
um local de armazenamento do gas indefinidamente, com possiveis beneficios para
o ambiente. Cada etapa da recuperagao do éleo ¢é dirigida por diferentes conjuntos
de equacoes diferenciais parciais. Entre elas esta a equacao Darcy com coefici-
entes altamente heterogéneos, que forma parte dos modelos em todas as fases de
recuperacao, e ¢ responsavel pela definicao da velocidade do fluido através de uma
relacao linear com o gradiente da pressao. O modelo de Darcy também pode ser

interpretado como a forma mista da equacao de Laplace, ap6s uma modificacao do
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termo de fonte.

Como resultado da natureza mista do problema, a resolugao numérica através
do método de elementos finitos para a equagao de Darcy requer espacos discretos
que satisfagam uma condigao de inf — sup (ou de compatibilidade) [14]. Exemplos
de pares de espacos de interpolacao estaveis para a equacao de Darcy existem desde
os anos setenta [60]. Destacamos a familia de elementos, RT (Raviart-Thomas),
BDM (Brezzi Douglas-Marini) e BDDM (Brezzi-Douglas-Duran-Marini), ver [14]
para mais detalhes. Como consequéncia da utilizacao de funcoes de base polinomi-
ais descontinuas, tanto para a pressao como para a velocidade e, graus de liberdade
nas faces para a velocidade, estes métodos fornecem uma aproximagcao para a velo-
cidade que é localmente conservativa com componentes normais continuas através
de todas as faces. Por outro lado, a precisao do método pode ser seriamente de-
teriorada quando a solucao apresenta um comportamento multi-escalas ou com
alto contraste devido a coeficientes heterogéneos. Tal questao, foi abordada pela
primeira vez em [8] para um problema eliptico unidimensional e gerou o conceito
de fungoes de base generalizadas, e desde entao esta abordagem tem sido utilizada
por diferentes grupos de pesquisa [60, 19, 65]. Em geral, esses trabalhos estao ba-
seados na perturbagao de pares estaveis de espacgos de interpolacao, com objetivo
de incorporar aspectos multi-escalas ou de alto contraste oriundos do problema.
Embora cada abordagem seja diferente, estes trabalhos compartilham a estraté-
gia de incorporar aspectos multi-escalas através da solucao de problemas locais
definidos em cada elemento. Portanto, nao é surpreendente que exista alguma re-
lacao entre os diferentes métodos. Por exemplo, Petrov-Galerkin enriched (PGEM)
(11, 35, 12, 34, 4] e residual-free bubbles (RFB) [15, 32] sdo abordagens que podem
ser reunidas na variedade dos métodos de elementos finitos multi-escalas (MsFEM)
[41] (ver [65, 31] para mais detalhes), embora MsFEM nao seja construido através
de um processo de enriquecemento de espacos. Para problemas mistos, o método
proposto em [5] explora a ideia de decompor os espagos, em soma direta de espagos

de dimensao infinita, com o objetivo de dirigir a escolha dos subespacos de dimen-
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sao finita. O MsFEM [19], quando aproxima o fluxo por constantes nas faces, pode
ser visto como um caso particular desta abordagem (ver [60]).

O uso de problemas de valor de contorno definidos em cada elemento, para
alcangar a estabilidade e produzir solugoes livres de oscilagoes corresponde a uma
técnica moderna para construir métodos do tipo Galerkin descontinuo (DG) [13,
23]. Nesta abordagem, as condigoes de contorno locais sao incégnitas do problema
e escolhidas de forma que a continuidade da solucao e o fluxo numérico através
das faces sejam pontualmente e fracamente impostas, respectivamente. Esta ideia
é novamente explorada em [25], mas com o intuito de prescrever fortemente a
continuidade tanto da pressao como do fluxo através das faces. Isso resulta em um
método descontinuo do tipo Petrov-Galerkin (DPG) com quatro campos.

O presente trabalho propoe uma nova familia de métodos de elementos fi-
nitos mistos para a equacao de Darcy especialmente construido para lidar com
coeficientes heterogéneos. Diferente da estratégia padrao para o desenvolvimento
de métodos mistos, neste trabalho assumimos como ponto de partida a equacao
de Laplace na sua forma eliptica, para a qual a regularidade da solugao é relaxada
usando espagos de Sobolev definidos por elementos (como proposto em [13]). A
continuidade entao é fracamente imposta através de multiplicadores de Lagrange.
Este processo é conhecido como hibridacao e foi proposto pela primeira vez em
[59, 58], para em seguida ser analisada em [61]. Exploramos uma abordagem di-
ferente, onde usamos uma estratégia de upscaling, inerente ao problema. Mais

precisamente, a pressao exata é decomposta em termos de:

e Uma colecao de funcoes que satisfazem problemas locais elipticos com con-
di¢oes de contorno de Neumann em funcao dos multiplicadores de La-

grange; e
e Funcao constante por partes oriunda de um problema definido globalmente.

Além da continuidade fraca para a pressao, a abordagem induz naturalmente con-

tinuidade forte para o fluxo nas faces internas, uma vez que é representado por
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um multiplicador Lagrange unicamente determinado em cada face. Consequente-
mente, essa metodologia fornece um campo de velocidade com componente normal
continua através de um pés-processamento do fluxo em cada elemento. A partir
da formulacao em dimensao infinita descrita acima, construimos uma familia de

métodos de elementos finitos, com as seguintes propriedades:

e Estavel, com precisao de alta ordem usando a familia de elementos V) x Ag),
onde Vj representa o espago das constantes por partes para a pressao e A,(Z) 0
espago dos polinomios de ordem menor ou igual [ € Ny para o multiplicador

de Lagrange;

e Incorpora um processo de upscalling através de funcoes de base definidas
por elemento, que incorporam as caracteristicas multi-escalas ou de alto
contraste dos coeficientes. Isto permite ao método ser preciso em malhas

grossas e naturalmente adaptado a computagao massivamente paralela;

e Fornece campos de velocidade que sao localmente conservativos. Esta é

uma caracteristica fundamental para a resolucao de problemas multi-fisica.

Usando os espacos Ag), alguns elementos finitos conhecidos (ou uma versao
dos mesmos) podem ser recuperados, por exemplo, o elemento de RT de mais baixa
ordem, é recuperado assumindo [ = 0 (constante em cada aresta), ou o método
em [5], assumindo [ = 1 (linear). No caso de serem utilizadas interpolacoes de
ordem superior (Vg X Ag) com [ > 1), os métodos podem ser relacionados com os
propostos em [25], embora a teoria sob a qual o método foi desenvolvido, assim
como a sua forma final, sao intrinsecamente diferentes. Além disso, devido ao fato
dos métodos hibridos primais em [61] nao serem inf — sup estaveis para Vj x Ag),
observamos que o método proposto pode ser interpretado como um método hibrido
primal estabilizado.

Além de apresentar a construcao dos novos métodos, este capitulo propoe
uma cuidadosa validacao numérica, a partir de qual pretende-se avaliar a capaci-

dade dos métodos em lidar com os problemas com caracteristicas multi-escalas e
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coeficientes com alto contraste tanto em malhas estruturadas, quanto em malhas
nao estruturadas.

O capitulo estd organizado em trés segoes; a secao 2.2 é dedicada a formulagao
hibrida do problema, com a caracterizagao da solugao exata em termos da solucao
de problemas locais; a secao 2.3 utiliza a caracterizacao construida na secao 2.2
para, através de uma discretizacao de espaco, obter o método de elementos finitos
MHM,; finalmente, na se¢ao 2.4 estudamos o desempenho do método MHM em

problemas académicos e realistas.

2.2 Modelo e hibridizacao

2.2.1 Problema de Darcy

Consideremos o seguinte problema eliptico: achar p tal que

V- (=KVp) = f emQ,
—KVp-n' = 0 em Ty, (2.1)

p = g emlI'p,

onde f e g sao fungoes dadas suficientemente regulares. O coeficiente de permeabi-
lidade K € [L>°()]%*? ¢ um tensor simétrico e uniformemente eliptico, i.e., existe
c1, co > 0 tais que

c|éP < €7K(x) € < o€,

para todo £ € R? e para todo = € ().

Observagao 2.1 Se existe uma condigio de contorno Neumann nao-homogénea
—KVp-n = gy sobre I'y, entdo supomos que existe uma funcdo p” que satisfaz
tal condicao de contorno de modo que a solucdo se decomponha como p = p + p~,
onde p satisfaz (2.1) com a modificio f + V-(KVpY) no termo de fonte. Além
disso, no caso de existir apenas condicoes de Neumann, assumimos a condi¢cao de

compatibilidade (f,1)q = (gn, 1)r.

15



2.2.2 Formulacao hibrida

Nosso objetivo é obter uma aproximagao precisa para p € H(f2) e para a

velocidade de Darcy o(p) € H(div,2) dada por

o(p) := —KVp. (2.2)

A presenca de coeficientes heterogéneos envolvidos no modelo faz com que seja de
particular interesse, construir a solucao p e a velocidade o (p) a partir de proble-
mas locais, como forma de “capturar” as escalas finas em paralelo. Tal abordagem
foi explorada nos trabalhos de Hou e Wu [41] e Arbogast [5]. No presente traba-
lho, adotamos uma perspectiva diferente: procuramos p como a solucao de uma
equacao eliptica em um espaco onde a continuidade da solucao é relaxada. Mais

especificamente, utilizamos a seguinte formulacao hibrida do problema (2.1):

Achar (p,A\) € V x A tal que
(KVp, Va)7, + (a. Nor, = (f,)7,

(pa :U‘)aTh = Z (ga H)F7
Fegb

(2.3)

para todo (q,pu) € V x A,

onde, V := HY(T;) e A := {u € H2(&) : plp = 0,VF € EN}. A formulagao
variacional hibrida (2.3) pode ser interpretada como um problema de ponto de sela
onde a continuidade da solugao em 0K € 07, ¢é relaxada e imposta fracamente
usando o multiplicador de Lagrange A € A. Agora, observe que assumindo regu-
laridade suficiente da solugao exata, e integrando por partes sobre cada elemento
K € T, obtemos da primeira equagao em (2.3) que (p, A) € V' x A satisfaz o seguinte

problema local:

(V-olp) = f,a)k + (6(p) - n®™ =X, q)ox =0, Vg € H'(K) (2.4)
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em cada K € T,. Logo, usando argumentos classicos a formulac¢ao em (2.4) corres-

ponde ao problema forte:

V.o = em K,
(p) f (25)
o(p)-n?% = NK em 0K,

para todo K € 7T,. Por outro lado, testando (2.3) contra (0, u) € V x A a

formulacao (2.3) implica que:

[pllr =0, VF €&°, (2.6)

plr =g, VFeé&P. (2.7)

Adicionalmente, de (2.5) e da defini¢ao do espaco A, obtemos

[o(p) -n]|lr=0, VFe&® (2.8)

o(p)|lr-mn=0 VFe&V. (2.9)

Note que (2.5) define um problema mal posto, pois se p € V é solucao de (2.5)
entdo p+c € V com ¢ € RT também é solugao de (2.5). Portanto com o objetivo
de localizar o computo da solugdo (ou parte dela) localmente, propomos a seguir
uma forma hibrida equivalente a (2.3). Esta abordagem estd baseada no trabalho
[61], no qual se demonstra que, se (p,\) é solucao de (2.3) entdao p € H'(Q) é

solucdo do problema original (2.1), e A% = —KVp - n?% em cada K € Tj,.

2.2.3 Forma hibrida equivalente: localidade

Consideremos o subespaco de dimensao finita Vi C V definido por

Voi={q €V :q@lxk € R, VK € T,}, (2.10)

e 0 seu complemento ortogonal com respeito ao produto interno ()7, Vgt =

{¢t € V : (¢t 1)k = 0,VK € T,}. Estes espagos induzem naturalmente a
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decomposi¢cao em soma direta

V=VeV (2.11)

Assim, cada elemento ¢ € V' admite a representacao

q=q+q, (2.12)

onde ¢y € Vp e ¢+ € Vj+ sdo determinados unicamente.

Observagao 2.2 Note que podemos interpretar (2.12) em termos de aspecto multi

escalas. De fato, a decomposi¢do p = p+p* da solugdo do problema (2.1) natural-
mente identifica em p e p- duas escalas diferentes. A parte p € Vi € uma constate
sobre cada elemento K € Ty, e captura apenas “informacao” da escala da parti-
¢io Tn, enquanto que p= € V5 captura escalas tio finas quanto necessdrio. Esta

observacao inspira o desenvolvimento da formulacao MHM a sequir.

Usando a representacao (2.12) para as fungoes testes da formulacao (2.3),
obtemos a seguinte formula¢ao equivalente a (2.3): achar (p,pt,)\) € Vo x V55 x A

tal que

(qO ) )‘)87—h = (f7 qO)'Tha VQO S %7 (213)
(KVph, V)7, + (0 Nor, = (Fra)7, Vg~ € Vg, (2.14)
Fegb

Notemos que o sistema de equagoes (2.13)-(2.15) é composto por um problema global,
definido pelas equagdes (2.13) e (2.15), que envolve todas escalas do problema e um
conjunto de problema locais, definidos pela equagao (2.14), que fornece ao problema
global “informagoes” multi-escalas. De (2.14) vemos que, dado K € T, a varidvel local
ptlx € HY(K)N L3(K) depende apenas de A|gr € H_%(OK) e f. Assim a equagao

(2.14) pode ser reescrita formalmente através de um problema em cada K € Ty, definido
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por

AcharpL]K € HY(K) ﬁLg(K) tal que
(KVpt, Vu)g = (fiw)x — (N, w)ax, (2.16)
para todo w € H'(K) OL%(K),

Agora, pela linearidade de (2.16), decompomos pt =T+ pronde T : A — VOl e tal

que, dado A € A, associamos T'A, solucao de:

Achar TA|x € HY(K) N L(K) tal que
(KVTA Vg = —(\ w)ok, (2.17)

para todo w € HY(K) N L3(K).
epye VQ]L e tal que:

Achar ps|lx € HY(K) N L3(K) tal que
(KVps, Vu)k = (fiw)k, (2.18)
para todo w € H(K) N L3(K).

Logo o problema global definido pelas equagoes (2.13) e (2.15) pode ser reescrito como:

Achar (p,A) € Vo x A tal que

(qO ; )‘)8’7—;Z = (f’ QO)TM
(2.19)
(D, o, + (TA, o, = Zg (9, W) F — (g, 1),
Feeb

para todo (qo, ) € Vo X A.

Assim, a formulagao (2.3) é equivalente ao sistema acoplado (2.17)-(2.18)-(2.19) e temos

que a solugao exata pode ser caracterizada por:

p=Dp+T\+py, (2.20)

e por consequéncia a varidvel dual se escreve como

o(p) = o(TA) + o (py). (2.21)
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Observacao 2.3 Note que apesar de considerar o espaco de dimensao finita Vy na
formulagao (2.19) nenhuma discretizagao foi introduzida. Logo, a solugdo repre-
sentada em (2.20) ainda pertence ao espago de dimensao infinita V' e corresponde

a solugao exata do problema (2.1).

2.2.4 Formulacao mista alternativa

O problema local (2.17) é equivalente ao seguinte problema forte: Achar

Tk tal que
Vo(TN = ¢ emK,
() . (2.22)
o(TX\)-n%% = X\ em 0K,
onde a constante cj ¢ definida como:
C = Y (2.23)
K] Jox

Analogamente, o problema local em (2.18) pode ser escrito na sua forma forte:

Achar py|k tal que
V‘J-(pf) = fﬁv em K,

(2.24)
o(ps) - n’% = 0, em 0K,
onde a fungio fj € L(K) é definida como:
fic ;:f—i/ f (2.25)
" K] Jx

A constante ¢ € R e a funcio fi € Li(K) foram introduzidas com a finalidade
de satisfazer a condic¢ao de compatibilidade dos problemas (2.22) e (2.18). Observe
que, como de (2.19) temos ¢ = ﬁ Jx [, este procedimento nao altera o problema

original.

Observacao 2.4 O procedimento acima pode ser aplicado recursivamente aos
problemas (2.22) e (2.18). A wutilidade em se repetir tal procedimento multiplas
vezes justifica-se quando modelos fisicos admitem mais de duas escalas. Um exem-

plo de tal situacdo é apresentado em [54].
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Em seguida, usamos os problemas locais (2.17) e (2.18) e as suas respectivas
formas fortes (2.22) e (2.24) com a finalidade de reescrever cada termo da formu-

lagao (2.19) usando apenas produtos internos relativos a cada elemento K € Tj,.

(1) Usando a definigao em (2.23), e em seguida o problema local (2.22), obte-

1mos

(@0, Nor, = D (40, Nax

KeTh

= Z <q07 C?()K

KeTy

= > (g, V-o(TA)k

KeTy,
= (V-o(T)N), @)7,-

A identidade (p, p)or;, = (P, V-0 (T'p))7, é imediata.

(2) Notando que T)A|x € H'(K) N L(K), para cada K € Ty, e usando o

problema local (2.17), obtemos:

(TAa /'1/)8771 = Z (T)\a M)c’)‘K
KeTy

= > —(VTAKVTu)x

KeTy,
= —(K'o(TN), o(Tw))r,.

(3) Notando que Tu|k, prlx € H'(K)N L3(K) para cada K € Ty, e usando o
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problema local (2.17), a simetria de IC, e o problema local (2.18), obtemos:

(s o = Y, by Wox

KeTy,

= > —(Vpp . KVTu)x
KeTy,

= ) —(KVps, VT
KeTy,
KeTy

= _(f7 T/J’)WL

Assim, usando (1), (2) e (3), temos que (2.19) é equivalente a:

Achar (p,\) € Vo x A tal que

(V-a(TA), q)1, = (f, 90)75

(2.26)
(KT, o(Tu)r + (3, VoTw)n = (f Tum,
para todo (qo, 1) € Vo X A.
Observacao 2.5 Note que, de (2.21) e (2.24), temos que:
/V-O'(p):/ V-a(T)). (2.27)
K K

Usando as fungoes testes (qp,0) € Vo x A tal que qolx = 1 em cada K € Ty, e
(2.27), obtemos que a formulagao (2.26) impoe naturalmente a lei de conservagao

de massa local

1 1 1
W/KV.O-(},) :m/[(v-a(m) :W/Kf’ (2.28)

para cada K € Tj,.
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2.3 Método de elementos finitos multi-escalas

Na sub-se¢ao 2.2.3 estudamos como a solugdo do problema (2.1) pode ser
expressada como a solugdo dos problemas locais (2.17) e (2.18) acoplados ao pro-
blema global (2.19). Tanto os problemas locais como o problema global citados
anteriormente foram construidos a partir da formulagao hibrida (2.3) sobre uma
particao 7;, dada. Nesta secao, propomos uma discretizacao do espaco A no pro-
blema (2.19), o que induz um novo método de elementos finitos onde as fungoes

de base sao definidas pelos problemas locais (2.17).

2.3.1 Espacos de aproximacgao

Como mencionado no inicio deste capitulo, nosso objetivo é obter uma apro-
ximagao precisa para p, ~ p € H'(Q) e para a velocidade de Darcy o(p,) ~
o(p) € H(div,Q). Do problema global (2.19) observamos que precisamos apenas
escolher um subespaco A, C A para propormos uma formulagao completamente

discreta. Logo, substituindo em (2.19) A por A, obtemos o método MHM:

Achar (pp, A\n) € Vo X Ay tal que
(90, o, = (fs 20)7
i (2.29)
(P> n)oT, + (TAn, n)or, = ZD(% pn)F — (s on)aTs,»
Feg
para todo (qo, pr) € Vo X Ap.
Assim, a representagao (2.20) tem uma versao discreta dada por
pr = Dn + T Ay + py, (2.30)

onde, T);, € V4 representa a solucio exata do problema (2.17), substituindo \
por A, e p; € V- representa a solugao exata do problema (2.18). Neste ponto
temos total liberdade de escolha para o espaco Ay, assumindo que este tenha boas
propriedades de aproximacao.

Neste trabalho escolhemos os espagos A;, = Ag) C A definidos por (ver
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®

Figura 2.1: Representacdo de funcoes A, € AV 3 esquerda I = 0 e & direita [ = 1. Os circulos
g p ¢ ¢ oo & esq

representam graus de liberdade; duas circunferéncias unidas por uma linha pontilhada denotam
que os circulos contidos representam apenas um grau de liberdade.

Figura 2.1)
A = {u, € A s pp|p € PHF),VF C 0K, K € Tp}, (2.31)

para [ € Ny. Vamos agora a explicitar uma base para A,. Como Aj, é um es-
paco de dimensao finita, este pode ser gerado a partir de uma base finita. Seja
F € &, e denote por Br := { 1(,;1), o g+1)} a base canonica de P!(F). Defi-
nimos Br como um conjunto de fungoes com dominio em 07, e suporte em F,
Br = {(np nF KVpp pp € BF} C Ay, onde K € TF O conjunto linearmente

independente B = | J B forma uma base para A,. Assim, dado uy, € Ay e K € Ty,

Fe&
para cada F € £9K existem constantes cg), ceey gﬂ) € R tais que
I+1 ’
tnlox = Z ZCF np - ng )1/15;)' (2.32)
Fegok i=1
2.3.2 Funcoes de base multi-escalas

A partir da representagao dada em (2.32), definirmos uma base para repre-

sentar Ty, através de fungoes definidas localmente. Seja u, € Ay, dado K € Ty,
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temos

I+1
Tpnlx = T(punlox) = T ( Z ZC%) (np - n?‘KWE«f))
FegoK im1
I+1

= > N @ T((np 0w,

Fegok i=1

Assim, dado K € T, e F € E9X definimos as funcdes de base multi-escalas

ng}(,...,ng}l) € Vg, restritas a K, através de 77%,)1( = T((ng - n9) ?)\K,
i.e., resolvendo os problemas locais:
Achar 77( D e HY(K)NL3(K) tal que
KV, Vol = —(np - nd) @) w)r, (2.33)

para todo w € HY(K) N LE(K).

Finalmente, T'u;, pode ser representado localmente em cada elemento K € T,

através da combinacao linear

I+1

Tpnlx = Z ZCF nFKv (2.34)

Fegdk i=1

e logo, devido ao fato das funcoes de base terem suporte em cada K € Ty, a

representacao global pode ser escrita como

I+1

Ta= Y Y D e ik (2.35)

KeT, Fegdk 1=1

Nas Figuras 2.2 e 2.3 apresentamos exemplos de funcoes de base ng’)K para o

caso KL = Z, onde Z denota o tensor identidade.

Observagao 2.6 Os problemas locais definidos em (2.18) e (2.33) fornecem na-
turalmente a solugdo aprozimada py, 0s aspectos multi-escala e/ou de alto contraste
que os parametros do problema apresentam e que nao seriam capturados pela es-
cala da malha dada Tp. Assumimos que as solugoes dos problemas locais (2.18)

e (2.33) sao conhecidas exatamente. De fato, existem casos onde a solu¢ao dos
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problemas locais ¢ conhecida, como no caso |l = 0 com permeabilidade homogénea
K = kI, k > 0. Neste caso a solugdo é dada em (2.36). Em casos mais gerais é

necessdario um procedimento de aproximacao da solugao no segundo nivel.

Observacao 2.7 Como mencionado, a utilizacao de uma aproximagao local in-
duz um método de dois niveis, onde as fungoes T A, e pr em (2.29) sao substituidas
por versées aprozimadas T, e pr. Tais cdlculos podem ser realizados tanto resol-
vendo problemas elipticos ou, no caso de ser necessdario impor a conformidade local
H(div,Q), resolve-se sua versao mista, obtida a partir do procedimento recursivo
mencionado na observacao 2.4. E importante notar que, em qualquer um dos ca-
sos, o problema (2.29) compreende o mesmo nimero de graus de liberdade, onde a

aproximacao local aparece como um pré-processamento naturalmente paralelizdvel.

Observagao 2.8 A existéncia e unicidade de solu¢ao para o problema (2.29) €
garantida pela teoria cldssica de ponto de sela (ver [14]). Vale ressaltar que a
precisao com que py, aprorima p depende da precisao com que N\, aprorima A. Em
conseqiiencia, a convergéncia otima nas normas naturais para p, = p, + T'Ap + py
e o(pn) = o(T A\, + py) depende apenas da capacidade de X\ ser interpolado por Ay,
nas faces. Estas afirmacoes sao numericamente validadas e provadas teoricamente

no capitulo 3.

Observacao 2.9 O método MHM pode ser visto como uma estratégia de “divi-
dir para conquistar” assumindo uma malha grossa no primeiro nivel. Quando as
funcoes de base estao disponiveis, o sistema linear simétrico associado ao método
de MHM ¢ pequeno. Portanto, a alocacao de memdoria padrao e a resolucao por
métodos diretos do sistema linear pode ser adotada com baixo custo computacio-
nal. O custo adicional associado ao pré-processamento para o cdlculo das func¢oes
de base, usando uma abordagem de dois (ou mais) niveis, significa a resolugao
de problemas completamente independentes (definidos por elemento) e também de
baizo custo computacional. Em resumo, a abordagem MHM induz um algoritmo
multi-nivel através de uma colecgcao de sistemas lineares de baixo custo e que podem

ser resolvidos paralelamente utilizando ferramentas convencionais.
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2.3.3 Relacao com métodos existentes

A seguir destacamos as principais diferencas e similitudes entre alguns méto-
dos numéricos largamente empregados na literatura e o método MHM. Concluimos
que o método misto-hibrido multi-escalas definido em (2.3.4) pode ser interpretado

em certa medida como uma generalizacao de tais trabalhos.

2.3.3.1 Método misto classico

Consideremos o caso particular em que o problema (2.1) ndo apresenta condi-
¢ao de Dirichlet (I'p, = ), a fonte é constante (f € R) e o tensor de permeabilidade
estéd definido por K = kZ, onde £ > 0 é uma constante (sem aspectos multi-escalas)
e T representa o tensor identidade.

No caso [ = 0, o problema local (2.43) tem solucao exata conhecida dada por
1 |F 1
ng)K(a:) = —(nF.n%K) - |_| [az (Em — :cp) - C’F} , Ve € K, (2.36)

onde xp representa o vértice oposto a face F' (K triangulo ou tetraedro) ou o

baricentro da fase oposta (K quadrildtero ou hexaedro) e a constante Cr € R é

1 1
Cr = W/Ka: (§m—mp) dx,

para cada F € £9X ¢ K € T;. Notamos que

dada por

F
—ang)K(w) = (np-n) % (x —xp), Vo € K, (2.37)
logo o(nk) = —/{Vng’)K coincide com as fungdes de RTy (se d = 2) ou RTN,

(se d = 3) apresentadas em [60] e [55], respectivamente. Desta forma, podemos

reescrever o espaco de Raviart-Thomas de mais baixa ordem como
Vier, = {vh € H(div,Q) : vy = o(TAy), M € Agn} . (2.38)

Agora, denotando por uy, = o(TA,) e v, := o(Tuy), a formulagdo em (2.26)
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reescreve-se Coio:

Achar (pp,up) € Vo x Vg, tal que

(V-(un), o), = (f, 90)7,,

(k tup, vp)7, — (B, Ve(vp))7, = 0,

(2.39)

para todo (qo,vp) € Vo X Vrr,-

Note que em (2.39) recuperamos exatamente o método de Raviart-Thomas de
mais baixa ordem para o problema eliptico em (2.1) na sua forma mista (para
mais detalhes ver [14] pagina 116). Assim, para [ = 0 o método MHM pode ser
interpretado como uma generalizagao do método de Raviart-Thomas ao caso multi-
escalas. Por outro lado, é conveniente notar que a metodologia MHM fornece uma

aproximacao (possivelmente) mais precisa para a varidvel p, como segue
ph = pn + T (2.40)

De fato, o método RT, aproxima p por fungoes constantes por partes, diferente-
mente do que ocorre em (2.40). No capitulo 3 analisamos e verificamos numeri-
camente que (2.40) para [ = 0 apresenta, de fato, convergéncia de ordem h* na

norma L*()), enquanto que p converge com ordem h.

2.3.3.2 Métodos multi-escalas

No caso em que K e/ou f apresentem varia¢oes em uma escala menor do que
a escala da malha 7}, as solugoes dos problemas locais descritos em 2.3.4 precisam
ser aproximadas numericamente usando uma abordagem de dois niveis. Uma vez
escolhida uma aproximacao de elementos finitos no segundo nivel, a abordagem
aqui apresentada pode ser comparada com métodos multi-escalas de dois niveis
(upscalling e two-level methods) existentes na literatura.

Em [19] é apresentada uma abordagem que trata as variagoes da pequena
escala usando problemas locais do tipo (2.43), assumindo que o fluxo através das

faces é aproximado por fungdes constantes (A, € A;LO)). Por outro lado, os pro-
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blemas locais definidos em (2.42) nao sao considerados em [19] visto que o termo
(f, Tup)T, € inexistente.

Em [6] é proposto um método que, através de um espago mais “rico”, genera-
liza & abordagem proposta em [19]. Como resultado, os termos do tipo (f, Tup)7,
estao presentes. Apos algumas manipulagoes algébricas, este pode ser interpretado
como o método MHM usando o espaco AS) para aproximar o fluxo nas faces. No
entanto, a maneira como o método é construido é fundamentalmente diferente, e
impossibilita a utilizacao de uma interpolacao de ordem superior Ag) (I >2). Fi-
nalmente, a diferenca de MHM, nos trabalhos citados a construcao é feita a partir
da forma mista do problema e, como consequéncia, todos os problemas locais sao
necessariamente mistos. Isto obriga a escolha de um par de espacos inf-sup estavel

para resolver os problemas no segundo nivel.

2.3.3.3 Método hibrido-primal

A formulagao variacional hibrida proposta originalmente em [59] e estudada

em [61] utiliza o seguinte espago de aproximagcao
Vi ={q €V :qlx € P"K), VK € Tp,},

para k € Ny e Ag) para [ € Ny. Assim, em [61] é proposta a formulagao

Achar (pg, /\g)) €V x Ag) tal que
!
(KVpr, Var)T1, + (, )\2))8771 = (f,a)7, (2.41)
(PkaMZ)BTh = 07

para todo (q, ;) € Vi X Ag).

A formulagao em (2.41) é bem posta se e somente se é satisfeita a condi¢ao k > [+1

quando [ é par ou k > [ + 2 quando [ é impar (ver [61]). Note que para k =0 a

formulagao (2.41) nao estd bem posta independente da escolha de [.
Desconsiderando qualquer aspecto multi-escalas, a formulacao variacional

MHM exposta em (2.44) pode ser entendida como a formulacao (2.41) para k =0
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com um termo extra do tipo (T)\Ef), t)oT;,- Notamos que o termo (T)\g), o, €

coercivo no subespaco nao trivial

{m € AV (go, ) =0, Yao € V.

Portanto, a formulagdo em (2.44) esta bem posta e pode ser considerada uma
versao estabilizada da formulagao primal-hibrida (2.41) com k = 0. No capitulo 3

demonstramos tal afirmacao.

2.3.4 Sumario do método MHM

O método de elementos finitos MHM (Multiscale Hybrid-Mized) desenvolvido
a partir da formulagao variacional (2.19), fornece uma solu¢ao aproximada p, ~ p
dada em (2.30) completamente determinada pelo problema global discreto (2.29),
as fungoes de base multi-escalas (2.33) e os problemas locais (2.18). A seguir
apresentamos um sumario do método MHM.

O método MHM fornece uma solucao aproximada p;, que se decompoe em

Ph = Pr + T'Ap + py. Para tanto, existem dois grupos de problemas locais:

(1) Para cada K € T, resolvemos:

Achar pflk € H'(K) N L3(K) tal que
(KVps,Vw)g = (f,w)k, (2.42)
para todo w € HY(K) N L(K).

(2) Paracada K € Tp,, F € £9% e i e {1,...,1+ 1} resolvemos:

Achar 77%,)[( € HY(K)N Li(K) tal que
(Kvng,)[( , Vwu)g = —(np- n‘?;K)("L/JE;) W) R, (2.43)

para todo w € H(K) N L3(K).

Usando as fungoes de base (2.43) e a solugdo dos problemas locais (2.42),
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resolvemos:

Achar (pn, An) € Vo X Ay, tal que

para todo (qo, pp) € Vo X Ap,.

(QO 5 )\h)aTh = (f7 QO)T}N
(2.44)
(P, pn)or, + (TAn, wn)or, = ZD(% pn)E — (Dfs 14h)aTs,
Fe&

Assim as componentes da solucao p, = p, + T'\, + py, sao descritas como:

(1)

Constantes por partes: pp € Vi é uma constante em cada elemento K € T,
e estd completamente determinada pelo problema global (2.44). Esta parte

da solucao contém apenas informacao na escala da malha 7j,.

Influéncia do fluro: TN, € Vi- é uma funcio de média nula em cada
elemento K € 7T,. Esta funcao é uma combinacao linear das funcoes de
base multi-escalas em (2.43), os seus graus de liberdade sao determinados
pelo problema global (2.44) que coincidem com os graus de liberdade da

interpolacao de A\, € Ay. Isto pode ser expressado formalmente em cada

K € 7T, como:
H1 ' 41
D IR SL ST By T o N
Fe&dK i=1 FegoK i=1
(1) (1+1) - ,

onde para cada F' C & as constantes c¢;’,...,cp = € R sao determina-
das pelo problema global (2.44). As fungdes w}“, - gﬂ) compoem a
base canonica de P/(F) e as fungoes de base 771(%)10 e ,ng}l) resolvem os

problemas locais (2.43), e capturam os aspectos multi-escalas do problema.

Influéncia da fonte: p; € Vg- é uma fungao de média nula em cada ele-
mento K € T, e é completamente determinada pelo problema local (2.42).
A componente p; contém caracteristicas multi-escalas dos dados do pro-
blema e a influéncia da fonte f € L?(Q2) na solugdo. Observando (2.42)

podemos notar que se f|x € R entdo pff = 0, para cada K € T},
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Figura 2.4: Descri¢ao do problema quarter five-spot, com permeabilidade constante (esquerda)
e com alto contraste (direita).

Vale ressaltar que os problemas locais sao completamente independentes e

podem ser computados em paralelo.

2.4 Validagoes numéricas

Nesta secao mostramos as capacidades multi-escalas do método MHM. Em
todos os experimentos numéricos assumimos que os problemas locais (2.43) e (2.42)
sao resolvidos usando um esquema de discretizacao de Galerkin cléssico com ele-

mentos do tipo P*(K) continuo, para k € N.

2.4.1 Problema quarter five-spot

A seguir, apresentamos experimentos numéricos para o problema quarter
five-spot definido em um quadrado unitario com pogos de injeccao e extragao po-
sicionados em vértices opostos (ver Figura 2.4), estes pogos sao representados por
um termo de fonte definido por fungoes delta de Dirac (ver defini¢ao em [52], pagina

264) concentradas nos vértices e com sinais opostos, i.e.,

f = 5:1:0 - 5w17 (245)
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onde, &y = (0,0) € Qe x; = (1,1) € Q. Por simplicidade assumimos que existe
um unico elemento K; € 7, tal que x; € K;, para cada i € {0,1}. Considere a
formulagao variacional (2.19). Neste caso o termo de fonte da primeira equagao é

dado por

(f7 qO)Th - (6:1307 qO)Th - (53317 QO)Th = Q([)(O - Qé(l (246)

Na segunda equacao o termo p; satisfaz pff = 0 para K # K, ei € {1,2}, e para

K = K, satisfaz o seguinte problema variacional:

Achar p?i € HY(K;) N LA(K;) tal que
(VP V), = (—1) w(ay), (247)
para todo w € HY(K;) N LE(K;).

Consideramos dois casos: permeabilidade constante e com alto contraste

como mostrado na Figura 2.4.

2.4.1.1 Caso permeabilidade constante

As Figuras 2.5-2.8 mostram os resultados para [ € {0, 2}. Primeiramente, a
Figura 2.5 mostra uma elevagao para p, em que podemos ver resultados similares
para ambos os valores de [. Note que aumentar [ permite uma solu¢ao melhor
aproximada nos pocos. Na Figura 2.6, sao apresentadas isolinhas do valor absoluto
de o(pp), novamente, considerar | maior implica em resultados mais precisos.

O desempenho do método para uma malha nao estruturada pode ser obser-
vada nas Figuras 2.7 e 2.8. Notamos que os resultados sao muito similares aos

obtidos usando uma malha estruturada.

2.4.1.2 Permeabilidade com alto contraste

Aqui mostramos o desempenho do método em relagao ao problema quarter
five-spot considerando uma permeabilidade com alto contraste (ver Figura 2.4).
Usando uma malha estruturada com 32 triangulos ao longo de cada lado do domi-

nio, estudamos este problema usando duas possiveis posicoes para a interface entre
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Figura 2.5: Elevacio de p, para o problema quarter five-spot usando | = 0 (esquerda) e [ = 2
(direita).

Y

285¢-12 1.8 235 lz x 7.33e-12 12.4 249 lz x
[RRRRRRRRN RRRRN [RRRREREI [ARRRRRN

Figura 2.6: Isolinhas do valor absoluto de o (p;,) para o problema quarter five-spot usando | = 0
(esquerda) e I = 2 (direita).
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Figura 2.7: Elevagao de py, para o problema quarter five-spot usando uma malha nao estrutu-
rada, [ = 0 (esquerda) e [ = 2 (direita).

Y

00421 13 226 lz x 0.0421 13 226 lz x
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Figura 2.8: Isolinhas do valor absoluto de o (p,) para o problema quarter five-spot para uma
malha nao estruturada, { = 0 (esquerda) e [ = 2 (direita).
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Figura 2.9: Exemplo de funcdes de base com uma interface de alto contraste. Usamos [ = 0
(esquerda) e I = 2 (direita).

os diferentes valores da permeabilidade. No primeiro caso, assumimos que a inter-
face para os valores das permeabilidades coincide com a fronteiras dos elementos
ao longo de y = 0.5. No segundo caso, a interface nao coincide com as fronteiras
dos elementos e esta posicionada em y = 0.484375. Apresentamos na Figura 2.9
um exemplo de fungoes de base para uma interface de alto contraste nao alinhada
com a fronteira dos elementos. Podemos ver que as fungoes de base se adaptam
naturalmente, considerando um comportamento consistente com a diferenca de
permeabilidade.

Primeiramente, nas Figuras 2.10-2.12 mostramos o desempenho do método
com [ € {1, 3} no caso em que a interface de alto contraste estd em y = 0.5.
Observamos as capacidades do método MHM em aproximar py, e o fluxo o (py,) com
precisao, no tltimo caso capturando perfeitamente a descontinuidade. Observamos
que o desempenho melhora conforme aumenta [.

Na Figura 2.13, apresentamos os resultados para [ = 0 no caso em que
a interface de alto contraste estd em y = 0.484375. Nesta posicao a interface
estd alinhada com os elementos da malha do segundo nivel (uma malha bastante
grosseira com apenas dois elementos ao longo de cada aresta) usada para aproximar
a solugao do problema local.

Os problemas locais sao resolvidos usando duas diferentes estratégias. A

primeira delas utiliza elementos quadréticos continuos para resolver (2.43), e a
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Figura 2.10: Elevagao de pj, para o problema com permeabilidade com alto contraste usando
I =1 (esquerda) e | = 3 (direita).
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Figura 2.11: Elevagao para o valor absoluto de o (ps) para o problema com permeabilidade
com alto contraste, usando | = 1 (esquerda) e [ = 3 (direita).
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Figura 2.12: Isolinhas para o valor absoluto de o(py) para o problema com permeabilidade
com alto contraste, usando [ = 1 (esquerda) e [ = 3 (direita).

4.83e-14
N

Figura 2.13: Elevagao para o valor absoluto de o (py,) usando [ = 0. Os problemas locais (2.43)
s@o resolvidos usando um método eliptico (esquerda) ou usando um método misto (direita).

39



0.025

0.02

0.015+

Figura 2.14: Fungoes de bases representativas | = 3 para um elemento triangular. Considera-
mos um coeficiente K oscilatério.

segunda abordagem utiliza elementos de Raviart-Thomas de mais baixa ordem
para resolver a versao mista de (2.43) como proposto em observagao 2.4. Podemos
notar pela elevagao do valor absoluto da velocidade que os comportamentos sao
muito similares nas duas abordagens. Oscilacoes espirias de pequena amplitude
podem ser observadas proximas a interface no caso do segundo nivel ser resolvido
com um método eliptico. O uso do elementos do tipo RT no segundo nivel mantém
numericamente a conformidade com respeito ao espago H(div,2) e corrige tais

inconvenientes.

2.4.2 Coeficiente de permeabilidade oscilatério

Estamos interessados no desempenho dos novos métodos quando usados para
resolver um problema com coeficientes altamente oscilatérios de periodo €. Este
problema é definido sobre um quadrado unitario com condi¢cao de Neumann ho-
mogeénea, a fonte é dada por f(x) = 272 cos 2wz cos 2my, para cada (z,y) € Q e o

coeficiente de permeabilidade é dado por

2+ 1.8sin 2% 2+ 1.8sin 2¥
= + £
2+ 1.8sin 2 24 1.8cos 21

K(z)

1

fixando € = -

O método apresentado é implementado usando [ = 0 e [ = 2 sobre a mesma
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-0.0802 0.000125 0.0805 J_x .12 0.0034 113 ix
[ - | mEE - S

Figura 2.15: A pressdo “exata”(esquerda) e pj calculada sobre uma malha grosseira com o
método de Raviart-Thomas (direita).

0.000314
N

Figura 2.16: Solucdo ps + T\, + ps com | = 0 (esquerda) e | = 2 (direita).
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malha grossa. Uma abordagem que envolve dois niveis de aproximacao se faz ne-
cessaria. A malha usada dentro de cada elemento é uma malha nao estruturada
com 32 elementos ao longo de cada aresta. Na Figura 2.14 mostramos exemplos
de fungoes de base para o caso [ = 3, onde podemos ver a influéncia das escalas
pequenas. Como meio de comparagao, calculamos a solucao do problema (2.1)
usando o método de Galerkin cldssico com elementos lineares e uma malha extre-
mamente fina (512 elementos em cada eixo), ¢ denominamos de “solucao exata’.
Com relagao ao método MHM, usamos uma malha grossa (16 elementos em cada
eixo). Esta mesma malha é utilizada para resolver o problema pelo método de RT
de mais baixa ordem.

Primeiramente, comparamos a aproximacao por constante por partes usando
o método de Raviart-Thomas de mais baixa ordem. Como mostrado na Figura
2.15, a solucao com o método de Raviart-Thomas de mais baixa ordem captura
o aspecto da solucao corretamente mas apresenta uma diferenga consideravel na
amplitude da mesma (observe que a escala da imagem é diferente). Por outro lado,
o resultado na Figura 2.16 mostra que o método MHM apresenta um desempenho
melhor comparado ao método de Raviart-Thomas de mais baixa ordem. O uso de
valores maiores para [ melhora ainda mais a qualidade da solugao numérica.

De fato, observemos as Figuras 2.17 e 2.18 que mostram uma comparagao
entre a constante por partes e a “solucao exata” em um corte vertical plano definido
de (0,0) até (1,1). Na Figura 2.17 mostramos que o método MHM para [ = 0
melhora consideravelmente a precisao da solu¢ao numérica quando comparada a
aproximacao usando constantes por partes pelo método de Raviart-Thomas de mais
baixa ordem. Os resultados nas figuras 2.18 e 2.19 justificam a observacao de que
uma escolha de [ maior faz uma diferenca (positiva) significativa. Na Figura 2.18,
podemos observar que as constantes por partes obtidas a partir de MHM usando

= 2 ¢é melhor do que a aproximacao usando constante por partes fornecida por
MHM com [ = 0. Ainda mais interessante, a pressao p, + T'\; + py fornece uma

aproximacao muito precisa para um valor de [ suficientemente alto, como mostrado
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MHM, =0

-0.000945 0.045 0.0909
|
Exact RTO/PO z
-0.000454 0.04 0.0805 0.000587 0.563 1.13 \L Y
| |

Figura 2.17: Perfis de pj,. Mostramos a solugao pelo método de Raviart-Thomas de mais baixa
ordem (azul), usando o método MHM para [ = 0 (vermelho), e a “solucao exata”(preto).

MHM, =2
0.00108 0.0397 0.0784
|
Exact MHM, =0 z
-0.000454 0.04 0.0805 -0.000945 0.045 0.0909 \LY
] R RO |

Figura 2.18: Perfis de p;, pelo método MHM usando | = 0 (vermelho) e [ = 2 (verde) compa-
rados com a “solugdo exata’(preto).
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MHM, =2

-0.000636 0.0405 0.0816
|
Exact MHM, =0 z
-0.000454 0.04 0.0805 -0.00913 0.0426 0.0944 \LY
] ] N A R |

Figura 2.19: Perfis de pj, + T\, + py para o método MHM usando | = 0 (vermelho) and [ = 2
(verde) comparada com a “solucdo exata”(preto).
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na Figura 2.19.

2.4.3 Permeabilidade multi-escalas

Como validacao final, consideramos o desempenho do método MHM atuando
sobre um problema com permeabilidade multi-escala log-normal, mostrada na Fi-
gura 2.21. Para determinar o campo de permeabilidade, o quadrado unitario foi

dividido em 100 x 100 quadrados, e a permeabilidade é dada por

K(z) = ae?¥®),

com Y uma variavel normal randomica, e onde « e 7y sao fixadas igual a 1. O valor
para Y ¢é assumido constante sobre cada quadrado gerando uma permeabilidade
constante sobre cada um deles. A fonte é considerada homogénea, com condicao
de Dirichlet igual a 1 no contorno esquerdo e 0 no contorno direito do dominio. No
contorno superior e inferior consideramos uma condi¢ao de Neumman igual a 0. A
malha mais fina possui 100 elementos triangulares ao longo de cada eixo, a malha
seguinte 50 e a ultima 25. Na malha mais fina, a sub-malha usada para determinar
numericamente as fungoes de base é formada por apenas 1 triangulo, nas outras
malhas se considera uma sub-malha suficientemente fina tal que o somatério de
todas as sub-malhas consideradas tenha o ntmero total de elementos da malha
mais fina. Na Figura 2.20 mostramos um exemplo de fungoes de base resolvidas
usando uma sub-malha fina sobre um triangulo na malha mais grossa. Podemos
ver a influéncia do coeficiente multi-escala na forma da funcao de base.

O primeiro resultado considera o impacto de uma interpolacao de alta ordem
para A\, € Ay, sobre o campo de velocidades em uma malha fina. Isto é mostrado nas
Figuras 2.21, 2.22, e 2.23. Em todos os casos, podemos ver que a velocidade mostra
o comportamento esperado, sendo maior nas regioes de maior permeabilidade, mas
no caso [ = 2 pode-se observar uma incorpora¢ao mais nitida das estruturas multi-
escalas.

Em seguida comparamos as aproximacoes usando malhas diferentes e con-
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Figura 2.20: Exemplo de funcoes de base com coeficiente de permeabilidade multi-escalas para
I =0 (esquerda) e | = 3 (direita).

Figura 2.21: Gréfico da varidvel Y em quadrados (esquerda), 100 quadrados em cada eixo.
Campo de velocidade numérica (direita) é calculado usando [ = 2 em uma malha triangular, com
dois triangulos por cada quadrado que representa a permeabilidade.
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Figura 2.22: Campo de velocidades usando | = 2 sobre uma malha com 50 x 50 triAngulos
(esquerda) e 25 x 25 tridngulos (direita).
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Figura 2.23: Campo de velocidades usando [ = 0 sobre uma malha com 50 x 50 triangulos
(esquerda) e 25 x 25 tridngulos (direita).
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sideramos a pressao como constante por partes na Figura 2.24. Os gréaficos sao
obtidos com um corte plano vertical que contém a linha entre o ponto (0,0) e o
ponto (1,1). O grafico da esquerda mostra resultados para py, na malha mais grossa
paral =0 el = 2, as quais sao similares com os resultados em uma malha fina com
[ = 0. Mostramos também que o resultado usando o método de Raviart-Thomas
de mais baixa ordem ¢é pouco preciso. O gréfico da direita mostra py, + T'\, + py
e observamos que obtemos em cada malha o mesmo resultado anteriormente rela-
tado. E importante notar que estes bons resultados foram obtidos resolvendo-se
problemas locais elipticos (ver (2.43) e (2.42)) no segundo nivel.

Finalmente, reproduzimos uma solucao de referéncia para o caso log-normal
(ver Figura 2.25) usando uma malha extremamente fina (perto de 2 milhoes de
elementos) para estudar se o método MHM em uma malha grossa é capaz de
reproduzir a dissipacao de energia devida as forgas viscosas, i.e., F := % fﬂ K (Vp)2
E importante mencionar que um caminho alternativo para calcular a referéncia F
envolve o conceito de permeabilidade equivalente para um meio heterogéneo (ver
[64] e [62] para mais detalhes). Aqui, a quantidade de referéncia E é comparada
com a sua correspondente aproximada FEj := % fQ K (Vpr)?, onde py, é a solucao
obtida com o método MHM sobre uma malha grossa. Os resultados numéricos
mostram que % se aproxima rapidamente de 1 (ver Figura 2.26) com relagao
a convergéncia em h e [. Concluimos que o método MHM preserva a energia
dissipativa com boa precisao em malhas grossas. Esta andlise mostrou também
que, para um dado quociente %, é computacionalmente mais atrativo (em termo
de nimero de graus de liberdade) aumentar [ em uma malha grossa fixa do que

usar um [ pequeno sobre uma malha fina.

2.5 Conclusoes

Neste capitulo propomos uma nova familia de métodos de elementos finitos
para a equagao de Darcy, denominados métodos Multiscale Hybrid-Mized (MHM),

que capturam com precisao as pequenas escalas do problema. Os métodos MHM
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MHM, |=0 MHM, |=2 — MHM, 25x25

-0.485 00379 0561 -0.475 00374 055 = -0.486  0.0484  0.583
R ———— I == I

Exact RTO/PO z MHM, 50x50 MHM, 100x100 z
0485 0.045 0575 0512 -0.0419 0.428 \LY -0.485 0.048  0.581 -0.485 0.0479  0.581 ky
I | | I

Figura 2.24: Perfis para a pressao aproximada. O gréfico & esquerda mostra o resultado usando
o método de Raviart-Thomas de mais baixa ordem sobre uma malha com 100 x 100 elementos
(preto) e sobre uma malha de 25 x 25 elementos (azul), e 0 método MHM usando I = 0 (vermelho)
e | = 2 (verde) na mesma malha grossa. O gréfico da direita mostra o método MHM para [ = 2
sobre uma malha de 25 x 25 elmentos (verde), sobre uma malha com 100 x 100 elementos (preto),
e sobre uma malha com 50 x 50 elementos (vermelho).

5.000

3.750

2.500

1.250

0.000

Figura 2.25: Campo de permeabilidade (esquerda) e valor absoluto da velocidade em uma
malha fina (direita).
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Figura 2.26: Gréfico de % com respeito a um refinamento para h (esquerda) e um refinamento
para [ (direita).
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foram desenvolvidos usando uma estratégia de decomposicao de espacos para o
computo das fungoes de base. Estas satisfazem a equacao de Laplace em cada ele-
mento da malha. A continuidade da solugao é imposta fracamente usando multipli-
cadores de Lagrange, o que permitiu que as condi¢oes de contorno dos problemas
locais fossem definidas naturalmente. Os resultados numéricos mostram a capaci-
dade do MHM em tratar de forma precisa as heterogeneidades e coeficientes com
alto contraste. Além disso, a presente abordagem induz um pés-processameto da
pressao, de forma a reconstruir um campo de velocidade localmente conservativo,
sem aumento do custo computacional. Os métodos MHM de certa forma generali-
zam métodos conhecidos, como o método de Raviart-Thomas de mais baixa ordem,
o método misto multi-escala em [19], o método tipo upscalling apresentado em [6],
e pode ser interpretado como uma estabilizagdo do método hibrido-primal [61].
Concluimos, que a nova familia de métodos multi-escalas surge como uma alter-
nativa atraente para resolver problemas mistos em geometrias complexas com alta
ordem de aproximacao, e naturalmente adaptado a computacao massivamente pa-
ralela. Aspectos relacionados com a paralelizacao do algoritmo MHM, assim como
comparagoes com o estratégias de decomposicao dominio merecem investigacao
mais profunda. A andlise numérica para os métodos MHM assim como validagoes
numéricas de convergéncia 6tima sao apresentada no capitulo 3. Finalmente, a
sua extensao a problemas de transporte com advec¢ao e/ou reagdo dominante é

apresentada no capitulo 4.
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Capitulo 3
Analise Numérica para o método MHM

3.1 Introducao

Este capitulo é dedicado & andlise numérica do método MHM (Multiscale
Hybrid-Mized), desenvolvido no Capitulo 2. Esta organizado em seis segdes prin-
cipais. Na se¢ao 3.2 revisitamos a construgao do método MHM, introduzindo uma
notacao apropriada a andlise. Em seguida, na secao 3.3, apresentamos algumas
novas definigoes e resultados técnicos que serao utilizados nas segoes seguintes. Na
secao 3.4 provamos a existéncia e unicidade de solugao para o método MHM. Na
secao 3.5 mostramos que a precisao da solucao numérica do método MHM depende
exclusivamente da escolha dos espacos de aproximacao para o multiplicador de La-
grange. Em consequéncia, na secao 3.6, apresentamos estimativas de erro a-prior:
com convergencia 6tima nas normas naturais. Além disso, propomos um novo es-
timador de erro a-posteriori baseado em residuos nas faces, o qual demonstramos
possuir as propriedades de eficiéncia local e confiabilidade. Finalmente, na secao
3.7, validamos numericamente os resultados tedricos através de experimentos nu-
méricos desafiadores, como forma de colocar em evidéncia as capacidades praticas

do método MHM.
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3.2 Método hibrido-misto multi-escalas

Lembremos problema eliptico estudado no Capitulo 2: Achar p tal que

V(=KVp) = f emQ,
—KVp-n' = 0 em Ty, (3.1)

p = g emIp,

onde f e g sao funcoes dadas suficientemente regulares. O coeficiente de permeabi-
lidade K € [L>°(€2)]7*¢ é um tensor simétrico e uniformemente eliptico, i.e., existe
Cmin, Cmax > 0 tais que

Cmin |£’2 < fT’C(w)£ < Cmax|£|23 (3'2)

para todo ¢ € R? e para todo « € .
A continuacio revisitamos o método MHM. Seja V. = H(T,) e A := {u €
H _%(6 ) ,ula;K = 0,VF € &V}, e considere o espaco de dimensdo finita Vo C V de-
finido por
Vo:={q €V :qlk € R, VK € Tp}, (3.3)

e o0 seu complemento ortogonal VOL com respeito ao produto interno (-,-)7,. Considere

a transformacao linear T : A — VOL tal que, dado A € A, associamos T'\ a solucgao de:

Achar TAN|x € HY(K) N L(K) tal que
(KVTN g, Vw)g = —(\ w)ak, (3.4)

para todo w € HY(K) N L3(K),

em cada K € T,. A funcao py € VOJ- é definida localmente através da colecao de

problemas

Achar pff € HY{(K)N Li(K) tal que
(KVpf,Vu)k = (fiw)k, (3.5)
para todo w € H'(K) N L3(K),
para cada K € Tp.

Em seguida, considere as formas bilineares a : A X A = R, eb: A xV — R,
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definidas por

a(X,pn) = —(TX,pwar,, YA\, pu) € AxA, (3.6)

b(p,q) == —(a,Wom,, Y(wq) € AXV, (3.7)

e a forma bilinear B : (A x Vj) x (A x Vp) — R, dada por

B(A;pos s qo) = a(A, ) + b1, po) + (A, qo), (3.8)

para todo (A, po; i,q0) € (A x V) x (A x Vp). Considere também a forma linear F' :
(A x V) — R definida por

F(,q0) := (pfs om, — (frao)m — Y (9, 1)F, (3.9)
Fegb

para todo (u,q0) € A x V. Com as definigoes anteriores, reescrevemos a formulagao

variacional hibrida (2.19) como:

Achar (X\,p) € A x Vj tal que

B(A,ﬁ; N7q0) = F(,U,,qO), (310)

para todo (p,qo) € A x V.

Como mencionado no Capitulo 2, a formulagao variacional (3.10) junto com os problemas

(3.1) e (3.5) nos fornece uma caracterizagao da solugao do problema (3.1) como
p=p+TA+p;. (3.11)
Consideremos o espaco de dimensao finita A, C A definido por:

A = (g € A s K e PUF), VF € EK VK € T} (3.12)
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O método de elementos finitos MHM é definido por

Achar (An,pn) € Ag) x Vo tal que
B(An,Prs pnsq0) = F(pns o), (3.13)

para todo (un, qo) € Ag) x Vo,

logo, a caracterizacao (3.11) tem uma versao aproximada py, dada por

ph = ph + TAp + py. (3.14)

3.3 Definicoes e resultados preliminares

Em vista da demonstracao dos resultados de existéncia e unicidade, assim
como para a analise de erro a-priori e a-posteriori, € necessario equipar os espagos

utilizados com normas apropriadas. Consideramos o espago H(div,€2) junto com

a norma usual || - ||giy : H(div,Q) — R, definida por
3
o laiv = [Z o |[6.x + HV'UH(Z),K] : (3.15)
KeTh

onde dg > 0 representa o diameétro de €. Alternativamente, definimos a norma

|| laiv.n @ H(div, Q) — R como

1
2
llollaiv.n = [Z HUH(z),K—i_h%(HV'UH(zJ,K] : (3.16)
KeTh
Seja 1 € H’%(é'), e munimos tal espago com a norma || - || : A — R, definida por
= inf iv- 1
lullas="__nf ol (3.17)
00K 0K — 0K
KeTh
Para o espago V' consideramos a norma usual || - ||y : V' — R, definida por
1
1 2
lallv = — llallox +IVallo x| (3.18)
d
KeT, &
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e a sua versao local || - ||y : V — R definida por

1
lallv.p == Z 2 la

KeTF K

o T IVdlok| - (3.19)

Seja ¢ € V e suponha que —KVq € H(div, ). Adicionalmente, consideramos | - |g

a norma da energia sobre V', definida por

1

1 2
[ale = 1KVl + vemn | 3 llallose + <Z ||VQH(2),K> : (3.20)

KeTy

Para o espaco produto A x V, consideramos a norma || - |[|axy : V — R, definida
por
G Dl asev = [l s + v (3.21)
Para o espaco [L(02)]*? consideramos a norma || ||« : [L(2)]*** = R definida
por
1
||K|o = esssupmax [y" K(z)y]? . (3.22)
zch  |yI=1

Com base na definicao dos espacos e das normas acima, apresentamos alguns

resultados auxiliares que serao usados nas proximas secoes.

Lema 3.1 Sejab: A x V — R definido em (3.7). Temos que

b(L,
sup LUl e A

qev HQHV

Demonstragio:  Seja (u,q) € AxV e o € H(div,Q) tal que %% - n% =4
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para todo K € Ty,. Note que

b(p,q) = (1,9)or,

= Z (q 7”)81(

KeTh
= > (Vo,9)k + (0,Vo)x
KeT,
1
< > d|IVeollx d—2||CI||0,K+ o lfo,x[Vallo,x
KEeT, Q
< lloflawllallv.

Logo lﬁ;“"? < ||o|laiv, para todo o € H(div,Q) tal que 0% - n?% = ;9% em cada

K € 7Tp,. Usando as defini¢oes de sup e inf o resultado seque. |
Agora demonstramos que o operador 1" é limitado.

Lema 3.2 Seja o operador linear T : A — Vi definido em (3.4). Logo T é limitado

e satisfaz:

W) [Tl < \/Z KV Tpl s

(2) KV T plla < /222l a,

Cmin

B) I Tullv <2,/ E=[lplla-

2
Cmin

Demonstracao:

(1) Pela desigualdade de Poincaré local (A.9), e das propriedades de IC, seque

que

1
Coinl TRl = Conin ) I Tullo. + VT ull6x (3.23)

KeT, @
13, :
< | 1] INTUB G2
KeT, - 9
< 2> |IKVTulfG (3.25)
KeTy,

logo, /Camnl|Tpillv < V2IIKVTp i
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(2) Pelo problema forte definido em (2.22) obtemos para cada K € Ty,

IV-(KVTllox = (¢, V(=KVTu))x (3.26)

= (1, V-(=KVTp))ox- (3.27)

Em sequida usamos as propriedades de IC, o problema local (3.4), e T €

Vit, e obtemos, que para cada K € Ty,

IKVTul < Vemax (KVTp, VT 1)k (3.28)
= —4/Cmax (ljlyT,u>6K- (329>

Logo, usando (3.27) e (3.29), obtemos

VKV Tl 5, = d& (s, V-(KNT 1) + v/ Cmax alps, 1),

e como a(p, i) = b(pu, Tw), da desigualdade triangular e (1) temos

IKVTullGe = bk, dg V-(KVTR) + \/Cnax Th)

b, N
< [b(x, )] ||d8, V- (KT 1) + v/Cmax Ti| v
qcv lallv
b(u, q
- [b(1s, 4) (|d3 V-(KNT )| v + v/Cmax || Tl [v)
qcv  lallv

max b b
< J2%ms g, DU Ol egry
Cmin ¢V HQHV
max b 9
Y Tl <[22 g 12 DL (3.30)
Cmin ¢V ||Q||V

Usando o Lema 3.1 o resultado seque.

e logo,

(3) Usando (1) e (2) o resultado é imediato.
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Lema 3.3 Sejab: A x V — R como definido em (3.7), temos que

V2 b1, q)

——|lpl]a < sup < ||plla, Ve € A
2 ev |lallv

Demonstragao: O limate superior foi provado no Lema 3.1, restando mostrar
o limite inferior. Em (3.30) consideremos o caso em que K =7 e o = VT,

onde Ty representa a solu¢do do problema (3.4) com K =Z. Assim ‘/7§Ha||div <

1b(,9)]
llallv 7

SUpP ey e pela definicao do inf o resultado seque. |

Lema 3.4 Seja p; € V- a solugdo do problema local (3.5) e considere f*+ € Vj-
definida por f*|x = flx — ﬁfz{ f, para cada K € 7T,. Portanto, temos as

seguintes estimativas:

(1) EVpsllaw < da /282 f*lo;
(2) llpsllv < 2da /&=~ log-

Demonstracao:

(1) Usando a desigualdade de Poincaré local (A.9), o fato de p; € V5 e hye <

dq, temos que, para cada K € Ty,

1KVl < IIKl(KVDy, Viy)k
S v Cmax(fapf)l(
= \/Cmax<fJ_|K7pf>K

< Voema | [ ok sl lo,x
do
S \/Cmax?HfJ_HO,KHvaHO,K
C de
< ﬁ?HfLHo,KH’CVPf 0.K-

min

Logo, ||[KVpsllox < (/@ex92| fL]|o . Por outro lado note que, do pro-

Cmin T

blema forte (2.24), obtemos que ||[V-(KVpp)llox = |If*|lox para todo
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K € Ty, portanto usando a desigualdade anterior obtemos

2

Crax @
IKVpslla < Z—aw—gl|fﬂ\3,x+d?z||fﬂ|3,z<

Coni
K€7-h min

Cmax
< 2d Y S

min K€7—h

C
= —=dollf e

min

e o resultado segue.

(2) Usando a desigualdade de Poincaré local (A.9) temos

h2
unllpgl} < coin Y 2 1905l +11Vps
KeTh Q

2Cmin Z vang,K

KeTy

2> IIKVpsllg ik

KeTy

A\

2
0,K

IN

VAN

e 1090, \/Cmml|Pf|lv < V2||KTl|ai. O resultado seque usando (1).

3.4 Existéncia e unicidade de solugao

Nesta se¢ao mostraremos que a formulagao hibrida (3.10) e o método MHM
(3.13) estao bem postos. O resultado principal (Teorema 3.7) estd baseado em um
resultado classico abstrato apresentado em A.2. Iniciamos o processo mostrando
a continuidade do operador B : (A x V) x (A x V) — R. As demonstragoes desta

secao sao validas nao importando se os espacos utilizados sao finitos ou infinitos.

Teorema 3.5 Seja A C A um subespaco de A. Entdo para cada (X, po), (1, qo) €

A x Vp, existe C > 0 tal que

B\, po; 1:q0) < ClI(N po)|laxv || (1 @) axv- (3.31)
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Demonstragao:  Da defini¢ao de a(-,-) e b(-,-) em (3.6) e (3.7), repectivamente,
temos que, para cada A\, p € A, a(\, ) = b(u, TX). Portanto usando o Lema 3.1,

a desigualdade triangular e o Lema 3.2, obtemos

B(Apos p,q0) = b(p, TA+ po) + b, qo)

b(p, b(A,
< bl q>|||T/\+p0||v+SuP‘ ( q>’||¢]0||v
qev |lallv qev lallv
< lullaCITAllv + Hpollv) 4 [[Allallgol v
A/ Cmax 4/ Cmax

< lllaZ=—=Illa + [lpollv) + llgol[a([[Alla +2=—]Ipollv)

< Ol po)llaxv (1, go) | axv s
onde C':max{2—”ccn?a",1} > 0. |

A seguir consideramos os espacos de dimensao finita A,(f) C A definidos em

(3.12), e por simplicidade usaremos a notagao Ag := A;ZO).

Lema 3.6 Seja N := {u € A : b(i,q0) = 0, Vg € Vo}. Entdo os seguintes

resultados sao validos:
(1) pe N V(KVTu) =0, em K € Tp;

(2) alp,p) > =|plla, Y e N.

— Cmax

Demonstrag¢ao: Para (1), seja p € A. Do problema local forte (2.22) observe que,

para cada K € Ty, temos V-(—KVTu) = ¢*, onde * € R satisfaz

(", qo)k = (1, @)ox, Yq0 € Va.

Portanto obtemos que

b(:“’ ) qU) = - Z (/JJ ) qo>3K = - Z (Cu7 QO)K = Z (V(ICVTlu)? QO>K7 (332>

KeTy, KeTy, KeTy

61



para todo qo € Vy, e (1) seque. Com respeito ao item (2), tome p € N do item (1).
Logo V-(KVTu) =0, e seque que

CL(,U,,,M) = _<:U’7TH)3Th

= Y (KVTp,K'KVTu)k

KeTy
1
> D IKVTullf
max K€7—h
1
> 1KV T ul G
1
> [|ll3,
o que prova que a(-,-) € coerciva sobre N |

Provamos agora o principal resultado desta secao.

Teorema 3.7 Seja A C A um subespaco arbitrario de A, tal que Ag C A. Entéo

para cada (X, po), (1, o) € A x Vp, temos:

(1) Existe g > 0 tal que

B(X\, po; 1, qo)
sup

> BN, po)l|axv:
(1,90)EAX V) ||<N/7QO)||A><V x

(2) B()\>p07 NaqO) =0, v()‘ap0) € A x %] = [(NaqO) = (070) € A x Vol -

Portanto os problemas (3.10) e (3.13) sao bem postos.

Demonstracao:  Consideramos o espaco N definido no Lema 3.6. Demonstramos
0s resultados (1) e (2) aplicando o Teorema A.6. Como os operadores associados

aa(-,-) eb(-,-) sio auto-adjuntos, devemos somente provar os sequintes pontos:

(a) Existe ¢, > 0 tal que

a(A,
calM [ < sup 21

,VAEN.
e |lal[a
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(b) Eziste ¢, > 0 tal que

bk g
ellqollv < SupM Vo € Vp.

HEA ||lu||A ’

Provemos (a). Seja A € N'. Pela coercividade de a(-,-) sobre N, temos que

oK __ 0K

0K .poK =n.n

O item (b) segue tomando uma fun¢ao oy € H(div, ) tal que o
em cada K € Ty, (ver [60]). Logo, definindo po € A tal que ud% = a8 - n?% em
cada K € Ty, teremos que pg € Ay C A. Em [60] é demonstrado que para todo

. (o0,
q € Vo eziste ¢, > 0 tal que cl|oollay < %

Assim usando (3.32) e
a definicao do inf o resultado seque. Portanto, provados os itens (a) e (b), o

Teorema A.6 e o resultado seque. |

3.5 Melhor aproximacao

O método MHM (3.13) é consistente e fornece um resultado de melhor apro-
ximagao, como é apresentado no seguinte Lema. Em particular mostramos que a

qualidade da aproximacao depende apenas do espaco Ay,.

Lema 3.8 Sejam (A, p) € AxVye (A, prn) € Ay %V as solugoes de (3.10) e (3.13),

respectivamente. Assumindo as hipdteses do Teorema 3.7, temos:

(1) B<>‘ - )\haﬁ _]jh7 Hh, QO) = 07 v(ﬂ’haQO) € Ah X %7

(2) Existe C' > 0 tal que

A = X B = Pi)llaxy < C inf ([ = g4,
nrEAR

onde C = %, com C e f3 sdo as constantes positivas do Teorema 3.5 e do Teorema

3.7, respectivamente.

63



Demonstracao: O item (1) seque imediato da defini¢ao dos problemas (3.10)
e (3.13). Em seguida, aplicando o Lema de Céa (ver [27] pdgina 96) obtemos a

sequinte estimativa

C
A=Ay, D — D < = inf A — D — )
H( hyD ph)||A><V =3 (M“qol)IéAthoH( Hh, P QO)HAXV

Logo, escolhendo qo = p, o resultado (2) seque. |

Em decorréncia da consisténcia do método (3.13), a solu¢do numérica do
método MHM possui propriedades de conservacao local, como veremos a seguir.
Aqui usamos a caracterizagao para a solucao exata (3.11) e a caracterizagdo para

a solucao aproximada (3.14).

Corolario 3.9 Sejam (A, p) € A x Vi e (An,pn) € A X Vj as solugoes de (3.10) e

(3.13), respectivamente. A seguinte identidade é satisfeita

V-(=KVp) =V-(=KVp,), em Q.

Demonstracao:  Usando as caracterizagoes dadas em (3.11) e (3.14) e o problema

forte (2.22), em cada K € Ty, obtemos
V-(KVp —KVp)|x = ch — ¢}t € R. (3.33)

Como (¢}, q0)x = (N, qo)ox € (), q0)x = (M, Go)ax para todo qo € Vy, temos que
os problemas (3.10) e (3.13) implicam que ¢}, = |—[1(| [ f e = ﬁ [y [ em cada
K €Ty, e o resultado seque. |

A seguir usamos o Lema 3.8 para mostrar estimativas nas normas naturais.
Alguns resultados utilizam a hipdtese que a solucao de (3.1) possui propriedades

suavizantes (ver [27], defini¢ao 3.14).

Lema 3.10 Sejam (A\,p) € A x Vy e (M\n,pn) € Ap x V as solugoes de (3.10) e

(3.13), respectivamente. Temos as seguintes estimativas:
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(1) 1P — pullog < Cda inf [N — upl|a,
HREAR
(2) [[KVp — KVppllaiw < (/2222 C inf || — s,
min ;U'hEAh
(3) Ilp = palloe < [1+2%22] Cdg inf |]A = palla,
min /JheAh
onde a constante C' é dada no Lema 3.8.
Demonstracao:
Provaremos (1). Notemos que [|p — pplloo = dallp — prllv < dall(A = An, p —

pr)|laxv, e portanto do Lema 3.8 o resultado seque. Em relagdo ao item (2), note

que KNp — KVpp, = KVT (A — \p) logo usando o Lema 3.2 obtemos

IKVp = KVpullaw = [IKV(T = TN)||aiv
cmaX
< 32— (1A= Alla
Cmax — _
< 2C —[|(A = An, D= )l [axv

Aplicando o Lema 3.8, o resultado seque. Em sequida como p — p, = (p — pp) +

T(A— M), usando a desigualdade triangular, o Lema 3.2, o item (1) e o Lema 3.8,

obtemos
llp = pulloe < 1P = oullog + da [|T(A = Ap)llv
V CmaX
< ||p = pullogo +2 — do ||A — Anlla
vV Cm X = .
S |:1+2—a:| CdQ inf ||)\_Mh||A7
Cmin BrEAL
e o item (3) segue. |

A seguir provamos que o erro da pressao na norma L?(§2) pode ser melhorado
sob hipdteses de uma maior regularidade da solucao exata. Assumimos que o

problema (3.10) tem propriedades suavizantes (ver definicao em [27], pagina 119).

Lema 3.11 Sejam (\,p) € A x Vi e (A\n,pn) € A x Vi as solugoes de (3.10) e

(3.13), respectivamente. Assumindo propriedades suavizantes da solucao de (3.1),
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entao existe C' > 0, independente de h ou IC, tal que as seguintes estimativas

ocorrem:

(1) [lp = palloq < mﬁch inf [IA = pnlla,

2) |15 = pillon < C [C+2, fms] 2En inf A=,
Cmin ,u‘heAh

onde C' e 3 sdo as constantes obtidas nos Teorema 3.5 e Teorema 3.7, respectiva-

mente.

Demonstracao:  Definimos e = p — p, e consideramos o problema adjunto do

problema (3.10) com condi¢do de Dirichlet nula em todo o contorno I, i.e.:

Achar (v,7) € A x Vj tal que
B(p,qo; v,7) = F(u,q) (3.34)

para todo (i1, q0) € A x Vo,

onde a forma linear F : A x Vo — R € definida por

F(:ua QO) - (6, QO)Th + (eaT/'L>Th7

e definimos r. € Vi& como a solugio de (3.5) assumindo f = e. Em seguida,

consideramos a versao discreta (para l =0) de (3.34), dada por

Achar (vo,70) € Ag x Vi tal que

B(po,qo; v0,70) = F(po,qo) (3.35)

para todo (10, qo) € Ao X Vp.

Note que os problemas (3.34) e (3.35) estao bem postos. Definindo r := 7+Tvy+r.,

as hipdteses de regularidade assumidas implicam que existe C' > 0 (que depende

apenas de ) tal que ||r]]2.0 < fo||e||079. Logo, usando o Lema 3.8 e a estimativa

de interpolagao (3.36), temos que

I < Ch
nf Jlv = polla 17|20
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Portanto,

[|[(v =10, = 70)|[axv < Chl|r|20 < hlellos-

Em sequida, usando (3.34), o resultado de consisténcia do Lema 3.8, a continui-
dade de B(-,-) dada no Teorema 3.5 e o resultado de melhor aprorimag¢ao obtido

no Lema 3.8, temos que

lellfe = (e;e)7
= (e.p—=pn)7 + (e, T(A =),
= F(\=,p—pn)
= B\~ M\u,D— D v, T)
= BA=X,D—pn; v,T) — BA—= A, D— pn; Vo, 7o)

= B\ =X p,D—Pn; v — 1, T — )

IN

ClA = My B = pu)|laxv || (v = vo, 7 — To)l |axv
C_12
\/Cminﬁ

IN

Ch inf ||A\y —
M;relAhll n = ] [allelloo;

e o item (1) seque. Com relagdo ao item (2) usamos a desigualdade triangular, a

desigualdade de Poincaré local (A.9) e o Lema 3.2, para mostrar que

1P —prlloe = [lp = pullog + 1 T(A = An)llog
< |lp = pulloo + Ch||T(A = Xp)||v
Cmax
< |lp = prlloa + 2C = : RIIA = Anl|a
é \/Cmax .
< lp—pullog +2C - ——~h inf ||X— pslla
B Cmin A

C
h inf ||\ —
Bm /J]iréll\hl‘ :uhHA’

< C [C—,JFQ cmax]

Cmin

e o resultado seque. |

Para finalizar a secao apresentamos dois corolarios do Lema anterior com o
objetivo de estudar a influéncia no erro quando se omitir p; da solugao apromixada

Ph-
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Corolario 3.12 Sejam (A, p) € A x Vi e (Ay,pn) € Ap X V as solugoes de (3.10)
e (3.13), respectivamente. Entao existem constantes, independentes de h, C; > 0

e Cy > 0 tais que

(1) IKVp — KV Tl < Cr { inf |\ = pnla + ||fi|\o,sz},
HREAR

@) lIp = @i+ TA)llo < Ca {mf Hx—uhuﬁhuﬁuoa},
HREAR

onde f étal que fH|x = f — ﬁff, para cada K € Tj,.

Demonstracao:

Usando a desigualdade triangular, temos

|KVp = KVT A|aiv < [|[KVp — KVpullaiv + [|KVDs|]aiv,

e aplicando o Lema 3.8 e o Lema 3.4 o item (1) seque. Em sequida, usando a

desigualdade triangular e a desigualdade de Poincaré local (A.9), obtemos

B h
llp— (Bn +TA)lloo < lp — palloe + lIpflloe < Il — pallog + ;H/Cfollo,n,

e logo, usando o Lema 3.4 e o item (3) do Lema 3.8, o item (2) seque. |

Corolario 3.13 Sejam (A, p) € A x Vy e (An,pn) € Ay X Vp as solugoes de (3.10) e
(3.13) respectivamente. Assuma as propriedades suavizantes da solugao de (3.1).

Existe uma constante C'3 > 0 tal que

p = (n + TAn)lloe < Csh | inf [|]X = pnlla + ||/ lo
HREAR

Demonstracao:  Usando a desigualdade triangular e a desigualdade de Poincaré

local (A.9), temos

_ h
I[P = (Dn +TAp)lloe < |lp = prlloe + lIplloe < |lp — pallogo + ;||’Cvpf||o,ﬂ7
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e logo, usando o Lema 3.4 e o item (1) do Lema 3.11, o resultado seque. |

3.6 Anadlise de erro

3.6.1 Estimativas de erro a-priori

Observe que o resultado do Lema 3.8 é valido para todo espaco A, que
satisfaca a condicao Ag C Aj. Considere Ay, = Ag) para | € Ny, definido em (3.12).
Assuma 1 < k <[+ 1 e de acordo com o resultado proposto em [61] (ver [25] para

uma versao p), temos que, dado r € H*(Q), existe C' > 0 tal que

inf [IA = palla < ChH{[wl[ks10, (3.36)

:U‘heAh

onde X € A é tal que \% = —KVw?X . n9% para cada K € Tj,. Esta propriedade
de aproximacgao dos espacos Aﬁf) possibilita obter taxas de convergéncia, como

apresentadas no proximo teorema.

Teorema 3.14 Sejam (A, p) € A x Vo e (A, pn) € Ay X Vp as solugoes de (3.10) e
(3.13), respectivamente. Assuma p € H*"1(Q), onde 1 < k <[+ 1. Entao, existe

C' > 0 independente de h ou K, tal que
(1) [[(A=2An, 2 —0n)||axy < C’% P D |ks1,0,
(2) IKVp — KVpillaw < C, /22 S ¥ [[pllis
(3) lIp—pillo < € [1+ 2] €14 |lp] g0,

Cmin

(4) llp = pilloe < C [1+ 5] Rllpllro

Demonstragao:  Para os itens (1), (2) e (3) usa-se (3.36) nas estimativas (1),
(2) e (3) do Lema 3.10, respectivamente. Com relagio ao item (4) usamos, a

desigualdade triangular, (3.36) na estimativa (1) do Lema 3.10, para obter que
_ _ o C
P = prlloge < |lp —Dlloq + 1P — palloo < C |1+ 3 hIpllks10,
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e o resultado seque. |

Apresentamos agora estimativas de erro para a pressao, quando assumimos

maior regularidade, da solugao exata.

Teorema 3.15 Sejam (A, p) € A x Vi e (Ay,pn) € A X Vp as solugoes de (3.10) e
(3.13), respectivamente. Assuma p € H**1(Q), onde 1 < k <[+ 1 e a propriedade
suavizante da solugao de (3.1). Entao existe C' > 0, independente de h ou K, tal

que

(1) llp = pullog < 7250 W1 [pllirn

@) 17— pillo < C [C+2, fo] C B4 lpllisr 0

Cmin Cmin

Demonstragao: Os itens (1) e (2) sao imediatos usando (3.36) nas estimativas do

Lema 5.11. [ ]

Como um corolario dos teoremas anteriores, o seguinte resultado mostra a
influéncia em se omitir o termo p; da solugao aproximada, sobre as taxas 6timas

de convergencia.

Corolario 3.16 Sejam (A, p) € A x Vy e (A, pr) € A x V as solugoes de (3.10) e
(3.13), respectivamente. Assuma p € H*"(Q), onde 1 < k < [+ 1. Entéo, existem

constantes C; > 0 e Cy > 0, independentes de h, tais que
o [|KVp — KVTAi|laie < C1(B* [ [plliesr.0 + 1+ lo0)

o |[p—(po+TA)llogo < Cs(h* [|pllrsro + R f*

0.0)-

Assumindo a propriedade suavizante da solu¢do de (3.1), existe uma constante

C3 > 0, independente de h, tal que

o [Ip = (po+ TAu)lloo < Cs(W** [Ipllkr0 + A1 fo0)-

Demonstracao: O resultado seque como uma aplicagcao direta dos Corolarios 3.12

e 3.13 assumindo a hipdtese de regularidade extra e a estimativa (3.36). |
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O Corolario 3.16 mostra que no caso de [ = 0 o termo p; pode ser excluido
da solucao aproximada sem que a taxa de convergéncia seja afetada quando f €
H'(Q). A seguir, estudamos o efeito de omitir o termo (py, up)a7, do método
(3.13) de forma que a resolucao do problema local (3.5) ndo seja mais necesséria.

O método nao consistente é dado por:

Achar (A, pp) € A;Ll) x Vo tal que
BAnpns s q0) = —(frq0)7 — X (g 1m)F (3.37)
Fegb

para todo (i, qo) € Ag) x Vb.

Teorema 3.17 Sejam (A, p) € A x Ve (;\h,ﬁh) € Ay x Vp as solugoes de (3.10) e
(3.37) respectivamente. Assuma p € H*1(Q), onde 1 < k <[+ 1. Entao, existem

constantes C7 > 0, Cy > 0 e C'5 > 0, independentes de h, tal que
(1) 1= A, 5= Bu)llaxy < CLB* [[pllkrre + 211 f o).
(2) [IKVp = KVT Aylaiw < Co(h* [[pllesra + |1 /4 o),
(3) [lp = B+ TAu)llog < Ca(h* [Ipllksr0 + 211 fHllog)-

Demonstracao:  Claramente o método (3.37) € bem posto. Do primeiro Lemma

de Strang (ver [27] pdgina 95), temos que existe C' > 0 tal que

Ao Z i D 7T h
A= Xn, D= pi)llaxy < C inf N = pams B — q0)|laxy + sup M
(h>q0) EAR XV s o Ve s G0l
, T
< c|if A—mlat  sup ATl
Hn A (1h,q0)EAR X Vo I ITe%

Em sequida notamos que Tuy, € L3(K), e usando as desigualdades de Poincaré

local (A.9) e de Cauchy-Schwarz, e o Lema 3.2 temos que

> (5 T,

KeTy
< [f loel|Tuallog

< Chllf*loallTunllv

(fs Tpn) 7| =

< ChllfHoellunlla-
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Finalmente, da estimativa (3.36) o resultado (1) seque. Do Lema 3.2 e do Lema

3.4, temos que

HICV]) — K:VTS\}LHdiV S ||’CVT/\ — ]CVTS\}LdeV + chvprdiv

< ClIIM=Alla + 11 o]

e usando (1) obtemos o item (2). Com respeito ao item (3) usamos a desigualdade

triangular, o Lema 3.2, e o Lema 3.4, para obter

1o = @Ga + TAlloo < I = Ballog + 1T = M)lloq + llpsllo

< o= silloa +C [ITG= Al + llpyllv]

< 5= salloa +C [ = alla + 11/l
e usando o item (1) o resultado segue. |
3.6.2 Estimativas de erro a-posterior:

Consideramos a funcao residuo nas faces Rp definida por

—%[[ph]], F Ggo,
Rei={ (g-pon®, Feev, (339

0, FegN,

Definimos os estimadores de erro

1 1
Cmin
Yl L IYOR ::[Z n%] ,n:=[Z ni] : (3.39)

Fe&oK KeTh

relativos a face, ao elemento e ao dominio, respectivamente. A constante ¢; > 0
depende unicamente de [. Assuma g|r € P!(F) para cada F' € EP. Iniciamos esta

secao apresentando um resultado auxiliar.
Lema 3.18 Seja (An, pr) € A x Vj asolugao de (3.13) e pp, = pp+T' A\, +py. Existe
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xn € V, tal que satisfaz

(Xn, Wom, = —(Pn, o, + (9, Wor,, Y € A

e a seguinte estimativa

O cm ax

<
||Xh||V e min{l,cmin} Cmin

onde a constante C' > 0 é independente de h.

Demonstracao: Considere sequinte problema hibrido:

Achar (Xn, &) €V x A tal que

%()Zh, )7, + (KVXn, VO T, + &y Qo7 = %(ph, q), — (V-(KVpr), a)T,,
(Xn,wor, = > (9, WF,
Feeb

para todo (q,pu) € V x A.

Usando os mesmos argumentos utilizados em [60] mostramos que X, € H'(Q) é

unica e satisfaz o sequinte problema eliptico: Achar xy, tal que

VA(=KVxn) + d%ﬂih = V-(=KVps) + d%ﬂph em €2,

—KVyxnnt = 0 em Dy,

Xn = g emIDp,

(3.40)

(3.41)

s

(3.42)

onde, V~(—lCVph)+%ph € L2(Q). Alem disso, —KN \nlor -n?K = 2K para todo

K € T,. Assim, usando resultados de regularidade apresentados em [39] temos

que Xp € H%(Q), logo £9X | € L*(F) para cada F € E7% ¢ K € Ty,. Definimos

Xn = Xn —DPn € &n = En + KVphlox - n°% para cada K € Ty, e usando o fato que

ol € H2(K) (ver [39]), temos que XK € H2(K) e &X|p € L2(F), para cada
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F e TP e K €Ty, e satisfaz:

Achar (Xn, &) €V x A tal que

2 0 @7+ (KVxn, Va7, + (Ens 9oz, = 0,
) (3.43)

(Xn- o, = > (9, WF — (Pn, W)oT;,
Fegb

para todo (q,pu) € V x A.

Da regularidade de &, temos que o produto (pn,&)r faz sentido e a sequinte iden-

tidade € satisfeita

Oon &dom = 3 (9:6)r = (o, &), (3.44)
Fegb
= Y (- &)r —% SN (Il &m™)r,  (345)
Fegb KeTy, FegdX

onde EIX = E9X N EY, para cada K € Ty. Usando a identidade (3.45), a desigual-
dade de Cauchy-Schwarz e um argumento de escalonamento (ver [14], pdagina 111)

obtemos a sequinte estimativa:

. 1
min{1, coin Hlxnlly < (KVx0 V)7 + d_2(X’“ Xn)Th
Q

= —(xn &n)om,
1
= 3 S (el &m™ ) e = D (9= o &a)r
KeTn Fegd® FegDb
< Y ealllo.sllénllos + > 1lg = pallorlEallor
Feégl Fegb
1 1
2 1 1 ) 2
2
< [ZhFHfh (QJF] [Z h_H[[ph]] oF T Z h_||9—ph|’o,F
Feeg rego T Fegp F
1 1
< — ; [he| KV xn - npl[5 ] % 0
C' [Cmax
< — HXhHVna
C min

e o resultado seque.
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Usamos o resultado auxiliar anterior para provar a seguintes estimativa para

a norma do erro entre a solucao de (3.13) e de (3.10).

Teorema 3.19 Seja 7 definida em (3.39), (A\,p) € A x Vo e (An,pr) € A x Vj as
solugoes de (3.10) e (3.13), respectivamente. Assumimos p = po+ TA+ps € V,
ph=Dpo+TA,+pr €V, =KVp € H(div,Q2), A € A e A\, € Aj. As seguintes

afirmagoes sao verdadeiras:

(1) Existe C' > 0, independente de K ou h, tal que

Cmax
max {\ /Cmax Conin

B e; min{1, epin }

1KV D — KV Pl laivan + v/Cmmllp — prllv < 2V/2 }Cn,

(2) Existe C' > 0, independente de K ou h, tal que

nr < ¢ v/cminC||p — Drllv.Fs

para cada F' € £.

Demonstracao: Seja (11,q0) € A x Vy. No Lema 8.2 consideremos o caso em
que K = Z e 0 = VTu, onde T representa a solugao do problema (3.4) com
K =1 Assim ||o|lav < V2||ulla. Logo, usando a propriedade de consisténcia da
formulagao (3.1), o Lema 3.18, a desiqualde de Cauchy-Schwarz, integra¢ao por

partes e novamente o Lema 3.18, temos

B<>\_)\h7ﬁ_pha /JHQO) = (p_phvlu)aTh

= D> (g.0r — (pn. o, (3.46)

Fegb
= (Xn Mo,

= (Veo,xn)7 + (0, VXu)T,

< o laivlxnllv
C QCmax

3.47
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onde C' € uma constante independente de K ou h. Do Teorema 3.7 e pela definicdo

(3.21) da norma ||(-,-)||axv @ sequinte estimativa é vdlida

S 1 B(A = Mo, P — Pns 1 Qo)
A=A p—pu)llaxy < = sup (3.48)
- B aerss 0 00)llaxy
C Crnax
2 3.49
ﬁ &) min{L cmin} Cmin ( )

Em seguida, note que p —pp, = p — pr + T(A — \p), e usando as normas (3.16),
(3.15) e (3.18), o Lema 3.2 e (3.49), temos que

I1KVDp — KVphllaive +  /Cmml|p — Prllv =

= |[RVTA = An)llaivn + v/Cminl [P = Pallv

me — — Cmax
< P Ml 19l -+ 2=
\/CmaX _ —
< 2 cminmax{l, . }||()\—)\h,p—ph)\|/\xv
max { /G, 220}
< 2V2 = O,

B ¢; min{1, ein }

e obtemos a estimativa (1). Provamos agora a estimativa (2). Seja F € &, e
consideremos 1 € A com suporte em F tal que, udfni% = %RF se F e &£° e
pEndE = Rp se F € EP, para cada K € T;F'. De (3.38) temos que Rp € [L*(F)]?.

Seja K € T,F', usando (3.46), temos

IRF|l5.r = (i3, Re)r = (Rp, [pn — p])r < || R0l Ipn — plllo,F-
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Em sequida, usando a desigualdade do tragco (A.10) e a reqularidade da malha,

temos

|1Rellor < ||Ip — pulllo,r

1
DI

KeT;k

1 >
< Ve 3 |l mlf + 19— il

Kerp HK

- O\/ hFHp_thV,Fv

[NIE

IN

(2),K + hi||Vp — Vph||(2),K:|

e o resultado seque. |

Como um Corolario do Teorema anterior mostramos a seguir que, assumindo
regularidade extra para a solucao de (3.10), obtemos um resultado mais forte re-

lativo & norma L*((2).

Corolario 3.20 Seja n definida em (3.39). Com as hipdteses do Teorema 3.19 e
assumindo que a solugao do problema (3.1) tem propriedades suavizantes, temos

que existe C' > 0, independente de K ou h, tal que

C

~2
C Cmax

cmax
o | < o Gmax L 3.50
|p Ph |E o Bcl min{l, Cmin} |:max{ ‘ Cmin } * 6 Cmin ( )

Demonstracao: Do item (1) do Lema 3.11 e (3.49) temos

1 C? C? c

—|lp — <C A=Mla £C =

pllp = e = O e IN =Ml = O T et V ™
e logo, usando o Teorema 3.19 e a defini¢io (3.20) da norma | - |g obtemos o
resultado desejado. |

Observagao 3.1 Se assumirmos que f € constante por partes em Ty, (f € Vp)

entdo py = 0 (ver problema local (3.5)) e a funcgao residuo dada em (3.38) pode
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ser simplificada como

_%[[ﬁh—i-T)\h]]’ Fek&,
Rp:=4q (g—pn—Th)n", Feé&P, (3.51)

0, FeégN,

Agora estudamos a influéncia de se omitir py do estimador de erro a-posteriori.
Da desigualdade do trago (A.10) temos que, para K € T,F', a sequinte estimativa
ocorre )
1 2 e
Ipsllor < € |7 lpsl B + Rl VI
Portanto, usando a desigualdade triangular, a desigualdade de Poincaré local (A.9)

e o Lema 3.4, obtemos

Ipelllor < CV Rkl Vpsllo < CVhil|f ok,

onde f+ = f — ﬁfo Em consequéncia, omitindo py e usando o estimador

n baseado na funcao residuo (3.51), as estimativas dadas no Teorema 3.19 devem
1

2
ser modificadas incluindo-se o termo [ > hKHfJ_HO,K] , 0 qual corresponde a um
KeTy

termo de alta ordem.

3.7 Validagoes numéricas

3.7.1 Estimativas de erro a-priori

O método ¢ testado para o caso K = Z, com diferentes escolhas de [ para o
espaco de aproximagao A,(ll). Os experimentos numéricos foram definidos sobre um
quadrado unitario, usando um sequéncia de malhas estruturadas e considerando a
solugao exata p(x,y) = cos(2mz) cos(2my). Este problema tem a propriedade que
f # 0 e satisfaz condi¢oes de Neumann homogeéneas. Os erros foram medidos na
norma || - ||o.q-

Nas Figuras (3.1)-(3.4) podemos verificar que as taxas de convergéncia étimas
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Figura 3.1: Curvas de convergéncia para o caso [ = 0.
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Figura 3.2: Curvas de convergéncia para o caso [ = 1.
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Figura 3.3: Curvas de convergéncia para o caso [ = 2.
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esperadas, apresentadas em Teorema 3.15, foram recuperadas com sucesso nos
experimentos numeéricos.

Destacamos que todos os calculos no segundo nivel foram feitos com apenas
um elemento em cada sub-malha usando interpolacao de Lagrange de grau [+1. Na

Figura 3.5 (usando | = 2) podemos ver a convergéncia da pressao py, e da varidvel

dual —KVp;, com ordem O(57) e ordem O(gir), respectivamente. Aqui N
representa a raiz quadrada do ntmero total de graus de liberdade. E importante
notar que todos os graus de liberdades usados no segundo nivel foram considerados

neste experimento e podemos concluir que o esfor¢co computacional, ainda que

usada a abordagem de resolver sequencialmente os problemas locais, é competitiva.

Hp—Ph Q —+—

01| lo(p) = olpn)lo _:

0.01 F
0.001 |
0.0001 F
le-05 |
1le-06 | —

1e-07 | ]

1e-08 .
10 100 1000

Figura 3.5: Curvas de convergéncia relativas a N. Para [ = 2

3.7.2 Estimativas de erro a-posterior:

Este teste numérico avalia os aspectos tedricos do método apresentado na
segao de andlise de erro a-posteriori. Consideramos uma solugao analitica p(z,y) =
cos(2mx) cos(2my) e prescrevemos as condigoes de contorno correspondentes. Para
o estudo da confiabilidade e eficiéncia do estimador (3.39), consideramos o seguinte

indice de efetividade
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Tabela 3.1: Taxa de convergéencia para K =Z e [ = 0.

h lp—pule | n Ey
0.2500000 | 6.286 | 4.398 | 0.709
0.1250000 | 2.410 | 2.157 | 0.896
0.0625000 1.078 1.071 | 0.994
0.0312500 | 0.520 | 0.535 | 1.027
0.0156250 | 0.258 | 0.267 | 1.036
0.0078125 | 0.129 | 0.134 | 1.039

Ui

Er= —
d ‘p_phlE

onde os valores para ¢; sao 3, 7, 18, 50, para [ = 0, 1, 2, 3, respectivamente, e

1
lp = prle = [|IKV (P — pa)|ldiv,n + Crin EHP — pulloe V(0 —pi)llog

Primeiramente fixamos K = Z, e ilustramos os resultados nas tabelas 3.1 e
3.2 e nas Figuras 3.6 ¢ 3.8, com [ = 0 e [ = 3, a partir de uma sequéncia de malhas
estruturadas formadas por triangulos. Também consideramos K = aZ com o € R
variando entre 107% e 10°, e estudamos o indice de efetividade com respeito ao valor
de K (ver Figuras 3.7 e 3.9). Observamos que os resultados validam perfeitamente
os resultados tedricos e verficamos que o indice de efectividade é muito préximo de

1.0 e independente de K e h.

3.7.3 Caso com coeficiente descontinuos

Consideramos o desempenho do método MHM e do estimador de erro a-
posteriori (3.39) na presenca de coeficientes descontinuos. Usamos K = 10757 em
um quadrado de édrea 0.25 centrado no dominio (quadrado unitario) e definimos
K = 7 no restante de dominio. Usamos condig¢oes de Dirichlet p = 1 e p = 0

em r = 0 e x = 1, respectivamente, e condicao de Neumann nula em y = 0
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Figura 3.7: O indice de efetividade mostra proximidade ao valor 1.0 (na malha mais fina).
Usando [ = 0.
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Figura 3.8: Curvas de convergéncia para K = Z. Usando | = 3.

Tabela 3.2: Taxa de convergéncia para K =7 e [ = 3.

h

|p_ph|E

Ui

Ey

0.2500000
0.1250000
0.0625000
0.0312500
0.0156250
0.0078125

2.595 x 1072
1.600 x 1073
9.986 x 1075
6.240 x 1076
3.900 x 1077
2.437 x 1078

2.637 x 1072
1.605 x 1073
9.941 x 1075
6.198 x 106
3.872 x 1077
2.419 x 10~8

1.016
1.003
0.995
0.993
0.993
0.993
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Figura 3.9: O indice de efetividade mostra proximidade ao valor 1.0 (na malha mais fina).
Usando | = 3.
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Figura 3.10: Malha inicial (4 elementos) e a malha final adaptada (848 elementos) com [ = 2.

e y = 1. Tais resultados motivam o uso de MHM em aplicacoes que envolvem
permeabilidades heteorgéneas. A Figura 3.10 apresenta a malha inicial e a malha
adaptada obtida usando [ = 2 nas faces. Podemos ver que a malha adaptada

captura as singularidades nos cantos do quadrado com permeabilidade K = 1076 Z.

3.7.4 Problema quarter five-spot

O problema quarter five-spot é de importancia pratica e é utilizado como o
principal benchmark para validar a estabilidade e precisao de métodos numéricos
para a equacao de Darcy. Este experimento foi definido para K = Z sobre um
dominio quadrado, com pocos de injecao e producao modelados por deltas de Dirac
(ver mais detalhes em 2.4.1). As Figuras 3.12 e 3.13 apresentam as malhas inciais
e finais para [ = 0 e [ = 2 nas faces. Vale salientar que tal problema esta fora do
escopo da teoria.

Tal como esperado, o refinamento de malha é concentrado perto dos pocos,
e podemos ver como uma maior ordem de interpolagao nas faces (I = 2) diminui o
nimero de elementos necessarios para obter a mesma precisao comparado com o
caso | = 0. Este fato é ilustrado nas Figuras 3.14 e 3.15, que mostram as superficies

das variaveis primal e dual, i.e. p, e —KVpy, respectivamente, sobre as malhas
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Figura 3.11: Superficie do valor absoluto da velocidade, | — KVpy|, usando | = 2.

Figura 3.12: A malha inicial (2 elementos) e a malha final adaptada (356 elementos) com [ = 0.
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Figura 3.13: A malha inicial (2 elementos) e a malha final adaptada (184 elementos) com [ = 2.
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adaptadas. No geral, os resultados mostram que o método MHM e o estimador de
erro associado mostram um desempenho muito bom, mesmo quando empregados

em problemas que se encontram fora da teoria em que o método foi desenvolvido.

3.8 Conclusoes

O método MHM desenvolvido no Capitulo 2 como consequéncia de um pro-
cesso de hibridizagao, surge como um método que incorpora naturalmente multiplas
escalas, proporcionando solucoes com precisao de alta ordem para as variaveis pri-
mal (pressao) e dual (velocidade) nos espagos H'(Q) e H(div, ), respectivamente.
Da anélise resulta que as estimativas de erro a-priori tem convergéncia étima nas
normas naturais e o estimador de erro a-posteriori baseado em faces, é localmente
eficiente e globalmente confidvel com respeito as normas naturais.

Embora o cédlculo dos problemas locais seja de forma geral necessario, tais
problemas sao completamente independentes entre si. Logo, podem ser resolvidos
utilizando uma implementagao paralela. Também salientamos que a variavel dual
preserva as propriedades de conservacao local através de um pds-processamento
da variavel primal. Vale ressaltar que, as caracteristicas acima mencionadas foram
obtidas a partir de uma nova familia de pares de espagos de aproximacao inf — sup
estaveis com base no espaco das fungoes constantes por partes. Testes numéricos
validaram os resultados tedricos de convergéncia, mostrando em particular o étimo
desempenho do estimador de erro a-posteriori. Assim, podemos concluir que o
método MHM, por ser naturalmente adaptado a ambientes computacionais para-
lelos, torna-se uma opc¢ao competitiva para resolver com alta precisao problemas

realistas com multiplas escalas.
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Figura 3.14: Superficie da pressao pj, (esquerda) e do valor absoluto da velocidade | — KVpy,|
(direita) na malha final adaptada. Usando [ = 0.

Figura 3.15: Superficie da pressao pj, (esquerda) e do valor absoluto da velocidade | — KVpp|
(direita) na malha final adaptada. Usando [ = 2
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Capitulo 4

Método MHM para a equacao

reacao-adveccao-difusao

4.1 Introducao

O desenvolvimento e analise numérica de métodos numéricos para a simu-
lagdo de fenoémenos de transporte com dominancia dos termos advectivos e/ou
reativos tem sido tema de pesquisa por décadas devido ao grande interesse pratico
destes modelos. Entretanto, apesar de uma extensa literatura no tema, méto-
dos numéricos robustos e precisos que preservem o principio do maximo e que
sejam conservativos em malhas ndo-estruturadas (adaptadas ou anisotrépicas, por
exemplo) ainda constitui um problema em aberto, principalmente quando envolve
aspectos multi-escalas. Nesta linha, métodos recentes baseados em volumes fini-
tos tem ganho popularidade a partir da proposta de Kurganov and Tadmor em
[49]. Porém tais métodos ainda possuem grandes deficiéncias, como por exemplo a
auséencia de um embasamento matematico adequado a andlise de erro ou a limita-
¢ao a malhas estruturadas ortogonais, o que dificulta a resolucao de fenomenos de
transporte em geometrias complexas. Além disso, nao é claro como tais métodos
podem ser estendidos a aproximacoes de alta ordem ou como podem ser utilizados
em problemas multi-escalas em malhas grossas.

Por outro lado os métodos de elementos finitos, quando baseados no método

de Galerkin sobre espagos de interpolagao polinomiais, sofrem de instabilidades

91



numéricas que sao representadas por oscilagoes espirias (nao fisicas) na solugao
numérica. Existe uma vasta literatura sobre o tema, e diversas técnicas propoem
minimizar tal deficiéncia. Porém, como mencionado, nenhuma das alternativas é
satisfatéria em casos gerais. Dentre os diversos métodos de elementos finitos usa-
dos (e de reconhecida qualidade) estao os métodos estabilizados. Exemplos sao o
método SUPG introduzido por Hughes e Brooks em [16, 43, 33] e o UNUSUAL [37].
Todos esses métodos conseguem diminuir consideravelmente as oscilagoes espturias,
porém nao sao capazes de elimind-las (em particular em presenga de choques),
além de nao serem adaptados a tratar modelos multi-escalas. Outras alternativas
de estabilizac@o sao possiveis, como as apresentadas por Burman em [18, 17]. Uma
linha alternativa de construcao de métodos de elementos finitos para problemas
singularmente perturbados é a técnica de enriquecimento de espacos, conhecida
como métodos enriquecidos. Exemplos sdo os métodos VMS (Variational Multis-
cale Methods) proposto por Hughes em [42], e os métodos do tipo RFB (Residual
Free Bubbles) [10, 35, 31, 68]. Os métodos enriquecidos incorporam ao espago
classico de aproximagao (polinomial) a solugao de problemas locais (micro-escala)
dirigidos pelo residuo da equacao na macro-escala. As dificuldades citadas no caso
de problemas mistos, também estao presentes quando a estratégia de enriqueci-
mento de espacos é aplicada em problemas de transporte singulares (em particu-
lar a condicao de contorno, escolhida de forma ad-hoc, é um problema ainda em
aberto). No caso de problemas de transporte parabdlicos (dependentes do tempo),
uma instabilidade numérica adicional estd presente, originada quando sao usados
passos de tempo pequenos na discretizacao temporal (ver Franca et al. [36]).

Na literatura recente podemos encontrar novas abordagens de métodos multi-
escalas que utilizam ferramentas de hibridizacao na formulacao variacional, que
finalmente geram problemas de trés variaveis, aumentando excessivamente o nt-
mero de graus de liberdade do sistema. Nesta linha de pesquisa identificamos o
trabalho de Farhloul and Seghini [30] que explora uma abordagem de hibridizacao

porém nao considera o impacto da pequena escala na solucao do problema. No tra-
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balho de Cockburn et al. [21] e de Egger and Schoberl [26] sdo apresentadas uma
abordagens de hibridizagao que consideram o efeito da pequena escala mostrando
bons resultados para problemas de adveccao dominante capturando camadas li-
mite. Porém a estratégia utilizada nao produz resultados numéricos precisos no
caso de coeficientes heterogéneos. Além disso, em ambos os trabalhos nao parece
ser possivel impor condigoes de contorno do tipo Neumann.

Neste capitulo desenvolvemos um método hibrido-misto multi-escalas para
a equacao de reacao-adveccao-difusao. O novo método MHM se propoe a captu-
rar naturalmente as camadas limite e outros aspectos multi-escalas do problema
através de problemas locais definidos a partir da formulagao variacional hibrida.
Diferentemente do método MHM apresentado no capitulo 2, a metodologia aqui
apresentada permite definir um problema global que depende apenas de uma va-
ridvel (relativa ao fluxo), o que reduz significativamente o nimero de graus de
liberdade do sistema. Destacamos a auséncia de escolhas de parametros arbitra-
rios como os presentes nos métodos estabilizados, sendo os espacos de aproximagao
0 Unico ponto a determinar. Adicionalmente, apresentamos um estimador de erro
a-poteriori que induz uma nova estratégia de adaptagao de espagos, caracterizada
por ser mais eficiente do ponto de vista pratico que a abordagem classica de adap-

tagao de malha.

4.2 Modelo e hibridizacao
4.2.1 Problema de reacao-advecgao-difusao

Consideremos o seguinte problema eliptico: Achar u tal que

Lu:=V-(—eVu+au)+ou = [ em(,
(4.1)

u = 0 emT,

onde o termo de fonte f é uma funcao escalar em L?(2). O coeficiente de difusdo

(ou difusao-dispersao) e € [L*®(2)]%*? é um tensor simétrico e uniformemente
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eliptico, i.e., existe cupin, Cmax > 0 tais que
Cmin €7 < €T e() € < cmax €], (4.2)

para todo £ € R? e para todo € Q. O coeficiente de adveccio o é uma funcdo vetorial
em [H'(Q)]9N[L>®(2)]? tal que V - cx estd em L>®(Q), e o coeficiente de reagio o é uma

fungao escalar em L>°(2). As seguintes condigoes devem ser satisfeitas:
Via+20>0, e |la|+|o|>0, em Q. (4.3)

Observagao 4.1 Condigcoes de contorno de Dirichlet nao homogéneas e outros ti-
pos de condigoes de contorno (Robin e Neumann) podem ser impostas sobre o

problema (4.1). Isto é tratado em detalhe na sub-segao 4.2.5.

4.2.2 Formulacao hibrida

Nosso objetivo é construir uma formulacao variacional hibrida a partir da
qual a solugao pode ser obtida por problemas locais independentes com o intuito
de capturar o comportamento multi-escalas do problema. Para isto definimos a

forma bilinear a : H*(73) x H(T;,) — R, por
1 1 1
a(u,v) = (eVu, VU)Th—l—g(a-Vu,v)Th—i(u,a~Vv)7—h—|—§((V-a—0—20) u,v)7,. (4.4)

Em seguida definimos os espagos A := H_%(E) e V := HY(T,) e propomos a

seguinte formulagao hibrida:

Achar (A, u) € A XV tal que
a(u,v) + Aoz, = (fv)7,

(s w)ar, = 0,

para todo (pu,v) € A x V.

A formulagao variacional hibrida (4.5) pode ser interpretada como um problema de

ponto de sela onde a continuidade da solucao em 0K € 07}, é relaxada e imposta
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fracamente usando o multiplicador de Lagrange A € A. Da andlise apresentada
em [61] assumindo regularidade, podemos integrar por partes sobre cada elemento

K € T, na primeira expressao em (4.5) e obter localmente
(Lu—f,0)g + (o(u) - n% — X, v)gx =0, Vo € H(K), (4.6)
para todo K € Ty, onde a funcao de fluxo o (u) é definida por
o (1) 1= —eVu + %u a. (@7)

Logo, usando argumentos cléssicos, a formulagao em (4.6) corresponde ao problema

forte:

Ly = f em K, (48)

o(u)-n’% = )\ em 0K,

em cada K € T,. Note que dado A € A o problema (4.8) estd bem posto. Da

defini¢ao do espago A e do problema local (4.8) obtemos:

[o(u) -ne)|lr =0, VFe&° (4.9)

Testando (4.5) contra (0, u) € A x V, a formulagao (4.5) implica que:

[u]|r =0, VF €&’ (4.11)
ulp =0, VF e &P. (4.12)
4.2.3 Forma hibrida equivalente: localidade

Para cada K € Ty, consideramos a forma bilinear ar : H'(K) x H'(K) — R

definida por ag(-,-) := a(-, )| m (x)xm1 (k). Logo a forma bilinear a : V. x V — R
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definida em (4.4) pode ser escrita em termos locais como

a(u,v) = Z ar(u,v). (4.13)
KeTy,
Assim, testando a formulagao (4.5) contra (0,v) € A xV em cada K € T, obtemos

o problema local:

Achar u|x € HY(K) tal que
CLK(U,’U)) = (f7 U})K - (>\7w)8K7 (414)

para todo w € HY(K).

Agora, como (4.14) é um problema linear, decompomos v = T\ + uy onde a
transformacao 7' : A — V é tal que, dado A € A, associamos T'A a solucao do

problema:

Achar TN € HY(K) tal que
a(Thw) = —(\w)ox, (4.15)

para todo w € HY(K),

e similarmente uy € V' estd definida como a solucao do problema:

Achar uf|x € HY(K) tal que
CZK(Uf,w) = (f>w>K7 (416)
para todo w € H'(K).

Finalmente usando a segunda equagao em (4.5), formulamos o problema global

por:

Achar \ € A tal que
(1, TNom, = = (1 uf)or, (4.17)
para todo € A.
Observe que a solugao exata u € V de (4.1) estd completamente determinada
pelos problemas elipticos locais (4.15) e (4.16) e pelo problema global (4.17), e
caracterizada por:

u="T\+ul. (4.18)
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Observacao 4.2 Note que (4.17) é uma formulagdo eliptica. Porém, dado A\ €
A solugao de (4.17), € possivel reconstruir u solucao de (4.1). Desta forma, a
formulag¢ao composta pelos problemas locias (4.15) e (4.16) e o problema global

(4.17) pode ser interpretada como uma formulagao mista desacoplada.

4.2.4 Formas alternativas

Assumindo regularidade para a solu¢ao de (4.1) e integrando por partes o

problema local em (4.15), obtemos o problema forte:

LTN =0, em K,

(4.19)
o(T)\)-n?% =), em OK.
Da mesma forma, o problema (4.16) é reescrito na versao forte como:
Lur = f, em K,
d (4.20)

o(up)n®% =0, em OK.

O problema global (4.17) pode ser reescrito em uma forma equivalente e mais

classica. De fato, usando a fomulagao variacional (4.15) temos

(1, TA+up)or, = > (1. TA+uyp)ox (4.21)
KeTy
= =Y ax(Tu, TA+up)k (4.22)
KeTy,
= a(Tu, TX+ uy), (4.23)

e logo substituindo a identidade (p, TA + uys)s7, = —a(T'p, TA 4 uy) no problema
(4.17), obtemos o problema global:

Achar X € A tal que
a(Tp,TA) = —a(Tp,uy) (4.24)

para todo p € A.
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4.2.5 Condicoes de contorno

Aqui estudamos a influéncia sobre a formulacao hibrida (4.5) e sobre os
problemas locais (4.15) e (4.16) em se preescrever diferentes condi¢oes de contorno

no problema (4.1). Consideremos o seguinte problema eliptico: Achar u tal que

Lu = f em,
—eVu-n'' +wu = gy em Dy, (4.25)
u = gp emI'p,

O tipo de condicao de contorno a ser imposta em I'y é determinada pela funcao
escalar w € L?(T'y), (w = 0 se temos uma condicao de contorno de Neumann

classica) que deve satisfazer a condigao

1
w< Se n', em Iy. (4.26)

Assumindo suficiente regularidade sobre gn e gp podemos garantir a existéncia de
uma funcao u! que satisfaca as condicoes de contorno em (4.25) de modo que a

solucao se decomponha como u = @ + u', onde 4 satisfaz o problema: Achar 4 tal

que
Li = f emQ,

—eViun' +wit = 0 em DIy, (4.27)
u = 0 em['p,

onde f = f + V- (eVul — aul). Por simplicidade estudaremos o problema (4.27)
em lugar de (4.25). Denotamos por u a solugao de (4.27) e por f o termo de fonte.

Para impor a condi¢do Neumann ou Robin em (4.27) precisamos modificar
a forma bilinear e o espago A usados na formulagao (4.5). Para isto definimos a

forma bilinear a(-,-) : A x A = R, como

a(u,v) == au,v) + % Z (- mp —2w)u,v)p (4.28)
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e o subespaco A C A, como

AN={uecA: plp=0VFec&N (4.29)

Considere a seguinte formulacao hibrida:

Achar (\,u) € A x V tal que
a(u,v) + (A v = V)T
(u,v) + (A, v)o7, (f, o), (4.30)
(1, wor, = 0,
para todo (p,v) € A x V, )
e observe que o problemas locais correspondente agora se escrevem como:
LTN =0, em K,
o(TA)-n¥E =)\ em F € &K UEIL, (4.31)
—eVTAnp +wTA =0, em F € EJK,
e
Luf =f, em K,
o(up) nd =0, em F € K UEIK, (4.32)

—eVugpnp +wur =0, emFEé’]‘?,K.

Os conjuntos EJK, £9K e £9K representam as faces de K que estdo no interior do
dominio, em I'y e em I'p, respectivamente. Assim, a solucao de (4.1) representada
como u = T'\ + uy satisfaz as condi¢@o de contorno de (4.27) sobre I'y.

Em (4.12) notamos que a condi¢do de Dirichlet de (4.1) é imposta fracamente
pela formulacao hibrida (4.5). E interessante estudar numericamente qual é o
impacto de impor fortemente a condicao de Dirichlet. Para isto modificamos o

espaco V usado em (4.5). Escolhemos V C V como

Vi={veV: v, =0}, (4.33)
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e propomos a seguinte formulagao hibrida:

Achar (\,u) € A x V tal que
a ) + A? = ) )
a(u,v) + (A, v)ar;, (f, o), (4.34)
(s wor, = 0,
para todo (p,v) € A x V, )
da qual emergem os correspondente problemas locais, a saber:
LTN =0, em K,
o(TN)-n2K =)\ emF e X,
(T'A)-n 0 (435)
—eVTAnp+wTA =0, em F € £,
TN =0, em F € 9K, )
e
.
Luy =f, em K,
oK oK
o(ur)n =0, em I € &/,
( f) F 0 (4.36)

—eVupnp+wuy =0, em F € EYF,

up =0, em F € EIX.

Consideramos um problema com fronteira Dirichlet nula, € = 107!, o =
(\/Li’ \/L§>T’ oc=0e f=1. Na Figura 4.1 ilustramos solugoes numéricas calculadas
impondo a condicao fracamente e fortemente, respectivamente. Vemos que a op¢ao

de se impor fortemente a condicao de Dirichlet proporciona melhores resultados.

4.3 Método de elementos finitos multi-escalas

Nesta secao, propomos uma discretizacao do espaco A, e utilizamos o pro-
blema (4.17) para induzir um novo método de elementos finitos onde as fungoes de

base sao definidas pelos problemas locais (4.15).

4.3.1 Espacos de aproximacgao

Do problema global (4.17) observamos que precisamos apenas escolher um

subespago A, C A para que obtenhamos uma formulagao completamente discreta
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e desta forma o método MHM, ¢ dado por:

Achar A\, € Ay, tal que

(:uh,TAh)aTh = —(,Lbh,Uf)aTh, (437)

para todo pp € Ap.

Logo a representacao (4.18) tem uma versao discreta dada por
up = Ty + uy, (4.38)

onde, T\, € V representa a solucdo exata do problema (4.15) substituindo A
por An, e uy € V representa a solugdo exata do problema (4.16). Neste ponto
temos total liberdade de escolha para o espaco Ay, assumindo que este tenha boas
propriedades de aproximacao. Estudamos agora como construir uma base para o
espaco de dimensao finita Ay.

Seja F' € £ el € N. Considere o espaco de dimensao finita A%) C L*(F), e
seja Bp = {wg), cee gﬂ)} C Ag) uma base para Ag). Definimos Br como um

conjunto de funcoes com dominio em 07, e suporte em F', da seguinte forma
Br = {(np - n¥)p :p € B} C Ay,

onde K € T;F. O conjunto linearmente independente B = |J Br ¢ uma base
Fee&

para A,. Assim, dado pu, € A, e K € Ty, para cada F € £9% existem constantes

(1) D

cp'y...,cp € R tais que
I+1 A
ok = > > & (np - nF )yl (4.39)
FegdK i=1

Note que a representagao (4.39) depende da escolha do espago A%). Propomos

neste trabalho as seguintes opgoes para A (1),

(1) Polinoémios de Lagrange: A%) := P!{(F). Ver Figura 4.2.

(2) Polindmios por partes: Seja r € Nyoe m € N, defina [ = (r +1)m — 1.
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©

Figura 4.2: Tlustragao de fungoes \;, € Ag), com Agi) = P(F), & esquerda [ = 0 e & direita
Il = 1. Os circulos representam graus de liberdade; duas circunferéncias unidas por uma linha
pontilhada denota que os circulos contidos representam apenas um grau de liberdade.
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Figura 4.3: Tlustracio de funcoes )\, € A}(}o) = DOD(F), (esquerda) m = 1 e A\, € Agll) =
DO2)(F) (direita). Os circulos representam graus de liberdade; duas circunferéncias unidas por
uma linha pontilhada denota que os circulos contidos representam apenas um grau de liberdade.

Considere o conjunto de sub-faces Fi,...,F,, C F tais que F; N F; = ()

parai # je FyU...UF, = F e defina, (ver Figura 4.3)

DO (F) = {un € L*(H) : unls € P'(F) i =1, om}.  (4.40)

Espaco enriquecido: A%l) = p(PY(F)). Inspirado na teoria de enriqueci-
mento de espagos apresentada em [31] para problemas de reagao-difusao,

definimos o espaco enriquecido

p(PHE)) = ({p(¢1), p(¢2)}), (4.41)

onde {¢1, P2} é a base candnica de P!, e a aplicagao p : L*(F) — L*(F) é
definida por
cosh (ap) o

IF). (4.42)

Esta alternativa estd limitada ao caso |a| = 0.
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Figura 4.4: Funcdes de base enriquecidas p(¢1), p(¢2) € AL = p(P1).
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4.3.2 Funcoes de base multi-escalas

A partir da representagao dada em (4.39) definimos uma base para repre-
sentar Ty, através de fungoes definidas localmente. Seja u, € Ay, dado K € Ty,

temos

I+1
Tunlg = (Z ZCF nr- nF W?)

FegoK i=1

= Z ch) (np - ng W)F)

FegdK i=1

Assim, dado K € T, e F € &£7X_ definimos as funcoes de base multi-escalas
77%1)10 . ,77%}1) € V, restritas a K, através de n}éfK = T((ng - n9¥) wg))];{, ie.,

resolvendo os problemas locais:

Achar ng,)K € HY(K) tal que
GK(US,)K’ w) —(np - n ) ( @ LWy (4.43)

para todo w € H'(K).

Finalmente, T'u;, pode ser representado localmente em cada elemento K € T,

através da combinacao linear

I+1

Tpnlx = Z ZCF 77FK (4.44)

Fe&dk i=1

Nas Figuras 4.5-4.9 apresentamos exemplos de funcoes de base ng,)K para o
caso € = ¢Z, a = (a,0)T e 0 € R*, onde Z denota o tensor identidade. Prime-
ramente, nas Figuras 4.5-4.7 mostramos exemplos de fungoes geradas pelo espaco
Afpl). Em seguida, nas Figuras 4.8 e 4.9 ilustramos a influéncia dos parametros ¢,

(i)

a e 0 nas fungoes de base 1. Podemos ver como o comportamento de camada

limite é naturalmente capturado pelas fungoes de base.
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= P(F)

)

ta representada com uma linha mais escura.

1
PY(F) (esquerda) e A%

0 _
F

Figura 4.5: Fungoes de base representativas para A

(direita). A face I € E9K de referéncia es

D2 (F)

(3 _
F

D2 (F) (esquerda) e A

). A sub-face F' € T; (F) esta representada com uma linha mais escura.

1 _
F

de base representativas para A

coes

1

Figura 4.6: Fun

(direita
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Figura 4.7: Fungao de base representativa para Ag) = p(P*(F)). A face F € £9K de referéncia
estad representada com uma linha mais escura

I

L

VAN
AR
WSEEEL
“‘AVAVV TAVANSY
> mmmyggﬂ‘

v%\'#;"

ZaN

SN

paw.

<

A\

',l
Q)

| V2l Wl W W v o
\WAVAVAVAW AV AW e A S
SRR
\WZAVZAY T AV v ¥ e TS
\VAVAVAVAVAVAVAVAS. AVA§X‘$\\
V&

Figura 4.8: Fungdes de base para, o caso de difusdo dominante, e = 1, a = 1 e o = 1 (esquerda)
e reacio dominante ¢ = 1074, @ = 0 e 0 = 1 (direita). As funcdes sdo apresentadas sobre o seu
suporte (2 elementos).
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= < e
s = i
3

Figura 4.9: Funcoes de base para, o caso de advecciao dominante, ¢ = 1072, a =1le o =0
(esquerda) e reagao-advecgio dominantes € = 1072, a = 0 e o0 = 10 (direita). As funcoes sao
apresentadas sobre o seu suporte (2 elementos).

109



4.3.3 Sumario do MHM

O método de elementos finitos MHM (Multiscale Hybrid-Mized) desenvolvido
a partir da formulagao variacional (4.5) fornece uma solugao aproximada wuy, ~ u
dada em (4.38), que é completamente determinada pelo problema global discreto
(4.37), as fungoes de base multi-escalas (4.49) e os problemas locais (4.16). Com
o intuito de melhorar a apresentagao didatica do método ja construido, propomos
um sumario do método.

Como mencionado, o método MHM fornece uma solucao aproximada uy, ~ u
que pode ser decomposta como u, = T'A, + uy, em termos de problemas locais e

globais. Existem duas cole¢oes diferentes de problemas locais:

(1) Para cada K € T, resolvemos:

Achar uf|k € HY(K) tal que
ag(up,w)x = (f,w)k, (4.45)

para todo w € H*(K).

(2) Paracada K € Ty, F € E%% e i€ {1,...,1+ 1} resolvemos:

Achar 771(‘2,)1( € HY(K) tal que

ag (e w)g = —(np-nZ) WY w)p, (4.46)

para todo w € H(K).

Usando as fungoes de base (4.46) e os problemas locais (4.45) o método MHM

torna-se:
Achar A\, € Ay, tal que

(n, TAn)or, = —(pnsuf)oT,, (4.47)

para todo pp € Ap,.

Assim os termos que compoem a solucao u, = T'A, + uy, sao descritas como:

(1) Influéncia do fluro: TA, € V, é a combinagao linear de fung¢oes de base

multi-escalas, e os seus graus de liberdade sao determinados no problema

110



global (4.47) e coincidem com os graus de liberdade da interpolagao para
o fluxo nos contornos 0K € 07, representado por A\, € Ay,. Isto pode ser

expressado formalmente em cada K € T}, por:

I+1 +1
W= TS e ) ;9] == 3 @]
Fegok i=1 Pegok i=1

1) (I+1)
F -

onde para cada F C £ as constantes ¢ ..,¢cp ' € R sao determina-

das pelo problema global (4.47). As fungoes w}”, cee gﬂ) dependem da

escolha de A%) (ver sub-se¢@o 4.3.1) e as fungoes de base 77;}{, e ,ng}l)
resolvem os problemas locais (4.46) capturando os aspectos multi-escalas

do problema.

(2) Influéncia da fonte: up € V é uma funcdo determinada pelo problema
local (4.45). A componente uy contém caracteristicas multi-escalas dos
coeficientes do problema e a influéncia do termo de fonte f € L*(Q) na

solucao.

4.3.4 Indicador de erro e adaptividade

A estrutura baseada em faces aqui proposta induz a definicdo de um esti-
mador de erro a-posteriori equivalente ao proposto no capitulo 3 para a equacao
de Darcy. Neste capitulo desenvolvemos um estimador para a equagao de reagao-
adveccao-difusao, que serd validado na secao seguinte. Além disso, usamos o esti-
mador para derivar um algoritmo adaptativo para definir o espaco A%) = D™ (F)
em fungao de m (ver definigao (4.40)) em cada face F' € £. Isto induz a uma nova
estratégia de adaptatividade de espaco sem que a topologia da malha, se altere.
Esta nova estratégia possui um apelo pratico claro, uma vez que nao demanda
geradores de malhas adaptativos externos. De fato, a adaptividade via redefinicao
de espagos ¢ feita no interior do préprio coédigo, evitando a preocupacao usual com
a deterioragao da qualidade dos elementos quando do uso de geradores de malhas

adaptativos. Lembramos que o estimador a-posteriori considera uma funcao de
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residuos Rp para cada face, definida por

—1hw], Fe&,
RF = 2[[ h]]
—UpNpg, Fe SD.

Assim, sejam Fi,...,F,, C F e F € £. Defina

Do n= > 0k
i=1 Fe&

M =max{n; : F € T,(F), F € £}.

07]
77FZ~ = HRFHO,Fia 77F -
Vhp

e a constante

A constante C,, > 0 é dada por

Cy += max{y/Camax; dal|al]oc, d[15] | }-

(4.48)

(4.49)

(4.50)

(4.51)

A adaptacao de espaco constroi de forma independente A(Pi) = Dmr) considerando

myp definido em cada face F' € £. Seja 6 €]0, 1] (usualmente 6 =

ouf =32) e

| € Ny fixo. Considerando a escolha de espacos Ap = D) com mp = 1 para

cada F' € £ inicialmente, o algoritmo de adaptacao é o seguinte:

Algoritmo 1: Adaptacgao de espaco

Entrada: A, tol
Calcular uy, n, M
enquanto 7 > tol faga
para F' € £ faca
MF = Mg
parai=1,...,mp faga
se ng, > 0M entao
‘ MFIMF+2d_1—1
fim

© 00 N o ok W N =

fim
mp — MF

=
o

[y
-

fim
Calcular uy, n, M

[y
[

-
w

fim
Saida: Ah; Up,-

-
[S I
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Figura 4.10: Processo de adaptacio de espago para D%™F (F) (caso d = 2), para (da esquerda
para a direita) mp =1, mp =2 e mp = 3.

O algoritmo 1 é ilustrado sobre uma face F' € £ (caso d = 2) na Figura 4.10.
Note que nao existe alteracao na malha 7,, e o processo atua “apenas” sobre o

espago de aproximagao A%) = D™mr)(F) relativo a cada face.
4.4 Analise numérica

Esta se¢ao ¢ dedicada a analise numérica do método MHM (4.37). As normas
usadas estao definidas na secao 3.3 do capitulo 3. Defina a funcao o = %V o+ 0,

nesta secao assumimos a condicao o > oy, > 0.

4.4.1 Existéncia e unicidade de solugao

Primeiramente mostramos que o problemas locais (4.15) e (4.16) sdo bem
postos. O seguinte lema mostra que a forma bilinear associada aos problemas

locais (4.15) e (4.16) é continua e coerciva.

Lema 4.1 Seja K € Tj,. Considere a forma bilinear local ax(-,-) em (4.13). As

seguintes afirmagoes sao verdadeiras:

(1) Existe ¢; > 0, independente de h, tal que

1 1
axu,0) < o | grlllfic+19ulB] | 21l + 1190
Q Q

NI

2
0,K )

para todo u, v € H'(K);
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(2) Existe ¢y > 0, independente de h, tal que

ag(v,v) = oo | [Jolfg e + VoI |

-
dg
para todo v € H'(K).

Logo, os problemas locais (4.15) e (4.16) sdo bem postos.

Demonstragio: Seja K € T, e u, v € HY(K). Usando a estimativa dada pelo

Lema A.1 e a propriedade a + b < \/2(a® 4+ b?) para a, b € RT, temos

ar (U, 0) < /max [Vullo g |[[Vlox + [10]]oo] [ullorl[0]0.x +
1
3 lledlee (IVulloglvflox + [lullox [V ollox)
111 1
< ag | lullox + [Vullox| | ==[lvllox +[Vollox
2 |dqg do

D=

1
1 21
< o {%IIUHS,KHIWII%,K] [%nvnaﬁuwnzﬂ} ,

onde ¢; = 2(\/Cmax + da||et||e + d3]|7]|s), € 0 resultado do item (1) seque. Para

provar a estimativa do item (2) usamos novamente a estimativa do Lema A.1

ax(v,v) = (eVu,Vu)g + (60v,0)k

Z vV CminHVUH%),K + O'minHUHaK

1
> o | ol s+ V0l
Q

onde, co = min{\/Cmm, d40min}- Finalmente, usando as codigoes (1) e (2) com o
Lema A.7, os problemas locais sdo bem postos. |
Para mostrar que o problema global (4.17) é bem posto, precisamos de alguns

resultados técnicos fornecidos pelo seguinte lema.

Lema 4.2 Seja o operador linear 7" : A — V definido em (4.15). Entdo, as
seguintes estimativas ocorrem:
(1) =T, wom, = el Tull,
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(2) =(TA wom, < lpllalITAllv,

(3) cllTplly < llulla < ZallTully,

para todo pu, A € A, onde ¢; > 0 e co > 0 sao as constantes dadas pelo Lema 4.1.

Demonstragao:  Sejam p, A € A. Considere a equivaléncia (4.23) e o item (2) do

Lema 4.1, logo temos

—(Tp,wor, = Y ax(Tp,Tp)

KeT,

1
& > ITulld i+ 9 Tull
KeTy

> ellTully,

AV

e o resultado do item (1) seque. O item (2) € resultado direto do Lema 3.1 que

garante a estimativa Sup( I IaTh < ||p||a- De fato temos,

T,
_ “)Mumuwsup( BoTi | Pl < (1l alITAlly - (452)

—(TX\ ot = =~
" I TAllv [[ol]v

Logo, do item (2) temos —(Tu, 1) < ||ul|al|Tpllv, e usando o item (1) obtemos
co|[Tul|Z < ||wllallTullv, e a estimativa inferior do item (3) seque. A estimativa
superior do item (3) € resultado da definigao da norma || -||a e do problema local

(4.19), como seque:

1
lul[i < 1= eVTp+ saTpllg,
1 1
= D> | —eVTu+ STl + dol[V-(=eV T+ SaTw)|[G x
KeTh
1
= > | = eVTp+ SaTpllgx + dall; || sa-VTu+aTullf x
KeTy
2 2 2 1 2
< (26min + dgla]| + 2dg)lo ][5 )Z(||VTN|’0,K+d_2||T/J’HO,K>
KeTy, Q
2
C
< SITull.
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A seguir, como um corolédrio do Lema 4.2, mostramos a existéncia e unicidade

de solugao para o problema global (4.17).

Corolario 4.3 Considere o problema global (4.17). As seguintes afirmagdes sao

verdadeiras:
(1) —(TA, wor, < SIIM|allulla, para todo A, p € A;
(2) —(Tp, wor, = V22||pll3, para todo p € A;

onde ¢; > 0 e cg > 0 sao as constantes dadas pelo Lema 4.1. Logo, o problema

global (4.17) é bem posto.

Demonstracao:  Os itens (1) e (2) sequem usando os resultados do Lema 4.2,
aplicando os itens (3) em (2), e (3) em (1) respectivamente. O problema global

(4.17) € bem posto usando-se as condigoes (1) e (2) junto com o Lema A.7. |

4.4.2 Melhor aproximacao

Considere A € A e A\, € Ay, as solugoes de (4.17) e (4.37), respectivamente.

Do problema (4.17), temos a seguinte propriedade de consisténcia:
(T)\ — T)\h, ,uh)an = O,V,Lbh e Ay, (453)

Esta propriedade sera fundamental na demostracao do seguinte lema.

Lema 4.4 Sejam A € A e A\, € A, as solugoes de (4.17) e (4.37), respectivamente,

e sejam u = TA+ uy e up, =T, + uy. A seguinte estimativa ocorre
1.
lu = up[ly < — inf [[A = ppl]a,
Co 1h€AR

onde ¢y > 0 é a constante dada pelo Lema 4.1.
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Demonstragao:  Usando o item (1) do Lema 4.2, a consisténcia (4.53), e o item

(2) do Lema 4.2, temos

lu—wnlly: = ITA = TAly
1
< ——(TX=TXp, A\ — Mo,
Ca
1
< —C—(T)\—TAh,)\—Mh)aTh
2
1
< C_HT)‘_T)\hHVH)‘_,UhHA
2
1
= —llu—unllv[[A = palla
C2
para todo py € Ay, e o resultado seque. |

A seguir mostraremos uma estimativa de erro na norma L*(2) através de
argumentos de dualidade, assumindo que o problema (4.5) possui propriedades
suavizantes (ver definigdo em [27], pagina 119). Defina e = u — uy, o erro entre
as solugoes (4.17) e (4.37). A transformagao T : A — V é tal que, dado A € A,

associamos T*\ a solugao do problema:

Achar T* |k € HY(K) tal que
ax(w,T*)) = —(\w)ox, (4.54)

para todo w € HY(K).

Similarmente definimos u, € V' como a solucao do problema:

Achar ue|x € H'(K) tal que
ag(w,ue) = (e,w)xk, (4.55)

para todo w € HY(K).

Em seguida, definimos o problema global adjunto por:

Achar v € A tal que

(T V)or, = —(1,ue)oT,, (4.56)

para todo p € A.
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Da definicdo dos problemas locais (4.15) e (4.54) é imediato que (T'A, 1)o7, =
—a(TAN,T*p) = (N, T* 1)o7, paratodo A, pp € A, ede (4.15) e (4.55) temos (e, T'A)7;, =
a(T A ue) = —(\, ue)or;, para todo A € A. Observe que o Lema 4.2 vale também
para T*. A demonstracao segue de substituir 7" por 7™ em todos os passos e utili-

zar as seguintes equivaléncias advindas da integracao por partes do problema local

(4.54):
o p=—eVT*u-n?% — Ha n? )Ty em 0K, para cada K € Ty;
o L'T*1u =0, em cada K € Ty, onde L* é o operador adjunto de L.

Os problemas (4.54) e (4.55) s@o bem postos pelo Lema 4.1. Similarmente, obser-
vando que (T'\, w)o, = (N, T*)oT, para todo p, A € A, a existéncia e unicidade de
solugdo para o problema (4.56) segue do Corolario 4.2. Assim, os problemas locais
(4.54) e (4.55) e o problema global (4.56), fornecem uma forma de caracterizar
a solugao exata do problema adjunto de (4.1) com o termo de fonte f = e. Tal
caracterizagao é dada por

w="T"V+ u. (4.57)

Lema 4.5 Suponha AELO) C Ap C A Sejam A € A e\, € Ay, as solugoes de (4.17)
e (4.37), respectivamente, e sejam u = T'X\ + uy e up, = T'A\j, + uy. Assumindo que

o problema (4.5) possui propriedades suavizantes, a seguinte estimativa ocorre
C1 .
lu = unlloe < —Ch inf [|A— ||,
Ca HREAR

onde ¢; > 0 e ¢o > 0 sao as constantes dadas pelo Lema 4.1, e a constante C' > 0

¢ independente de h.

Demonstracao:  Considere o sequinte problema em dimensdo finita

Achar vy € Aéo) tal que

(ko, T*w0)ar, = —(10,Ue)aT;s (4.58)

para todo gy € AELO),
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e defina wy, = T*vy + u.. Assumindo reqularidade suficiente para w o Lema 4.8

fornece a sequinte estimativa de interpola¢ao

inf ||v — polla < Chl|lwl|2q, (4.59)
HOGA;:))

onde C > 0 € uma constante independente de h. As hipdteses de reqularidade as-
sumidas implicam que eziste C > 0, independente de h, tal que ||w||20 < C|lel|oq-
Logo,

. . 1 C C
[T7v = T wo|lv < —|[lv — wol|a < —hllwlla0 < —hle]foq- (4.60)
Co Co Co

Observe que a propriedade de consisténcia (4.53), pode ser reescrita como
(A = My T o) o7, = 0,Vpo € A (4.61)

Agora usando os problema locais (4.55) e (4.15), o problema global (4.56), a pro-
priedade de consiténcia (4.61), o problema local (4.15) novamente, a estimativa do

item (1) no Lema 4.1 e a estimativa mostrada em (4.60), temos

lellbe = (e, TA=TA)7,
= a(TA =T\, ue)
= —(A = An, ue)ar;,
= A=, T"V)or;,
= A=, T"v —T"w)ar,

= —a(TAN—TM,,T"v — T"1y)

IA

CIHT)\ — T)\hHVHT*V — T*VOHV

IN

C
C—l(Jh||T/\ — Tullvllellog
2

Finalmente, temos que |[u — uplloo < 2Chllu — wpllv e o resultado segue da

estimativa dada no Lema 4.4 . |

119



O resultado seguinte aponta a propriedade conservativa local da solugao do

MHM.

Lema 4.6 Sejam A € A e A\, € Ay, as solugdes de (4.17) e (4.37), respectivamente,
esejam u =TA+up, up, =TA, +ure o =—eVu+ %au, o, =—€eVu, + %auh €

H(div, Q). As seguintes identidades ocorrem:
(1) L(u—up) =0, em cada K € Tp,

(2) V(6 — o) = 30(Vu— Vuy,) +o(u—uy), em cada K € Ty,

Demonstracao: O item (1) seque do problema (4.1) e dos problemas locais (4.19)

e (4.20). O item (2) € imediato do item (1). |

Corolario 4.7 Sejam A € A e A\, € A, as solugoes de (4.17) e (4.37), respectiva-
mente, sejam u = TA\+uy, up = TAp+uy, o = —EVqu%au, o, = —EVthr%auh €

H(div,2). A seguinte estimativa ocorre:

lo = onllaw < C inf [|A— palfa
HREAR

Demonstragio: Tome K € Ty, logo usando (a + b)? < 2a® + 20 para a, b € RT,

temos

1
lo —oullde = 7l = 26e(Vu = Vun) + e = wn)l[f

IA

1
2emax| Ve = Vunllg i + 5llelSlle — unllor (4.62)

agora usando novamente (a+b)? < 2a*+ 2b? para a, b € R e o item (2) do Lema

4.6, temos

1 _
V(o —anlllin = SllalllVu—=Vullg e+ llol]le — unllox (4.63)
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Das estimativas (4.62) e (4.63) temos que
lo = oul [ < Cllu— ually, (4.64)
onde C € dado pela expressao:
C = 2+ g2y + o1 udh, (4.65)

Finalmente, usando o Lema 4.4 seque o resultado com a constante C' dada por

C=c \/E, onde cy € uma constante dada pelo Lema 4.1. |

4.4.3 Estimativas de erro a-prior:

Nesta secao apresentamos através de um exemplo as possiveis taxas de con-
vergéencia que o método MHM pode proporcionar. Portanto, adaptamos as esti-
mativas de erro a-priori apresentadas no Capitulo 3 baseadas na estimativa dada
em [61], esta garante que, para w € H*"1(Q), existe uma constante C' > 0 inde-

pendente de h tal que
. o < k )
M;Ielzf\hH/\ pnlla < Ch |w|k+1,§27 (4.66)

onde \gx = —KVw|gx - n?K para todo K € Ty, onde K é um tensor simétrico
uniformemente eliptico e A, é gerado por Agf) = P*(F). No seguinte lema esten-
demos este resultado ao caso advectivo, assumindo € = ¢Z com ¢ € Rt e a € R%.
Neste exemplo, apesar de importante, nao nos preocupamos com a dependéncia
das constantes com relacao aos parametros fisicos. Este estudo devera ser tema de

trabalhos futuros.

Lema 4.8 Seja w € H*(Q). Existe C' > 0, independente de h, tal que

inf [[A— palla < CH¥|[wllis10, (4.67)

JASHVA
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onde \gx = —eVw|sr - n?K + %(a -n9%Yw|sk para todo K € Tp,.
Demonstragdo:  Seja v.(z) = e~ % € C®(Q). Dado w € H*(Q), defina
W = vow € H*(Q). De (4.66), existe C' > 0 tal que

inf [|A— palla < Ch* |w|k+1,Q ’ (4.68)

HREAR

onde Nox = —KVw - n%% para todo K € T;,. Note que Vv, + %ave = 0, logo

escolhendo K = v ‘e, temos

KV = —v'eV(vow)
= —v te(veVw +wVu,)

= —eVw —v, w(eVu,)

1
= —Vw+uv'w(zav,)

2
1
= —eVw + it
Assim, Ao -n?% = —KVw-n?" = —eVw -n?" + 1 (a-n%)w, para todo K € T,.
Finalmente, defina C :=C |Vel|oo,s logo
Clldllisre = Cllvewllirra < Cllvellocllwllisre = Cllwllisr0. (4.69)
Usando (4.69) em (4.68) o resultado segue. |

Estamos prontos para apresentar as taxas de convergéncia do método MHM

no caso da interpolacao proposta nesta secao.

Teorema 4.9 Suponha AELO) C Ay, C A Sejam A € A e N\, € A as solugoes
de (4.17) e (4.37), respectivamente, e sejam u = TA + uy, up, = TA, + uy, 0 =
—eVu + sau, o, = —eVuy, + sau, € H(div,Q). Assuma u € H*(Q) e que
o problema (4.5) possui propriedades suavizantes. Existem constantes C; > 0 e

C5 > 0, independentes de h, tal que as seguintes estimativas ocorrem:
(1) |lu—unllog + h|lu—ullv < Cih** g,
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(2) |l — onllav < Cob*| w1

Demonstracao:  Os itens (1) e (2) sequem do Lema 4.8, Lema 4.4, Lema 4.5 e

Coroldrio 4.7, respectivamente. |

4.4.4 Estimativas de erro a-posteriori

Considere a fungao residuo R em (4.48) e o estimador de erro a-posteriori
7, definido em (4.49). Note que Lema 3.18 vale também para o estimador de erro
a-posteriori (4.49). Em seguida apresentamos uma versao do Lema 3.18 com uma
modificagao na constante devido a defini¢ao do estimador (4.49). As demonstragoes

aqui apresentadas sao andlogas as versoes enunciadas no capitulo 3.

Lema 4.10 Seja A\, € A a solucao de (4.37), up, = T\, + uy. Existe x;, € V tal

que satisfaz

(Xns 1)or, = —(un, p)om, + (9, o, Y € A (4.70)

e a seguinte estimativa

C
< — 4.71
||Xh||V_Cn77 (4.71)
onde a constante C' > 0 é independente de h.

Demonstracao: — Ver demonstra¢ao do Lema 3.18, considerando o estimador de

erro a-posteriori (4.49). n

Usamos o resultado auxiliar anterior para provar a seguintes estimativa para

a norma do erro entre a solugao de (4.37) e de (4.17).

Teorema 4.11 Sejam A € A e A\, € A as solugdes de (3.10) e (3.13), respecti-
vamente. Defina v = TA + uy e up, = T'A\p, + uy. Seja n definido em (4.49). As

seguintes afirmacoes sao verdadeiras:

(1) Existe C' > 0, independente de h, tal que

C
u —up|[y < —n;
Ca
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(2) Existe cp > 0, independente de h, tal que

ne < cpllu —up|lv,r.

Demonstracao:  Seja p € A. No Lema 3.2 consideremos o caso em que K =1
e o = VTu, onde T representa a solugao do problema (3.4) com KK =7Z. Assim
llo|aiv < V2||p||a. Logo, usando o Lema 4.10, a desigualde de Cauchy-Schwarz,

integracao por partes e novamente o Lema 4.10, temos

(w—wn, wom = Y (9:1)p — (un, por, (4.72)
FegD

= (Xm ﬂ)aTh

= (Veo,xn)7n + (0, V),

< Nollavlxnllv

C
< = 4.73
< Sl (473)

onde C' € uma constante independente de h. Usando o item (1) do Lema 4.2, a

estimativa 4.73 e o item (3) do Lema 4.2, temos

lu—wunlli, = [TA =T

1

< ——(TA=TAp, A= Mo,
Co
1

< ——(u—up, A= Mp)ar,
Co
C

< A— A

< oo = Nalla
C1 C

< ——||[TA=T\

< oo v
C

= —[lu—wunllvn
Co

e seque o resultado do item (1).
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Provamos agora a estimativa (2). Seja F € £, e consideremos pu € A com
suporte em F tal que, ud¥ni% = %RF se F € & e udn?% = Ry se FF € &P,
para cada K € T,F'. De (4.48), temos que Ry € [L*(F)]?. Seja K € T, usando
(4.72), temos

IRF|5.r = (i3, Re)r = (Rp, [pn — p])r < || Rello.r || Ipn — plllo,F-

Em sequida, usando a desigualdade do tragco (A.10) e a reqularidade da malha,

temos

|Rellor < ||Ip — pulllo,r

1
< € X [ilo-mllu+ 9o - Tl

KeTF

1
< Vi 3 [l -+ 95— Vil
K

KeTl

1
2

N|=

= Cvhpllp = pullvr,

e o resultado seque da multiplicacao em ambos os lados por \/C};LF e da definicao de
Cp — CnC [ |
4.5 Validagoes numéricas

Nesta se¢ao validamos o novo método MHM e os resultados tedricos das se-
coes anteriores. Para tanto, sao feitas comparagoes com o método de Galerkin
usando elementos P¥ continuos e com os métodos estabilizados SUPG e UNU-
SUAL e com o elemento P!. Comparamos o custo computacional entre os métodos
em func¢do do nimero de graus de liberdade globais (desconsiderando o custo en-
volvidos nos problemas locais). Uma comparagao de tempos de processamento
que considera a totalidade dos graus de liberdade é apresentado na secao B.4 do

apéndice B.
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-e-MHM, |=0
h

107"

Figura 4.11: Curvas de convergéncia para MHM com [ = 0, norma L?(Q) (esquerda) e norma
HY(Ty) (direita). Casoe=1,a=1e 0 =0.

4.5.1 Validagao da convergéncia

Consideremos o problema de reagao-advecgao-difusao (4.27) com Q = [0, 1] x
0,1, Tp ={(z,y) €T : (x =0) vV (z = 1)}, 'y = I'\ I'p, definimos ¢ = £Z,

a := (a,0)" parae, a,0 e R"U{0} e f=1. Seoc =0 e a # 0 entao a solugao

exata do problema é dada por

1 sinh(3:2) o, 1
=— |z - ——="e2\"" 4.74

e se consideramos o > 0 entao,

2e

(&
sinh (Yetder) sinh (Yetdea )

2¢e

1 [ sinh(¥etdeo (1)) sinh(Yeitdea .y
u(z,y) = ( ( @ 1) g Sinh(T, )e%(f‘1>+1 . (4.75)

2¢e

N . . N . l N
Apresentamos na sequéncia um estudo da influéncia do espago A%) e dos parametros

€, a € 0 sobre as taxas de convergéncia e no comportamento numérico da solugao.

4.5.1.1 Caso advectivo-difusivo

Assumimos @ = 1 e ¢ = 0 e usamos diferentes valores de € para estudar o

comportamento numérico de MHM. Nas Figuras 4.11 e 4.12 mostramos a conver-

géncia 6tima do método MHM com os espacos de aproximacao A%O) = PYF) e
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Figura 4.12: Curvas de convergéncia para MHM com [ = 1, norma L?(f2) (esquerda) e norma
HY(T:) (direita). Casoe =1,a=1e 0 =0.

[u —wupllo

[u — uply

o P -e -MHM, I=0 P - e -MHM, I=0
i s -s-SUPG e ~°-SUPG
0k P -¢-GALERKIN, k=1 7 - ¢ ~GALERKIN, k=1
- h2 o~ —nh
e L T L T
10 107 107 107"
h h

Figura 4.13: Comparacio convergéncia MHM com AS[S) = PO(F), Galerin (k = 1) e SUPG.
Norma L?*(Q) (esquerda) e norma H'(7) (direita). Casoe =102, a=1e0=0

§ E 10° | B

| |

20’ =

4 1047 B
107 F El
° - -MHM, I=1 @ - & -MHM, I=1
- = -GALERKIN, k=2 - & -GALERKIN, k=2
3 H -7 2
h w0l o h I
107 10" 107 107

Figura 4.14: Comparagio convergéncia MHM com Ag) =

L?(Q) (esquerda) e norma H!(T}) (direita). Caso e = 1072, a
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Figura 4.15: Curvas de erro com respeito de ¢ para o método de Galerkin (k = 1), SUPG e
MHM com espagos A% = P%(F). Normas L?(2) (esquerda) e H'(7y) (direita).
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Figura 4.16: Curvas de erro com respeito de € para o método Galerkin (k = 2) e MHM com
os espagos A% = PY(F). Normas L%() (esquerda) e H'(T) (direita).
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Figura 4.17: Elevacoes de: Galerkin (acima & esquerda

A;?) =PO(F) (embaixo).
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A%l) = PY(F), com ¢ = 1, respectivamente. Em seguida, estudamos a convergéncia
com respeito a h do método MHM assumindo ¢ = 1072 (advecgao dominante) e
comparamos os resultados a solucao pelo método de Galerkin e SUPG. Nas Figu-
ras 4.13 e 4.14 observamos que as taxas de convergencia de todos os métodos sao
afetadas pelo valor de €, porém o método MHM apresenta um erro notadamente
menor e uma recuperacao mais rapida da taxa de convergéncia 6tima. Para mostrar
que, independente da escolha de €, o método MHM com os espacos AV = P!(F)
apresenta um comportamento mais preciso (em termos do erro) do que os méto-
dos classicos, nas Figuras 4.15 e 4.16 fazemos uma comparacao em fungao de e.
Podemos ver que o erro do método MHM é sempre menor do que o erro obtido
pelo método de Galerkin e SUPG. Além disso, o método MHM com [ = 1 apre-
senta maior estabilidade com respeito a &, tanto na norma L?(€2) quanto na norma
H'(T,) (ver Figura 4.16).

Fixamos o caso ¢ = 1072 e h = 0.125 (advecgao dominante). Na Figura 4.17
comparamos os resultados do método MHM usando A;Q) = P%(F) com o método
de Galerkin (k = 1) e SUPG, e na Figura 4.18 comparamos os cortes com a solugao
exata. Podemos ver que o método de Galerkin apresenta grandes instabilidades
numeéricas perto do contorno, enquanto que o método SUPG é muito difusivo e nao
aproxima corretamente a camada limite. Do ponto de vista de aproximacao, os
resultados de MHM, s&o melhores. Porém notamos as dificuldades de aproximacao
da parte linear da solucao. Este comportamento se deve a escolha do espaco e nao a
instabilidade do método. Este fato fica claro nas Figuras 4.19 e 4.20, onde podemos
ver que, aumentando o espaco de aproximacao, o método MHM fornece melhores
aproximacoes enquanto que o método de Galerkin com interpolacao polinomial
ainda apresenta instabilidades numéricas. Nas Figuras 4.21 e 4.22 estudamos a
influéncia de [ na escolha dos espacos A%) = PY(F). Note que para [ > 0 a
aproximacao da parte linear da solucao é perfeita, e a aproximacao da camada
limite melhora rapidamente aumentando [, porém os resultados ainda podem ser

melhorados.
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Note que os resultados do MHM apresentados nas Figura 4.19 e 4.20 sao
melhores do que os obtidos usando o método de Galerkin, usando ambos um nu-
mero similar de graus de liberdade. Porém, como mencionado anteriormente, fica
evidente que os resultados de MHM para Ag) = P!(F) ainda podem ser melhorados
(ver Figuras 4.21 e 4.22). Em virtude disto, testamos o desempeho do MHM usando
08 espagos A%) = D™ (F) (ver definicdo em (4.40)). Nas Figuras 4.23 e 4.24 ex-
ploramos as duas opgoes admitidas pelo espago Ag) = D™ e obtemos resultados
consideravelmente superiores no caso (r,m) = (0,2). Finalmente na Figura 4.25
apresentamos as trés opgoes admitidas pelo espaco Ag) = D™, Neste caso a
opgao com melhor comportamento foi (r,m) = (0,4). Assim, concluimos que para
gerar um espago de aproximagao A, com o melhor compromisso custo/precisao, a
melhor opgao é usar polinémios por partes de baixa ordem. Tal observagao nos
leva a estudar o comportamento numérico do MHM usando os espagos A%) = Dm)
em funcao do parametro m. Para isto, fixamos r = 0 e definimos o refinamento
usando o método MHM com os espagos Agm) = D% (F), com m; =21 eieN.
Comparamos a convergéncia deste processo baseado em faces com um refinamento
classico (usando malhas estruturadas hierdrquicas) com respeito aos graus de liber-
dade globais do sistema (ver Figura 4.26). Observamos que esta nova estratégia,
induzida pelos espagos A%) = D™ ¢ muito mais precisa do ponto de vista do que

o refinamento clédssico, para um nimero fixo de graus de liberdade por face.

4.5.1.2 Caso reativo-difusivo

Assumimos a = 0 e 0 = 1 e usamos diferentes valores de ¢ para estudar
o comportamento numérico de MHM. Nas Figuras 4.27 e 4.28 com ¢ = 1072,
mostramos convergéncia otima com os espagos de aproximacao A%O) = PY(F) e
Ag) = P}(F), respectivamente. Em seguida, estudamos a convergéncia com res-
peito a h do método MHM para ¢ = 107 (reacdo dominante) e comparamos os
resultados com o método de Galerkin e UNUSUAL [37]. Nas Figuras 4.29 e 4.30

observamos que as taxas de convergéncia de todos os métodos sao afetadas pelo
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Figura 4.28: Curvas de convergéncia para MHM com [ = 1, norma L?(Q) (esquerda) e norma
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Figura 4.29: Comparacio convergéncia MHM com A%O) = PO(F), Galerkin (k = 1) e UNU-
SUAL. Norma L?(Q2) (esquerda) e norma H'(7}) (direita). Caso e =107, a=0eo =1
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Figura 4.32: Elevagoes da solugao: UNUSUAL (esquerda) e MHM [ = 0 (direita).
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Figura 4.34: Comparagio de resultados de MHM com Al = P!(F): Perfis de corte em y =
0.4375 comparando [ =0, =1,1 =2 e |l = 3 com a solugoa exata.
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Figura 4.36: Duas opgoes para Ag): elevagao da solucdo com P!(F) (esquerda) e p(P!(F))
(direita).
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Figura 4.37: Duas opcdes para AY: PY(F) e p(P!(F)). Perfis do corte em y = 0.4375
(esquerda) e zoom (direita).
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valor de €. Porém o método MHM apresenta um erro consideravelmente menor e
uma recuperacao mais rapida da taxa de convergéncia 6tima (no caso [ = 1). Para
mostrar que, independente da escolha de ¢, MHM apresenta um comportamento
mais preciso (em termos do erro). Na Figura 4.31 comparamos o erro em fungao
de . Podemos ver que o erro pelo método MHM ¢é sempre menor do que o erro
pelo métodos de Galerkin e UNUSUAL. Além disso o método de MHM com [ = 0
apresenta uma estabilidade com respeito de € , tanto na norma L?(Q2) como na
norma natural H'(Ty).

Fixamos o caso ¢ = 107% e h = 0.125 (reagao dominante). Na Figura 4.32
comparamos os resultados do método MHM usando Aﬁé’) = P%(F) com o método
UNUSUAL. Na Figura 4.33 comparamos os perfis das solugoes com a solugao apro-
ximada usando o método de Galerkin (k = 1) e com a solugdo exata. Podemos ver
que o método de Galerkin apresenta grandes instabilidades numéricas perto do con-
torno, enquanto que o método UNUSUAL é muito difusivo e ndo aproxima a bem
a camada limite. O método MHM aproxima a camada limite mas ainda existe
um espaco significativo para melhorias. Na Figura 4.34 estudamos a influéncia
de [ na escolha dos espagos Ag) = P!(F). Neste caso obtemos melhores resulta-
dos. Procurando resultados ainda melhores utilizamos os espagos A%) = D™ (F)
(ver defini¢ao em (4.40)). Na Figura 4.35 apresentamos as trés opgoes admitidas
pelo espaco Ag) = D™ e verificamos que a melhor aproximacao foi obtida com
(r,m) = (0,4). Assim, mais uma vez o método MHM apresenta resultados muito
mais competitivos quando usados com polinomios por partes de baixa ordem para
aproximar o fluxo. Por outro lado, neste caso contamos com a opc¢ao adicional
A%l) = p(PY(F)). Nas Figuras 4.36 e 4.37 podemos ver como o método MHM
apresenta um desempenho superior usando enriquecimento de espago sobre P!(F).
E esta opcao torna o método MHM uma alternativa ainda mais competitiva e
com baixo nimero de graus de liberdade quando se trata de problemas do tipo

reacao-difusao.

140



Figura 4.38: Duas opgoes para Ag,z): elevagoes da solugao para D*!(F) (esquerda) e DO3(F)
(direita).

4.5.1.3 Caso reativo-advectivo-difusivo

Nesta sub-secdo nos limitamos a estudar o caso ¢ = 1072, a = 1 e 0 = 10*
(reacdo e advecao dominantes) uma vez que em sub-se¢oes anteriores estudamos
o comportamento do método MHM em casos de advecao e reacao dominantes,
separadamente.

Nas Figuras 4.38 e 4.39 validamos a escolha do espago Ag) = DC™(F). Tal
como nos casos anteriores, podemos notar que polinomios de baixa ordem por par-
tes sao a melhor opgao custo/beneficio quando uma estratégia de enriquecimento

de espacos nao esta disponivel.
4.5.2 Problema da fonte unitaria

Aqui estudamos o comportamento numérico do MHM quando usado para
aproximar a solucao de (4.1), considereando e = eZ e f = 1.

4.5.2.1 Caso Advectivo-difusivo

Consideremos o caso ¢ = 1073, a = (\%, \%)T e 0 = 0. Na Figura 4.40
podemos ver uma comparagao entre o método de Galerkin cldssico (k = 5), e uma
aproximacao de alta ordem com o método MHM. Neste caso, o método de Galerkin

utiliza 3281 graus de liberdade enquanto que o método MHM apenas 2208, sendo
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Figura 4.42: Elevacoes da solugao pelo método de Galerkin (k = 4) (esquerda) e da solugao
pelo método MHM usando Ag’) = DM2)(F) (direita).

que o MHM apresenta resultados superiores em termos de desempenho. Resultados
levemente melhores podem ser obtidos usando o método MHM com uma ordem

ainda mais alta, usando 2044 graus de liberdade, ver Figura 4.41.

4.5.2.2 Caso reativo-difusivo

Consideremos o caso € = 107% a = (0,0)7 e 0 = 1. Na Figura 4.42 podemos
ver uma comparagao entre o método de Galerkin classico (k = 4) e uma aproxi-
macao de baixa ordem com o método MHM. Neste caso o método de Galerkin
emprega 2113 graus de liberdade enquanto que MHM apenas 1472, sendo o MHM
superior em termos de desempenho. Na Figura 4.43 comparamos as melhores op-
¢oes fornecidas pelo método MHM, funcoes constantes por partes e enriquecidas
nas faces, é evidente que os resultados deste iltimo sao superiores tanto em desem-
penho quanto em custo (3312 contra 736 graus de liberdade), quando comparado

com as outras opgoes.

4.5.2.3 Caso reativo-advectivo-difusivo

Consideremos o caso ¢ = 107%, & = (5, 75)" e ¢ = 10. Na Figura 4.44
podemos ver uma comparagao entre o método de Galerkin cldssico (k = 5), e
uma aproximagao de alta ordem com o método MHM. Neste caso o método de

Galerkin utiliza 3281 graus de liberdade enquanto que o método MHM emprega
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Figura 4.46: Solucao inicial e final por um processo de adaptacao de espaco (5 iteragoes).

2944, observe que o método MHM ¢é muito superior em termos de desempenho. Os
resultados do método MHM ainda podem ser melhorados usando polinomios por
partes e mantendo o mesmo nimero de graus de liberdade, (ver Figura 4.45).

Em seguida apresentamos o caso ¢ = 1073, a = (\%, \%)T e 0 = 10, com
h = 0.25 e usamos o espago Ag) = DED(F) com a estritegia adaptativa apresen-
tada na sub-secao 4.3.4. Na Figura 4.46 podemos ver resultados muito competitivos
em uma malha grossa apds usar um processo de adaptacao de espacos. Ilustra-
mos com um circulo vermelho as arestas para as quais o espago de aproximagao
foi aumentado gragas ao estimador de erro (ver Figura 4.47). Na Figura 4.47
mostraremos a malha apds a concatenagao de todas as sub-malhas utilizadas. Vale
lembrar que tais problemas locais sao completamente independentes, e logo malhas
diferentes podem ser empregadas em cada elemento da malha grossa. Este fato
mostra a grande flexibilidade do método MHM em aproximar regioes de camada

limite de forma diferenciada.

4.5.3 Problema skew-advection

Aqui estudamos o desempenho do método MHM quando usado para apro-

ximar numericamente a solucao do problema skew-advection. Apesar deste teste
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Figura 4.47: Tlustragao do espago modificado final (esquerda), e combinacao das malhas de
segundo nivel utilizadas (direita).

ey
u =70

Figura 4.48: Descricao do problema skew-advection.
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Figura 4.49: Elevagoes de MHM para uma malha estruturada (acima a esquerda) e nao-
estruturada (acima a direita) e Galerkin (embaixo). Aqui o = 0.
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Figura 4.50: Perfis da solucao para na Figura 4.49 e comparacao com SUPG. Corte em y = 1—x
(esquerda) e em y = 0.9 (direita).

estar fora do escopo na teoria (a solugao exata nao estd em H'((2)), este problema
tornou-se um teste padrao para os métodos numericos. Considere o problema (4.27)
com I'y = (), fronteira de Dirichlet descontinua como descrita na Figura 4.48. O
coeficiente de difusao é definido por € = €Z com € = 1074, a adveccao é definida
como a = (£,2)” nao alinhada com as arestas da malha. Escolhemos diferentes
valores para o coeficiente de reagao o € RTU{0}, e estudamos a sua influéncia nos
resultados numéricos. A fonte f é nula em todo o dominio. A dificuldade nume-
rica deste problema estd concentrada na existéncia de uma camada limite interna
e uma camada limite externa. B importante notar que este problema esta fora da
teoria aqui desenvolvida devido a que a condi¢ao de Dirichlet é descontinua e a
solugao do problema original nao estd em H'(Ty).

Na Figura 4.49 comparamos o método MHM usando A%) = P4(F) (30.400
graus de liberdade) sobre uma malha estruturada e sobre uma malha nao-estruturada,
com a solugao pelo método de Galerkin usando P* (33.025 graus de liberdade). O
método de Galerkin apresenta grandes instabilidades numéricas enquanto que o mé-
todo MHM, tanto para a malha estruturada como para a malha nao-estruturada,
apresenta um comportamento estavel e nao apresenta oscilagoes espurias. Na fi-
gura 4.50 mostramos os perfis para os experimentos da Figura 4.49, e adicionamos

uma comparacao com o método SUPG usando 33.024 graus de liberdade. Podemos
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Figura 4.51: Elevagoes da solugao para SUPG (esquerda) e MHM (direita). Aqui o = 0.

observar que o comportamento na camada limite externa é similar em todos os mé-
todos, porém na camada limite externa existem diferencas importantes. O método
de Galerkin mostra grandes oscilagoes espurias nesta regiao o método SUPG apre-
senta uma oscilacao espuria em torno de 10% da solucao, enquanto que o método
MHM nao apresenta oscilacoes esptirias em nenhum dos casos.

Para estudar o comportamento do MHM de baixa ordem, na Figura 4.51
comparamos os resultados obtidos pelo método MHM sobre uma malha grossa
usando APV = DOLD(F), com SUPG em uma malha fina usando um niimero
similar de graus de liberdade (8.096 para MHM e 8.321 para SUPG). No perfil
da solucao e zooms das Figuras 4.52, 4.53 e 4.54, observamos oscilagoes espurias
residuais (undershooting e overshooting). Este comportamento é muito atenuado
nos resultado obtidos pelo método MHM. Concluimos que os resultados obtidos
pelo MHM sao de melhor qualidade.

Finalmente, para validar o estimador de erro a-posteriori apresentado em
(4.49) e a nova estratégia de adaptagao de espago, estudamos uma série de exemplos
numéricos. Nas Figuras 4.55, 4.56, 4.57 e 4.58 usamos um valor diferente do
coeficiente de reacao com o espago inicial Ag) = D@Y(F) em cada aresta F €
E. Em todos os casos, o processo iterativo foi implementado com um critério de
parada relativo ao erro estimado com uma tolerancia de 10~*. Na Figura 4.55

observamos a elevacao da solucao e uma ilustracao do espaco de aproximacao
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final adaptado para o caso ¢ = 0. O nimero de graus de liberdade do problema
global é 21.315, e observamos que os espacos duplicados se concentram ao longo
da camada limite interna e na camada limite externa. Uma situagao similar para o
caso o = 1 foi obtida (ver Figura 4.56), porém neste caso a camada limite externa
sendo extensa, o numero de graus de liberdade usados foi 22.155. Na Figura 4.57
podemos ver como a camada limite interna se atenua e a camada limite externa
¢ muito mais forte. Neste caso temos 21.366 graus de liberdade. Finalmente
na Figura 4.58 temos o caso para ¢ = 100, onde foram usados 23.220 graus de
liberdade. Observamos que a camada limite interna desapareceu completamente,
e observamos agora duas camadas limite externas. Em todos os casos relatados
observamos que o estimador de erro a-posterior: induz uma adaptacao de espago
precisamente onde estao posicionadas as camadas limite, validando desta forma a

nova estratégia de adaptatividade.

4.6 Transporte passivo em um meio altamente heterogéneo

O modelo de transporte passivo representa a concentracao de uma especie
transportada pela hidrodinamica de um fluido escoando através de um meio poroso
(ver [20], pagina 29). Se considerarmos um meio altamente heterogéneo o modelo
de transporte passivo define um problema com caracteristicas multi-escalas.

Nesta secao estudamos o comportamento do método MHM para a equacao
reacao-advecgao-difusao, quando usado para aproximar a solugao de um modelo
de transporte passivo em um meio altamente heterogéneo. O modelo estudado é
representado pelo problema de advecgao-difusao-dispersao parabdlico (4.76) aco-

plado ao problema de Darcy (4.78).
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4.6.1 Problema de transporte

Consideremos o seguinte problema de advecgao-difusao-dispersao parabdlico:

Achar u tal que

)

u+ V- (—eVu+ovu) = 0 em Q2x]0,T],

—eVu-n" = 0 em T'yx]0,T7,
(4.76)
u = 1 emI'px]0,T7,

u = 0 emQ x{0},

onde Q = [0,3] x [0,1), T'p ={(z,y) €' : 2 =0}, 'y =T \TpeT éo tempo

final. O tensor de dispersao-difusao € é dado pela expressao

VRV

e(x) = (am + |v|ay)Z + (o — ozt)|v—|,

(4.77)

onde «,,,q;,a; € R sdo parameétros fisicos do problema os quais satisfazem a
relagdo oy, ay €]0, o). A velocidade de Darcy v é dada por v = —KVp onde p

satisfaz o seguinte problema eliptico: Achar p tal que

V(=KVp) = 0 emQ,

—KVp-nt' = 0 em|,—gUT|,—1,
=0 U Tl (4.78)

p = 1 em =0,

p = 0 em F|m:37

onde K = kZ é o tensor heterogéneo uniformemente eliptico descrito na Figura 4.59.
O problema (4.78) é resolvido usando o método MHM (com [ = 2) apresentado
no capitulo 2 e usando a malha na Figura 4.60. A solucao p é pés-processada e
obtemos a velocidade de Darcy v = —KVp com caracteristicas multi-escalas (ver

Figura 4.61). Este campo de velocidade é um dado para o problema de transporte

(4.76).
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Figura 4.59: Permiabilidade com 64 x 256 valores.
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Figura 4.60: Malha regular nio estruturada, 499 elementos.

Figura 4.61: Campo da velocidade de Darcy multi-escalas.
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4.6.2 Discretizagao temporal

Usamos uma discretizacao temporal de tipo Fuler implicito (ver [50] pagina
156) para reduzir o problema parabdlico (4.76) a uma cole¢ao de problemas elip-
ticos. Em seguida aplicamos o método MHM apresentado neste capitulo. Seja

NENedeﬁnaAt:%. Logo 0=ty <...<t,<...<ty=T, onde

t, =t,_1+ At, paran € N,

que define uma partigao para o intervalo de tempo [0, 7. Introduzimos as aproxi-

un_unfl —~

magoes u" = u(t,) e “—xr— =~ w(t,) para n € N. Assim, o problema parabélico
(4.76) é aproximado resolvendo-se o problema de reacao-advecgao-difusao: Achar

u™ tal que

V-(—eVu" +vu™) + mu” = ut em Q2x]0, 7],
—eVu"-nt = 0 em I'yx]0,T), (4.79)
u* = 1 em I'px]0,T],

para cada n € N. Logo, podemos aplicar o método MHM para uma aproximcao

de u™ em cada passo de tempo t,. Note que no problema (4.79) o unico dado

L
At

que se altera ao longo do processo é o lado direito —u""!. Portanto, em termos
computacionais, o problema se reduz a montar o lado direito do problema (4.79)

em cada passo de tempo e resolver o sistema linear associado ao problema global.

4.6.3 Resultados numéricos

Usamos os paramétros fisicos a,, = 107%, oy = 1, ay = 1073 e fixamos o
tempo final T' = 3.75. A variavel temporal foi discretizada uniformemente com
N = 750. Aplicamos o método MHM usando a malha grossa na Figura 4.60
e aproximamos o fluxo através das fases usando o espaco A%H) = D*(F), e 0
segundo nivel é aproximado usando 1024 elementos do tipo P3.

Apos 25 iteragoes, observamos nas Figuras 4.62 e 4.63 que o comportamento
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Figura 4.62: Saturacao no tempo t = 0.125.
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Figura 4.63: Saturacdo no tempo t = 0.125.

Figura 4.64: Saturagao no tempo t = 0.5.

Figura 4.65: Saturaciao no tempo t = 0.625.
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Figura 4.66: Saturagao no tempo ¢ = 1.25.
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Figura 4.67: Saturacdo no tempo t = 2.5.
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Figura 4.68: Saturagao no tempo t = 3.75.
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multi-escalas induzido pelo coeficiente de difusao € e de advec¢ao v sao bem cap-
turados pelo método MHM, apresentado uma solu¢ao com um comportamento
multi-escalas sem oscilagdes espurias (ver Figura (4.63)).

Na sequéncia, apresentamos resultados numéricos que mostram a evolucao
no tempo da solugao aproximada para o problema parabdlico (4.76), (ver Figuras
4.64, 4.65, 4.66, 4.67 e 4.68). A solucao apresenta caracteristicas multi-escalas em
cada passo de tempo. Como esperado a solugao u apresenta valores maiores nas

zonas em que o meio apresenta permeabilidade mais alta (ver Figura 4.59).

1.00 - = SRS
S AVAS K
7 )

0.75

0.50

7
ALRRE
SOREE

K

0.25

0.00

Figura 4.69: Saturacdo no tempo t = 2.5 sobre a malha usada.

Para mostrar a relacao entre a solugao usando o método MHM e a malha
grossa usada apresentamos uma comparacao nas Figuras 4.69 e 4.70. Novamente
aqui podemos ver como o segundo nivel captura de forma eficiente os aspectos
multi-escalas. Nos zooms apresentados na Figura 4.70 podemos ver que o com-
portamento multi-escalas da saturacao é perfeitamente “transmitido” através dos
elementos e seguindo direcao da velocidade v. Concluimos que o método MHM é
eficiente para a aproximacao numérica de problemas de transporte com comporta-

mento multi-escalas induzido pela natureza multi-escalas dos dados.

4.7 Conclusoes

Neste capitulo foi proposta uma nova familia de métodos de elementos finitos
para a equacao de reacao-adveccao-difusao, denominados de MHM, que capturam
com precisao as pequenas escalas do problema induzidas tanto pela natureza multi-

escalas dos dados quanto por um comportamento singularmente perturbado da
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Figura 4.70: Diferentes ampliagoes da Figura 4.69.

propria solugao. Os métodos MHM foram desenvolvidos usando uma estratégia de
decomposicao de espagos similar a usada no capitulo 2. A andlise matematica dos
métodos mostrou convergéncia 6tima nas normas naturais e permitiu construir um
estimador de erro a-posteriori localmente eficiente e confidvel. Como consequéncia,
foi possivel definir uma nova estratégia de adaptatividade de espagos. Os resulta-
dos numéricos verificam os resultados tedricos e mostram a capacidade do método
MHM em tratar de forma precisa heterogeneidades e coeficientes de alto contraste.
A nova estratégia de adaptacao mostrou-se bastante conveniente do ponto de vista
pratico. Assim o método MHM surge como uma alternativa atrativa para resolver
problemas com aspectos multi-escalas e reativo e/ou advectivo dominantes em ma-
lhas grossas, além de possuir a caracteristica de poder ser naturalmente adaptado

a ser implementado em méaquinas de processamento paralelo.
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Capitulo 5

Conclusoes e perspectivas

Este trabalho propos uma nova familia de métodos, denominados de MHM,
para problemas caracterizados por conter multiplas escalas. A metodologia MHM
foi aplicada a solugao do problema de Darcy com coeficientes altamente hetero-
géneos e ao problema de reacao-adveccao-difusao. No primeiro caso, o método
MHM se apresenta em sua forma mista, enquanto que no segundo caso o método é
eliptico. Os métodos sao caracterizados por uma representacao em termos de uma
colecao de problemas locais e uma formulagao global definida no “esqueleto” da
particao. Com base nesta decomposicao da solucao, os métodos MHM apresentam

as seguintes caracteristicas:

e Localidade, através da qual os aspectos multi-escalas sao capturados de

forma independente em cada elemento;
e Precisao em malhas grossas;
e Estrutura naturalmente paralelizavel,

e Bem posto, com convergéncia 6tima para as varidaveis primal e dual nas

normas naturais;
e Solucoes localmente conservativas;

e Induz a construgao de um estimador de erro a-posterior: baseado em faces,

localmente eficiente e confiavel;
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Possibilita a introducao de uma nova estratégia de adapatividade de espa-

€oSs.

Os resultados teodricos foram validados através de diversos experimentos nu-

méricos que comprovaram tanto as taxas de convergéncia quanto a capacidade do

método MHM em capturar os aspectos multi-escalas do problema. Os testes nu-

méricos também apontaram formas eficientes (do ponto de vista prético), de se

utilizar o MHM, a saber:

No caso da equacao de Darcy com coeficientes altamente hetorogéneos foi
suficiente utilizar aproximacoes polinomiais de baixa ordem e continuos

nas faces;

No caso da equacao de reacao-advecgao-difusao, a melhor opcao custo-
beneficio consistiu em se utilizar aproximacoes polinomiais de baixa ordem

definidos por partes em cada face.

No caso particular da equacao de reacao-difusao obtivemos resultados no-
tadamente superiores quando usadas funcoes enriquecidas nao polinomiais

para aproximar a variavel dual (fluxo).

O estimador de error a posteriori baseado em faces mostrou-se muito efi-

ciente em dirigir um algoritmo de adaptacao de malhas.

A nova estratégia de adaptatividade de espagos mostrou-se uma alternativa
muito eficiente e pratica para se evitar a construgao de uma nova malha
adaptada. Tal processo tem grande apelo pratico por evitar o uso de

geradores de malha externos.

A partir dos resultados acima, propomos a seguir uma série de possiveis

extensoes teodricas e praticas dos métodos MHM:

Anélise da possivel convergéncia uniforme do método MHM com respeito

aos pequenos parametros dos modelos (por exemplo, o comportamento do
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coeficiente de permeabilidade na equacao de Darcy ou, do coeficiente de

difusdo na equagao de transporte);

e Desenvolvimento e andlise numérica de espacos de aproximagao nao poli-

nomiais para o multiplicador de Lagrange (fluxo);

e Propor termos estabilizantes para o método MHM com o intuito de per-
mitir o uso de elementos P*(F') continuos no “esqueleto” da particao,para

aproximar o multiplicador de Lagrange;
e Extensao da metodologia MHM a modelos parabdlicos ou hiperbélicos;

e Extensdao do método MHM a problemas mistos lineares (por exemplo,

equagao de Stokes) e nao lineares (por exemplo, equagao de Navier-Stokes).

e Aplicagao do método MHM & resolucao de modelos acoplados (por exem-
plo, escoamentos multi-fasicos em meios porosos com acomplamento ge-
omecanico). O objetivo é aplicar o0 mesmo método numérico a todas as

equagoes que compoem o modelo acoplado.

Além disso, por suas caracteristicas, o método MHM, é naturalmente pa-
ralelizavel em maquinas massivamente paralelas, e logo um estudo de speed-up e
comparagao com outro métodos multi-escalas, seguird naturalmente deste trabalho.

Concluimos que a familia de métodos MHM proposta nesta tese constitui
uma alternativa eficiente e inovadora para a simulagao computacional de proble-
mas com multiplas escalas, desenvolvida dentro de um escopo tedrico preciso e
naturalmente adaptado a computagao paralela. Deste ponto de vista, a extensao
dos métodos MHM a modelos mais complexos devera ter seu ponto de partida neste
trabalho. Este trabalho de tese nao se encerra em si e intenciona abrir novas pers-
pectivas para a simulacao computacional de problemas complexos com aspectos

multi-escalas.

166



Referéncias Bibliograficas

1]

[7]

P. Abry, R. Baraniuk, P. Flandrin, R. Riedi, and D. Veitch. Multiscale nature

of network traffic. Signal Processing Magazine, IEEE, 19(3):28-46, 2002.

S. Adamson, V. Astapenko, I. Chernysheva, V. Chorkov, M. Deminsky,
G. Demchenko, A. Demura, A. Demyanov, N. Dyatko, A. Eletzkii, A. Knizh-
nik, I. Kochetov, A. Napartovich, E. Rykova, L. Sukhanov, S. Umanskii,
A. Vetchinkin, A. Zaitsevskii, and B. Potapkin. Multiscale multiphysics no-
nempirical approach to calculation of light emission properties of chemically

active nonequilibrium plasma: application to ar-gai 3 system. Journal of

Physics D: Applied Physics, 40(13):3857, 2007.

S. Agmon and National Science Foundation (U.S.). Lectures on elliptic
boundary value problems. Van Nostrand mathematical studies. Van Nos-

trand, 1965.

A. Allendes, G. R. Barrenechea, E. Hernandez, and F. Valentin. A two-
level enriched finite element method for a mixed problem. Mathematics of

Computation, 80(273):11-41, 2011.

T. Arbogast. Analysis of a two-scale, locally conservative subgrid upscaling for
elliptic problems. STAM Journal on Numerical Analysis, 42(2):576-598,
2005.

T. Arbogast and K. J. Boyd. Subgrid upscaling and mixed multiscale finite
elements. STAM journal on Numerical Analysis, 44(3):1150-1171, 2006.

S. J. Axler. Linear Algebra Done Right. Springer, 1997.

167



8]

[11]

[12]

[13]

[16]

[. Babuska and J. E. Osborn. Generalized finite element methods: Their
performance and their relation to mixed methods. STAM Journal on Nu-

merical Analysis, 20(3):510-536, 1983.

S.A. Baeurle. Multiscale modeling of polymer materials using field-theoretic
methodologies: a survey about recent developments. Journal of Mathema-

tical Chemistry, 46(2):363-426, 2009.

C. Baiocchi, F. Brezzi, and L. P. Franca. Virtual bubbles and galerkin-least-
squares type methods (Ga.L.S.). Computer Methods in Applied Mecha-

nics and Engineering, 105(1):125-141, 1993.

G. R. Barrenechea, L. P. Franca, and F. Valentin. A Petrov-Galerkin enriched
method: a mass conservative finite element method for the Darcy Equation.

Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering, 196(21-
24):2449-2464, 2007.

G. R. Barrenechea, L. P. Franca, and F. Valentin. A symmetric nodal conser-
vative finite element method for the Darcy Equation. STAM J. Numerical
Analysis, 47(5):3652-3677, 2009.

F. Brezzi, B. Cockburn, L. D. Marini, and Siili E. Stabilization mechanisms
in discontinuous galerkin finite element methods. Computer Methods in

Applied Mechanics and Engineering, 195(25 - 28):3293 — 3310, 2006.

F. Brezzi and M. Fortin. volume 15 of Springer Series in Computational

Mathematics. 1991.

F. Brezzi and A. Russo. Choosing bubbles for advection-diffusion problems.
Mathematical Models and Methods in Applied Sciences, 04(04):571—
587, 1994.

A. N. Brooks and T. J. R. Hughes. Streamline upwind/petrov-galerkin for-

mulations for convection dominated flows with particular emphasis on the

168



[17]

[18]

[19]

[20]

[21]

[22]

[23]

incompressible navier-stokes equations. Computer Methods in Applied

Mechanics and Engineering, 32(32):199-259, 1982.

E. Burman and Fernandez M. A. Finite element methods with symmetric sta-
bilization for the transient convection-diffusion-reaction equation. Compu-
ter Methods in Applied Mechanics and Engineering, 198(33736):2508—
2519, 2009.

E. Burman and P. Hansbo. Edge stabilization for galerkin approximations of
convection-diffusion-reaction problems. Computer Methods in Applied

Mechanics and Engineering, 193(15-16):1437-1453, 2004.

Z. Chen and T. Hou. A mixed multiscale finite element method for ellip-
tic problems with oscillating coefficients. Mathematics of Computation,

72(242):541-576, 2003.

Z. Chen, G. Huan, and Y. Ma. Computational Methods for Multiphase

Flows in Porous Media. SIAM, 2006.

B. Cockburn, B. Dong, J. Guzman, M. Restelli, and R. Sacco. A hybridizable
discontinuous galerkin method for steady-state convection-diffusion-reaction
problems. SIAM Journal on Scientific Computing, 31(5):3827-3846,
20009.

B. Cockburn and J. Gopalakrishnan. A characterization of hybridized mixed
methods for second order elliptic problems. STAM Journal on Numerical

Analysis, 42(1):283-301, 2004.

B. Cockburn, J. Gopalakrishnan, and R. Lazarov. Unified hybridization of dis-
continuous galerkin, mixed, and continuous galerkin methods for second order
elliptic problems. SIAM Journal on Numerical Analysis, 47(2):1319-

1365, 2009.

R. Courant. Variational methods for the solution of problems of equilibrium

and vibrations. 1943.

169



[25]

[26]

[27]

28]

[29]

[30]

[31]

[32]

[33]

L. Demkowicz and J. Gopalakrishnan. Analysis of the dpg method for the
poisson equation. SIAM Journal on Numerical Analysis, 49(5):1788-
1809, 2011.

H. Egger and J. Schéberl. A hybrid mixed discontinuous galerkin finite-
element method for convection-diffusion problems. IMA Journal of Nu-

merical Analysis, 30(4):1206-1234, 2010.

A. Ern and J. L. Guermond. Theory and Practice of Finite Elements.

Number 159 in Applied Mathematical Sciences. Springer, 2004.

X. Fang, W. Jiang, S. Miao, N. Zhang, M. Xu, C. Ji, X. Chen, J. Wei, Z. Wang,
and X. Wang. The multi-scale numerical modeling system for research on the
relationship between urban planning and meteorological environment. Ad-

vances in Atmospheric Sciences, 21(1):103-112, 2004.

C. Farhat, 1. Harari, and L. P. Franca. The discontinuous enrichment
method. Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering,
190(48):6455-6479, 2001.

M. Farhloul and Mounim A. S. A mixed-hybrid finite element method for
convection-diffusion problems. Applied Mathematics and Computation,

171(2):1037-1047, 2005.

H. Fernando, C. Harder, D. Paredes, and F. Valentin. Numerical multiscale
methods for a reaction-dominated model. Computer Methods in Applied
Mechanics and Engineering, 201-204(0):228-244, 2012.

L. P. Franca and Russo A. Deriving upwinding, mass lumping and selective re-
duced integration by residual-free bubbles. Applied Mathematics Letters,
9:83-88, 1996.

L. P. Franca, S .L. Frey, and T. J. R. Hughes. Stabilized finite ele-
ment methods. 1. application to the advective-diffusive model. Computer

Methods in Applied Mechanics and Engineering, 95(2):253-276, 1992.

170



[34]

[37]

[38]

[42]

L. P. Franca, C. Harder, and F. Valentin. On a residual local projection
method for the darcy equation. Comptes Rendus de I’Académie des

Sciences, 347(17-18):1105-1110, 2009.

L. P. Franca, A. L. Madureira, and F. Valentin. Towards multiscale func-
tions: enriching finite element spaces with local but not bubble-like func-
tions. Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering,
194:3006-3021, 2005.

L. P. Franca, J. V. A. Ramalho, and F. Valentin. Enriched finite element
methods for unsteady reaction-diffusion problems. Communications in Nu-

merical Methods in Engineering, 22(6):619-625, 2006.

L. P. Franca and F. Valentin. On an improved unusual stabilized finite element
method for the advective-reactive-diffusive equation. Computer Methods

in Applied Mechanics and Engineering, 190(13-14):1785-1800, 2000.

A. T. A Gomes, D. Paredes, and F. Valentin. Supporting the perpetuation
and reproducibility of numerical method publications. Procedia Computer

Science, 4(0):688 — 696, 2011.

P. Grisvard. Singularities in Boundary Value Problems. Recherches en

mathématiques appliquées. Masson, 1992.

C. Harder, D. Paredes, and F. Valentin. A family of multiscale hybrid-mixed
finite element methods for the darcy equation with rough coefficients. Journal

of Computational Physic, 245(0):107 — 130, 2013.

T. Y. Hou and X. Wu. A multiscale finite element method for elliptic pro-
blems in composite materials and porous media. Journal of Computational

Physics, 134(1):169-189, 1997.

T. J. R. Hughes, G. R. Feijoo, L. Mazzei, and J. B. Quincy. The variational
multiscale method—a paradigm for computational mechanics. Computer

Methods in Applied Mechanics and Engineering, 166(1-2):3-24, 1998.

171



[43]

[47]

[48]

[49]

T. J. R. Hughes, L. P. Franca, and G. M. Hulbert. A new finite element
formulation for computational fluid dynamics. VIII. the galerkin/least-squares
method for advective-diffusive equations. Computer Methods in Applied
Mechanics and Engineering, 73(2):173-189, 1989.

W. W. Hwu. GPU Computing Gems Emerald Edition. Applications of

GPU Computing Series. Elsevier Science, 2011.

P. Jenny, S. H. Lee, and H. A. Tchelepi. Multi-scale finite-volume method for
elliptic problems in subsurface flow simulation. Journal of Computational

Physics, 187(1):47-67, 2003.

P. Jenny, S. H. Lee, and H. A. Tchelepi. Adaptive multiscale finite-volume
method for multiphase flow and transport in porous media. Multiscale Mo-

deling & Simulation, 3(1):50-64, 2005.

K. F. Jensen, S. T. Rodgers, and R. Venkataramani. Multiscale modeling
of thin film growth. Current Opinion in Solid State and Materials
Science, 3(6):562-569, 1998.

R. Juanes and F. X. Dub. A locally conservative variational multiscale method
for the simulation of porous media flow with multiscale source terms. Com-

putational Geosciences, 12:273-295, 2008.

A. Kurganov and E. Tadmor. New high-resolution central schemes for nonli-
near conservation laws and convection-diffusion equations. Journal of Com-

putational Physics, 160(1):241-282, 2000.

S. Larsson and V. Thomee. Partial Differential Equations with Nume-

rical Methods. Texts in Applied Mathematics. Springer, 2003.

S. Lee, C. Wolfsteiner, and H. Tchelepi. Multiscale finite-volume formulation
for multiphase flow in porous media: black oil formulation of compressible,
three-phase flow with gravity. Computational Geosciences, 12:351-366,
2008.

172



[52]

[53]

[54]

[55]

[56]

[58]

[59]

[60]

G. Leoni. A First Course in Sobolev Spaces. Graduate Studies in Mathe-

matics. American Mathematical Society, 2009.

A. L. Madureira, D. Q. Madureira, and Pinheiro. P. O. A multiscale numerical
method for the heterogeneous cable equation. Neurocomputing, 77(1):48 —

57, 2012.

M. A. Murad and C. Moyne. A three-scale computational model of reactive
pollutant transport in smectitic clays. Communications in Numerical

Methods in Engineering, 22(8):875-891, 2006.

J.C. Nédélec. Mixed finite elements in R®. Numerische Mathematik,

35(3):315-341, 1980.

P. J. Park and T. Y. Hou. Multiscale numerical methods for singularly per-
turbed convection-diffusion equations. International Journal of Compu-

tational Methods, 01(01):17-65, 2004.

L. E. Payne and H. F. Weinberger. An optimal poincaré inequality for convex
domains. Archive for Rational Mechanics and Analysis, 5(1):286-292,

1960.

Theodore H. H. Pian. In The mathematical foundations of the finite
element method with applications to partial differential equations,

volume 49 of Academic Press Rapid Manuscript Reproduction, pages

671-687. Academic Press New York, 1972.

Theodore H. H. Pian and P. Tong. Basis of finite element methods for solid
continua. International Journal for Numerical Methods in Enginee-

ring, 1(1):3-28, 1969.

P. A. Raviart and J. M. Thomas. A mixed finite element method for 2nd
order elliptic problems. In Mathematical Aspects of Finite Element
Methods, volume 606 of Lecture Notes in Mathematics, pages 292-315.

Springer Berlin Heidelberg, 1977.

173



[61]

[62]

[63]

[66]

[67]

[68]

[69]

P. A. Raviart and J. M. Thomas. Primal hybrid finite element methods for 2nd
order elliptic equations. Mathematics of Computation, 31(138):391-413,

1977.

Ph. Renard and G. de Marsily. Calculating equivalent permeability: a review.

Advances in Water Resources, 20(5-6), 1997.

A. Riaz and H. A. Tchelepi. Dynamics of vertical displacement in porous
media associated with CO2 sequestration. SPE Journal, 13(3):305-313,
2008.

R. K. Romeu and B. Notinger. Calculation of internodal transmissibilities in
finite-difference models of flow in heteregeneous media. Water Resources

Research, 31(4):943-959, 1995.

G. Sangalli. Capturing small scales in elliptic problems using a residual-
free bubbles finite element method. Multiscale Modeling & Simulation,
1(3):485-503, 2003.

G.C. Sih and J.Z. Zuo. Multiscale behavior of crack initiation and growth in
piezoelectric ceramics. Theoretical and Applied Fracture Mechanics,

34(2):123 — 141, 2000.

L. Taleb and A. Hauet. Multiscale experimental investigations about the cyclic
behavior of the 3041 ss. International Journal of Plasticity, 25(7):1359 —

1385, 20009.

D. Z. Turner, K. B. Nakshatrala, and K. D. Hjelmstad. A stabilized for-
mulation for the advection-diffusion equation using the generalized finite ele-
ment method. International Journal for Numerical Methods in Fluids,

66(1):64-81, 2011.

E. Weina and B. Engquist. The heterogeneous multi-scale methods. Com-

munications in Mathematical Sciences, 1:87-132, 2002.

174



[70]

[71]

[72]

[73]

E. Weinberg and M. Kaazempur. Transient, three-dimensional, multiscale
simulations of the human aortic valve. Cardiovascular Engineering,

7(4):140-155, 2007.

J. Xu and L. Zikatanov. Some observations on babuska and brezzi theories.

Numerische Mathematik, 94(1), 2003.

G. Yun and H. S. Park. A multiscale, finite deformation formulation for surface
stress effects on the coupled thermomechanical behavior of nanomaterials.
Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering, 97(41 —
42):3337 — 3350, 2008.

G.M. Zaslavsky, P.N. Guzdar, M. Edelnman, M.I. Sitnov, and A.S. Sharma.
Multiscale behavior and fractional kinetics from the data of solar wind-
magnetosphere coupling. Communications in Nonlinear Science and

Numerical Simulation, 13(2):314 — 330, 2008.

175



Apeéendice A
Resultados classicos

Al Desigualdades

Lema A.1 Seja K € [L”(Q)]dXd tal que exista Cmin, Cmax > 0 onde

cmin [€]* < ETK(2) € < cmaxl€[?, (A1)

para todo £ € R? e para todo « € . Entao as seguintes afirmacdes sao verdadeiras:

(1) v/ Cmin < ||ICHoo < v/ Cmax;

(2) Para = € Q, K(x) € R¥™? ¢ inversivel, denotando K~!(x) := [KC(x)]~', temos

— <Ko < 2

v/ Cmax — — +/Cmin’
Demonstracao:  Os argumentos aqui expostos utilizam a defini¢cdo de esssup, e
logo a norma || - || pode ser escrita como

|K|oo = inf {a € R : meas {w E 1|[n|a)1< y'K(x)y > a} = 0} . (A2)
y:

Para (1): Seja © € Q de (A.1) notamos que K(x) € R¥™*? satisfaz

Vemin < VYT K(2) y < \/Cmax, VY € RY ly| = 1. (A.3)
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Logo, usando as propriedades do max, temos

V/Cmin < max VYT K(x) Yy < /Cmax, V£ € Q. (A.4)
y =

A expressao em (A.4) implica que

ly|=1

meas {az € Q : max VYIK(x)y > \/cmax} =0,

logo, da defini¢io (3.22) temos ||Kl|oo < \/Cmax- Se supomos que ||K||w < \/Cmin
entdo € possivel definir co = 5 (\/Cmin + ||K||s0), implicando ||K||o < co < \/Coin, €
assim usando a defini¢ao em (A.2) temos

meas {:13 € Q: max /yTK(x)y > co} =0,

ly|=1

o que contradiz (A.4) pois measQ > 0. Logo, ||K||s > \/Comin-
Para (2): Seja x € Q e defina A, = K(x). Supondo y € R? tal que Ayy = 0, e

usando a condi¢io (A.1), temos que
cmin|y|2 S yTA:l: Yy = 07

entdo y = 0 e portanto Ay € inversivel com inversa AZ'. Logo, podemos definir a
fungio K=1: Q — R4 tal que K~ (x) = AL em cada x € Q. Da defini¢io de K
temos que Ay € uma matriz simétrica (logo AZ' também é uma matriz simétrica),
e de (A.3) temos que yTAgzy > 0 para todo y € R Escolhendo y = A7lz,
para z # 0 arbitrdrio temos 27 A z > 0 . Entdo existe A;% € R4 simétrica e
inversivel tal que A;%A;% = A' (ver [7], pdgina 145). Notemos que (A.3) pode
ser escrita equivalentemente como

< VyTAzy

fmin = "y

< /Comax, Yy €RY -y £ 0. (A.5)
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Seja z € R4\ {0} arbitrdrio, e escolha y = Ax’z # 0 em (A.5). Logo obtemos

que
2]

VET A 2

e assim, mostramos a estimativa

VCmin < < /Cmax, V2 €R? 1 2 £ 0, (A.6)

1 2T K- (z) z 1
< <

< < VzeRY:z#£0, (A7)
\ Cmax ‘Z’ \ Cmin

ou equivalentemente,

1 1
<V2ZTKHx)z < ,Vz e R |z| = 1. (A.8)
o

Cmax min

Finalmente, em (A.8) repetimos o procedimento feito no item (1) para obter a

estimativa do item (2).

Teorema A.2 Seja K um dominio limitado e convexo e v € H'(K) N L3(K).

Entao a seguinte desigualdade é satisfeita
hy
[vllo.xc < —[[Vollox, (A.9)

onde hg representa o diametro de K.
Demonstragao: ver [57]. |

Teorema A.3 Seja K um dominio limitado e v € H'(K). Existe uma constante

C > 0, independente de hg, tal que

1
2

1
[lvloor < C EHUH&K +hi|IVollo x| (A.10)

onde hy representa o diametro de K.
Demonstracao: ver [3], pdagina 40. |
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Teorema A.4 Seja K um dominio limitado, FF C 0K e v € H?(K). Existe uma

constante C' > 0, independente de hg, tal que

[N

1
190 nellor < C |71Vl g+ huc ol | (A1)
onde hg representa o diametro de K.
Demonstracao: ver [3], Teorema 3.11. |

Teorema A.5 Seja K € T, e v, € H*(T;,) uma funcao que pertence a um espago

de dimensao finita. Entao existe C' > 0, independente de hy tal que

C
[Onlo, e < 3~ 1IVonllox- (A.12)
K
Demonstracao: — Ver [27], pdgina 75. |
A.2 Resultados abstratos

Consideremos o problema da existéncia e unicidade de solugao do seguinte

problema misto:

Achar (u,p) € W x Q tal que
B(u,p;v,q) = F(uv,q) (A.13)

para todo (v,q) € W x @,

onde W e () sdo espagos de Banach reflexivos munidos com as normas ||-||w € ||-|| ¢,
respectivamente. Assumimos que a forma bilinear B : (W x Q) x (W x Q) - R é

limitada e estd definida por

B(u,p; v,q) := a(u,v) + b(v, p) + b(u, q),
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ondea: W xW —Reb: W x @ — R sao formas bilineares limitadas, e que a

forma linear F': W x () — R é limitada e esta definida por

F(u,p) = f(u) + g(p),

onde f: W — Reg: @ — R sao formas lineares limitadas. Definimos a norma

do espaco produto como

(g, w)llwxq = [[wllw + llglle- (A.14)

O problema (A.13) estd bem posto se e somente se,

(1) a seguinte condigao de sobrejetividade é satisfeita: Existe 5 > 0 tal que

B .
inf sup (w,p; w,q) > f3;

(w,P)EWXQ (4 p)eW xQ ||(uap>||W><Q||(w7Q)||W><Q o

(2) a seguinte condi¢ao de injetividade é satisfeita: Seja (u,p) € W x @, entao

[B(u,p; w,q) =0, V(w,q) € W x Q] = [(u,p) = (0,0)] .

Sabemos que (ver [27], pagina 101) as condigoes apresentadas em (1) e (2) sao
condigbes necessarias e suficientes sobre as formas bilineares a(-,-) e b(+,-). A
suficiéncia é revisitada no seguinte Lema de forma que as constantes envolvidas
tenham uma menor dependéncia com respeito de K do que a versao apresentada em
[22]. Lembramos que, devido ao fato de a(-,-) ser um operador limitado podemos

definir sua norma, como

a(u,v)

|al| :== sup < +o0. (A.15)

woew |[ullw [[v]|w

Teorema A.6 Sejam (W, || - ||lw) e (@, ]| - ||g) espagos de Banach reflexivos. As-

sumimos que o operador bilinear limitado B : (W x @) x (W x Q) — R é definido
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por

B(u,p; w,q) = a(u,v) + b(v,p) + b(u, g),

ondea: W xW = Reb: W x@Q — R sao formas bilineares limitadas, com b(, -)
simétrica. Consideremos o espago N :={w € W : b(w,q) = 0, Vg € Q}. Assuma

que:
(a) Existe ¢, > 0 tal que,

a(w,v)

,Yw e N;

Collw]|w < sup
venN |v]lw

(b) Existe ¢, > 0 tal que,

b(w, q
elalle < sup 229 g e @
weWw |

|wl|w
Entao,
(1) Existe g > 0 tal que,

B .
inf sup (w,p; w, 9) > f3,

@)W *Q (w.gewxq || (1, P)[[wxell(w, d)llwxq ~

onde g > 0 é dado pela expressao

-1

ﬁ;:{2max{l+l(1+M>,l(1+||a|\<l+l(1+M>))}] |
Cp Ca Cp Cp Cy, Cq Cp

(2) Seja (u,p) € W x @, entao

[B(u,p; w,q) =0, ¥Y(w,q) € W x Q] = [(u,p) = (0,0)].

Se (W, (-, )w) e (@, (+,-)g) s@o espagos de Hilbert, entao

g o { (14 ) L (1 L (3 By

181




Demonstragao:  No caso em que (W, || - ||w) e (@, ]| - |lg) sao espagos de Banach
reflexivos, a demonstragao € dada em [27], pdgina 101. A seguir, estudamos o caso
em que (W, (-, )w) e (Q, (+,-)g) sao espacos de Hilbert, sequindo os passos propostos
em [71]. Considere as tranformgoes lineares A : W — W e B : W — Q, definidas

por:
o (Au,v)w = a(u,v), Yu,v € W;
o (Bv,q)qg =b(v,q), Vv e W, Vg € Q.

Note que ker B = N. Da decomposicao W = N @ N+ temos que u € W pode
escrever-se como u = ug +u; € N ®N*L. Considere a projecio N : W — N e as
transformacoes Ag = NA e P = ANA;'N. Observe que as condi¢ées (a), (b)
e (c) fazem com que os operadores Ag e B|y1 sejam isomorfismos. Logo, existe

u EN, uy EN* epeQ tais que
o Ajug = N( f— Awy);
e Bu; =g;
e Blp=f—Au=(I—-N)I - P)(f — Auy).
1

Observe que || Ayt |covan < i, 1B Y|zioquasy < 2 e|[I-P|| < lall “1ogo, usando

cp — Cq

as identidades acima, temos

(w,p)llwxg < lluollw + [Jurllw + [Ipllo

[lal]

A

< lluollwllfllw + |l Auollw + = [[1f{lw + || Auol[w]

L1l ] lal
—(1+—(1+ gl + (1 + 120y 11711
Cp Cq Cq Cq

o resultado seque de observar que a melhor constante (8 satisfaz a condi¢ao

oz fn{ (420 2 (o (O]

IN
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Assuma agora b(+,-) = 0. Reescrevemos o problema misto A.13 como:

Achar u € V tal que
a(u,v) = (f,v), (A.16)

para todo v € V.

Em seguida apresentamos um resultado classico que consiste em uma condicao
suficiente para a existéncia e unicidade de solugao para o problema (A.16). Este

Lema pode ser interpretado como um caso particular do Teorema de Banach-Necas-

Babuska (ver [27], pagina 85).

Lema A.7 (Lax-Milgram) Seja V' um espago de Hilbert, e a: V x V — R uma

forma linear, continua e coerciva, i.e.:

(a) existe C' > 0 tal que

a(u,v) < Cllullv]||v||v, Yu,v €V,

(b) existe 8 > 0 tal que

a(v,v) > B||vl||¥, Vv € V.

Assuma f no espago dual de V. Entao, o problema (A.16) é bem posto e a seguinte

estimativa ocorre:

1
lullv < ZI1f v,

onde || - ||y+ representa a norma do espago dual de V.

Demonstragao: Ver [27], pdgina 83. |
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Apéendice B
Consideracoes de implementacao

O método MHM apresentado e analisado nesta tese propoe-se a aproximar
a solucao de problemas com comportamento multi-escalas. A metodologia empre-
gada pelo método MHM esta baseada na captura dos aspectos multi-escalas do
problema através de problemas locais. Tais problemas locais sao independentes e
podem ser resolvidos paralelamente usando uma estratégia de dois niveis. Neste
apéndice tratamos dos temas computacionais relativos tanto a (potencial) forma
de paralelizacao do algoritmo, quanto a estratégia de dois niveis utilizada.

Os algoritmos aqui apresentados sao aplicaveis tanto a versao do método
MHM para a equacao de Darcy quanto a equacao reagao-adveccao-difusao. De-
notamos por H > 0 o tamanho caracteristico da malha global Ty e por h > 0
o tamanho caracteristico da malha 7, = 7,(K) usada no segundo nivel de cada

elemento K € Ty.

B.1 Problemas locais

Os problemas locais associados ao método MHM sao resolvidos numerica-
mente usando o método de Galerkin classico de alta ordem. Em cada K € T,

usamos o espaco de aproximacgao

Vi(K) == {v, € C°(K) : v, € P*(K}), Ki, € Tu(K)}, (B.1)
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com k € N, ou o espago de aproximagao V?(K) := V;,(K)NL:(K), quando necessa-
rio. Denotaremos por ay indistintamente a forma bilinear associada aos problemas
locais para resolver a equagao de Darcy ou para resolver a equagao reacao-advecgao-

difusdo. Para a equagdo de Darcy temos que ay : V2(K) x V2(K) — R é tal que
ar (up, vp) == (KVup, Vup) k,

a qual estd associada aos problemas locais (2.17) e (2.18). Para a equagao reagao-

advecgao-difusao ax : Vi, (K) x Vi (K) — R é tal que
1 1 1
CLK(Uh, ’Uh) = (eVuh, Vvh)K—|—§(a«Vuh, vh)K—i(uh, aVvh)K+§((Va+2a) Up, Uh)K;

a qual estd associada aos problemas locais (4.15) e (4.16). Considere By =
{¢1,...dn,} & base canonica para Vj,(K). Do ponto de vista local, é necessario
montar apenas uma matriz que denominamos AK = {AKj;}, a qual estd definida

através das suas componentes:
AKM = aK(ij, le), VZ,j = 1, e NK.

Seja ' C OK uma aresta (ou sub-aresta, ver definicao (4.40)). Consideremos
Bp = {t¢1,..., 9111} a base canonica do espaco P!/(F). Defina o vetor BF®) :=

{BF]-(i)}, para cada ¢ =1,...,]l 4+ 1, através das suas componentes:

BE}” = —(41,)r, ¥j = 1,..., Nx.

J

Finalmente, defina o vetor Bf = {Bf;} através das sua componentes:

Bf;=(f.¢j)x,Vj=1,...,Ng.
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Para os problemas locais associados ao método MHM para a equacao de Darcy

devemos adicionar uma linha e uma coluna a matriz AK, a saber,

1 :
AKNK—H,]' = AKj,NK—H = W /I<¢j’ \V/] = 1, C NK, [§] AKNK—H,NK—H = O,

e uma componente nula a cada vetor

BFY{) ., =0, ¢ Bfyi1=0.

Considerando a representacao local da forma bilinear, pode-se reescrever

ax(9j, ¢i) = Z ax, (b5l b5l K, )

Kn€Th(K)

onde ag, = axl|k,xk,- Seja Ky € Tn(K), pela natureza local das fungoes de base
®1, ..., PNy, sabemos que existe um numero finito delas com suporte em Kj dado
por, Nk, = (k+1)2, se K, é um quadrilatero, e por N, = 3(k+1)(k + 2) se K,
¢ un triangulo.

De forma similar, denotamos por Nk, nr 0 nimero de funcoes de base com
suporte em K;NFE. Como este nimero da geometria da malha 7y, (K'), nao podemos
determind-lo a priori. Note que para K, N F = () temos Nk, nr = 0. Assim, a
montagem e resolucao dos problemas locais pode ser resumida no algoritmo 2, onde

SE = (n - n%K) representa o sinal associado a face ' € £9X do elemento K € Tj,.

B.2 Problema global

Os problemas locais descritos na secao 2 sao usados pelo método MHM em
um problema global ((2.29) para a equagao de Darcy e (4.37) para a equagao
reacao-advecgao-difusdo) o qual considera todos os elementos da malha K € Ty.
No algoritmo 3 apresentamos uma parte de processo de montagem da matriz global
a qual pode ser expressa localmente. Finalmente, no algortimo 4 é apresentado

o calculo da solugao usando o método MHM. Observe que o método MHM ¢é
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Algoritmo 2: SOLVER_LOCAL

1 Entrada: K;

2 para K, € T,(K) faga

3 para i =1: Nk, faca

4 para j = 1: Nk, faca

5 | AKW(i, 5) = ax, (65, 6:)

6 fim

7 Bfu(i) = (f, di)x,

8 AKp(i,Ng, +1) = ‘_11(‘ th ¢:; % Apenas para Darcy
9 AK(Ng, +1,i) = ﬁ th ¢;; % Apenas para Darcy

10 fim

11 AKp(Ng, +1, Nk, +1) =0; % Apenas para Darcy
12 Bfn(Ng, +1) =0; % Apenas para Darcy

13 | MONTAGEM: AK + AKy; Bf < Bfy;

14 para F' C 0K faga

15 parai=1:1+1 faga

16 para j = 1: Ng,~r faca

17 ‘ BF}EZ)U) = —SFK(%,%)FnKh;

18 fim

19 BF,Ei)(NKh + 1) = 0; % Apenas para Darcy
20 MONTAGEM: BF® « BF\";

21 fim

22 fim

23 fim

24 RESOLVE: AK uy = Bf;
25 para F' C 0K faca
26 parai=1:0+1 faca

27 RESOLVE: AKn\) = BF®),
28 fim
29 fim

30 Saida: 7; uy;

naturalmente paralelizavel.

B.3 Discretizacao temporal

Considere o problema de reacao-adveccao-difusao-dispersao apresentado no
capitulo 4. A discretizacao temporal (4.79) mostra que nao é necessario calcular
todos os problemas locais a cada passo de tempo ou montar novamente a matriz
global. De fato, modificamos o algoritmo 2 para armazenar e disponibilizar todas

as matrizes locais {AK } ke, , € no algoritmo 5 apresentamos uma modificagao do
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Algoritmo 3: SALTOS_LOCAL

© w0 N O ok W Ny =

=
o

11
12
13
14
15
16

Entrada: K; n; uy;

para K, € T,(K) faga

para F' € 0K faga

para j =1:[+1 facga

para E C 0K faga
parai=1:1+1 faca

Tl = —SEmY v)r

fim

fim

T = SE (g )i
Jl%) = —SK(1k,v;)r; % Apenas para Darcy

fim

fim

fim

Saida: Jn; Jf; % Apenas para RAD
Saida: Jn; Jf; J1; % Apenas para Darcy

Algoritmo 4: GLOBAL

© 000 N O ok~ W N =

[
N = O

=
w

14
15
16
17

Entrada: DATA PROBLEM

para K € Ty fagca em paralelo
{n™,uf’} = SOLVER_LOCAL(K);
{AX, b} } = SALTOS_LOCAL(n™, uf); % Apenas para RAD
{A%, b)Y, B} = SALTOS_LOCAL(n", u}); % Apenas para Darcy
f& = (f,1x)x; % Apenas para Darcy

fim

MONTAGEM: A +— AK; b < b¥:

MONTAGEM: B < BX:; fy « f&; % Apenas para Darcy

RESOLVE: AAy = b; % Apenas para RAD

RESOLVE: [A BT; B 0][Ax; uwo] = [—fo; b]; % Apenas para Darcy

para K € Ty faca

wd = 3 (A0
FCOK
fim

g = UM + uf;
ug = uy + ug; % Apenas para Darcy
Saida: uy;

algoritmo 3 com a finalidade de calcular os saltos apenas da fungao que contribuira

para o lado direito do sistema linear. Com isto, o método MHM usado sobre

a discretizacao temporal de um problema parabdlico pode ser representado pelo

algoritmo 6.
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Algoritmo 5: SALTOS_LOCAL_O
1 Entrada: K; v;

2 para K, € T,(K) faga

3 para F' € 0K faga

4 para j =1:[+1 facga
5 ‘ ng) = SE(v,9;)F;
6

7

8

9

fim
fim
fim
Saida: Jv;

Algoritmo 6: DISCRETIZAGAO TEMPORAL

Entrada: DATA PROBLEM

para K € Ty fagca em paralelo
{n™,uf’, AK'} = SOLVER_LOCAL(K);
{A%, b} = SALTOS_LOCAL(n", uf);

fim

MONTAGEM: A + AK; b < b¥;

% Loop temporal

paran =1: N faga

para K € Ty faca

para K € T, faca
para ¢ = 1: Nk, faca

| Bun(i) = (ufy ', ¢i)x,

fim

fim

MONTAGEM : Bu < Buy;

RESOLVE: AKul = Bu;

bl | = SALTOS_LOCAL_O(u );

fim

MONTAGEM: b, _; < b¥ ;

RESOLVE: Ay = b+ b,_1;

para K € Ty faga

22 ud = 3 (g
FCOK

© 0 N O oA~ W N =

P S = S St
o U A W N = O

NN R e e
= S © w

23 fim
24 Ul = UM 4 Uy, + U
25 fim

26 Saida: u;

B.4 Desempenho

Um ponto fundamental a ser estudado do método MHM é o desempenho

computacional. O método MHM foi desenvolvido pensando na sua implementacao
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Figura B.1: Elevagao da solugio obtida com o método de Galerkin (esquerda) e com o método
MHM (direta).

em maquinas massivamente paralelas (ver algoritmo 4), onde se espera que se
obtenha o desempenho tedrico ideal (speed-up igual ao nimero de elementos na
malha Tp). Nesta tese nos limitamos ao estudo do custo computacional devido a
implementacao sequencial do método MHM. Neste caso, o método MHM apresenta
vantagens relativas ao tamanho da matriz global a ser resolvida, e logo a um
gerenciamento de meméria mais eficiente.

Na tabela B.1 comparamos os tempos de execucao do método de Galerkin
usado em uma malha de aproximadamente 1 milhao de elementos P? com os tempos
de execucao do método MHM usado em uma malha de aproximadamente 16 mil
elementos. No segundo nivel usamos 64 elementos P? e o multiplicador de Lagrange
foi interpolado por quatro fung¢oes polinomiais de ordem 2 em cada aresta. Os graus
de liberdade usados no primeiro nivel sao representados por N; e os empregados
no segundo nivel por Ny (vale apenas para o método MHM). Este experimento
numérico foi implementado usando o ambiente de programacao interpretada MA-
TLAB e rodado em uma méaquina com processador Core 2 duo de 3,06 GHz e com
8GB de memoria RAM. Todos os processos foram executados sequencialmente. O
excessivo requerimento de meméria do método de Galerkin fez com que a memé-
ria disponivel fosse insuficiente para resolver o sistema linear resultante, isto foi

traduzido em um longo tempo de resolucao do sistema linear. Por outro lado, o
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Figura B.2: Influéncia de h no erro do método (esquerda) e relagao de graus de liberdade para
h fixo.

método MHM usando um nimero similar de graus de liberdade mostrou um uso de
memoria muito mais eficiente e um tempo de execucao significativamente menor.
Os resultados numéricos obtidos pelas duas estratégias nao apresentam diferencas
significativas (ver Figura B.1). Observe que a maior parte do tempo gasto pelo
método MHM estd na montagem da matriz (resolu¢ao de problemas) locais. Logo
uma paralelizacao massiva deste procedimento poderia reduzir este tempo a uma
fracao de segundo, faltando considerar “apenas” o tempo de comunicacao de da-
dos (por exemplo entre um dispositivo GPU e a memdria do hospedeiro, ver [44]).
Comparacoes do erro de aproximacao e tempo de execucao, entre o método MHM
e métodos classicos, assim como curvas de speed-up para implementacoes paralelas
do método MHM serao apresentadas em trabalhos futuros.

Em seguida comentamos consideragoes importantes com respeito da influén-
cia do tamanho da discretizacao do segundo nivel h.

O método MHM apresenta convergéncia étima desde que as funcgoes de base
multi-escalas sejam bem aproximadas pelo método de segundo nivel. Logo, a es-
colha de h tem influéncia tanto na qualidade da solucao quanto no custo com-
putacional do método MHM. Na Figura B.2 (esquerda) mostramos a influéncia

do h no erro da solucao calculada com o método MHM. Assumimos que o erro
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Tabela B.1: Custo computacional para o método MHM e para o método de Ga-
lerkin.

método ‘ Ny ‘ Ny ‘ At montagem ‘ At solver ‘ At total
GALERKIN | 4.721 x 10° 0 24.349% 75.650% | 4.690 x 103 s
MHM 2.933 x 10° | 5.324 x 106 97.973% 2.047% | 3.751 x 103 s

3
ey = [ ST lu—ugl]? K] corresponde ao erro calculado usando um segundo ni-
KeTh

vel “exato” (o qual foi obtido usando um h extremamente pequeno) e e? é o erro

da solucao calculada com o método MHM usando um segundo nivel de tamanho
h. Como esperado, observamos que a influéncia de h decresce rapidamente com
valores de h suficientemente pequenos.

Uma vez fixado um valor de h suficientemente pequeno tal que o erro asso-
ciado a aproximacao da fungoes de base seja pequeno, podemos estabelecer uma
relacao entre H e o numero de elementos em 7. Desta forma podemos variar H
mantendo constante o valor de h e assim ter controle sobre o custo computacional
total do método. Na Figura B.2 (direita) N7 e Ny representam o nimero de graus
de liberdade de primeiro e segundo nivel, respectivamente. Neste exemplo (Figura
B.2), variamos o numero de elementos do segundo nivel junto com H e notamos
que o custo computacional do segundo nivel aumenta muito mais lentamente do
que o custo computacional do primeiro nivel. Concluimos que essa pratica fornece
uma estratégia recomendavel quando se faz necessario usar algum refinamento na
malha grossa.

Como mencionado anteriormente o método MHM foi desenvolvido para se
adaptar naturalmente a uma implementacao em méaquinas massivamente parale-
las. Atualmente o método MHM esta sendo implementado no portal SPiNMe
(ver [38]) onde existem diferentes opgoes de paralelizacao, e serd disponibilizado

publicamente através da interface web do portal.
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