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Simulation of compressible turbulent ows on

rough walls

Abstract: The application of a domain decomposition method (MDD) for com-
pressible turbulent ows on rough boundaries is presented. The application of two
layer model for this type of problem is validated through numerical tests originated
from industry. At the end, the possibility of the application of MDD is veri�ed,
through the study of the validity of the basics hypothesis.

Key-words: domain decomposition method, �nite volume method, �nite element
method, wall law, turbulent ow, two layer model
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1 Introduction

L'objectif de ce travail est la validation de di��erents mod�eles de turbulence
bicouche pour l'�etude num�erique d'un �ecoulement turbulent au-dessus d'une paroi
rugueuse et la v�eri�cation des hypoth�eses �a la base des m�ethodes de d�ecomposition
de domaine bas�ees sur la th�eorie de l'homog�en�eisation. L'int�erêt de ces mod�eles est
d'ôter la sous-couche visqueuse du domaine de calcul et de simuler l'inuence des
rugosit�es par le biais d'une loi de paroi appliqu�ee �a une fronti�ere plane �ctive.

Initialement propos�ee par Carrau-Le Tallec [1] pour des �ecoulements compres-
sibles laminaire et turbulent, la m�ethodologie a donn�ee de bons r�esultats pour le
cas laminaire. Cependant les r�esultas num�eriques pour des �ecoulements turbulents
n'ont pas satisfait les hypoth�eses de base de la m�ethode, pour le choix d'un mod�ele
de tubulence alg�ebrique.

Dans ce travail, on utilise un mod�ele de turbulence bicouche, adapt�e aux �ecoule-
ments sur parois rugueuses. On montre �a partir de plusieurs cas-tests, que le mod�ele
donne des r�esultats coh�erents et que les hypoth�eses de base de l'approche Carrau
restent fondamentalement valables pour ces �ecoulements turbulents. Une analyse de
l'erreur de la m�ethode est par ailleurs e�ectu�ee dans Pironneau et al. [7].

Les cas-tests trait�es ont �et�e donn�es par le CESTA/CEA. Nous consid�erons trois
domaines, caract�eris�es par di��erentes tailles de rugosit�es. D'abord, nous �etudions
l'inuence de leur forme sur la couche limite turbulente et ensuite nous validons les
hypoth�eses de base des techniques d'homog�en�eisation.

Dans la deuxi�eme partie de ce travail, on pr�esente les �equations qui gouvernent
l'�ecoulement, ainsi que le mod�ele de turbulence choisi. Les m�ethodes num�eriques
employ�ees sont pr�esent�ees dans la troisi�eme partie. La quatri�eme partie est consa-
cr�ee �a la d�e�nition d'un cadre math�ematique pour la m�ethode de d�ecomposition de
domaine et �a la formulation des hypoth�eses. Dans la cinqui�eme partie, on pr�esente
l'analyse des r�esultats num�eriques concernant les trois cas �etudi�es. Nos conclusions
�gurent dans la sixi�eme partie de ce rapport.

Ce travail a �et�e r�ealis�e dans le cadre d'un contrat avec le CEA/CESTA. Je
remercie le CEA/CESTA pour son important partenariat �nancier.
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2 Mod�ele de turbulence

Le mod�ele utilise les �equations de Navier-Stokes moyenn�ees, que l'on ferme par
un mod�ele k�� fond�e sur le concept de viscosit�e turbulente (concept de Boussinesq).
Pour prendre en compte correctement la paroi, une approche bicouche a �et�e choisie
�a proximit�e de la paroi.

2.1 �Equations de Reynolds compressibles

Les �equations de Reynolds (�equations de Navier-Stokes moyenn�ees + �equations
k � �) sont donn�ees par :

@�

@t
+r: (�u) = 0;

@ (�u)

@t
+r:

�
�u
 u+

�
p +

2

3
k

�
I
�
�r: (St) = 0;

@E

@t
+r:

��
E + p +

2

3
k

�
u
�
�r: (St : u+ qt) = 0;

@ (�k)

@t
+r: (�uk) �r:

��
�+

�t

�k

�
rk

�
� Sk = 0;

@ (��)

@t
+r: (�u�)�r:

��
� +

�t

��

�
r�
�
� S� = 0:

Les lois d'�etat qui ferment le syst�eme s'�ecrivent :

E = �

�
e+

1

2
kuk2

�
+ �k = CvT +

1

2
kuk2 + �k;

p = ( � 1) �T:

Les d�e�nitions sont les suivantes :

- � : densit�e,

- u = (u; v) : champ de vitesse moyenn�ee,

- p : pression statique,
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- T : temp�erature,

- e : �energie interne,

- E : �energie totale,

- k : �energie turbulente,

- � : dissipation de l'�energie turbulente,

- St = (�+ �t)D : tenseur de Reynolds + tenseur de contraintes turbulentes,

- D =
�
ru+ruT

�
� 2

3
r:uI

- �t = C��
k2

�
: viscosit�e turbulente,

- � : viscosit�e mol�eculaire, donn�ee par la Loi de Sutherland

� (T ) = �1

�
T

T1

�1=2�T1 + 110

T + 110

�
, l'indice 1 renvoie aux quantit�es de r�ef�erence d�e�nies sur l'�ecoulement
in�ni,

- qt = (� + �t)rT : ux de chaleur

- � = �
Cp

Pr
= �



Pr
: coe�cient de conductivit�e mol�eculaire,

- �t = �t
Cp

Prt
= �t



Prt
: coe�cient de conductivit�e turbulente,

- P =
�
�tD� 2

3
�kI

�
: ru : terme de production,

- Sk = P��� : terme de production + terme de destruction pour l '�equation en k;

- S� =
�

k
[C�1P�C�2��] : terme de production + terme de destruction pour l'�equation

en �:

En�n la valeur des constantes est donn�ee par :

 = 1:4 : constante adiabatique,

Pr = 0:72 : nombre de Prandtl,

Prt = 0:9 : nombre de Prandtl turbulent,

C� = 0:09; C�1 = 1:44; C�2 = 1:8333; �k = 1:0; �� = 1:3.
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Remarque 1:

On utilise C�2 = 1:8333, au lieu de la valeur classique C�2 = 1:92 (voir [5]).

Remarque 2:

On remplace dans le mod�ele k � � le terme de production

P =
�
�tD� 2

3
�kI

�
: ru

par le terme sans coe�cients diagonaux

P = �t

 
@u

@y
+
@v

@x

!2
� 2

3
�kr:u

pour r�eduire l'e�et de la viscosit�e turbulente dans les r�egions de compressions-
d�etente o�u les termes diagonaux de D dominent (voir [6]).

2.2 Mod�ele �a bas Reynolds

L'id�ee est de r�esoudre dans la zone �a bas nombre de Reynolds un mod�ele de
turbulence bas�e sur une seule �equation. Cette �equation est coupl�ee automatiquement
au mod�ele k � �, grâce �a l'introduction d'une d�e�nition ad�equate du nombre de
Reynolds local y+ . La strat�egie consiste �a r�esoudre les �equations k et � pour des
valeurs de y+ � 200; et une �equation de transport pour la quantit�e k si y+ < 200.

Nous avons par d�e�nition :

y+ =
y
p
k��w

�w
:

Cette d�e�nition de y+ ne fait pas intervenir le frottement �a la paroi mais la racine
de k.

Si y+ < 200, on utilise l'�equation suivante :

@ (�k)

@t
+r: (�uk) �r:

��
�+

�t

�k

�
k

�
� P�Dissi = 0 ;

o�u :

�� = Dissi = �
k
3

2

l�
; �t = C��

p
kl�;
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o�u y d�esigne la distance du point �a la paroi et l'indice w la valeur �a la paroi en ce
point de projection. Par construction, ce point de projection est le point de paroi le
plus proche du point consid�er�e.

Les longueurs de m�elange sont d�e�nies de fa�con �a reproduire les bons pro�ls des
quantit�es (vitesse, pression, k et �) dans la couche limite turbulente :

l� = �C�3=4
� y

 
1 � exp

 �y+
70

!!
;

l� = �C�3=4
� y

 
1� exp

 �y+
2�C�3=4

�

!!
;

o�u � = 0:41.

2.3 Lois de paroi

Le but des lois de parois est d'�eviter le calcul des d�etails de l '�ecoulement proche
de la paroi et donc d'�eviter l'utilisation locale d'un mod�ele �a bas Reynolds. Alors
on s'est int�eress�e �a la possibilit�e de leur application �a des domaines rugueux. On a
choisie d'implementer la loi de Reichard, qui reste valable dans les r�egions lin�eaire et
logarithmique. On peut d�ecrire la loi de Reichard de la fa�con suivante : soit

��!s ;�!n �
la base orthogonale �a la paroi, alors la lois s'�ecrit

8>><>>:
�!u :�!n = 0

�!u :�!s = u� f (u�)

o�u u2� d�esigne la force de frottement �a la paroi et f est donn�ee par

f (u�) = 2:5 log
�
1 + � y+

�
+ 7:8

0BB@1 � e

�y+
11 � y+e�0:33y

+

11

1CCA ;

avec � = 0:41 et y+ =
�yu�

�
(di��erent par rapport �a y+ bicouche). L 'objectif est de

calculer u� , par une m�ethode de Newton par exemple, pour ensuite calculer k et � �a
la paroi par les expressions :

k =
u2�q
C�

; � =
u2�
��
;

8
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o�u � est la distance entre la paroi et le domaine �ctif o�u est �ecrit la loi.

2.4 Adimensionnement des variables

Dans la partie num�erique on r�esout les �equations sans dimension, o�u les variables
sont adimensionn�ees de la fa�con suivante : si L0 d�esigne une longueur caract�eristique

et x la variable d'espace, la nouvelle variable sans dimension x�; s'�ecrit x� =
x

L0
:

De la même fa�con, on note :

u� =
u

U0
;

�� =
�

�0
;

p� =
p

�0U
2
0

;

t� =
tU0

L0
;

k� =
k

U2
0

;

�� =
�L0

U3
0

;

�� =
�

�0
;

��t =
�t

�0U0L0
:

En utilisant les variables adimensionn�ees, on d�e�ni les coe�cients de friction
(Cf ) et pression (Cp) �a la paroi par :

Cf =
�!s :�t:�!n ; Cp = 2 � p�:

Les r�esultats num�eriques (partie 5) sont bas�es sur ces d�e�nitions, sauf mention
du contraire, et les quantit�es U0, �0, ... �etant d�e�nies comme les valeurs �a l'in�ni de
l'�ecoulement d�ecrit par le �chier-pro�l donn�e par le CESTA.

9
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3 R�esolution Num�erique

3.1 �Equation sous forme conservative

Soit 
 un ouvert de IR2 et � sa fronti�ere "su�samment r�eguli�ere ". On d�e�nit
la variable W = (Wr;Wt), avec Wr : 
! IR4 et Wt : 
! IR2; par

Wr =

0BBB@
�

�u

�v

E

1CCCA ;

Wt =

 
�k

Diss

!
;

o�u Diss = ��; si y+ � 200, Diss = 0 sinon.

Par la suite, on utilisera les notations suivantes :

{ �Tk = �+
�t

�k
,

{ �T� = �+
�t

��
,

{ �xx = (� + �t)

 
4

3

@u

@x
� 2

3

@v

@y

!
,

{ �yy = (�+ �t)

 
4

3

@v

@y
� 2

3

@u

@x

!
,

{ �xy = �yx = (�+ �t)

 
@u

@y
+
@v

@x

!
,

{ �T = �+ �t.

En d�e�nissant le ux F = (Fr; Ft), G = (Gr; Gt) et H = (Hr;Ht) par

Fr :W
�


�
! IR4 � IR4 ; Ft : W

�


�
! IR2 � IR2,

Gr : W
�


�
! IR4 � IR4; Gt : W

�


�
! IR2 � IR2,

Hr : W
�


�
! IR4; Ht : W

�


�
! IR2,

o�u Fr; Gr; Hr sont les termes de ux convectif, di�usif et de source pour les
�equations de Navier-Stokes et Ft; Gt; Ht sont les termes de ux convectif, di�usif

10
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et de source pour les �equations de turbulence, alors le probl�eme classique en forme
conservative s'�ecrit :

Trouver W tel que

8>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>:

@Wr

@t
+r:Fr (Wr)�r:Gr (W;rW ) = 0 sur 
� IR+;

@Wt

@t
+r:Ft (W )�r:Gt (W;rW )�Hr (W;rW ) = 0 sur 
� IR+;

W (x; 0) = W0 (x) sur 
;

W (x; t) = W j� (x) sur �:
(1)

Les notations sont les suivantes :

a) Op�erateur d'ordre 0 (source) : on a

Hr = (0; 0; 0; 0)T

Par ailleurs, si y+ � 200, on a

Ht =

24 P���
�

k
[C�1P�C�2��]

35
sinon, on pose

Ht =

"
P�Dissi

0

#

b) Op�erateur d'ordre 1 (convection) :

11
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@Wr

@t
=

26666666666666666664

@�

@t

@ (�u)

@t

@ (�v)

@t

@E

@t

37777777777777777775

;
@Wt

@t
=

2666664
@ (�k)

@t

@ (Diss)

@t

3777775

r:Fr =
@Frx

@x
+
@Fry

@y
;

Frx =

26664
�u

�u2 + pt
�uv

(E + pt) u

37775 ; Fry =

26664
�v

�uv

�v2 + pt
(E + pt) v

37775

r:Ft =
@Ftx

@x
+
@Fty

@y
;

Ftx =

"
�ku

Diss u

#
; Fty =

"
�kv

Diss v

#

c) Op�erateur d'ordre 2 (di�usion) :

r:Gr =
@Grx

@x
+
@Gry

@y
;

Grx =

2666664
0
�xx
�yx

u�xx + v�xy + �T
@T

@x

3777775 ; Gry =

2666664
0
�xy
�yy

u�yx + v�yy + �T
@T

@y

3777775

r:Gt =
@Gtx

@x
+
@Gty

@y
;

Gtx =

266664
�Tk

@k

@x

�T�
@(Dissn�)

@x

377775 ; Gty =

2666664
�Tk

@k

@y

�T�
@(Dissn�)

@y

3777775

12
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3.2 Conditions aux limites

Les conditions aux limites employ�ees sont les suivantes :

. Fronti�ere solide (paroi) : condition de non-glissement pour la vitesse (u = 0) (rem-
plac�ee par la condition de Reichard dans le cas de l'utilisation d'une loi de
paroi), pour la temp�erature condition de Neumann homog�ene (condition adia-

batique,
@T

@n
= 0), condition de Dirichlet pour k et �,

. �a l'entr�ee : condition de Dirichlet. Pro�l de vitesse, densit�e, k et � donn�ees par le
CESTA/CEA,

. �a la sortie et �a la fronti�ere in�nie : condition de ux impos�e calcul�ee �a partir de la
valeur interne de W et de sa valeur W1 par une technique de caract�eristique,
du type Steger-Warming (voir [10] et [6]).

3.3 Formulation Variationnelle

Soit le sous-espace de (H1 (
))6 d�e�ni par:

G =
�
V 2

�
H1 (
)

�6 jVj� = W� (x)
�
:

La formulation faible continue associ�ee au probl�eme (1) s'�ecrit :

Trouver W 2 G tel que 8cWr;
cWt 2 H1 (
) :8>>>>>>><>>>>>>>:

Z



@Wr

@t
cWr �

Z



FrrcWr +
Z
�

Fr:
!
n cWr +

Z



GrrcWr �
Z
�

Gr:
!
n cWr = 0;Z




@Wt

@t
cWt �

Z



FtrcWt +
Z
�

Ft:
!
n cWt +

Z



GtrcWt �
Z
�

Gt:
!
n cWt �

Z



Ht
cWt = 0;

W (x; 0) = W0 (x) ; sur 
:

3.4 Discr�etisation spatiale du probl�eme

Soit Th une partition conforme de 
h en �el�ements triangulaires, avec un contour
polygonal �h, telle que

13
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h =
nt[
i=1

Ti ; Ti 2 Th:

On d�e�nit maintenant une autre partition de 
h, duale de la premi�ere (voir �gure
1), de fa�con �a avoir :


h =
ns[
i=1

Ci

o�u les Ci sont appel�es volumes de contrôles.

Ti

Tj

Tk

S i

C i

Fig. 1 - d�e�nition du volume de contrôle.

L'approximation de la solution est faite dans l'espace de dimension �nie suivant:

#h=
n
vh jvh 2 H1 (
) ; vhjT 2 P1; 8T 2 Th

o
;

et on d�e�nit un espace auxiliaire :

�h =
n
vh jvh 2 L2 (
) ;vhjCi

= vi = const; i = 1; ns
o
;

o�u ns est le nombre de sommets du maillage et P1 est l'espace des polynômes de
degr�e inf�erieur ou �egal �a 1.

Les fonctions de base des espaces choisis, sont les suivantes (respectivement pour
#h et �h):

Ni(xj) =

(
1 si i = j;

0 sinon,
(2)

et

14



Simulation des �ecoulements compressibles turbulents sur parois rugueuses 15

�i(x) =

(
1 si x 2 Ci

0; sinon .
(3)

Ecrivons une formulation du type Petrov-Galerkin du probl�eme variationnel ini-
tial, la fonction (3) �etant prise comme fonction test pour la partie Euler du probl�eme.
Apr�es une int�egration par parties on obtient le probl�eme discret, et en choisissant
comme fonctions test les fonctions de base elles-mêmes, on obtient:

8>>>>>>>><>>>>>>>>:

Z
Ci

@Wrh

@t
+
Z
@Ci

Frh:
!
n +

Z
[�(i2�)

GrhrNi �
Z

@�h

Grh:
!
n Ni = 0;

Z
Ci

@Wth

@t
+
Z
@Ci

Fth:
!
n +

Z
[�(i2�)

GthrNi �
Z

@�h

Gth:
!
n Ni �

Z
[�(i2�)

HthNi = 0;

; 8i = 1; ::; ns
(4)

Pour la suite, on �ecrit � = �p [�1; o�u �p est la fronti�ere solide (paroi) et �1 la
fronti�ere �a l'in�ni.

Nous examinons maintenant le traitement num�erique de chacun des termes de
la formulation discr�ete (4).

. Termes convectifs :

8>>>>><>>>>>:

Z
@Ci

Frh:
!
n =

X
j2V (i)

Z
@Cij

Frh:
!
nij +

Z
@Ci\�1

Frh:
!
ni +

Z
@Ci\�p

Frh:
!
niZ

@Ci

Fth:
!
n =

X
j2V (i)

Z
@Cij

Fth:
!
nij +

Z
@Ci\�1

Fth:
!
ni +

Z
@Ci\�p

Fth:
!
ni

Ces termes sont calcul�es �a l'aide de la technique des Volumes-Finis d�ecentr�ee par
le biais d'un solveur de Riemann du type Roe [9]. Une extension au second ordre est
obtenue avec une approche du type MUSCL (voir [11] et [5] pour plus de d�etails).
Pour pr�eserver la positivit�e des quantit�es �k et ��; on utilise la variante propos�ee
dans [4]. Les conditions aux limites sur �p et �1 sont prises en compte dans cette
partie.

. Termes Di�usifs : ils s'�ecrivent simplement

8>>>><>>>>:

Z
T

GrhrNiZ
T

GthrNi
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On remarque que, le fait d'utiliser des interpolations lin�eaires conduit �a

rv (x) jT =
X
i2T

v (xi)rNi(x) = const:

. Terme de source: ce terme

Z
T

HthNi

est trait�e de fa�con explicite.

3.5 Discr�etisation temporelle du probl�eme

En nous r�ef�erant �a [5], nous int�egrons la relation :

@W

@t
= F (W )

�a l'aide d'un sch�ema de Runge-Kutta explicite �a quatre pas de temps

W 0 = W n;

W k = W 0 + �k�tF
�
W k�1

�
; k = 1; ::; 4;

W n+1 = W 4;

avec �1 = 0:11; �2 = 0:2766; �3 = 0:5; �4 = 1:0:

Notre pas de temps local (d�ependant du sommets si), est d�etermin�e par la condi-
tion de CFL locale

�t (si) = min

 
�x

juj+ c
;
�Pr�x

2

2 (�+ �t)

!
:
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4 Loi de paroi homog�en�eis�ee

4.1 Strat�egie de l'approche

La mod�elisation propos�ee dans Carrau-Le Tallec ([1]) est bas�ee sur la th�eorie
de d�ecomposition de domaine. Le domaine de calcul est divis�e en deux r�egions,
s�epar�ees par une fronti�ere �ctive (voir �gure 2) : l'une proche de la paroi (y � �)
contenant les rugosit�es distribu�ees de fa�con p�eriodique (probl�eme local), et l'autre
�eloign�ee (y > �) correspondant aux probl�eme global. Le probl�eme consiste �a coupler
les deux probl�emes �a l'interface par le biais d'une loi de paroi de type frottement,
qui assure la continuit�e des e�orts et des vitesses, et qui sert de condition aux limites
pour le probl�eme global. Cette loi de paroi est calcul�ee sur une cellule �el�ementaire,

Interface   Γ

  Ω

Ω

Z

ε

Ο(ε)

global

 local

Γ

ΓΓ

Γ

s

g d

p

x

y

z

Y

X

Fig. 2 - decomposition du domaine - domaine global et local

en utilisant une m�ethode d'homog�en�eisation. On r�esout les �equations de Reynolds
de x2.1 et x2.2 sur une cellule contenant une rugosit�e, avec des conditions aux li-
mites p�eriodiques et un ux constant impos�e �a l'interface sup�erieure. La solution
de ce probl�eme local permet de pr�edire une valeur moyenne < W > sur l'interface
sup�erieure, qui ne d�epend que du ux F impos�e. La loi de frottement s'�ecrit alors
Wj�s = (Wr;Wt)j�s =< W > (F ).
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18 F. Valentin, P. Le Tallec & B. Mohammadi

4.2 Hypoth�eses

Pour pouvoir justi�er l'approche pr�ec�edente, certaines hypoth�eses doivent être
satisfaites:

Hyp1 Le param�etre � caract�eristique de la rugosit�e doit être est su�sament pe-
tit, pour pouvoir remplacer les �equations de d�epart par leur d�eveloppement
asymptotique d'ordre z�ero.

Hyp2 L'�ecoulement est p�eriodique pour les variables X et Z, i.e,W(x;X; Y; Z) =

W(x;X + 1; Y; Z + 1), o�u X =
x

�
, Y =

y

�
et Z =

z

�
d�enote l'�echelle microsco-

pique de l'�ecoulement.

Hyp3 Les contraintes et le ux �a l'interface sup�erieure varient peu �a l'�echelle mi-
croscopique. Cela revient �a dire que ces conditions limites ne d�ependent pas
de la variable X.

Remarques :

1- P�eriodicit�e : une fois la solution stationaire atteinte, par l '�equation de la conti-
nuit�e, la solution doit satisfaire :

a)
Z
�s

�u:n ds

| {z }
errperC

= 0, puisque par l'hypoth�ese Hyp2 ,

Z
�d

�u:n ds =
Z
�g

�u:n ds
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b) Soit :"
T d
t

T d
n

#
= Td =

Z
�d

[�u 
 u� �t] :n ds =

"
� u2

� v

#
�
"
�xx �

�
p + 2

3
k
�

�yx

#
;

"
T g
t

T g
n

#
= Tg =

Z
�g

[�u 
 u� �t] :n ds =

" �� u2
�� v

#
�
"
��xx +

�
p+ 2

3
k
�

��yx

#
;

"
T s
t

T s
n

#
= Ts =

Z
�s

[�u 
 u] :n

| {z }
Ts1

ds

+
Z
�s

��t:n ds
| {z }

Ts2

=

"
� uv

� v2

#
| {z }

Ts1

�
"
�xy

�yy �
�
p+ 2

3
k
� #

| {z }
Ts2

;

"
T
p
t

T p
n

#
= Tp =

Z
�p

��t:n ds = �
24 h�xx � �

p + 2
3k
�i

n1 + �xy n2

�yx n1 +
h
�yy �

�
p+ 2

3k
�i

n2

35 :
On d�e�nit

errperM =
Td +Tg

Td

:

Par Hyp2, de p�eriodicit�e, on doit avoir

errperM = 0:

Par l '�equation du mouvement, on a par ailleurs

errperM = �Ts +Tp

Td

= �Ts1

Td| {z }
perte

par

convection

�Ts2 +Tp

Td| {z }
perte

par

diffusion

:

3- Les essais num�eriques (voir section 5) doivent montrer que, �a de basses hauteurs
de couplage, on trouve en même temps une bonne p�eriodicit�e des variables
caract�eristiques et un ux qui varie peu �a l'interface sup�erieure.
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5 R�esultats et discussion

Le but principal de cette section est de valider les hypoth�eses pr�ecedentes par
le biais de r�esultats num�eriques. Les divers cas-tests ont �et�e construits en variant
les dimensions des rugosit�es (amplitude et longueur), et les derniers cas de calcul
correspondent aux situations exp�erimentales �etudi�ees �a Poitiers.

Pour chaque cas-test, la pr�esentation des r�esultats num�eriques et la discussion
sont faites de la fa�con suivante :

- description du domaine et caract�eristiques du maillage,

- r�esultats �a �echelle globale (iso-mach, iso-pression, coe�cient de frottement, ...),
c'est-�a-dire, pr�esentation des �ecoulements sur tout le domaine. L'int�erêt, est
de pr�esenter l'inuence des rugosit�es �a l'�echelle globale (recirculation, �epais-
sissement de la couche limite turbulente, ...),

- r�esultats �a �echelle locale (�gure 4). On s'int�eresse �a l'�ecoulement sur deux rugosit�es.
D'abord est donn�e un aper�cu des possibles recirculations en aval de rugosit�es

�a travers les isovaleurs de
q

2k
3
, iso-mach, iso-pression et champ de vitesse.

Ensuite on v�eri�e la v�eracit�e des hypoth�eses de base pour de basses hauteurs
de couplage, en particulier pour y = 0:01mm, y = 0:1mm, y = 0:5mm et
y = 1:0mm. L'int�erêt est de prouver que le mod�ele est applicable �a des �ecou-
lements sur des planchers avec des rugosit�es de faible dimension et d'�etablir
des �eventuelles limitations en fonction de la forme des rugosit�es. L'analyse est
faite sur les r�esultats num�eriques suivants :

P�eriodicit�e :

a) pro�l des variables �a gauche et �a droite des rugosit�es,

b) ux de masse errper C sur �s en fonction de la hauteur,

c) conservation de la contrainte �t:n en �g et �d en fonction de la hauteur
(errper M).

Flux et contrainte �a l'interface sup�erieure �s :

a) pro�l de �t:n ((g1; g2)), (u : �t:n+qT ):t (q0), �Tkrk:n (ks) and �Tkr�.n
(�s) en fonction de la hauteur,

b) pro�l des variables sur �s en fonction de la hauteur.

- pour le cas 3 on compare les solutions obtenues avec une approche bicouche et
avec la loi de Reichard.

Le domaine de calcul est d�elimit�e par une plaque plane en amont (100 mm),
suivie d'une partie rugueuse (�gure 3). D'abord, nous calculons l'�ecoulement sur la
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Simulation des �ecoulements compressibles turbulents sur parois rugueuses 21

partie plane, avec le pro�l CESTA �a l'entr�ee. Ensuite, on utilise la solution �a la
sortie de la plaque plane, comme pro�l d'entr�ee pour la partie rugueuse (le même
pour les cinq cas-tests).

Le maillage est constitu�e d'�el�ements P1. Pour pouvoir prendre en compte de
possibles recirculations, le maillage a dû être ra�n�e pr�es de la paroi, en posant le
premier point �a une distance de l'ordre de 10�4(mm).

100  mm

h

Fig. 3 - Domaine global de calcul - plancher lisse et rugueux

y

h

2

Fig. 4 - Domaine local de calcul. D�e�nition de la cellule, o�u y est la hauteur de
couplage.

5.1 Plaque plane

Les caract�eristiques de l'�ecoulement sont donn�ees par :

- Mach = 2.0,

- Re/mm = 1:25 � 104.
Le domaine est d�e�ni par :

- Domaine (mm) = [�100; 0]� [0; 50],

- Nombre de sommets = 5151,

- nx = 100 raison = 1.0,

- ny = 50 raison = 1.17.
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22 F. Valentin, P. Le Tallec & B. Mohammadi

Les iso-mach sont pr�esent�es dans la �gure 5. On constate que le coe�cient de
friction est presque constant (�gure 6), puisque l'�ecoulement est parfaitement d�eve-
lopp�e.

5.2 Plaque rugueuse - Cas 1

Les caract�eristiques de l'�ecoulement sont :

- Mach = 2.0,

- Re/mm = 1:25 � 104.
Le domaine est d�e�ni par :

- Domaine(mm) = [0; 130]� [0; 50],

- 10 rugosit�es(mm): (�,h) = (13,0.5),

- Nombre de sommets = 15351,

- nx = 300 raison = 1.0,

- ny = 50 raison = 1.16,

- premier point(mm) = 7 � 10�4.

Les dimensions des rugosit�es interf�erent sensiblement sur la couche limite (�-
gures 8, 9 et 10). Les coe�cients de friction et de pression (�gure 7) montrent
que l'�ecoulement est p�eriodique et proche du d�ecollement, et on observe même une
recirculation de petite taille. Au niveau local (rugosit�es), on constate r�eellement
cette recirculation (�gure 12).

Hyp2

On retrouve �a des faibles hauteurs, une bonne p�eriodicit�e pour toutes les variables
(�gure 13), engendr�ee par la g�eom�etrie de la paroi. Cependant cette p�eriodicit�e n'est
pas parfaite, sourtout pour des hauteurs de couplage plus importantes, o�u on observe
une perte signi�cative de la p�eriodicit�e, sourtout pour la variable k. L'�ecoulement
redevient p�eriodique en dehors de la couche limite.

La �gure 14 d�emontre que, �a cause de la p�eriodicit�e de l'�ecoulement, le ux de
masse moyenn�e en �s est faible (de l'ordre de 10�3) même �a des hauteurs impor-
tantes. La di��erence entre le cisaillement moyenn�e sur �g et �d est plus sensible �a
la non-p�eriodicit�e parfaite, et donc on retrouve errperM de l'ordre de 8% �a y=1mm
(�gure 15). L'hypoth�ese reste valable, mais n'est donc pas parfaitement v�eri��ee.

Hyp3
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On observe (�gure 16) qu'�a l'�echelle locale, les fonctions de ux et de cisaillement
�a l'interface �s pr�esentent de fortes variations �a de faibles hauteurs de couplage. Cela
est dû principalement au pro�l de k et de �t �a l'interface �s (�gure 17), o�u on retrouve
d'importants gradient. Ces variations apparaissent �a cause des grandes dimensions
des rugosit�es, qui sont donc inadapt�ees pour la m�ethodologie employ�ee.

5.3 Plaque rugueuse - Cas 2

Les caract�eristiques de l'�ecoulement sont :

- Mach = 2.0,

- Re/mm = 1:25 � 104.
Le domaine est d�e�ni par :

- Domaine(mm) = [0; 120]� [0; 50],

- 20 rugosit�es(mm): (�,h) = (6,0.5),

- Nombre de sommets = 15351,

- nx = 300 raison = 1.0,

- ny = 50 raison = 1.119,

- premier point(mm) = 8 � 10�4.

On remarque une perte de l'inuence des rugosit�es sur la couche limite turbulente
(�gures 18, 19 et 22) �a l'�echelle globale, en raison de la diminution de leur taille. Par
contre, une augmentation des recirculations en aval des rugosit�es (�gures 20, 21 et
24) est observ�ee. L'�ecoulement se pr�esente parfaitement d�ecoll�e.

Hyp2

A l'�echelle locale, l'�ecoulement se montre parfaitement p�eriodique (�gure 25).
Cela se re�ete sur le ux moyen de masse �a l'interface �s. En e�et, ce taux est
proche de z�ero même �a des hauteurs de couplage importantes (�gure 26) et, en
cons�equence, la di��erence des contraintes entre �g et �d est aussi proche de z�ero
(�gure 27), ce qui re�ete la parfaite p�eriodicit�e. En comparant la �gure 14 �a la �gure
26, on constate une grande di��erence de pro�l, dûe �a la diminution de l'inuence des
rugosit�es sur l'�ecoulement. En e�et, le pro�l du ux de masse (�gure 26), ressemble
plutôt �a un pro�l de ux de masse sur une plaque plane, avec des pertes de masse
moins importantes �a l'interface sup�erieure. Donc, de fa�con plus pr�ecise que pour le
cas pr�ec�edent, la p�eriodicit�e est respect�ee.
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24 F. Valentin, P. Le Tallec & B. Mohammadi

Hyp3

A l'inverse du cas 1, on observe (�gure 28) la possibilit�e de choisir de faibles hau-
teurs de couplage, en conservant toujours de faibles variation de ux et contrainte
�a �s (y = 0:5 mm et y = 1:0 mm). En e�et, on ne retrouve pas de grandes varia-
tions des variables caract�eristiques �a l'�echelle locale (�gure 29) comme pour le cas
pr�ec�edent.

Ce cas semble donc entrer dans le cadre math�ematique qui a �et�e �etabli, en res-
pectant toutes les hypoth�eses associ�ees.

5.4 Plaque rugueuse - Cas 3

Les caract�eristiques de l'�ecoulement sont ici :

- Mach = 2.0,

- Re/mm = 1:25 � 104.
Le domaine est ici beaucoup plus proche d'un cas r�eel :

- Domaine(mm) = [0; 12]� [0; 50],

- 20 rugosit�es(mm): (�,h) = (0.6,0.05),

- Nombre de sommets = 15351,

- nx = 300 raison = 1.0,

- ny = 50 raison = 1.115,

- premier point(mm) = 8 � 10�4.

En raison des tr�es petites dimensions des rugosit�es, on est confront�e �a des dif-
�cult�es pour les mailler de fa�con e�cace (�gure 40). La �gure 30 nous montre que
l'inuence des rugosit�es ne se fait pas sentir �a l'�echelle globale. Par contre, nous
avons �et�e surpris de constater toujours des recirculations en aval des rugosit�es (�-
gure 41). Cela montre que, même pour des maillages grossiers au niveau local, la m�e-
thodologie employ�ee se montre e�cace pour \capturer" les recirculations. Ensuite,
on s'est int�eress�e �a l'application de la loi de Reichard. Au d�epart on place la loi de
paroi �a la sinusoide qui se trouve �a � = 0:1 de la paroi, donc dans la couche limite
turbulente (y+ � 30, zone de validit�e de la loi de paroi) (�gures 33, 34 et 35). On ne
retrouve pas les recirculations en aval des rugosit�es, en raison de l'utilisation d'un
� � 2 � h. Donc, on essaye de retrouver les recirculations en utilisant � = 0:0005
(y+ � 0:01) (�gures 36 et 37). Mais on est en dehors de la zone de validit�e de la
loi de paroi et �a nouveau on ne retrouve pas les recirculations. On remarque les
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di��erences d'amplitudes du Cf et du Cp par rapport �a celui avec bicouche (�gures
34, 35, 36 et 37). On conclut que la loi de paroi s'applique mal ici car elle ne peut
pas capturer les recirculations (�gures 40 et 42).

Hyp2

Les variables caract�eristiques se montrent parfaitement p�eriodiques (�gure 43).
Comme dans le cas pr�ec�edent, le ux de masse �a l'interface �s est proche de z�ero
( de l'ordre de 10�4) �a des hauteurs faibles (�gure 44). Son pro�l est encore plus
proche (compar�e au cas 2) de celui sur plaque plane, mais toujours en raison de la
p�eriodicit�e engendr�ee par la g�eometrie, son taux est moin �elev�e surtout pr�es de la
paroi. En cons�equence la di��erence entre le cisaillement �a �g et �d est proche de
z�ero (�gure 45).

En r�esum�e, comme dans le cas 2, la p�eriodicit�e est tr�es bien retrouv�ee.

Hyp3

Comme pour les cas pr�ec�edents, on a la possibilit�e de choisir de faibles hauteurs
de couplage et conserver de faibles variations de ux et contrainte �a �s (�gure
46), avec l'avantage de pouvoir choisir de plus petites hauteurs (y = 0:1 mm, y =
0:5 mm et y = 1:0 mm). La �gure 47 montre les faibles gradients des variables
caract�eristiques �a ces hauteurs.

En�n, une derni�ere v�eri�cation de la p�eriodicit�e de l'�ecoulement et du caract�ere
n�egligeable des ux de masse verticaux se trouve en Table 1. D'apr�es la nullit�e du
ux de masse vertical, on doit avoir Ts1 = 0 et par p�eriodicit�e Ts2 + Tp = 0. Pour
v�eri�er ces r�esultats, on a calcul�e Tp d'apr�es les lois de conservation par la formule

Tp = (Ts2+Ts1)jy=0:002 et on a repr�esent�e �a di��erentes valeurs de y les quantit�es
Ts2

Tp

et
Ts1

Tp
:ex. Les deux quantit�es restent extrêmement proches des valeurs th�eoriques.

Ce cas est celui proche d'un cas r�eel. On v�eri�e donc, que la m�ethodologie et ses
hypoth�eses, sont bien adapt�ees �a la r�ealit�e du probl�eme.
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6 Conclusion

Le mod�ele de turbulence �a deux couches s'est montr�e bien adapt�e �a la mod�eli-
sation des cas-tests propos�es. Le fait que l'approche bicouche contienne une d�epen-
dance en y, n'a pas �et�e un handicap. En e�et, les bons r�esultats obtenus montrent
que l'ambiguit�e du calcul de la distance �a la paroi n'a pas d'inuence.

On a pu constat�e que les probl�emes rencontr�es dans [8] �etaient dû principalement
au choix du mod�ele de turbulence. Une d�e�nition appropri�ee de y+ conjugu�ee �a la
strat�egie bicouche, nous a permis de surmonter les probl�emes des grandes variations
des variables turbulentes �a l'�echelle locale, pour des g�eom�etries proche du cas r�eel, et
montr�e que cette g�eom�etrie engendre la p�eriodicit�e de l'�ecoulement �a des hauteurs
de couplage signi�catives.

La m�ethode de d�ecomposition de domaine pour les equations de Navier-Stokes
nous a conduit, sous certaines hypoth�eses, �a d�e�nir un probl�eme local sur une rugo-
sit�e avec des conditions aux limites p�eriodiques dans la direction de l'�ecoulement et
une condition de frottement �a la fronti�ere sup�erieure. Dans [7] on montre que cette
technique, pour l'�equation de Stokes, correspond �a un d�eveloppement �a l'ordre un,
et que l'erreur est born�ee par la taille de la rugosit�e.

Une fois �etabli le cadre math�em�atique et ses hypoth�eses, on s'est int�eress�e a leur
veri�cation sur les cas-tests. L'analyse des r�esultats num�eriques nous a permis les
conclusions suivantes : pour des rugosit�es de faible dimension (cas r�eel) la m�ethodo-
logie s'est montr�ee adapt�ee, en satisfaisant toutes les hyphot�eses de base. Les cas 2
et 3 rentrent dans ce cadre. Pour de rugosit�es plus importantes, on ne retrouve plus
un ux constant(�a l'�echelle locale) �a de faibles hauteurs de couplage. Si on rejette
cette hypoth�ese, on renonce �a la possibilit�e d'avoir une description macroscopique
du ph�enom�ene, ce qui est en contradiction avec l'approche exp�erimentale de Niku-
radse. Donc, la m�ethodologie bas�ee sur une technique d'homog�en�eisation n'est pas
applicable �a ces cas. Le cas-test 1 entre dans ce dernier cadre. On a aussi constat�e
qu'on ne retrouve pas les recirculations derri�ere les rugosit�es, en utilisant la loi de
paroi Reichard.

En resum�e, on a montr�e que les hypoth�eses de l'approche developp�ee par Carrau-
Le Tallec pour des �ecoulements laminaires, restent valables pour des �ecoulements
turbulents sur des g�eom�etries proches du cas r�eel.
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Fig. 29 - Cas 2 : pro�ls de u1, u2, pression, k, � et �t �a quatre hauteurs di��erentes.
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Fig. 40 - Cas 3 : zoom du domaine : 14eme et 15eme rugosit�es (gauche). A droite,
champ de vitesse avec la loi de paroi (� = 0:0005). On remarque l'absence de recir-
culations en aval des rugosit�es.
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Fig. 41 - Cas 3 : zoom : iso-pression (gauche) et champ de vitesse (droite) avec
bicouche. On retrouve les recirculations en aval des rugosit�es.
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Fig. 42 - Cas 3 : zoom des iso-pressions avec loi de paroi (� = 0:1)

y=0.002 y = 0:01 y = 0:05 y = 0:1 y = 0:25 y = 0:5R
�s
(�t:n):ex 100% 99:49% 99:49% 98:45% 94:54% 85:57%R

�s (�t:n):ey 100% 96:61% 96:98% 97:08% 97:04% 96:95%R
�s
�uv 0% �0:11% 0:20% 0:93% 3:92% 10:75%

Tab. 1 - On compare le taux de cisaillement �a y, au taux correspondant �a y = 0:002.

Le rapport s'�ecrit
Ts2

Tp
(premi�ere et deuxi�eme ligne) et

Ts1

Tp
:ex (troisi�eme ligne) avec

nos notations.
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Fig. 43 - Cas 3 : Comparaison du pro�l entre deux rugosit�es : vitesse tangentielle,
vitesse normale, densit�e, pression, �energie turbulente et dissipation de l'�energie tur-

bulente avec bicouche. Ici y = y +
h
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Fig. 44 - Cas 3 : ux de masse �a �s en fonction de la hauteur (avec bicouche). Ici

y = y +
h
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Fig. 45 - Cas 3 : errperM en fonction de la hauteur de couplage (avec bicouche).
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Fig. 46 - Cas 3 : pro�l g1, g2, q0, ks, �s, en fonction de la hauteur de couplage
(bicouche).
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Fig. 47 - Cas 3 : pro�ls de u1, u2, pression, k, � et �t �a quatre hauteurs di��erentes
(avec bicouche).

61
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