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Conteudo

a Filoso a da Modelagem Multiescala
@ Motivagao: Meios Porosos
@ De nicéo, objetivo e idéias principais
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Exemplo - Escoamento em Meios Porosos

Deslocamento de petroleo em
rocha contendo agua
@ Microtomogra a com raios X

para descrever a geometria
(resolucéo de 5 microns)

@ Malha computacional com
mais de 100 milhdes de nés

http://cs.chem.ucl.ac.uk/research/porousmedia.shtmI
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De nicao de Problemas Multiescalas

De nigéo (Fisica)

Provém de fendmenos fisicos que ocorrem em diferentes escalas
temporais e/ou espaciais
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De nicao de Problemas Multiescalas

De nicédo (Fisica)

Provém de fendmenos fisicos que ocorrem em diferentes escalas
temporais e/ou espaciais

De nicdo (Matematica)

Sao sequéncias de problemas contendo um ou mais parametros,
cujas solucdes apresentam “derivadas” espaciais e/ou temporais de
magnitude crescentes quando algum dos parametros vai a zero
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De nicao de Problemas Multiescalas

De nicédo (Fisica)
Provém de fendmenos fisicos que ocorrem em diferentes escalas
temporais e/ou espaciais

De nicdo (Matematica)
Sao sequéncias de problemas contendo um ou mais parametros,

cujas solucdes apresentam “derivadas” espaciais e/ou temporais de
magnitude crescentes quando algum dos parametros vai a zero

De nicao (Computacional)

Sao problemas que demandam capacidade computacional além do
disponivel.
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Objetivo da modelagem Multiescala

A modelagem multiescala destina-se a capturar os efeitos
“macroscopicos” da solucao. Os efeitos da microescala tém que ser

considerados, mas comumente estes nao tém tanta importancia per
se.

Exemplos:
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A modelagem multiescala destina-se a capturar os efeitos
“macroscopicos” da solugdo. Os efeitos da microescala tém que ser

considerados, mas comumente estes nao tém tanta importancia per
se.

Exemplos:

@ Em compdsitos, ndo é de interesse o0 que ocorre com as

inclusbes, mas sim o comportamento macroscopicos do material
(resisténcia a calor, condutividade, etc)
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Objetivo da modelagem Multiescala

A modelagem multiescala destina-se a capturar os efeitos
“macroscopicos” da solugdo. Os efeitos da microescala tém que ser
considerados, mas comumente estes nao tém tanta importancia per
se.

Exemplos:

@ Em compdsitos, ndo é de interesse o0 que ocorre com as
inclusbes, mas sim o comportamento macroscopicos do material
(resisténcia a calor, condutividade, etc)

@ Para a indUstria, ndo interessa tanto “como” o 6leo escoou em
cada poro, mas sim o escoamento nal com um todo
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Técnicas Principais
A idéia basica é incorporar informagdes da microescala sem resolver
todos os detalhes. Seja a equacéo diferencial

Lu =f; onde 1:
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Técnicas Principais

A idéia basica é incorporar informagdes da microescala sem resolver
todos os detalhes. Seja a equacéo diferencial

Lu =f; onde 1:

O seguinte esquema se aplica:

homogenizacao
Lu =f pomosen LU=F
2 ?
?
Y disc. tradicional

?
Y disc. multiesc

. . roximadamente
Lhiyh = f P Lhyh = gh
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Técnicas Principais

A idéia basica é incorporar informagdes da microescala sem resolver

todos os detalhes. Seja a equacéo diferencial

Lu =f; onde 1:

O seguinte esquema se aplica:

homogenizacao
Lu =f pomosen LU=F
2 ?
?
Y disc. tradicional

?
Y disc. multiesc

. . roximadamente
Lhuh = f P Lhuh = N

Imposicado: custo(disc. multiesc)  custo(disc. completa)
Desejo: custo(disc. multiesc) = independente de
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Conteudo

9 Métodos Numeéricos Modernos
@ Elementos Finitos Multiescalas (MsFEM)
@ Residual Free Bubbles (RFB)
@ Método Heterogéneo Multiescalas (HMM)
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EDP com coe ciente oscilatorio

Seja R? poligono, e

divia (x)r u (x)] = f(x) em R?;
u=0 em@;

onde 1 “representa” as microescalas,ea : | R2% ?é
uniformemente positiva de nida.

Seja uma particdo de em elementos nitos K:

Discretizacao
@ regular

@ quasi-uniforme
commalha h
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De nicao do MsFEM

O método de elementos nitos multiescalas [Hou, Wu, Cai, 199 7,

1999] usa funcdes que resolvem localmente (em cada elemento) o
operador.

Para o i-ésimo n6 da malha e todo elemento K, seja ; tal que

divar {]=0 emK;
ija linear, i(X;)= j emtodo no X,
De nimos o espago de elementos nitos multiescala

Vg; = spanf q;:::; NO:
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Funcdes de base em uma dimensao

Uma funcgéo de base multiescla para = 1=4 e h = 1=32:

o 001 002 003 004 005 006

Parece-se muito com a funcédo de base linear por partes. Neste caso,
h e a funcdo de base tradicional funciona bem.
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Funcdes de base em uma dimensao

Quando h, a funcao de base tem carater oscilatério, como para
= 1=128 e h = 1=32:

0.8
0.6
0.4+

0.2

o 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06

Alexandre L. Madureira (LNCC) Elementos Finitos Multiescalas ENAMA 2008 12/31



imensoes

Funcbes de base em duas d

€ préxima da bilinear:

s

, a funcéo de base multiescala

Para h <

13/31

@
=}
S
«
<
>
<
=
i

Elementos Finitos Mu




imensoes

Funcbes de base em duas d

h= 1=64

E a funcdo de base multiescala para
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Curvas de nivel para a funcéo multiescala quando h <

09r

0.8

0.7

0.5

0.3

0.1
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Curvas de nivel para a funcdo multiescala com h:

09r

0.8

0.7

0.5

0.3

0.1
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De nicao do MsFEM

Usando o espaco de elementos nitos multiescala

V& = spanf g;iii nG;
a solucéo u™ ZVQ; é tal que para todo v™ ZVS;.
Z Z
a()r um)r vhodx = f(x)v™ (x)dx
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De nicao do MsFEM

Usando o espaco de elementos nitos multiescala
h, — cpanf Loce-- .
Vo = spanf q1;:::; NO;

a solucéo u™ 2 Vg; é tal que para todo v 2 Vg“ .
Z Z
a()r um)r vhodx = f(x)v™ (x)dx

Uma estimativa de erro nos da (para solucdes regulares)
ku U kyigqy c(f) minfh=;h+ +( =h)g:

Note que o método apresenta problemas para h.
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Teste numérico
Para = 1=16 e h = 1=10 obtemos:

0.1
0.08
0.06
0.04

0.02 1

—  Solugéo Exata X
++++ ++ Multiscale finite element solution
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Alguns Comentarios

@ Em uma dimenséo, a solu¢do multiescala é nodalmente exata.
Em dimensdes maiores isto ndo ocorre
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Alguns Comentarios

@ Em uma dimenséo, a solu¢do multiescala é nodalmente exata.
Em dimensfes maiores isto ndo ocorre

@ Impor condi¢Bes de contorno lineares nas arestas dos elementos
introduz erros (ressonancia) quando h
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Alguns Comentarios

@ Em uma dimenséo, a solugdo multiescala é nodalmente exata.
Em dimensfes maiores isto ndo ocorre

@ Impor condi¢Bes de contorno lineares nas arestas dos elementos
introduz erros (ressonancia) quando h

@ O custo do método ainda é alto, pois problemas locais tém que
ser resolvidos (computacao paralela)
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Residual Free Bubbles (RFB)

Em geral, para problemas com multiplas escalas, é possivel decompor
a solucado como

Usoluggo = Umacro + Umicro
No método RFB, a decomposicéo é

URFB = Ujinear + Up

onde Ujinear € @ parte linear por partes, e a “bolha” u, captura
informacdes sobre a microescala.
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Residual Free Bubbles (RFB)

Seja um poligono, > 0 representa a pequena escala,

Lu=f em ;
u=0 em@ ;

e sua formulacéo fraca: achar u 2 H&() tal que
a(u;v) =(f;v) paratodov 2 H&() :

R
e (f;v) = fvdx. Tomamos como exemplo
Z
Lu= dvax)r u; a(u;v) = a(x)r u r vdx:
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Residual Free Bubbles (RFB)

Considere a particAo de em elementos nitos, e 0 espaco
enriquecido associado

onde

oV, H&() € 0 espaco das funcdes lineares por partes, que so
“enxerga” as propriedades “macro”

@ B=1fv2HI(): vjk 2 H}(K) paratodo elemento Kg é o
espaco das “bolhas”, fun¢des que se anulam no bordo dos
elementos, e que capturando o efeito das pequenas escalas

O método consiste em achar u, 2 V,, = V; B onde

a(up;vh) = (f;vy) paratodo vy 2 Vy:
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Residual Free Bubbles (RFB)

Escrevendo u, = uq + U, temos

a(uy + up;vq) =(f;vqy) paratodovy, 2 Vq;
a(uy + up;Vp) = (f;vp) paratodo vp 2 HA(K):

Pela segunda equacéao, a bolha € solucao do problema local

Luy= Lu+f emK;
Uup=0 em@:

Escrevendo u, = T( L uy + f) temos paratodo v, 2 V,

a(l TL)up v =(fvq)  a(Tf;vy)
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Alguns Comentarios

@ Uma forma de se interpretar a formulagéo acima é como um
“upscaling” numérico
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Alguns Comentarios

@ Uma forma de se interpretar a formulagéo acima é como um
“upscaling” numérico

@ Note que a formulacédo nal depende somente das funcdes de
base lineares.
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Alguns Comentarios

@ Uma forma de se interpretar a formulac@o acima € como um
“upscaling” numérico

@ Note que a formulacédo nal depende somente das funcdes de
base lineares.

@ O método guarda forte similaridades com o0 MSFEM. Em
particular o custo computacional e as taxas de convergéncias sao
0S Mesmos

Alexandre L. Madureira (LNCC) Elementos Finitos Multiescalas ENAMA 2008 24/31



Método Heterogéneo Multiescalas (HMM)

Esta proposta é estudada por E, Engquist, Huang, Ming, Li,
Vanden-Eijnden, Zhang, Yue, a partir de 2003.

Damos uma breve descricdo do método considerando novamente o
problema

divia (x)r u (x)] = f(x) em R?;
u=0 em@:

Seja V1! o espaco das funcdes de elementos nitos continuas e
lineares por partes.
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Método Heterogéneo Multiescalas (HMM)

Se existir matriz efetiva A que incorpore os efeitos das microescalas, a
forma bilinear

z
(Ar V) r Wdx paraV;W 2 Vv

seria boa para aproximar a solucéo original.
Para um elemento K, considere a quadratura

z X
p(x) dx wip(x)):
K I=1
Logo
X
(Ar V) r Wdx wi[(Ar V) r WI](x)):
K I=1

Alexandre L. Madureira (LNCC) Elementos Finitos Multiescalas ENAMA 2008 26/31



Método Heterogéneo Multiescalas (HMM)

Aproximamos [(Ar V) r W](x,) da seguinte forma. Considere | (x,)
0 quadrado de tamanho centrado em X

R
Tome entdo [(Ar V) r W](x;) 1 I(x|)[a (xX)r vi(x)] r w(x)dx,
onde dado V 2 V1 ache v, tal que

divfa (x)r v(x)]= 0 eml (x));
vi=V em@ (X)):
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Método Heterogéneo Multiescalas (HMM)

Aproximamos [(Ar V) r W](x;) da seguinte forma. Considere | (x;)
0 quadrado de tamanho centrado em X

R
Tome entdo [(Ar V) r W](x;) 1 I(x|)[a (xX)r vi(x)] r w(x)dx,
onde dado V 2 V1 ache v, tal que

divfa (x)r v(x)]= 0 eml (x));
vi=V em@ (x)):

No caso periodico: Kunemog UnmmKh () cth+ )
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Alguns Comentarios

@ A escolhade depende do problema em questao.

Alexandre L. Madureira (LNCC) Elementos Finitos Multiescalas ENAMA 2008 28/31



Alguns Comentarios

@ A escolhade depende do problema em questao.

@ Para problemas periédicos, pode ser o periodo, e o custo do
método torna-se independente do tamanho da microescala.
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Alguns Comentarios

@ A escolhade depende do problema em questao.

@ Para problemas periédicos, pode ser o periodo, e o0 custo do
método torna-se independente do tamanho da microescala.

@ Desde 2003, 0o HMM tem sido aplicado num namero
impressionante de problemas (pelo menos 25 artigos),

principalmente por um pequeno grupo de pesquisadores
centrados em Princeton.
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