Investigacao do Modelo para um Processo ARMA Dividido em Sub-bandas
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Resumo— Este artigo trata da andlise em sub-bandas de um processo aleatério autorregressivo com média
mével (ARMA) por um banco de filtros multitaxa. Inicialmente, obtém-se um modelo ARMA em taxa reduzida,
equivalente quanto a densidade espectral de poténcia, para o sinal em cada sub-banda. Com destaque para
o caso especial de um processo aleatério autorregressivo (AR) dividido em oitavas por um banco de filtros
estruturado em arvore bindaria, discutem-se a validade do modelo proposto e 0 mapeamento dos zeros e pélos dos
filtros geradores correspondentes ao longo das sub-bandas. Com vistas & utilizagdo do modelo proposto, tecem-
se consideracOes sobre o processamento de sinais baseado em modelos realizado em sub-bandas, em particular
aplicado a restauracdo de sinais de dudio.

Abstract— This paper addresses the subband analysis of an autoregressive-moving average (ARMA) random
process by a multirate filter bank. First, an ARMA model at reduced rate, equivalent in the power spectral density
sense, is obtained for each subband signal. Focusing the special case of an autoregressive (AR) random process
divided in octaves by a binary tree-structured filter bank, the validity of the proposed model is discussed, as
well as the zero-pole mapping of the corresponding generator filters along the subbands. Aiming at the proposed
model utilization, some considerations are made on model-based signal processing in subbands, specially when

applied to audio restoration.
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1 Introducao

O processamento multitaxa de sinais discre-
tos (Vaidyanathan, 1993) tem sido extensamen-
te aplicado nas comunicagdes, na indudstria de
audio e video e em outras areas, realizando a
codificacdo de sinais, o processamento adapta-
tivo ou estatistico de sinais etc. Os processos
aleatdrios discretos (Papoulis, 1991) obtidos pe-
la passagem de ruido branco por um filtro digital
linear, genericamente chamados autorregressivos
com média mével (ARMA), sdo comumente em-
pregados como modelos de sinais no processamen-
to de voz e dudio, particularmente em restauracao
de dudio (Godsill e Rayner, 1998). O processa-
mento de sinais baseado em modelos realizado em
sub-bandas poderia beneficiar-se de uma descrigao
similar a essa para os sinais nas sub-bandas, se
isso fosse possivel; é essa a motivagdo para este
trabalho.

Considerando a andlise em sub-bandas de um
processo ARMA por um banco de filtros com de-
cimagao, este trabalho emprega a decomposicdo
polifasica de sistemas (Vaidyanathan, 1993) pa-
ra chegar a um modelo ARMA na taxa reduzi-
da, equivalente quanto a densidade espectral de
poténcia (Papoulis, 1991), para o sinal em cada
sub-banda. O caso particular de um processo au-
torregressivo (AR) dividido sucessivamente em oi-
tavas por um banco de filtros em arvore bindria,
de facil interpretacdo, é detalhado. Discute-se a
validade do modelo proposto e investiga-se a pos-
sibilidade de reducdo da ordem dos modelos pelo
mapeamento dos zeros e pélos dos filtros geradores

correspondentes a cada sub-banda. Por fim, dao-
se indicagoes do potencial do modelamento como
ferramenta na restauragao de dudio.

Apébs esta Introducdo, a Secdo 2 apresenta o
caso geral do processo ARMA dividido em N ban-
das e detalha o caso do processo AR dividido em
oitavas; na Secdo 3, discutem-se a validade do mo-
delo e o mapeamento de zeros e pdlos dos filtros
geradores; a Se¢ao 4 comenta a potencial aplicagao
do modelo na restauracao de dudio; as Conclusoes
estdo na Secdo 5.

2 Obtencao do Modelo

2.1 Processo ARMA em N Bandas

Considere-se o sistema multitaxa em N bandas
mostrado na Fig. 1, que analisa o processo ARMA
definido por
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Figura 1. Processo ARMA analisado por banco de filtros
em N bandas com decimacao.



Para uma sub-banda qualquer n (Fig. 2a),
pode-se agregar o filtro gerador de s(k) ao filtro
de andlise F,(z) (Fig. 2b), obter a representagio
polifdsica para o filtro resultante F,(z) (Fig. 2c)
e chegar a sua versdo modificada (Fig. 2d). Pa-
ra cada polifase p, pode-se posicionar o decima-
dor antes do filtro an(z) e representar a respec-
tiva componente de e(k) como e,(l) (Fig. 2¢). E
facil concluir que e,(l), parap =0,1,...,N — 1,
sao processos de ruido branco mutuamente nao-
correlacionados, com varidncias

Ele;(1)] = E[e*(NL +p)] = E[e*(k)] = o7
Como os sinais s,p(l) sdo versdes coloridas de
ep(l) para p = 0,1,...,N — 1, respectivamen-
te, sdo também mutuamente nao-correlacionados.
Assim, a autocorrelacdo de s, (I) pode ser escrita

como
N-1

Rs, s, (A) = Z Rsnpsnp (A):
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A fatoracado da expressao acima na forma
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permite obter uma representacao para §,(1), equi-
valente a s,(l) quanto a densidade espectral de
poténcia, na forma do processo ARMA que resulta
da passagem do ruido branco ey, (I) com variancia
o2 pelo filtro de fase minima Fy, (z) (Fig. 2f).

O modelo equivalente completo consistiria,
entdo, de NN subsistemas similares em paralelo;
mas sua descri¢ao deve incluir, ainda, a correlagao
mutua entre diferentes sub-bandas. Sejam, entdo,
duas sub-bandas distintas quaisquer n; e no, cada
uma representada como na Fig. 2e. A correlagio
cruzada entre seus sinais é dada por
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resultando na densidade espectral de poténcia cru-
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Figura 2. Geragdo de s, (l): da representagdo multitaxa ao
modelo em taxa reduzida.

2.2 Processo AR em Oitavas

Seja o processo AR de ordem I definido por

a(i)s(k —

Il
.MN

i=1
sendo e(k) ruido branco de varidncia o2
Considere-se, agora, o banco de filtros em arvore
bindria mostrado na Fig. 3, utilizado para anali-
sar s(k) em oitavas. A cada estigio, os filtros de
andlise sdo o passa-altas Fiy(z) e o passa-baixas
Fr(z), FIR de ordem Q. Os resultados da Sub-
secao 2.1 podem facilmente ser adaptados a essa
situacdo, jd que processos AR sdo um caso par-
ticular de processos ARMA e os modelos para as
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Figura 3. Andlise de um processo AR em oitavas por um
banco de filtro com decimacio.

duas sub-bandas resultantes de cada subdivisao
do espectro de freqiiéncias podem ser computados
recursivamente pela Eq. (1).

A passagem do estiagio m — 1 para o estigio
m é ilustrada na Fig. 4. Na notacdo modificada,
agora as sub-bandas sdo indexadas pelo estigio
m de divisdo do espectro e o circunflexo (7) se
relaciona & sua metade inferior. Para cada polifase
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Figura 4. Geracdo de §m (km) € sm(km).

0 < p <2m! — 1, as transformacdes sio regidas
pelas equagdes
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As recursoes se iniciam por m = 0, com eoo(ko) =
e(k), Boo(z) =1 e Ap(z) = A(z).

Pela mesma argumentacdo da Subsecao 2.1, a
densidade espectral de poténcia de s, (k) é

T b 8
Sspmsm(2) = T A c =
A Bm(2) Bm(fl)az_

Am(z) Am(z71) e

(2)

Em suma, conforme a Fig. 5, descreveu-se
Sm(km), equivalente a s,,(k,,) quanto a densida-
de espectral de poténcia, como o processo ARMA
que resulta da passagem do ruido branco eq,, (k)
de variancia o2 pelo filtro de fase minima
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Figura 5. Modelo para o sinal s,.

A obtengao do modelo para §,, (k) é andloga
& que se viu para Sy, (k).

Completando o modelo, a densidade espectral
de poténcia cruzada entre sub-bandas de mesma
taxa pode ser escrita como

2Mm—1 A -1
Se s (2) = Ep:() Binp(2)Bmp (2 )Ug‘

An(2)An(z71)

3 Discussao

Por facilidade de interpretacdo, esta Secdo se res-
tringe ao caso particular do processo AR dividido
em oitavas, exposto na Subsecdo 2.2, freqiiente-
mente associado ao processamento de dudio.

3.1 Validade do Modelo

Supondo, inicialmente, que modelos ARMA séo
capazes de representar adequadamente os sinais
nas sub-bandas, a resposta em freqiiéncia dos fil-
tros M, (z) derivados anteriormente corresponde
a dos filtros que seriam obtidos por estimacao di-
reta dos coeficientes?

Em caso positivo, os modelos ARMA po-
deriam ser substituidos por modelos AR sem
acréscimo de complexidade e ainda manter, com
boa aproximacao, a resposta em freqiiéncia?

Por fim, os filtros geradores correspondentes
aos modelos ARMA nas sub-bandas, invertidos,
branqueiam os sinais nas sub-bandas?



Um exemplo pratico pode ilustrar as trés res-
postas. Um processo AR foi formado com os pélos
obtidos pela combinac¢do dos médulos 0,5 e 0,99
com as fases 0, 35, T, 5, 25 e 2955 e anali-
sado em sucessivos estagios de bancos de filtros
Haar (Vaidyanathan, 1993).

Para o sinal em cada sub-banda, obteve-se o
filtro gerador correspondente: ao modelo ARMA
descrito pela Eq. (2); a um modelo ARMA de mes-
ma ordem por estimagcdo direta de seus coeficien-
tes, em simulacdo; e a um modelo AR, com deno-
minador de mesma ordem, por estimacao direta
de seus coeficientes, em simulacdo. A Fig. 6 com-
para as trés respostas em freqiiéncia de médulo e
fase correspondentes, para os sinais resultantes de
2 estagios de divisdo. As respostas em freqiiéncia
dos modelos ARMA foram praticamente indistin-
guiveis, validando o modelo tedrico. A possibili-
dade de utilizacdo de modelos AR de complexida-
de menor também se evidenciou, embora a ordem
escolhida ndo tenha sido capaz de conformar per-
feitamente a resposta em muito baixas freqiiéncias
de ./\/ll.

No mesmo exemplo, realizou-se a filtragem in-
versa do sinal em cada sub-banda, em simulagao,
pelo filtro gerador previsto pela Eq. (2) e calculou-
se a autocorrelacao temporal do sinal resultante.
A Fig. 7 mostra as autocorrelagbes normalizadas
para os sinais resultantes de 2 estagios de divisao.
Os sinais sdo, para todos os efeitos, ruidos bran-
cos, confirmando a adequagdo do modelo.

3.2  Mapeamento de Zeros e Pdélos ao longo das
Sub-bandas

Suponha-se inicialmente que Fp(z) e Fg(z) na
Fig. 3 sao filtros passa-baixas e passa-altas de meia
banda ideais. Um cosseno de freqiiéncia w anali-
sado sucessivamente em oitavas por esse banco de
filtros aparecerd em §,,(k,,) com sua freqiiéncia
dobrada apds cada estagio m, até ser “separada”
no sinal s, (kn), apds o estagio

my, = [logQ %-I +1,

agora com freqiiéncia 27 —2"«w. Um processo AR
s(k) genérico com pdlos z,,, apos 1 estdgio de sua
andlise em oitavas, resultaria em dois processos
ARMA com pélos z;. (isto é, com as fases origi-
nais dobradas e os médulos originais quadrados)
e 0s zeros necessarios para dividir perfeitamente
ao meio o espectro de poténcia, estes também ao
quadrado. O efeito se repete ao longo dos estégios.
Portanto, os pdlos originais ndo podem ser perfei-
tamente “separados” pelas sub-bandas, exceto no
caso limite de médulo unitdrio (o cosseno).

Para bancos de filtros realizdveis, a proprie-
dade de quadramento dos pélos (que decorre da
decimacao por 2) se preserva e o mapeamento dos
zeros continua dificil de predizer sem calculos, mas
algumas especulacoes podem ser feitas.
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Figura 6. Respostas em freqiiéncia de médulo e fase: mo-
delo ARMA teérico e modelos ARMA e AR estimados.

E possivel deduzir que ‘as ordens do numera-
dor e do denominador de M, (2) e My, (z) sado

O (m) = [l ] n > 9
Ousmn(1) = | 9]

e Ogen(m) = I, respectivamente, a menos de
possiveis cancelamentos, onde I e () foram defi-
nidos na Sec¢ao 2.

Ignorando por ora a decimagdo e retornando
ao banco de filtros ideais, a largura de banda do
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Figura 7. Autocorrelagoes dos sinais obtidos por filtragem
inversa dos sinais nas sub-bandas.

sinal original s(k) é progressivamente reduzida ao
longo dos estagios de andlise. Num estagio qual-
quer, o efeito individual de qualquer pdlo do filtro
gerador de s(k) se distribui entre a banda pas-
sante e a banda de rejeicao do filtro de analise
equivalente; se, por exemplo, tal efeito se encon-
tra praticamente todo na banda de rejeicdo, sua
quase eliminacao pode ser conseguida pelo cance-
lamento desse pélo por um zero praticamente na
mesma localizagdo.

Retomando, agora, a decimacao e os bancos
de filtros nao-ideais, é preciso lembrar que, apds
0 m-ésimo estagio, cada polo é representado por
sua versao m vezes quadrada, mas a idéia geral
se mantém. Portanto, espera-se que ao longo dos
estdgios os filtros geradores equivalentes dos mo-
delos tenham um nudmero crescente de pélos can-
celados por zeros. Deve-se notar que, embora os
bancos de filtros sejam fixos, os calculos envolvidos
na obtencio dos numeradores de M, (2) € M, (2)
combinam os pdlos do filtro gerador de s(k) com
os filtros Fr,(z) e Fu(z) de tal forma que permite
que os zeros “persigam” os pélos.

Esse fato, associado & progressiva interiori-
zagdo no circulo unitario, sugere a possibilidade de
se reduzirem gradualmente as ordens dos modelos
ao longo dos estagios sem prejuizo da acuracia do
modelamento global.

Como exemplo, procedeu-se a andlise em oi-
tavas de um processo AR de ordem 40 (extraido
do modelo para um trecho de gravagdo musical)

por um sistema como o da Fig. 3 com bancos de
filtros Haar. A Fig 8 mostra os diagramas de zeros
e polos calculados para os filtros geradores corres-
pondentes a quadro estigios de divisdo, onde se
podem observar as migragoes e os cancelamentos
previstos. Apés o cédlculo dos modelos completos,
como teste descartou-se qualquer zero, pélo ou par
zero-polo cuja resposta em freqiiéncia individual
se desviasse menos que 10% do médulo unitério e
menos de {5 da fase linear, considerando-se des-
prezivel seu efeito sobre a funcao de transferéncia
global. A Tabela 1 mostra as ordens correspon-
dentes aos modelos completos e reduzidos segun-
do esse critério. A simplificacdo atingida é con-
siderdvel. Pode-se, ainda, pensar na substituicdo
dos modelos ARMA de ordem reduzida por mo-
delos AR, de estimacao mais simples, com ordem
suficiente para assegurar a equivaléncia.

Tabela 1. Processo AR de ordem 40 analisado em oitavas:
nimero de zeros e pélos dos filtros geradores dos modelos.

completo reduzido
ﬁltro #zeros | #poblos | #zeros | #polos
M (z) 20 40 6 26
My (z) 30 40 2 12
M;3(z) 35 40 3 6
Muy(z) 38 40 2 4
Muy(z) 38 40 1 4

4 Potencial Aplicagao: Restauragao de
Audio

A restauragdo de dudio proveniente de gravagoes
deterioradas (Godsill e Rayner, 1998) lida com
problemas que podem ser genericamente classi-
ficados em localizados ou globais, dos quais os
exemplos mais comuns sdo, respectivamente, cli-
cks (ruido impulsivo) e hiss (rufdo de fundo de
banda larga). Métodos de supressdo de ruido
impulsivo geralmente usam modelos autorregres-
sivos e métodos de reducdo de ruido de fundo
se baseiam freqiientemente em sistemas em sub-
bandas.

O modelamento proposto anteriormente tem
como alvo a realizacdo em sub-bandas do pro-
cessamento digital de sinais baseado em modelo.
Entao, tendo em vista particularmente sua apli-
cagdo ao processamento de dudio, examinam-se a
seguir as possiveis vantagens da realizagao da res-
tauracao de dudio em sub-bandas.

Da mesma forma que a codificacdo e a
compressdao de dudio aplicam principios de Psi-
coacustica para determinar “quanto o dudio po-
de ser piorado sem que se perceba”, a restau-
racao de dudio pode utiliza-los para determinar
“quanto o audio precisa ser melhorado que ain-
da se perceba”’, a fim de reduzir esforco com-
putacional e evitar perda de qualidade por pro-



cessamento desnecessdrio. Um principio funda-
mental é o Mascaramento (Jeffress, 1970), pro-
priedade de um som inibir a percepcdo de ou-
tro proximo no tempo ou na freqiiéncia. Sabe-se
que s6 uma estreita faixa de freqliéncias, chama-
da Banda Critica (Scharf, 1970), em torno de um
tom contribui para o mascaramento deste. Um
conjunto fixo de bandas criticas é convencional-
mente adotado para modelar a percepgao sono-
ra, levando a uma configuracao correspondente em
sub-bandas.

Um sistema multitaxa adequado pode favore-
cer a supressao de clicks baseada em modelo si-
multaneamente & reducdo de hiss em sub-bandas.

Os disturbios podem, as vezes, se encon-
trar preferencialmente em determinadas faixas de
freqiiéncia; entao, o processamento em sub-bandas
pode possibilitar reducao de processamento ao dar
mais “atencdo” as sub-bandas mais afetadas.

Pode-se conseguir ainda maior redugao de es-
for¢co computacional se a equivaléncia das ope-
racoes mais complexas realizadas nos sistemas em
banda completa e em sub-bandas for favoravel a
este.

5 Conclusoes

Foi proposto e validado um modelo para um pro-
cesso ARMA dividido em sub-bandas, na forma
de um processo ARMA em taxa reduzida para
representar o sinal em cada sub-banda. O ma-
peamento de zeros e pdlos dos filtros geradores
do modelo indicou a possibilidade de substancial
simplificacdo de suas ordens. Diversas vantagens
decorrentes da realizagao da restauracio de dudio
em sub-bandas indicam a potencial aplicacdo do
modelamento proposto a esse problema.
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Figura 8. Analise de processo AR em oitavas: diagramas
de pélos e zeros.



