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Polinomios de Tchebychev

Origem: Wikipédia, a enciclopédia livre.

Em matematica, os Polinomios de Chebyshev (pt-PT) ou Polinomios de Tchebychev (pt-BR), receberam
esse nome apds matematico Pafhuty Chebyshevl!! defini-los como uma sequéncia de polindmios ortogonais,
relacionados com a formula de Moivre e facilmente obtiveis de forma recursiva. Costuma-se denotar os
polindémios de Tchebychev de primeira ordem por 7}, o os polindmios de Tchebychev de segunda ordem por
U,,. O uso da letra T para os polindmios de primeira ordem foi dado devido a uma das trasliteragoes de
Tchebychev, que admitem também Chebyshev, Tchebyshef e Tschebyscheff.

Os polinémios de Tchebychev 7, ou U,, sao polindmios de grau n e a sequéncia dos polindomios de todos os
graus formam uma sequéncia polinomial.

Os polindmios de Tchebyshev sdo mmportantes na teoria da aproximagao porque as raizes dos polindmios de
primeira ordem podem ser utilizados na interpolagdo polinomial. O resultado da interpolagdo minimiza o
problema do fendmeno de Runge e fornece a melhor aproximagdo de uma funcao continua que obedece a
norma do supremo. Essa aproximacao conduz diretamente a0 método da quadratura de Clenshaw—Curtis.

No estudo de equacdes diferenciais os polnomios de Tchebychev surgem como solugdes das equacdes de
Chebyshev

(1—z)y -2y +n°y=0
(1—2%)y" =32y +n(n+2)y=0
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Definicao

Os polinémios de Tchebyshev de primeira ordem sao definidos pela relagao recursiva:

Tgl:fl:) =1
Ti(zx) ==
Thiilzx) = 22T, () — T4 ().

Um exemplo de fungdo geradora para Ty, €

ST, ()" = —— 1%
n=>0

1= 2w 12
Os polinémios de Tchebychev de segunda ordem sdo definidos pela relagao recursiva:

Up(z) =1
Uy(z) =2z
Unti(x) = 22U, (x) — Up_1(x).

Um exemplo de funcdo geradora para U, ¢

o 1
Uy (2)t" = .
2 U@t = 5

Defini¢ao trigonométrica

Os polindémios de Tchebychev podem ser definidos através das identidades trigonométricas:
T..(x) = cos(narccosx) = cosh(n arccosh )

onde:
T:,(cos()) = cos(nd)

paran=0, 1, 2, 3, ..., enquanto os polnomios de segunda ordem satisfazem

U, (cos(9)) = sin((n + 1)v)

sin ¥/
que sao semelhantes as equacdes nucleo de Dirichlet.

Aplicacao da definicdo trigonométrica

Tomando-se

To(x) =cos 0z =1

Ti(cos(z)) = cos (x)

pt.wikipedia.org/wiki/Polindbmios_de_Tcheby chev


http://pt.wikipedia.org/wiki/Identidade_trigonom%C3%A9trica
http://pt.wikipedia.org/wiki/Dirichlet

10/12/12 Polinémios de Tcheby chev — Wikipédia, a enciclopédia livre

¢ facil obter algumas propriedades trigonométricas utilizando os polindmios de Tchebychev:
cos(21) = 2cosid cost? — cos(09) = 2cos” ¥ — 1
cos(319) = 2 cos ¥ cos(29) — cost) = 4 cos® ¥ — 3 cost

e assim por diante.
Relac¢ao entre os polinomios de Tchebychev de primeira e segunda ordem

Os polindémios de Tchebychev de primeira e segunda ordem estdo estreitamente correlacionados pelas
seguintes equagoes:

d .
ETH(I) =nl,_1(z), n=1,...

T,(2) = 5(Un(a) ~ Uno(a)
Toii(z) = 2T, (z) — (1 — 2*)U,_4(2)
To(x) =U,(x) —x U,_1(z).

A relagdo entre as derivadas dos prolnomios de Tchebychev sao dadas pelas seguintes equagoes:

1 d 1 d

—T, — —T,_ : =1,...
nt 1 de +1() 1 dr (), n :

2T, (x) =

Essas proprieades sdo utilizadas para obter as solugdes de equacdes diferenciais pelo método do espectro de
Tchebychev.

De forma equivalente as duas sequéncias, de primeira e segunda ordem, podem ser definidas de forma
mutualmente recursiva:

To(z) = 1
U_i(z) =0
Toii(z) = 2T, (z) — (1 — 2*)U,_4(x)
Un(2) = 2Up_1(2) + Ta(2)
Formulas epecificas

Diferentes abordagens na definicdo dos polindmios de Tchebychev levam a formulas especificas, tais como:

cos(n arccos(x)), xr € [-1,1]
T,.(x) = ¢ cosh(narccosh(x)), |
(—1)"cosh(n arccosh(—z)), = < -1

pt.wikipedia.org/wiki/Polindbmios_de_Tcheby chev 3/8


http://pt.wikipedia.org/wiki/Derivada

10/12/12 Polinémios de Tcheby chev — Wikipédia, a enciclopédia livre

(x —v2?2=1)"+ (z+ /22 -1)"

TH(I) — 2
|n/2] n |n/2] n
_ 2 ke n—=2k — n 2k
= Z (Qk)(I 1)*x T Z (Qk)(l T 7)
k=0 k=0
o [:I) _ (I + ,;IE _ 1)ﬂ+1 _ (I _ ;IE _ 1)ﬂ+1
" 212 — 1
|n/2] |n/2]
_ +1 2 k n—2k _ m n+ 1 vk
2 (Q,rcﬂ)(‘15 e =2 Z_:ﬂ ok 1) =7
Propriedades
Aninhamento

Um colorario imediato da definicdo recursiva dos polindmios de Tchebychev ¢ a proriedade de aninhamento,
ou identidade de composicao:

To(Ton(2)) = Toom().
Ortogonalidade

Ambas os polindmios de primeira e segunda ordem, 7}, e U,,, formam uma sequéncia de polindmios ortogonais.
Os polindémios de primeira ordem sdo ortogonais com relagdo ao peso

1
v1—a2
no mtervalo [—1,1], ou seja:

0 m#m

! dax
(o) Th(z) ——==<¢ 7 n=m=10
/—1 V1—a? /2 tn=m#0

Tal propriedade pode ser provada definindo =+ = cos(1/) e usando a identidade
T, (cos()) = cos(n?). Similarmente os polindmios de segunda ordem sdo ortogonais ao peso

v1— a2

no mtervalo [—1,1], ou seja:
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/1 Up(2)Up(z)V1 — 22 dxr = ! ‘n7m,

1 T/2 n=m.

(Note que o peso 4/1 — 2 ¢, dentro de uma constante de normalizagdo, a densidade da distribuicdo do
semicirculo de Wigne.

Minimo co-norm

Para qualquer n > 1, entre os polindnios de grau n e coeficiente principal 1,

£(2) = sy Tule)

¢ uma fungao onde o valor absoluto maximo no intervalo [—1, 1] é minimo.

O valor maximo nesse caso ¢

1
2?1—1

e |f(x)| atinge 0 maximo exatamente n + 1 vezes em

k
:t:zcosffﬂrl]ikf_in.

Diferenciacao e integracao

As derivadas dos polindmios de Tchebychev podem ser simples de se obter. A diferenciagao dos polindmios
na forma trigonométrica podem ser obtidos pelas formulas:

% =nl,_4

dU,  (n+ 1)1 —2U,

dx 2 —1

d*T, nil, —al,_4 (n+ 1)1, — U,
dzz " 221 - x? -1 '

As duas ultimas formulas podem causar algumas dificuldades numéricas quando x=1 e x=-1. Pode ser
mostrado que:

d*T, . n* — n?

de? | 3

2 4 2
d°T, _ (_Uﬂ_u _
dz? | _ | 3
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Raizes e extremos
Um polindbmio de Tchebychev de grau n tem n raizes raizes simples, chamadas de "nds" de Tchebychev,

compreendidas no intervalo [—1,1]. As raizes sdo muitas vezes chamadas por esse nome porque sao
frequentemente utilizadas na nterpolagdo polinomial. Usando a definigdo trigonométrica e usando a propriedade

cos (% (2% + 1)) — 0

¢ possivel mostrar facilmente que as raizes de 7}, sao

:t:,:;:ms(zb), E=1,...,n.
2 n

Similarmente, as raizes de U,, sdo

:I:;;ZEDE( b ?T)_, E=1,...,n.

n+4+1

Uma pripriedade dos polindmios de Tchebychev de primeira ordem é que no intervalo -1 < x < 1 todos os
maximos e minimos valores sdo -1 ou 1. Dessa forma esses polindmios tem apenas dois valores criticos, tal
como definidos pelos polindmios de Shabat. Ambos os polindmios de primeira ordem e segunda ordem
possuem os extremos no limite de intervalo de definigao das fungdes, sendo dados por:

T,(1)=1
T.(-1) = (-1)"
U,(1)=n+1

Un(—1) = (n+1)(=1)".
Outras Propriedades

= Os polnomios de Tchebychev sdo um caso particular dos polnomios de Gegenbauer, que por sua vez €
caso particular dos polinomios de Jacobi.

= Para todo inteiro # ndo negativo, 7,(x) e U,(x) sdo ambos polindmios de grau n. Eles sdo fungdes
fmpares ou pares de x se n ¢ impar ou par, respectivamente.

= O coeficiente principal de 7}, ¢ 2”'1}} se I<n e 1 se O=n.

= T, sdo casos especiais das curvas de Lissajous com frequéncia relativa igual a n:/.

= Diversas sequéncias de polindmios tais como os polindmios de Lucas polynomials (L,,), polindomios de
Dickson (D,,), polnémios de Fibonacci (F),) estao correlacionados com os polindomios de Tchebyshev
T, e U,.

= Qualquer polindmio arbitrario de grau n pode ser escrito em termos de uma somatoria de polindnios de
Tchebychev de primeira ordem de grau maximo 7. Tal polindmio arbitrario p(x) pode ser escrito como

plx) = Zﬂ a, ().
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Exemplos
Os primeiros cinco polinonios de Tchebyshev de — ———
primeira ordem sio: e / n=0
: II =1
To(z) = 7\ 7
Ti(z) == Ll g L'.i! ;; . X /T
Ty(z) = 227 — 1 “HA K™ A/
T3($):4$3_3I _m:’ﬂ":\_'{('-{.-j" SR B - I
Ty ( 3;) — 8t _ 82 +1 Os primeiros cinco polindmios de Tchebyshev de
primeira ordem no dominio -1<x<1: The flat 7y, 77,
Ti(x) = 162° — 202° 4 5z Ty, T3, 7 and T,
Tp(x) = 322° — 482* + 1827 — 1
Ty(x) = 642" — 1122° + 562° — Tz
Te(x) = 1282° — 2562° + 160" — 322° + 1
To(x) = 2562 — 5762 + 4322° — 1202° + 9z.

Os primeiros cinco polinonios de Tchebyshev de

segunda ordem sdo: ”E "I M;s —
Us(z) = 1 NINAED
Uy(z) =2z _i;a.a: )'II"',J/
Uy(z) = 42 — 1 N
U3(I) — 8$3 —dx _Ij—m”!l R
' 4( 3;) — 167* — 19222 +1 Os primeiros cinco polindmios de Tchebyshev de
segunda ordem no dominio —1 < x < 1: The flat U,
Us(x) = 322° — 322° + 6 Uy, Uy, Us, Uy and Us,
Us(x) = 642° — 80z + 242% — 1
Uz(x) = 12827 — 1922° + 80z° — 8z
Us(x) = 2562° — 4482° + 2402* — 402° + 1
Up(z) = 5122 — 1024z" + 672x° — 1602° + 10z.
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1. 1 Chebyshev polynomials were first presented in: P. L. Chebyshev (1854) "Théorie des mécanismes connus
sous le nom parallelogrammes," Mémoires des Savants étrangers présentes a I'Academie de Saint-Pétersbourg,
vol. 7, pages 539-586.
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