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Resumo

A neurociéncia tem como objetivo entender os mecanismos que regulam o sistema
nervoso, para combater os males existentes associados a fungoes cerebrais, ampliar

o conhecimento no desenvolvimento cognitivo humano, etc.

No presente trabalho estudamos a comunicacao entre neurénios de uma mesma
regiao do cérebro com o propésito na construgao de um modelo matematico que
descreva de forma acurada e exequivel computacionalmente como as informagoes
sdo transmitidas entre as células neuronais. Abordamos o comportamento dos
neurdnios através das equagoes de FiztHugh-Nagumo, construindo um modelo
discreto consistente com o modelo continuo através da estratégia de aumentar cada

vez mais a quantidade de neurénios dentro da rede neural considerada.

Consequentemente obtemos resultados numéricos caracterizados por modelos de
equagoes diferenciais parciais que descrevem a distribuicdo de um potencial de acao
através de equacgoes nao lineares do tipo reacao-difusao-convecgao e um estudo de

convergéncia do modelo discreto.

Palavras-chave: Rede neural, potencial de agao, FitzHugh-Nagumo, EDP.



Abstract

Neuroscience aims to understand the mechanisms that regulate the nervous system,
to fight existing maladier associated with brain functions, to extend the knowledge

in human cognitive development, among others.

In the present work we study the communication between neurons of a region of the
brain with the purpose to construct a mathematical and computationally feasible
model that accurately describes how the information is transmitted between neu-
ronal cells. We approached the behavior of neurons through the FiztHugh-Nagumo
equations, constructing a discrete model consistent with the continuous model
through the strategy of increasing the number of neurons within the considered

neural network.

Consequently we obtain numerical results characterized by models of differential
equations that describe a distribution of an action potential through non-linear
equations of the reaction-diffusion-convection type and a convergence study of the

discrete model.

Keywords: Neural network, action potential, FitzHugh-Nagumo, PDE.
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1 Introducao

Numa representacao multi-escala, estudamos neste trabalho a co-existéncia
de modelos discreto e continuo para simular computacionalmente a dinamica de
redes de neur6nios. Em Canuto e Cattani (2014), essas simulagoes sao baseadas em
grafos, sendo que seus vértices representam neuronios e suas arestas as interagoes
entre eles. A depender do niimero de vértices ou arestas, ha duas abordagens que

podem ser consideradas.

No caso do nimero de vértices e/ou arestas serem pequenos ou moderados, o
grafo pode ser descrito por um sistema acoplado de Equacoes Diferenciais Ordinarias
(EDOs). Do contrario, uma possivel alternativa é embasada na modelagem por um
sistema acoplado de Equagoes Diferenciais Parciais (EDPs), justamente o caso que
estamos interessados. Tal sistema representa um modelo continuo limitado a uma
regiao espacial fixa, com o intuito de caracterizar seu comportamento por meio de

um numero limitado de varidveis.

A ideia central deste trabalho estd na investigacao do processo que envolve a
validagdo do modelo discreto que represente o modelo continuo de maneira acurada.
A metodologia a ser utilizada consiste no aumento do nimero de neurénios no
sistema discreto, sendo modelado por conexoes elétricas. Estas conexdes nao sao
Unicas para representar as interacoes dentro do sistema neural, mas aparecem de
forma natural. Este trabalho foi baseado em Canuto e Cattani (2014) e Cattani
(2014b), e reconsideramos os resultados obtidos anteriormente nestes trabalhos,
derivando de forma mais simples algumas equagoes e adicionando alguns casos que

nao haviam sido considerados.

Este capitulo é divido da seguinte forma: Na secao 1.1 apresentamos um
breve historico sobre neurociéncia e a importancia do seu estudo. Em seguida,
na secao 1.2 trazemos a estrutura organizacional deste trabalho, contendo breves

apresentacoes dos argumentos discorridos nos capitulos subsequentes.
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1.1 Estudo histérico de redes neurais

De acordo com Moraes (2009), o intrigante estudo do comportamento
humano relatado na histéria vem desde 4000 a.C. com os Sumérios, os quais
descreviam a reacao de euforia provocada pelo uso da papoula. Somente em 450
a.C. é que os povos gregos comecgaram a reconhecer o cérebro como ponto central
para relatar as sensagdes humanas. Este reconhecimento esta difundido nas aulas
do filésofo Platao, que foram ministradas em Athenas. Ele acreditava que o cérebro

era o centro dos processos mentais.

O marco para o estudo do encéfalo se deu com o médico romano Galena em
170 a.C. com a introducao da teoria de que o temperamento e o carater humanos
sao resultantes de quatro “humores”, que sao liquidos mantidos nos ventriculos
do cérebro. Tal ideia persistiu por mais de um milénio. Somente em 1543 é que
temos indicios do primeiro livro de anatomia com ilustragoes detalhadas do cérebro
humano, que foi publicado pelo médico europeu Andreas Versalius. Nesta época,

as teorias ja nao eram mais tdo baseadas no empirismo.

Do século XVI aos dias atuais, a neurociéncia vem ganhando destaque
cada vez maior na comunidade cientifica, em particular no século XX com as
inimeras contribuigoes de trabalhos publicados. As pesquisas realizadas no ramo
da neurociéncia exploram mais de uma area do conhecimento, por esse motivo ela
é considerada multidisciplinar e retine diversas especialidades como bioquimica,
biomedicina, estatistica, fisica, matematica, engenharia entre outras que tem por
objetivo apurar o comportamento, os mecanismos de aprendizado e a aquisicao de

conhecimento humanos.

Neste mesmo século, destacamos a importancia da pesquisa de Hodgkin e
Huxley (1952), os quais descrevem um modelo matemético baseado em conduténcia
para expor como os impulsos elétricos, também chamados de potenciais de acao,
sao iniciados e propagados nos neurdnios. Outras pesquisas que destacamos, e que
servirao como base para as simulagoes computacionais deste trabalho, sao as de
FitzHugh (1961) e de Nagumo, Arimoto e Yoshizawa (1962), os quais expoem
um protétipo de um sistema excitavel com o intuito de isolar conceitualmente

as propriedades essencialmente matematicas da excitagao e da propagacao das
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propriedades eletroquimicas do fluxo de ions de sédio e de potéassio.

A Histéria relata que o entendimento sobre o cérebro e o funcionamento dos
mecanismos que regulam todo o sistema nervoso tem sido um dos maiores desafios
desde a Antiguidade. A inquietude de pensadores, filésofos e cientistas mostraram
a importancia do conhecimento do cérebro e de sua funcao no comando do sistema
nervoso, influenciando no aparecimento da neurociéncia que, entre outros fins, se

dedica ao estudo no combate de males existentes que atormentam a humanidade.

1.2 Organizacao do trabalho

E apresentado nesta seciao um sucinto detalhamento dos conceitos a serem
discutidos nos proximos capitulos. A principio, o Capitulo 2 apresenta as técnicas
utilizadas na descri¢cao do problema de modelar uma rede de neurdnios conectados
entre si, que sao propostas na literatura da neurociéncia e engloba desde o sistema
mais completo de Hodgkin-Huxley, até o sistema simplificado de FitzHugh-Nagumo.
No Capitulo 3 é descrita a modelagem do problema para a resolugao espacial via o
modelo discreto de FitzHugh-Nagumo com resultados numéricos. Ja& no Capitulo 4
é apresentada uma generalizagdo do capitulo anterior para a forma bidimensional,
incluindo também resultados numéricos. Por fim, o Capitulo 5 expoe as conclusoes

deste trabalho e as perspectivas futuras.
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2 Modelagem do Problema

Com o intuito de apresentarmos um modelo que descreva a dinamica dos
neuronios, comecamos por uma breve explicacao de cunho bioldgico. Introduzimos
a principio conceitos da fungdo e da estrutura do neurénio, uma unidade funcional
basica do sistema nervoso que é considerada assim desde o Século XIX com o
surgimento da Doutrina do Neuronio proposta pelo neurocientista espanhol
Santiago Ramon y Cajal (1852-1934) até os estudos atuais. Conforme Miiller e
Kuttler (2015), esta unidade permite a recepgao de impulsos elétricos, a difusdo e

a comunicagdo com o sistema nervoso central.

Os neurdnios sao células altamente excitaveis que se comunicam entre si
ou com outras células usando basicamente uma linguagem elétrica. A partir do
controle do sistema nervoso central centrado no cérebro e na medula espinhal, a
informacao estd em constante movimento para a rede de células nervosas no sistema
nervoso periférico. A estrutura basica do neurdnio mielinico esta representada pela

Figura 1 !, a qual é constituida por:

Figura 1 — Neuronio Mielinico

Dendr_itn

L r Jd

Terminais

ucleo
-Citoplasma

Estrutura bésica. Fonte: PsiqgWeb (adaptado)

1 Extraido de: <http://www.psiqweb.med.br /site/?area=NO/LerNoticia&idNoticia=290>
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e Um Corpo Celular ou Soma. E o centro metabdlico do neurénio contendo
o nucleo e o citoplasma da célula e é responsavel pela sintese de todas as

proteinas neuronais.

« Dendritos ou Terminacoes Nervosas. E um terminal de recepcio de estimulos
com pequenas projecoes que se ramificam abundantemente, semelhantes a
galhos de arvores que originam dendritos de menor didmetro e sao responsaveis
pelas conexoes com outras células, capturando estimulos para a transmissao

ao corpo celular.

o Ax0Onio. E um prolongamento longo e fino que se origina do corpo celular
ou de um dendrito principal e apresenta comprimento muito variavel, sendo
responsavel pela conduc¢ao do impulso nervoso que parte do corpo celular,

levando-o a um outro local mais distante.

» Bainha de Mielina. Sao fibras lipidicas nervosas nao continuas que revestem
0 axOnio e exercem um isolamento elétrico, sendo responsavel pela protecao

do axo6nio e pela aceleracao da velocidade de condugao do impulso nervoso.

e Nodulo de Ranvier. E um espacamento isento de bainha de mielina no axénio
permitindo que o impulso nervoso tenha uma conducao saltatoria, ou seja,

sua transmissao se torna ainda mais rapida.

-

o Terminal do Ax6nio ou Terminais de Transmissdo. E uma porc¢ao final do
axonio que também sofre varias ramificagoes para entrar em contato com
outros neurdnios e/ou células (como as células musculares) para a transmissao
do impulso nervoso. Em seu interior sao armazenados os neurotransmissores
quimicos, substancias que fazem um tipo de ponte temporaria para que o

impulso nervoso se propague de um neurdnio a outro.

Dado que os neurdnios formam uma rede de atividades elétricas e conectados
entre si, os impulsos elétricos recebidos pelos dendritos de um neurénio sao levados
ao corpo celular para processa-los e gerar um potencial de a¢ao que viajara ao longo
de toda a extensdo do axdnio para ser transmitido a(s) outra(s) célula(s) pelos

terminais de transmissao. Essa transmissao parte da célula que envia os sinais,
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denominada de neurénio pré-sindptico, e sdo langados para a(s) proxima(s) célula(s),
no caso dos neurdnios sdo chamados de neurdnio(s) pds-sindptico. Este processo de

jungao na comunicacao entre as células caracteriza a sinapse e é identificada como:

o Sinapses Quimicas: O potencial de acdo é convertido em sinais quimicos
e transmitido através de proteinas neurotransmissoras que saem da célula
pre-sinaptica, imergem num pequeno espaco entre as células denominados
de fenda sindptica e interagem com as proteinas receptoras da célula pos-
sinaptica, fazendo com esses sinais quimicos sejam convertidos em sinais
elétricos e o impulso nervoso seja transmitido unidirecionalmente. Este tipo
de sinapse ¢ a mais comum porque a transmissao de informacao é bastante

especifica.

» Sinapses Elétricas: As células neste tipo de comunicacao eletrotonica estao
conectadas por aberturas nas membranas de ambas, formando um tipo de
canal entre neurénios quase vizinhos. De acordo com Keener e Sneyd (1998),
esses canais permitem transmissoes elétricas de baixa resisténcia denominados
de jungoes comunicantes para a transmissao direta do potencial de acao,
podendo ser transmitido uni ou bidirecionalmente. Este tipo de sinapse é
mais utilizada quando a velocidade e a precisao na transmissao do impulso
nervoso ¢ fundamental, como é o caso das células do musculo cardiaco que

precisam fazer contragoes ritmadas das fibras musculares cardiacas.

A ideia béasica das sinapses quimicas e elétricas entre neuronios estao repre-
sentadas pela Figura 2 2. Em organismos humanos hé as duas formas de sinapses. A
transmissao sinaptica faz com que os canais do neurdnio pés-sinaptico se abram em
sua membrana dendritica, ocorrendo a possibilidade de varios canais serem abertos
ao mesmo tempo e provocando uma modificagdo na voltagem do neurdnio. Se essa
modificacao for grande o suficiente para ultrapassar um certo estimulo minimo para
que se transforme em uma resposta a célula, denominado de wvalor critico ou limiar,

entdao o neurénio comeca a disparar potenciais de acao para as outras células.

2 Extraido de: <https://sinapsaprender.wordpress.com />
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Figura 2 — Tipos de Sinapses

) Neurdnio : Neurdnio
Sinal pré-sinaptico Sinal pré-sinéptico
elétrico elétrico
v
<
v <
= & = ) (
S'|n§L Juncao S.m?l > ¥—— Neurotransmissor
elétrico comunicante duimico vq 9 ve
= =
Sinal Sinal - Receptor
elétrico L, elétrico .
Neur6nio pds-sinaptico Neur6nio pds-sinaptico

A esquerda, sinapse elétrica. A direita, sinapse quimica. Fonte: NeuroScienceKno-
wledge

Em conformidade com Kandel et al. (2014) o potencial de agao é produzido
por mudancas temporais na corrente elétrica entre o interior e o exterior da célula, os
quais alteram o potencial elétrico da membrana plasmatica e desvia-o do potencial
de repouso. O potencial de repouso é definido por convencao como sendo uma carga
elétrica de aproximadamente —75 milivolts (mV') entre as faces internas e externas
da membrana do neurdnio antes da ocorréncia da estimulagao/excitacdo da célula
e é gerado pela bomba de sédio (Na™) e potassio (KT ), a qual é responsavel pela
manutencao das concentragoes idonicas do sédio e do potassio através das iniimeras
estruturas proteicas na propria membrana que funcionam como “portoes seletivos”

para a passagem desses ions.

Com a excitagao da célula nervosa, um potencial de acao serd ou nao
disparado dentro do principio do “tudo ou nada”, ou seja, se um estimulo nao
atingir o limiar de excitabilidade implica que nao produzird nada, e se atingir
produzird um potencial de acdo de mesma forma e amplitude, independente da
quantidade do impulso a atingir o limiar. Tal potencial terd seu comportamento
dividido em fases, o qual apresenta um evento fisiolégico associado e que tem
relagao com as alteragoes ocorrentes na membrana em relagao a permeabilidade

idnica. As fases e seus eventos idnicos sao descritos por:
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o Despolarizagao: é a fase em que a membrana se torna muito mais permeavel
aos fons Na™, assim sdao abertos canais de sddio exercendo dominio positivo
nos ions internos da célula e a estimativa de variacdo da carga elétrica em
seu interior é de —75mV a +55mV. Aqui se caracteriza como sendo uma
fase ascendente da carga elétrica na célula, partindo do repouso até seu o
limite maximo de carga suportada, e essa subita variacao na voltagem de
acordo com Roque (2013) perdura por aproximadamente meio milissegundo.
Com o passar do tempo, as cargas serao invertidas e teremos a inversao da

polaridade celular ou simplesmente a despolarizagao.

e Repolarizacao: é a etapa em que ocorre o fechamento dos canais de Na™ e
abertura dos canais de K e sua carga elétrica voltard aos valores da fase
de despolarizacdao, mas ainda teremos alta concentraciao de Na™ intracelu-
larmente e também de K+ fora. Para fazer o balanceamento desses fons, é
ativada a bomba de sddio e potédssio que “joga” trés fons de Nat para fora a
medida que “devolve” dois fons de K para dentro da célula, estabelecendo
assim a homeostase®. Aqui se caracteriza como sendo uma fase descendente

da carga elétrica na célula, a qual retorna ao seu potencial de repouso.

« Hiperpolarizacao: é a etapa em que a célula estda mais negativa do que o seu
potencial de repouso, atingindo um limite minimo aceitavel de ions negativos

e tendo de retornar ao seu ponto de equilibrio.

O neuronio passa por estagios de refratariedade durante todo esse procedi-
mento do potencial de agao, ou seja, a célula nao se excita novamente enquanto o
potencial de repouso nao for restabelecido. Mais precisamente, a refratariedade é
absoluta durante as fases de despolarizacao e repolarizacao porque os canais de Na™
serdo inativados nestes momentos, e na fase da hiperpolarizacao a refratariedade
é relativa porque ainda se encontra hiperpolarizada e a intensidade do estimulo
recebido pela célula devera ser ainda maior do que no comego do potencial de

agao para haver uma nova transmissao. A mudanga quase instantanea no potencial

3 Homeostase é a capacidade do organismo de regular o seu ambiente interno dentro de determi-

nados limites para manter uma condicao estavel, mesmo diante de alteragées impostas pelo
meio ao qual estd inserido.
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produzido pelas despolarizagao e repolarizagao cria um padrao chamado pico de

descarga.

Ainda segundo Roque (2013), potenciais de a¢ao sdo bastante importantes
na comunicacio entre neurdnios porque alteram o potencial de membrana * definido
por v, e se propaga por grandes distancias sem sofrerem atenuacgoes. A importancia
do limiar é a de impedir que variagoes aleatorias no potencial de membrana consigam
produzir potenciais de agao. Se o estimulo recebido pela célula nao for suficiente
para atingir o limiar, o potencial de acao nao sera propagado e serao denominados
de estimulos subliminares. A ideia basica da dindmica de um potencial de a¢ao em
um neurdnio estd representada pela Figura 3 °, o qual é a relacao entre o potencial

de membrana em milivolts mV e o tempo em milissegundos ms.

Figura 3 — Potencial de Acao
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Fonte: Baseado em Sala BioQuimica - Fabio Dias Magalhaes

A estrutura da geracao do potencial de ac¢ao foi explicada por Alan Lloyd
Hodgkin e Andrew Fielding Huxley, os quais trabalharam em paralelo com expe-
rimentos para investigar um padrao de ativagao de um ganglio. De acordo com
Mandal (2014) um ganglio é um aglomerado de células nervosas encontradas no

sistema nervoso periférico. Esses experimentos feitos em axonios gigantes de lula sao

4O potencial de membrana ou potencial transmembranar é a diferenca de potencial elétrico

entre os meios intra e extracelular
> Extraido de: <http://salabioquimica.blogspot.com.br/2014/04/
o-que-e-o-impulso-nervoso-potencial-de.html>


http://salabioquimica.blogspot.com.br/2014/04/o-que-e-o-impulso-nervoso-potencial-de.html
http://salabioquimica.blogspot.com.br/2014/04/o-que-e-o-impulso-nervoso-potencial-de.html

Capitulo 2. Modelagem do Problema 22

experiéncias de patch-clamp °, que segundo Miiller e Kuttler (2015) eles utilizavam
uma espécie de agulha inserida no ganglio para medir a tensao entre o interior e o
exterior do préprio ganglio e em seguida um dado estimulo era aplicado a célula. O

principal trabalho resultante dessas investigagoes sera descrito na secao seguinte.

2.1 As Equacoes de Hodgkin-Huxley

Em 1952 Hodgkin e Huxley publicaram em um dos seus trabalhos uma
pesquisa que caracterizava um modelo matematico que descrevia o comportamento
dos potenciais de acao em neurénios baseado na condutancia da célula, pois além
de sua membrana semi-permeavel separar o interior da célula a partir do liquido
extra-celular, ela também atua como um capacitor acumulando carga elétrica para

libera-la num momento especifico causando um desequilibrio interno na célula.

Em concordancia com Nagumo, Arimoto e Yoshizawa (1962), a corrente
elétrica pode ser transportada através de qualquer membrana pela conducgao do
capacitor C); que representa a bicamada lipidica da membrana ou pelo movimento
de fons através das resisténcias em paralelo com o capacitor. Quando um estimulo
externo [/ ¢ injetado para dentro da célula, ou ¢ adicionado mais carga ao capacitor
ou ¢ dissipado através de alguns canais na membrana da célula chamados canais

de fuga ou canais de dispersao.

Com o intuito de simplificar a explicagdo de como obtiveram seu modelo,
Hodgkin e Huxley associaram um circuito elétrico adequado a uma membrana
isopotencial © de um neurdnio com transmissio via sinapses elétricas unidirecionais.
Tal circuito estd representado na Figura 4, uma vez que os fluxos de fons sao
controlados por seus respectivos canais e sao equivalentemente substituidos por
respectivas resisténcias. Um estudo mais detalhado sobre a relagao de um circuito

elétrico e a célula neural pode ser consultado em Barranco et al. (1991).

Conforme Cattani (2014b), modelos deste tipo consideram que o niimero

de canais sao suficientemente grandes com relagdo aos eventos individuais de

6 Conforme Carlini (2016) o Patch-Clamp é uma poderosa técnica para estudar a atividade

elétrica de células, em particular de neurdnios.
Uma membrana isopotencial quer dizer que o potencial transmembranar é constante em todo
o circuito que representa a membrana.
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Figura 4 — Circuito Elétrico

EXTRACELULAR L
Inat I+ Ir
ey Rya+ R+ Ry,
Cm E
____LENCL — iEK — LEL
INTRACELULAR

Representacao do comportamento da membrana isopotencial por um circuito
elétrico. No modelo do circuito, C)y; representa a capacidade da membrana em
armazenar uma carga elétrica (ou simplesmente capacitdncia da membrana), I¢c a
capacitancia da corrente, F¥ o potencial de membrana e Ryq+, Eng+, R+, Ex+,
Ry e Ey representam as resisténcias dos canais e os potenciais de equilibrio dos
ions de sodio, potassio e de fuga, respectivamente. Fonte: Baseado em Nagumo,
Arimoto e Yoshizawa (1962)

propagacao dos impulsos elétricos e os canais nao estao dispostos de qualquer
forma a qual permitam interagoes locais entre um pequeno ntimero de canais.
Igualmente a Miiller e Kuttler (2015) podemos afirmar que este modelo descreve as
dinamicas para potenciais de membrana ou simplesmente da voltagem que passa
pela membrana, como sendo a diferenca entre os potenciais elétricos intracelular e

o extracelular, ou seja,
V(t) - Vvinte'rior - Vemtem'm" . (21)

Para efeitos em seus experimentos, Hodgkin e Huxley mantiveram as concen-

tragoes ionicas de repouso do axonio gigante da lula a uma temperatura constante
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de 20°C e o equilibrio dindmico da célula. Pela equacio de Nernst®, eles consegui-
ram calcular o potencial de equilibrio para cada ion, obtendo Vig+ = —7bmV e
Vet = +55mV, 0s quais sdo respectivamente os valores minimo e maximo que a

carga elétrica atinge na fase de despolarizagao.

Procedendo como Murray (2002) na obtencao das equagoes de Hodgkin-
Huxley, temos que a corrente total da membrana é produzida pela contribuicao da
variacao temporal do potencial de membrana e pelo fluxo das correntes idnicas que

passam através da membrana. Assim temos

I(t) =Cy (iV(t) + L;(t), (2.2)

onde o fluxo total I; representa o fluxo dos ions de sédio, de potassio e de todos os
outros ions que carateriza o fluxo de fuga, os quais em concordancia com Roque

(2013) sao formados por fons de cloro C1~, de célcio C'a** e orgAnicos A~. Assim,

[i:INa++[K++[L- (23)

As imposigoes feitas em (2.3) por Hodgkin e Huxley foram baseadas na
lei do Ohm quando mantiveram a razao entre tensao e corrente elétrica entre os
extremos e a temperatura constantes, e na lei de Kirchhoff quando convencionaram
que a intensidade da corrente elétrica é a mesma ao longo de todo o neurénio, nao
havendo criacdo nem extincao de energia. Como tensdo e corrente sao proporcionais’

e supondo que todos os canais de ions estdao abertos, obtemos

I, =r,(V-V,), paray=Na",K"elL. (2.4)

O fluxo de cada ion segundo Miiller e Kuttler (2015) depende da voltagem
de V(t) e da condi¢do de permeabilidade de cada canal que é controlada pela
tensao de V(t). Deste modo cada fluxo é associado a uma condutancia e a uma

forca condutora que é devido as diferencas nas concentragoes de ions dos meios

RT C i
8 Equacdo de Nernst: V = —— In []exﬂ ,onde R é a constante dos gases, T é a temperatura
zF [C]interior
absoluta, F' é a constante de Faraday, e [C] e z sd0 a concentragio e a valéncia do fon considerado,

respectivamente.
9 Pela lei de Ohm em que V = RI
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extra e intracelular do neurénio, os quais sao obtidos pela equacao de Nernst e sao
denominados de Vi,+, Vi+ e V. Salientamos que essas condutancias estao ligadas
com as resisténcias da Figura 4 pelas seguintes relagoes:
G, =5 =#hy, paray=Na", K" elL. (2.5)
R,
Em concordancia com os resultados obtidos em seus experimentos, Hodgkin

e Huxley modelaram a conduténcia ionica de cada canal separadamente definindo

Tnat = gnam’h,  Giv =gxn' e g, =gz, (2.6)

onde cada g, representa o valor maximo da condutancia idnica, e m, n e h sao as
probabilidades dos canais de ions estarem ativados ou desativados. Separadamente,
a variaveis de crescimento m e decrescimento h do potencial de ac¢ao representam a
ativacao e a desativacao do canal de Na™, respectivamente, enquanto que a varidvel
de recuperacao n do potencial de repouso comanda a ativagao da permeabilidade

do canal de K. Essas probabilidades sao determinadas pelas seguintes equacoes:

dm

B — 1 — —

% (1 —m) = Bym,

" an-nn s
dh

As funcoes o e 35, para j = m, n, h, sao desconhecidas porém, determinadas
por ajustes as curvas obtidas nos experimentos das alteragdes da condutancia de
cada canal. Em Keener e Sneyd (1998), as expressoes das fungoes de a e 3, em

unidades de (ms)™!, sdo apresentadas como segue:

25—V -V
a, = 0,1 <25 — V) . ’ ﬁm = 46Xp (18> )
exp 10
-V 1
ap = 0,076Xp () s Bha = — )
20 exp (30 V) 1 (2.8)
10
10 — _
a, = 0,01 0=V B, = 0,125exp (85) :




Capitulo 2. Modelagem do Problema 26

9gNa = 1207 g = 367 gL = Oa3a € Cm =1.

Para as expressoes anteriores, as unidades do potencial v é em mV/, da
densidade da corrente I é em pA/cm®, das condutincias g, ¢ em ms/ cm’ e da
capacitancia C,, é em uF/ cm2, com potenciais de equilibrio Vy, = 120, Vi = —12
e Vi, = 10,6. Para um detalhamento do estudo na modelagem das condutancias
ionicas em cada canal, consultar Hodgkin e Huxley (1952) e Miiller e Kuttler (2015).
Reescrevendo (2.3) empregando as defini¢es (2.4), (2.5) e (2.6), temos

Ii = gnam®h (V = Vo) + gen* (V = Vi) + 9. (V = V), (2.9)

e se uma corrente aplicada ao neurénio I,,, ¢ imposta, usaremos (2.9) em (2.2)

para calcularmos a variagao temporal da membrana, que sera dada por

dv
Cur At INa m*h (V= Via) = g n* (V= Vi) = g1 (V = Vi) + Lpp . (2.10)

Desta forma, pela junc¢ao de (2.10) com (2.7), obtemos
dV

v = ~9na m*h (V= Vo) = g0 (V = Vi) = gr (V = Vi) + Ly,
dm

ame 1—m)—

% am( m) — Bmm,

j{; = ap(l—n) = Bun,

dh

B = 1—h)— 06, h.

& an( ) — B

(2.11)

Este sistema acoplado de equagoes diferenciais nao-lineares é o modelo de

Hodgkin-Huxley e é complementado por condigoes inicias adequadas.

2.2 Andlise Qualitativa das Equacdes de Hodgkin-Huxley

Durante a década de 1960 Richard FitzHugh apresentou trabalhos como
FitzHugh (1960) e FitzHugh (1961) onde abordavam uma andlise qualitativa
frutuosa do modelo de Hodgkin-Huxley representado por (2.11). Em conformidade

com Keener e Sneyd (1998) a abordagem de FitzHugh estd fundamentada no fato
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que algumas das variaveis do modelo possuem cinética rapida como é o caso de V'
e m as quais sdo chamadas de varidveis rdpidas'®, e outras possuem cinética lenta
como ¢ o caso de n e h as quais sao chamadas de varidveis lentas'!'. Dessa forma,
como afirma Roque (2013), durante a fase inicial do potencial de acdo as varidveis

n e h permanecem essencialmente constantes enquanto V' e m variam.

Com referéncia a essa abordagem, em FitzHugh (1960) foi destacado que nas
equagoes de Hodgkin-Huxley os espacos de fase 2 (V,m, n, h) podem ser divididos
em dois subsistemas: um constituido pelas varidveis rapidas (V,m) e um outro
pelas varidveis lentas (n,h). A estratégia utilizada por FitzHugh foi considerar
apenas duas das quatro variaveis, permitindo que o espaco de fase total de quatro
dimensoes pudesse ser reduzido e simplificado. Essa redugao da dimensionalidade

do modelo de Hodgkin-Huxley foi obtida através das seguintes andlises:

o Pela fixacao das varidveis lentas n e h em seus respectivos estados de repouso
ng € hg, considerando-as como a resposta de V e m apds um estimulo e
tornando o comportamento do modelo como funcao somente das variaveis
rapidas. Isso caracteriza o plano de fase rdipido. Por conseguinte, as equagoes
do modelo de Hodgkin-Huxley se reduzem ao seguinte sistema de duas

equagoes diferenciais:

dVv
Oy g = —9vam’ho (V = Viva) = gieng (V = Vic) = 9o (V = Vi) + Lupp
d
d—? = ap(l—m)—LB,m.

(2.12)

o Pela eliminacao das variaveis m e h, ja que a variacao temporal da variavel
rapida m é de maneira mais rapida que a variavel V', assim aproxima-se
o valor m para o seu estado de equilibrio m., e eliminando uma variavel

rapida, e h e n se comportam de maneira aproximadamente simétrica, assim

10O potencial de membrana V varia a medida que a ativacio m dos canais de Na™t é feita,
ambos variando rapidamente.

1A ativacdo n dos canais de KT varia a medida que a inativacio h dos canais de Na™ é feita,
ambos variando lentamente.

12 Para um melhor entendimento sobre a definicio de espacos de fase, consultar a secio 1.4
Classificagao de Sistemas Planares em Doering e Lopes (2007)
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¢é imposto que h = 0,8 — n por todo o tempo, eliminado uma das variaveis
lentas. Isso caracteriza o plano de fase rdpido-lento. Consequentemente, as
equacgoes do modelo de Hodgkin-Huxley se reduzem ao seguinte sistema de

duas equagoes diferenciais:

dv
Cu o = e m3,(0,8 —n) (V — Vya) — g n* (V — Vi)
—gL (V = VL) + Lapp , (2.13)
dn
i = 1— — .
dt an( n) Bnn

Foram estudados com os sistemas dados em (2.12) e (2.13) as trajetérias na
determinacio das curvas chamadas isoclinas '* por ser(em) capaz(es) de determinar
seu(s) ponto(s) de pseudo-equilibrio do sistema completo com o intuito de concluir
uma analise qualitativa do comportamento que o potencial de agao sofre com a
influéncia de cada variavel do modelo de Hodgkin-Huxley. Em ambas as abordagens
acima descritas, suas analises qualitativas podem ser consultadas em FitzHugh
(1960), ou em Roque (2013) ou em Keener e Sneyd (1998).

Baseado nas ideias dessas reducoes do modelo de Hodgkin-Huxley, surgiram
varias propostas de modelos reduzidos de trés ou duas dimensoes com o objetivo de
tornarem mais faceis sua manipulacao algébrica, com uma estrutura matematica
menos complicada de ser calculada e abordando a esséncia da dinamica de alguns
processos envolvidos no potencial de membrana de um neuronio para um melhor
entendimento desse fendomeno neuro-elétrico. Um desses modelos bidimensionais

sera detalhado a seguir.

2.3 As Equacoes de FitzHugh-Nagumo

Durante a década de 1950 e enquanto simulava o modelo de Hodgkin-
Huxley em um computador analdgico, Richard FitzHugh comecou a criar um
dos modelos mais influentes na dindmica de células excitaveis, que mais tarde

é intitulado como modelo de FitzHugh-Nagumo, um dos principais modelos de

13 Como afirma Roque (2013), uma iséclina é uma curva no plano (z1, z2) ao longo da qual a
derivada temporal de uma de duas varidveis (1 = dz/dt ou o = dxy/dt) é constante.
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disparos neurais descrevendo os padroes de como os potenciais de agao sao iniciados
e propagados em neuronios. Tal modelo se tornou uma ferramenta padrao em
neurociéncia computacional, em dinamicas cardiacas, em sistemas da reacao-difusao
e em muitas outras areas da matematica aplicada. As equacoes contidas em seu
modelo foram semelhantes as equagoes que descreviam um circuito eletrénico

chamado de multivibrador estavel.

Relativamente a mesma época o engenheiro japonés Jin-Ichi Nagumo cons-
truia um circuito eletronico composto por um tunel de diodos. Tais diodos tinham
a caracteristica de uma curva de tensao-corrente elétrica semelhante a forma cubica
utilizada nas equacoes propostas do FitzHugh. Este trabalho foi publicado em
Nagumo, Arimoto e Yoshizawa (1962) em que continha sua proposta de um circuito
elétrico o qual foi modelado matematicamente de forma compativel com as equacoes
de FitzHugh.

Assim FitzHugh e Nagumo representaram qualitativamente a dindmica do
potencial de agao de forma generalizada, sendo descrita por um sistema nao-linear
adimensionalizado, denominado de modelo de FitzHugh-Nagumo, composto por
duas equagoes diferenciais acopladas constituidas por uma fun¢ao polinomial nao-
linear f(v, r) : R x R — R e uma outra linear g(v, r) : R x R — R, dado por

dv
E = f(vu T) )
(2.14)
dr_ (v, 1)
dt - €g ) ’

em que a varidvel excitatdria v(t) descreve a parte da excitabilidade do sistema
que esta relacionado aos {ons de Na™ e resume o comportamento das variacoes
temporais de V' e m do sistema de Hodgkin-Huxley, a varidvel de recuperagdao r(t)
descreve a parte da recuperacao do estado de repouso pela membrana logo apds um
potencial de agao e resume o comportamento das variacoes de n e h, e o parametro
0 < € < 1 descreve a proporcao das escalas de tempo das variaveis v e r, visto que
tal modelo reduzido de FitzHugh-Nagumo foi extraido do plano de fase rapido-lento

do modelo de Hodgkin-Huxley em que v é a variavel rapida e r é a variavel lenta.

A motivacao para o modelo de FitzHugh-Nagumo foi isolar conceitualmente

as propriedades essencialmente matematicas de excitacdo e propagacgdo das propri-
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edades eletroquimicas do fluxo de fons de Na™ e K*. Como a varidvel v tem uma
nao-linearidade cubica semelhante a voltagem que permite uma auto-excitagao
regenerativa via resposta positiva e a variavel r tem uma dinamica linear que fornece
uma resposta mais lenta que v e é negativa, dessa forma e em concordancia com
Miller e Kuttler (2015) as equagodes diferenciais ordinarias mais simples utilizadas
para descrever os comportamentos de cada variavel e utilizando as notagoes de
Murray (2002) sao dadas por

dv
S P 2.1
Yoo v (2.15)
d
d—: = bv—cr, (2.16)

em que a adigao de “—r” ao lado direito da Equacgao 2.15 é para controlar a variavel
excitatoria v, pois a redugao da ativagdo de v é dada quando r torna-se positivo e
o produto € g(v, r) é representado pela fungao linear dada em (2.16). Dessa forma,

o modelo de FitzZHugh-Nagumo ¢é apresentado como

((ij: = —v(a—v)(1—v)—r+ I,

(2.17)
dr_ bv—cr
e ’

nos quais J4p, ¢ a magnitude do estimulo externo aplicado ao neurdnio e os parame-
tros a, b, ¢ € Ry. Segundo Assis, Miranda e Cavalcante (2010) a nao linearidade
na forma ctbica da primeira equacao do sistema tem o propoésito de simular de
forma realistica a relagdo tensao-corrente elétrica para a membrana neural, e que as
equagodes originais que compdem o modelo de FitzHugh-Nagumo foram escaladas
de modo a tornarem as grandezas v e r adimensionais, tornando-o proveitoso a

andlise qualitativa de um sistema dindmico.

Essa analise é feita em quatro etapas, em que obtém-se o valor da variavel r,
determina-se o comportamento do sistema rapido associado a (2.17) quando a taxa
de variacao de r é nula, determina-se o comportamento do sistema lento quando a
taxa de variacao de v é nula, e analisa-se ambas as trajetorias juntas num sistema
rapido-lento. Para maiores detalhes dessa andlise, consultar Miiller e Kuttler (2015)
no qual é utilizado a teoria de pertubagao singular para extrair as dindmicas do

sistema.
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A existéncia de um ou mais estados de equilibrio para o sistema descrito
por (2.17) é dada pela andlise de suas iséclinas nulas, as quais a intersecao das
duas iséclinas caracteriza justamente o estado de equilibrio. A obtencao de cada

isoclina nula é dada da seguinte forma:

flo,r)=0 = r=—-v(a—v)(1—v)+ Ly, (2.18)
g, r) =0 = rzbcv, (2.19)

em que os pontos (v, r) satisfazendo (2.18) e (2.19) equivalem aos estados nos quais
apenas a voltagem através da membrana e a recuperacao do estado de repouso
ndo variam com o tempo, respectivamente. Somente ha garantia da existéncia de
um tunico estado de equilibrio a depender da escolha do conjunto de parametros
utilizados no modelo. Segundo Cattani (2014b) esta escolha para o modelo dado

por (2.17) esta associada a satisfazer seguinte desigualdade

b a>—a+1
b +1 2.20
C 3 M ( )

e adotando os mesmos valores para os parametros, exibimos na Figura 5 as isoclinas

nulas e o tnico estado de equilibrio do modelo.

Seguindo as defini¢goes de Glendinning (1994), os estados de equilibrio
para um sistema dindmico podem ser classificados como estdveis, assintoticamente
estdveis ou instdveis. Munido da hip6tese estabelecida em (2.20) e de acordo com
as coordenadas dos estados de equilibrio mostrados na Figura 5, hd duas possiveis
descrigoes para a solucao do sistema e sao expostas na Figura 6. Para uma analise
mais completa sobre a analise de estabilidade do modelo de FitzHugh-Nagumo,
consultar FitzHugh (1961), ou Assis, Miranda e Cavalcante (2010) ou Cattani

(2014b). Uma andlise com mais rigor matematico encontra-se em Jones (1984).
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Figura 5 — Anélise das Isoclinas Nulas
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Is6clinas nulas obtidas através das imposigoes feitas em (2.18) e (2.19) utilizando
os parametros a = 0,25, b = 0,001 e ¢ = 0,003 que satisfazem a condi¢ao imposta
por (2.20). Em ambas as figuras obtemos um tnico estado de equilibrio de v (ou
valor estacionario para v), que estd sendo representado pelo ponto em amarelo
na intersecao das curvas de f(v, ) e g(v, r). Na figura da parte superior nao ha
injecao de estimulo, ou seja, I,,, = 0, logo obtemos que o estado de equilibrio esta
localizado em (0, 0). J& na figura da parte inferior hd um pequeno estimulo aplicado,
I.,, = 0,1, portanto o ponto de equilibrio esta localizado em (0,44232, 0,14744),
aproximadamente. Fonte: Baseado em Cattani (2014b)
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Figura 6 — Analise da Solucao do Sistema
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Is6clinas nulas obtidas através das imposigoes feitas em (2.18) e (2.19) utilizando os
parametros a = 0,25, b = 0,001 e ¢ = 0,003 que satisfazem a condi¢ao imposta por
(2.20). Na figura da parte superior ndo ha injegao de estimulo, ou seja, I,,, =0, € 0
sistema tem um tnico estado de equilibrio localizado em (0, 0). A curva em vermelho
é a solugao do sistema com a condigdo inicial (vy = —0,2, ro = —0,2) representando
a evolucao temporal das variaveis de estado do sistema, assim obtemos que a solucao
do sistema ¢ estavel. Na figura da parte inferior hda um pequeno estimulo aplicado,
I.pp = 0,1, e o sistema tem um tnico estado de equilibrio em (0,44232, 0,14744),
aproximadamente, que € instavel. A solucao esta representando uma érbita periédica
globalmente estavel gerada pelo estado de equilibrio instavel e implicando em uma
periodicidade. Fonte: Baseado em Cattani (2014b)
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3 Dinamica Unidimensional

Por volta dos tltimos 50 a 60 anos, inimeros trabalhos relacionados a
neurociéncia computacional vem ganhando destaque com o uso de redes neurais
com um grande nimero de células e com uma maior quantidade de propriedades
que as caracterizem cada vez mais fidedignas ao modelo biolégico, tornando-as mais
complexas. Para abordar as dindmicas nas transmissoes dos impulsos elétricos entre
os neuronios, vamos descrever tais comportamentos nas redes neurais através da
escolha do modelo de FitzHugh-Nagumo e definindo convenientemente as interagoes

entre essas células.

Evidenciamos que no corrente trabalho serao considerados neuronios ele-
tronicamente compactos', assim o neurénio pode ser retratado adequadamente
por um unico potencial via as Equacoes Diferenciais Ordinarias associadas ao
modelo de FitzHugh-Nagumo. Nao obstante aos trabalhos feitos com redes neurais
constituidas por neurénios interligados por sinapses quimicas, utilizaremos ape-
nas interagoes por sinapses elétricas, visto que esse tipo de conexao é altamente
presente no sistema nervoso. Por simplicidade tais sinapses serao unidirecionais e
por serem morfologicamente equivalentes, utilizamos indiferentemente os termos

jungoes comunicantes e sinapses elétricas.

Segundo Ermentrout e Terman (2010) essas jungoes funcionam como resis-
tores na conexao entre duas células, e uma corrente elétrica gerada Iyq, ¢ convencio-
nada numa sinapse elétrica como sendo proporcional a diferenca entre os potenciais

de agdo v dos neuronios pos-sinapticos e pré-sinapticos, ou seja, para algum C' > 0
Lgap = C (Vpos — Vpre) (3.1)

em que C esta representando a condutancia da junc¢ao comunicante. Deste modo
podemos estabelecer pela Equacao 3.1 uma forma de medir um acoplamento de

difusao entre neurdnios vizinhos.

L Neurénios eletronicamente compactos sdo neurénios que produzem altas resisténcias longitudi-

nais os quais podem ter potenciais de membrana relativamente uniforme através de todas as
suas superficies.
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Para modelar uma rede neural serd considerado que nao ha heterogeneidade
entre as células e que cada neuronio ¢ um elemento excitavel, assim podemos explorar
o modelo de FitzHugh-Nagumo dado em (2.17). Com essa ideia formulada de rede
neural com acoplamento elétrico entre os neurdnios, analisamos o comportamento

desta rede a medida que o nimero de neurdnios N tender a infinito.

Neste capitulo, depois de estruturado o modelo de rede neural idealizada
com acoplamento do tipo elétrico entre os neuronios, examinamos a “passagem do
limite” com o nimero de neurdnios aumentando enquanto permanecem confinados
em uma regiao espacial delimitada e fixa, fazendo com que o coeficiente de pro-
porcionalidade (3.1) dependa do nimero total de neurdnios de acordo com alguma
imposicao especifica. O intuito disso é o de obter um limite continuo nao-trivial
para alcancarmos uma boa acuracia do nosso modelo discreto em comparacao ao
modelo continuo, expondo evidéncias numéricas para a comprovagao dos resultados

tedricos que serao apresentados.

Em concordancia com Cattani (2014b), o argumento mais conveniente para
a descricao da dinamica do potencial de acao dentro da rede neural é alicercado
na teoria dos grafos, o qual serd o nosso ponto de partida. Assim conseguimos
mais facilmente estabelecer que as conexdes entre neurdénios satisfagam uma regra
especifica e que o alcance dessas interagoes possam ser estendidas com os neuronios
vizinhos nao-adjacentes. No contexto biologico as interagoes entre neurdnios vizinhos
nao tao proximos implica que ha alcance dos axdnios entre neuronios longe daqueles

que geram o potencial de agao, como ¢ tipico na estrutura cerebral.

3.1 Acoplamento difusivo dentro da rede neural

Para apresentar um modelo discreto concernente a uma rede neural com
conexoes do tipo elétrica e baseado no modelo de FitzHugh-Nagumo apresentado em
(2.17), faremos mais algumas consideragoes e apresentamos uma pequena introdugao
dos conceitos basicos da teoria dos grafos. Supomos que nossa rede neural contém

N neuronios identificados pelos indices i =1, ..., N .

De acordo com Bapat, Kalita e Pati (2012) um grafo G é um par (V, E) em

que V=V(G)={1, ..., N} éo conjunto de vértices ao qual associamos a posi¢ao
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espacial dos neurénios distribuidos em nossa rede neural, e £ = E(G) C VXV éo
conjunto de arestas ao qual associamos as conexoes entre os neuroénios. Considerando
um grafo genérico G sob os vértices 1, ... , N, apontamos (i, j) € F(G) para indicar
que ha uma aresta do vértice ¢ para o vértice 7. Um pequeno exemplo de grafo é

mostrado na Figura 7.

Figura 7 — Grafo Orientado G

Exemplo bésico de grafo bidirecional em que V(G) = {1, 2, 3,4} ¢ E(G) =
{(1,2), (1, 4), (2,1), (2, 3), (3,2), (3,4), (4, 3), (4, 1)}, ou seja, cada vértice
comunica-se apenas com os vértices adjacentes, seguindo as consideragoes de
comunicagoes simétricas ja citadas. Fonte: Baseado em Bapat, Kalita e Pati (2012).

A matriz de adjacéncia de uma matriz genérica G serd denotada por

A% = [a;;] v,y Cujas entradas sdo tais que:

a;; =0 se (i, 5) ¢ E(G),
a;; = d caso contrario,
emquei, j=1,...,N eo peso d serd escolhido mais adiante. Note que a;; = 0. O

nimero de arestas incidentes em um vértice ¢ de G' é denominado de grau do vértice
i . Adotemos como D% uma matriz diagonal chamada de matriz grau, denotada

por D¢ = diag (d;) e definida de modo que
N
di:zaij, \V/Z:]_,,N
j=1

Com isso inserimos a matriz Laplaciana denotada por LY definida como

LY = DY — A¢
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em que ¢ uma matriz N x N cujos elementos sao dados por

di sei=17,
LG =14 —ay se (i, j) € B(G), (3.3)
0  caso contrario.

Segundo Cattani (2014a) e explorando os conceitos da teoria dos grafos,
supomos que cada célula da nossa rede neural estd conectada com um ntmero
finito de outras. Consideramos que os indices dos neurdnios estao prescritos ao
longo dos nos de uma grafo unidimensional com periodicidade, tomando a ideia de

representar essa rede neural por uma circunferéncia como mostra a Figura 8.

Figura 8 - Rede Neural

SN
% N

Representagao da rede neural dada pelos vértices do grafo. Os indices dos neuronios
estao ordenados ao longo dos nés de uma corrente fechada unidimensional na ideia
de uma circunferéncia e suas respectivas conexoes com os neuronios adjacentes
dadas pelas semi-circunferéncias. Fonte: Baseado em Cattani (2014a).

Por (3.3) e pela suposigdao de considerarmos uma disposigao espacial para
cada neuronio de tal maneira que sua comunicacao seja simétrica e apenas com
seus neurdnios adjacentes, ou seja, tal comunicacao sera apenas com os neurénios
da esquerda e da direita, a matriz Laplaciana L® serd uma matriz esparsa cujas

elementos sao dados da seguinte maneira:

e A primeira linha é dada por

d@2 —10 --- 0 —1); (3.4)
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e A N-ésima linha é dada por

e A i-ésima linha, para i # 1 e ¢ # N, é dada por

d© -+ 0 -12 —1 0 --- 0 ) (3.6)

j—2 N—j—1

Desta forma o grafico correspondente a (3.4)-(3.6) é dado pela Figura 8 e sua

representacao matricial sera

o que de acordo com Kalman e White (2001) é uma matriz circulante. Observe que

se LY € RMN a matriz (3.7) é definida como

2d set1 =7,
LiGj: —d semody o |1 —j|=1,

0 caso contrario.

Obtemos da matriz Laplaciana (3.7) que o nimero de conexoes para cada
neuronio ¢ ¢ mostrado na diagonal principal ao passo que os neurénios interligados
que induz algum efeito ao neurdnio ¢ sao dados pelos neurénios i — 1 e ¢ 4+ 1. Assim,
o modelo de FitzHugh-Nagumo (2.17), sem a aplicagao de um estimulo externo,

pode ser reescrito na forma matricial como
v = f(v,r)+ L% v
r = g(v,r)
em que v=uv;, r=r; f(v,r)= f(v;, ;) e g(v, r) = g(v;, ;) . Uma forma para

descrever a periodicidade da rede neural como mostrada pelo grafo da Figura 8 e

pelas consideragoes (3.4) e (3.5) é pensar como a resposta do potencial de agao no
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primeiro neurénio sera igual ao ultimo da rede neural e vice-versa, e as respostas
dos demais neurdnios serao dadas de forma ciclica. Desse modo podemos escrever

a periodicidade da rede neural como

Vg=UN € Uyun=0;, VwWEZ e Vi=1,...,N. (3.8)

Admitimos que os neurdnios da nossa rede sdo células idénticas, implicando
na reproducao da mesma dindmica em todos os neurénios quando estimuladas
do mesmo modo. Supomos que a velocidade nas trocas de comunicagoes entre os
neurdnios serd infinita, descartando a possibilidade de “retardo” 2. Para formalizar
o modelo que descreve a dinamica do potencial de acao dentro da rede neural
idealizada, ressaltamos o modelo de FitzHugh-Nagumo (2.17) por ser mais adequado

e mais tratavel tanto em sua forma analitica quanto em sua forma numérica.

Desta maneira, discretizamos o sistema de equacoes de FitzHugh-Nagumo
para cada neurénio de indice ¢ = 1, ... , N dentro da nossa rede neural sem a
incidéncia de estimulo externo, apenas com uma condicao inicial imposta. O modelo

de FitzHugh-Nagumo com acoplamento do termo de difusdo serd expresso por

b= (05, )+ Y oy = 00, 39

T'i = g(vi7 Ti) )

em que o somatoério indica a influéncia sobre o i-ésimo neurénio de todos os n
neur6nios ligados a ele, produzindo assim um efeito de difusao do potencial de acao

através de todos os neurénios da rede, e as func¢oes sdo dadas por
foi, ) = —vi(a—v) (1 —v;)—r; e g(v, r) =bv;, —cr;.

Assumimos em (3.2) que todos os pesos serao iguais, a;; = d para algum d > 0, o
qual chamamos de coeficiente de difusdo e excluimos a possibilidade de um neurénio
ser conectado a si mesmo. Desta forma exploramos a matriz de adjacéncia (3.2) e
assumimos a regra do acoplamento de difusdo nas jungoes comunicantes (3.1) para

as interagoes entre neuronios adjacentes.

2 Retardo ou delay é um termo técnico utilizado para qualificar um atraso no sinal de um

circuito eletronico.
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Para representar a dinamica do potencial de acao dentro de uma rede neural
unidimensional, retomamos a ideia da representacao dada pela Figura 8 em que
cada neuronio ocupa a posicao espacial x; numa regiao limitada e independente de

N, a qual representamos pelo intervalo B = [0, 1]. Desta forma temos
r;=(t—1)0x, paral<i<N,

em que N é o nimero de elementos igualmente espacados ao longo da rede neural.
Assim temos que a distancia entre quaisquer dois neurdnios adjacentes sera dada

por 6x = 1/N e admitimos as condigoes de fronteiras periddicas (3.8).

Como os neurénios sao distribuidos uniformemente, a distancia entre quais-
quer dois neurdnios serd proporcional a distancia entre quaisquer dois neuronios
adjacentes, caracterizando esta rede neural de forma homogénea. Contudo, a dis-
tancia dx entre quaisquer dois neuronios adjacentes tendera a zero a medida que a
quantidade de neurdnios N tender a infinito. Com isso descrevemos o comporta-
mento da rede neural quando

lim dz(N) =0,

N—oo

a fim de identificarmos condigoes as quais levem o modelo (3.9) a padroes assint6ticos
nao triviais a medida que N — oo. Tratamos as interagoes de forma local entre os
neurdnios, assim presumimos que para cada espago de tempo existird uma fungao
suave v definida em todo o dominio B da rede neural tal que o potencial de agao

possa ser medido pela aplicacao dessa fungdo v em cada neurdnio ¢, ou seja,

vi(t) =wv(t, x;), parai=1,...,N. (3.10)

Como estamos interessados em calcular o valor do potencial de acao em
cada neurdnio x;, usamos uma aproximacao local através de uma funcao de facil

manipulacgao. Sendo assim, definimos para esta abordagem as seguintes diferencas:
(0v;), = Vigr —v; € (0;), = Tipp — T; . (3.11)

em que k representa as conexoes da cada neuronio 7. Dessa forma, com a utilizacao

da expansao em séries de Taylor para representar o termo de difusao introduzido
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ao modelo de FitzHugh-Nagumo dado em (3.9), das defini¢oes (3.11) e da notacao
(3.10), obtemos
n 1 m

m=0

em que n define o maior grau da aproximacao de (0v;), e vy, (z;) denota a m-
ésima derivada de v em z;. O R,, representa o termo remanescente (ou erro de
truncamento) associado a aproximacao da diferenca (6v;), . Faremos mais algumas

suposicoes a depender dos casos apresentados nas se¢oes seguintes.

3.2 Conexoes simétricas em 1D

Exibiremos um estudo de consisténcia para o modelo discreto a ser apresen-
tado com o intuito de verificarmos que ele tendera ao modelo continuo de acordo
com a proposta de N — oo e faremos com que o coeficiente de difusao cresca de
acordo com a quantidade de neurénios, ou seja, d = dy. Aqui considerarmos apenas
duas interacgoes simétricas por neuronio, assim definimos o acoplamento do termo
de difusao por

(LY - 0); = dn [(vie1 — v3) + (vigr — v3)] - (3.13)

Consequentemente, o modelo (3.9) serd reescrito como

@i: Vi, T ‘l‘d Vi — U; + Vi—1 — U; s
f (i 1) dy [ (v = v0) + (i = v) | (3.14)
7 =g (vi, 13)
Manipulando as defini¢oes (3.11) para i =1, ..., N, com os ajustes a essa aborda-
gem de conexodes por neurdnio, temos
(0;) y =ai1 —x; = —0x, e (0x;); =T —x; = 0. (3.15)

Obtendo (3.13) pela substitui¢do de (3.15) em (3.12) para k € {—1, 1}, temos que:
dy (6vi)_; = dn (vie1 — ;)
= dN (—5.73 ’Ux(l'z) +

dy (6vi); = dn (Vg1 — v5)
= CZN (533 vx(:zrl) +

(0z)*

2!

(—6z)°

(0z)*
Uxxx(xz) + T Rvifl )

o)t
’Ux:t:c(ajz) + ( 4|> sz‘+1

(3.16)

(62)°
3!

(62)*
2
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Assumindo v € C* ([0, 1]), segue que

Rvi_l = vxacxa:(fi>7para x; € (Ii—la Iz) € Rvi_H - vac;rxx(fi% para r; € ('xi’ xi—&—l) .
(3.17)

Combinando as equagoes (3.16) com (3.17), o termo de difusdo serd dado por

4
dn (62) v () + ngZC) (Ro + Ruy) - (3.18)

Com o prop6sito na obtencao de um efeito de difusao nao trivial na propagacgao do

potencial de acao na rede neural, definimos para alguma constante fixa d* > 0
d* = dy(6x)%. (3.19)

Alcangamos com (3.19) a correlagao entre os coeficientes de difusao dos modelos

discreto e continuo. Aplicando o limite em (3.18), obtemos

2
hm d* [Um(xl) + M (Rvi,1 -+ Rvi+1>‘|
N—oo 24 (3.20)
= d* Vg () .

Consequentemente, o modelo discreto (3.14) é consistente com o correspondente

modelo continuo em 1D

2
g::f(v, r)—i—d*g;;,
o (3.21)
a = g<U7 T) )

o qual é um sistema nao linear de uma EDP do tipo reacao-difusao para a variavel do
potencial de acao v e uma EDO somente com reagao para a varidavel de recuperacao
r, as quais descrevem o comportamento de cada variavel em toda a rede neural a

cada instante de tempo t.

Se a solu¢do do modelo (3.21) for uma curva suficientemente suave no caso
de uma condic¢ao inicial suave, esperamos ter uma convergéncia quadratica em
0x das solugoes discretas para qualquer instante de tempo fixo t > 0, visto que
o termo do erro de truncamento em (3.20) é diretamente proporcional a (dz)2. A

seguir mostramos os resultados numéricos obtidos com o modelo (3.14).
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3.2.1 Exemplo 1

Apresentamos agora os resultados obtidos com as simulacoes feitas para
mostrar a dinamica da propagacao de um potencial de a¢ao, o qual é representado
pela condicao inicial imposta, em uma rede neural unidimensional e exibindo o
comportamento de cada neuronio dentro desta rede em cada tempo especifico.
No modelo de FitzHugh-Nagumo discreto em todos os exemplos deste trabalho,
impomos os parametros adotados em Wallisch et al. (2013), os quais a = 0,25,
b = 0,001, ¢ = 0,003, dy = 0,05 com N = 128 para fixarmos o valor de d*, e
aproximamos a solu¢do do modelo discreto via método de Runge-Kutta de quarta
ordem. Nos exemplos aplicados a redes neurais unidimensionais, escolhemos o passo
de tempo 0t = 0,1.

Para os Ezxemplos 1 a 6, utilizamos como modelo discreto

= (o) e (o )+ (st k).

(3
o t—1 _t—1
=9 (Uz‘ » T ) )

em que para cada tempo t > 0, resolvemos um sistema de FitzHugh-Nagumo e
obtemos as variacoes temporais de v e r nos tempos t utilizando os valores de v e r
nos tempos t — 1 como condicoes iniciais. Esta forma de resolucdo numérica sera
adotada em todos os exemplos apresentados neste trabalho. A Figura 9 mostra o
comportamento da condicao inicial aplicada no instante de tempo t = 0 na rede
neural com N = 256 neur6nios como sendo definido para apenas o potencial de
acao v = 1,2 nos nove neurdnios centrais da rede, enquanto os demais valores do

potencial de agao e de recuperagao permanecem em repouso, ou seja,

v (0, 2;) =12, sei € [N/2—4, N/2+4],

(3.22)
v (0, z;) =r(0,2;) =0, sei ¢ [N/2—4, N/2+4].
Para a fixagao do valor de d*, usamos (3.19) e obtemos
* dN * —6
&= = d ~3052x10 (3.23)

Assim, seguindo a definicao de duas conexdes por neurénio, a dinamica resultante

da simulacao numérica é composta por um impulso aos nove neuronios centrais
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devido a condigdo inicial (3.22), sendo transmitido aos neurdnios adjacentes e se
dividindo em dois impulsos que viajam simetricamente em dire¢oes opostas por
toda a rede neural. Para uma analise matematica mais detalhada de impulsos
viajantes em redes neurais, consultar Keener e Sneyd (1998). A ilustragao dessa
descricao do Eremplo 1 é mostrada na Figura 9 em que o potencial de agao se

propaga uniformemente para ambos os lados e com velocidade constante.

Figura 9 — Condicao inicial e sua propagacao no Exemplo 1
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Dinamica de um potencial de a¢ao ao longo da rede neural com N = 256 neuronios,
dy = d*N? e com a condigao inicial (3.22).

No instante t = 750 ja percebemos que alguns neurdénios proximos aqueles
centrais ja se encontram ou estao muito préoximos do estado de repouso. Todos os
neurdnios retornarao a seus respectivos estados de repouso ao final da dinamica em
razao destas células serem modeladas como unidades excitaveis com refratariedade,

assim logo apos o periodo de excitagao irdo permanecer no estado refratario.
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3.2.2 Exemplo 2

Neste exemplo podemos comprovar o fato de qual dois impulsos viajantes
dissipam seus potencias de ac¢ao quando percorrem toda a rede neural sem a
geracao de um novo impulso, pois os neuronios afetados pela dinamica ainda estao
no periodo refratario. Isso é ilustrado na Figura 10 e em ¢t = 0 consideramos a
aplicagao da seguinte condicao inicial

v(0,2;) =12, sei € [N/4—4, N/4+4],
(3.24)
v (0, z;) =r(0,2;) =0, sei ¢ [N/4—4, N/4+4].
Com isso mostramos a mesma dinamica obtida no Fremplo I mas com o detalha-
mento do encontro dos dois impulsos viajantes e suas dissipa¢oes para retornarem
ao estado de repouso. Esse encontro dos impulsos viajantes ¢ possivel pelas consi-

deracOes feitas a cerca das condigbes de fronteiras periddicas (3.8).

Figura 10 — Propagacao da condicao inicial do Exemplo 2
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Dindmica de um potencial de acao ao longo da rede neural com N = 256 neuronios,
dy = d*N? e com a condigao inicial (3.24).

3.2.3 Exemplo 3

Com o intuito de mostrarmos o efeito na variagdo do termo de difusao

no sistema discreto adotado, aumentamos o valor do termo de difusdo em dez
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vezes. Com isso obtemos que os impulsos irdao influenciar muito mais neurdnios no
momento da sua propagacao, ocasionando um efeito de difusdo mais rapido em
toda a rede neural. Observe esse fato na Figura 11 onde percebemos que o impulso
percorre quase toda a rede neural em torno de ¢ = 225 enquanto que obtemos um

resultado similar no Exemplo 1 em torno de t = 750 .

Figura 11 — Propagacao da condicao inicial do Exemplo 3
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Dinamica de um potencial de acao ao longo da rede neural com N = 256 neuronios,
dy = 10d*N? e com a condigao inicial (3.22).

3.2.4 Exemplo 4

Com um raciocinio similar ao exemplo anterior, agora abordamos o caso em
que diminuimos o valor do termo de difusdo para a sua décima parte. Logo temos
que o impulso nao é propagado pela rede neural, apenas os nove neuronios centrais

sao afetados com a condigao inicial durante toda a dindmica. Observe esse fato na

Figura 12.
Figura 12 — Propagac¢ao da condicao inicial do Fxemplo 4
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Dinamica de um potencial de a¢ao ao longo da rede neural com N = 256 neuronios,

dy = 0,1d*N? e com a condigao inicial (3.22).
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3.2.5 Exemplo 5
Generalizando (3.14), reescrevemos nosso modelo como
U = f(vi, 1) + dn1 (vicr — v;) + dng (Vigr — vi) (3.25)

7"'2‘ = g(UZ', T‘i) .

Agora simulamos esse sistema com dy; = 0,04 N? e dyo = 0,05 N2, e obtemos
que o potencial de a¢do nao se propaga simetricamente como nos casos anteriores,
implicando também em mudancgas na velocidade de sua propagacao. Esse fato é
observado na Figura 13 em que dy; influencia na transmissao para o neurénio de
indice “i — 1”7 no sistema (3.25) e por ser um pouco menor que dysq, a dindmica é

transmitida de forma mais rapida para um dos lados.

Das muitas possibilidades de escolhas para dy; e para dy9, esse caso abor-
dado mostra comportamento da dindmica um pouco diferente daquelas obtidas
anteriormente, porém mantendo-se o padrao dos impulsos viajarem por toda a rede
neural, dissipando-se quando se chocam e no final da dinamica o estado de repouso

é obtido por todos os neuronios.

Figura 13 — Propagacao da condicao inicial do Exemplo
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Dinamica de um potencial de acao ao longo da rede neural com N = 256 neuroénios,
dn1 = 0,04 N? e dyo = 0,05 N? e com a condigao inicial (3.22).
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3.2.6 Exemplo 6

Até agora mostramos resultados numéricos de uma rede neural com uma
quantidade N fixa de neurdnios mas neste Fxemplo 6 representado pela Figura 14
mostramos uma dindmica com N = 2", paran =7, 8, 9, 10, e sdo representadas
pelas cores verde, azul, vermelha e preta, respectivamente. Para isso fazemos uma
comparacgao simultanea das solugoes numéricas das dinamicas entre as quatro redes
neurais. Contudo alcangamos um limite muito proximo para as dinamicas em que
a quantidade de neurdnios sao maiores, estando de acordo com os calculos feitos

para mostrar a consisténcia entre os modelos discreto e continuo.

Figura 14 — Propagacao da condicao inicial do Exemplo 6
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Dinadmica de um potencial de acao ao longo das redes neurais com N = 2"

neuronios, para n =7, 8, 9, 10, representadas pelas cores verde, azul, vermelha e
preta, respectivamente, dy = d*N? e com a condicio inicial (3.22).

3.3 Aumentando o nimero de conexdes simétricas em 1D

Com o intuito de obtermos a mesma dinamica apresentada anteriormente
mas em um contexto biologicamente mais aceitavel, aumentamos o nimero de
conexoOes por neurdonio, mantendo a variagao do termo de difusdo d de forma
proporcional a quantidade de neuronios V. Para isso, consideramos por simplicidade
que cada neurdnio se conecta simetricamente com os dois neurénios vizinhos de

cada lado. Entao definimos o acoplamento do termo de difusao como

(LY - v); = dy [(viee — v1) + (Vim1 — v3) 4 (vig1 —0) + (Vis2 —v3)] . (3.26)



Capitulo 8. Dindmica Unidimensional 49

Consequentemente, o modelo (3.9) sera reescrito como

0; = f(vi, 15) + dn [(viee — vi) + (Vi1 — Vi)
+ (Vit1 — i) + (Vig2 — i) (3.27)
7."1' :g(vi, ’I"i) .
Manipulando as definigoes (3.11) parai =1, ..., N, com os ajustes a essa aborda-

gem de conexoes por neurdnio, temos

0x;) oy = Tjig—x; =—20x, ox;) | = xi1 —x; =—0x,
( )2 2 ( )1 1 (3.28)

(51‘,)1 = Tjy1 — T3 = (SIL‘, (51‘,)2 = Tijy2 — T; = 20x .

Obtendo (3.26) pela substitui¢ao de (3.28) em (3.12) para k € {—2, —1, 1, 2},

conseguimos

dN ((S’Ui)iQ :dN (’Ui,Q — Ui)

=y (~2bo0nta) + 5 vt + 5 v+ PR
dn (0v;) _y=dn (Vi1 — v;)

=dn (—556 vy (i) + (_;s'q;)2 Ve (%) + _g!x)i% Vg (T3) + (_2?4 Rv“) ;
dy (6v;); =dn (Vig1 — v5)

—dy (&: val:) + (5;)2 Vaa () + (‘?3 v (25) + (5;“’!)4 RviH) ,
dn (6v;)y =dn (Viga — v5)

=dy (2 dxvg(z;) + (2(;5)2 Ve () + (2 ;@3 - 2 i'x)4 R@i+2>

(3.29)

Assumindo v € C* ([0, 1]), segue que

Rvi,Z = U:):mcx<fz) , para fi € (:Ui727 :U’L) ) Rvi,1 = Uxmcx<§z> , para Ti € (xz?l; xi)a
Rvi_H - Umzmm(fz) , para x; € (xh xi—i—l) € Rvi+2 - Umzmm(fz) , para x; € (xz'a xi+2) .
(3.30)

Combinando as equagoes (3.29) com (3.30), o termo de difusao serd

dN ((51’)4

5dy (5x)2 Vgr (1) + o1

(16 Ry, + Ru, + Ruyy + 16 Ry,,) - (3.31)
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Contudo, definimos para alguma constante fixa d* > 0
d* = 5dy (67)%. (3.32)

Obtemos com (3.32) a correlagdo entre os coeficientes de difusdo dos modelos

discreto e continuo. Aplicando o limite em (3.31), obtemos

o (0x)?
]\}lgéod lvm(ajz) + 120 (16 Ry, ,+ Ry, + Ry, +16 Rvi+2)
=d Uzz(xz) )

mantendo nosso o modelo discreto consistente com o modelo continuo apresen-
tado em (3.21) e a mesma ordem quadratica de convergéncia para dx. A seguir

apresentamos as simulagoes numéricas para essa abordagem.

3.3.1 Exemplo 7

Utilizamos os parametros considerados no Eremplo 1 para mostrar que a
quantidade de conexoes por neurdnio nao afetara a dindmica do potencial de agao

de forma que prejudique a sua consisténcia. O modelo discreto para este exemplo é

of = f (71 )y [(vf73 — o) + (v = oY)

it t-1 k-1
ri—g<vi )Ty )

Assim podemos mostrar que a dindmica se propaga cada vez mais rapido a medida
que é aumentada a quantidade de conexoes por neuronio, por isso ha a necessidade
de um leve ajuste no coeficiente de difusdo e que aparece de forma natural na
discretizacao dada em (3.31). Para fixarmos o valor de d*, usamos (3.32) e obtemos
d* = 5]\‘?

Este exemplo é representado pela Figura 15, a qual oferece dinamicas equivalentes

= d*~1,2207x107°.

entre as abordagens feitas com as mesmas quantidades de conexdes por neurdnio.
Aqui chamaremos de tratamento I e II para diferenciar as dindmicas feitas com
2 e 4 conexoes por neurdnio, respectivamente. O tratamento I serd representado
pela cor azul e o tratamento II pela cor preta. Percebemos que a diferenca entre as
dinamicas apresentadas em ambos os tratamentos vai diminuindo a medida que o

numero de neuronio aumenta.
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Figura 15 — Propagag¢ao da condicao inicial do Ezemplo 7
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Dinamica de um potencial de acdo ao longo da rede neural. Nas figuras da parte
superior a rede é formada com N = 256 neurénios e na parte inferior com N = 1024
neurdnios. O tratamento I é representado pela cor azul e dy = d*N?%, e o I é
representado pela cor preta e dy = (d*N?)/5, ambos com a condigdo inicial (3.22).

3.4 Conexoes assimétricas em 1D

Apresentamos o caso em que as conexoes nao sao simétricas com o interesse
de testar nosso modelo discreto proposto para uma situacao um pouco mais geral.
O estudo de consisténcia para esse caso se baseia na consideracao de trés conexoes

por neurénio, definindo o acoplamento do termo de propagacao do impulso por
(LG . U)z’ = dN [(Ui—l — UZ'> + (Uz'+1 — Uz)] + cN [(Ui_l,_Q — Uz>] . (333)

A escolha de dy e ¢y serd discutida mais adiante. Como resultado, o modelo (3.9)

serd reescrito como

O = f(vi, 1) + dn [(vier — vi) + (Vg1 — vi)] + e [(vige — vi)]

’I'“Z‘ :g(?}i, Ti) .

(3.34)
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Manipulando as definigoes (3.11) parai =1, ..., N, com os ajustes a essa aborda-

gem de conexodes por neurdnio, temos

(0xi) ) = @im1 — 2 = —0x, (023); = Tip1 — a3 = O, (3.35)
(02;)y = Tiyo — x; =26

Obtendo (3.33) pela substitui¢ao de (3.35) em (3.12) para k € {—1, 1, 2}, temos

dN ((51)7;)_1 = dN (Ui—l — Ui>

= dy (—51‘ v () + (_;5?)2 Vs (1) + (_;w)?» U (T) + (—j‘x)“ Rvi_1> :
dy (6v), = dy (viss — 1)
= (st + L vt + O o+ O R,
CN (5Ui)2 = cn (Viga — v5)
= ox (2600nta) + E ) 4+ P e + B3 R
(3.36)

Assumindo v € C* ([0, 1]), segue que

R'Ui,1 = vxmzm(fi); para x; € (xifla a:z) 3 Rle = Ummx:p(fi)y para T; € (xh xi+1> )

Rvi+2 - Umxzx(fi)v para x; € (1'7;, xi+2) .
(3.37)

Combinando as equagoes (3.36) com (3.37), o termo de difusdo serd dado por

4 dN (51’)3
3

dN (5;6)4

3dN ((51’)2 Uxx(iﬂl) + o

Vrzx (371) + (Rviq + Rvi+1>

yo (s (3.38)
+2cn 0x vy () + CN?E:U) Ry,,, -

Estabelecendo que o coeficiente de difusao cresga de acordo com a quantidade de

neuronios, definimos para alguma constante fixa d* > 0 e para ¢* > 0,
d* =3dy(0z)? e " =2cyom. (3.39)

Obtemos com (3.39) a correlagao entre os coeficientes de difusao e convecgao entre
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os modelos discreto e continuo. Aplicando o limite em (3.38), obtemos

. X 46z (0z)? ]
Jéli%o{d el 1 () + O (R 4 R
5 3
+c* [U$($Z) + (? Rv¢+2] } (340)

= d" Ve (x;) + M vg ()
As escolhas feitas em (3.38) e (3.39) foram com o intuito de apés a aplicagao
do limite, ainda resultassem os termos de primeira e segunda derivadas. Como
consequéncia, o modelo discreto (3.34) é consistente com o correspondente modelo

continuo em 1D

ov 0%v ov
— =flo,r)+d" — + —,
% =g(v, )

8t - g 9 9

o qual é um sistema nao linear de uma EDP do tipo reacao-difusao-convecgao para
a variavel do potencial de a¢ao v e uma EDO somente com reagao para a variavel
de recuperagao r, as quais descrevem o comportamento de cada variavel em toda a

rede neural a cada instante de tempo ¢.

Se a solucao do modelo (3.41) for uma curva suficientemente suave no caso
de uma condic¢ao inicial suave, novamente esperamos ter uma convergéncia linear
em dx das solugoes discretas para qualquer instante de tempo fixo t > 0, visto que

o menor termo do erro de truncamento em (3.40) é diretamente proporcional a dz.

3.4.1 Exemplo 8

Utilizando os parametros definidos no Fxemplo 1, mostramos o comporta-
mento do potencial de acdo de acordo com a abordagem de conexdes adotadas

nesta se¢ao. Utilizamos neste exemplo o modelo discreto
of = f (o7 i) e (i = o)+ (old = i)
Fon (vl — o7,
rt=yg (vf‘l, r,f_1> .
Para fixarmos o valor de d*, usamos (3.39) e obtemos

3dn
= N2

2
=~ 9.1552x10°° e ¢ = - N o g = 7.8125x107%,

I N
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com dy = cy = 0,05 e N = 128. Este exemplo retratado na Figura 16 mostra
a dinamica do potencial de acdo na rede neural com conexoes assimétricas e
percebemos que a dindmica é influenciada somente para um dos lados, pois o termo

da conveccao ¢* acaba influenciando mais do que o termo da difusao d*.

Como o impulso gerado nao se divide, o mesmo ficara percorrendo toda
a rede neural de forma ciclica. Percebemos que em t = 750, alguns neurénios ja
estao em seus respectivos estados de repouso mas continuam a serem estimulados
novamente porque o potencial de acao nao ¢ dissipado. Para mostrar isso, utilizamos
um tempo maior do que foram utilizados anteriores. Em ¢ = 2375 o potencial de

acao ainda mantém as mesmas caracteristicas do comecgo da simulacao.

Figura 16 — Propagacao da condicao inicial do Ezemplo 8
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Dinamica de um potencial de a¢ao ao longo da rede neural com N = 256 neuronios,
dy = (d*N?)/3 e cx = (¢*N)/2, e com a condigao inicial (3.22).

3.4.2 Exemplo 9

Como caso particular na demonstracao de consisténcia do modelo discreto
apresentado nesta se¢do, este exemplo mostra que se aproximarmos as derivadas de
primeira e segunda ordem por diferencas com erro de segunda e quarta ordem, res-

pectivamente, obtemos uma dinamica similar aquela feita com conexoes simétricas
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do Fxemplo 5. Para isso, definimos
¢ =2cyor e d =dy(d1)?, (3.42)

e a prova de consisténcia é similar a apresentada nesta subsecao. O resultado da

simulagao feita com a defini¢ao (3.42) é apresentada na Figura 17.

Figura 17 — Propagagao da condicao inicial do Ezemplo 9
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Dinadmica de um potencial de acao ao longo da rede neural com N = 256 neuronios,

dy =d*N? e cy = (¢*N)/2, e com a condicio inicial (3.22).
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4 Dinamica Bidimensional

O tratamento dado para o caso 2D é uma expansao do caso 1D visto no capi-
tulo anterior para descrever a dinamica de um potencial de agao numa aglomeracao
bidimensional de neurdnios. Desta maneira, discretizamos o sistema de equagoes de
FitzHugh-Nagumo para cada neurdnio de indice ¢, 7 =1, ... , N, caracterizando o
modelo discreto de FitzHugh-Nagumo Bidimensional com acoplamento do termo de
difusdo expresso por

n

Ui = f (i, rig) +dn Y (Vigk,jr — i)
kil=1 (4.1)

Fig =g (Vi g, Ti5)
em que k, [ definem respectivamente a quantidade de conexdes por neuronio em
relagdo aos eixos coordenados Ox e Oy, o somatério indica a influéncia sobre o
(1, j)-ésimo neurdnio de todos os n neurénios ligados a ele, o coeficiente de difusao

d para algum d > 0 serd o mesmo para todos, as funcoes sao dadas por

fuig, mig) = —vij(a—vi ;) (L—wij)—mij e g(vij, rij) =buvij—crij,
e a periodicidade é definida para w € Z e Vi, j =1, ..., N, da seguinte forma:
Vo,j = UN,j Vi,0 = Ui, N e VitwN,j = Vi j, Vi jywN = Vij - (4.2)

Mantemos a uniformidade na distribuicao dos neurénios ao longo da rede
neural e por conseguinte a sua forma homogénea. Assim, denotamos a posicao
espacial do (7, j)-ésimo por (x;, y;) numa regiao limitada e independente de N, a

qual representamos pelo intervalo B = [0, 1] x [0, 1]. Desta forma
z,j=((t—1)0z, (j—1)dy), paral<i,j<N, (4.3)

em que 0x = dy = 1/N. A medida que a quantidade de neurénios tender a infinito,

as distdncias dx e dy tenderao a zero, ou seja,

lim dx(N) = A}im dy(N) =0,
—00

N—o00
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assim identificaremos condigoes para as quais levem o modelo (4.1) a padroes

assintoticos nao triviais.

As interagoes entre os neurdnios continuam sendo tratadas de forma local,
assim presumimos existir para cada espacgo de tempo uma fungao suave v definida
em todo o dominio B tal que o potencial de acao possa ser medido pela aplicacao

dessa fungao v em cada neurdnio (i, j), ou seja,
v; ;(t) =v(t, z;;), parai,j=1,... N. (4.4)
A diferenca espacial e de potencial de acao entre os neurdnios sdo dadas por
(024, 5) .1 = Titk,j+1 — Tij e (0Vi,j) g,y = Vitk, j+1 — Vi - (4.5)

Utilizando a expansao de Taylor para funcoes de duas varidveis nas definigoes (4.5)

com o uso da notagao (4.4), obtemos

m=0 m

= n 1 n—m m
(57}1',]')1@,1 = Z ( ) - (5371‘,3')1“[ <5yi,j)k,z V(n—m) (m)(Ti,5) (4.6)

em que n define o maior grau da aproximacao de (0v; ;). ; € Vn—m) (m)(2;, ;) define
a (n —m)-ésima e a m-ésima derivada de v em z; ; . O R,, , representa o erro

de truncamento associado a aproximacao da diferenca (dv; ;), , . Faremos mais

k,1
algumas suposicoes a depender dos casos apresentados nas se¢oes seguintes.

4.1 Conexoes simétricas em 2D

Como foi visto no caso 1D nos tratamentos I e II, as dindmicas sdo similares
independentemente da escolha das quantidades de conexdes simétricas por neuronios.
Por isso, como foi feito no Ezemplo 1, consideramos por simplicidade apenas duas
interacoes simétricas por neuronio, agora sera no sentido de cada eixo coordenado.
Sendo assim, assumimos que o acoplamento do termo de difusao bidimensional sera

dado por
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Dessa forma o modelo (4.1) sera reescrito como

bij = f (Vi g, 7i,5) T dn [(Vie1, — vi5) + (Viga,j — vi5)
+ (Vi j—1 — i j) + (Vi 41 — vi5)] (4.8)
Ti,5 = g (Vi,js Ti,j) -
Manipulando as defini¢oes (4.5) para i, j = 1,...,N, com os ajustes a essa

abordagem de conexdes por neurdnio, temos

(0zi3) 4 4 :{ T Toe (0w, :{ Ty ’

Tij—1 — Tj,5 = -0y, Ti j+1 — Tj,5 = 0y .
(4.9)
Obtendo (4.7) pela substituigao de (4.9) em (4.6) para k, [ € {—1, 1}, temos que
—x)?
dN (Ui—l,j — U@j) = dN (—51‘ U$($i7j) + (2') Umg(fi,j)
N 3 -5 4
(Z0) Um:v(xi,j) + (Z0) Ry, '>7
3! 4! 7
dy (0vi5) g 1= (=5y)>2
dy (v j-1 = vij) = dx <—5?J vy (@i, 5) + =5 Uy (i)
(—0y)® (—oy)*
+ 31 Uyyy(xi,j) + Al Ry, ;1 |
ox)?
dy (Vis1,5 = vi,j) = dn | 0z vg(wi ) + (2,) Uza (T3, ;)
ox)3 ox)*
+( ) 'Umfl“(mi,j)_'_( ) sz‘+1'
3! 4] J
dy (0vi5);, = (6y)?
dn (Vi j11 —vij) = dy <5y vy (3, 5) + o Vyy (24, 5)
(oy)? (oy)*
+ 31 Uyyy(37i,j) + Al sz‘,jﬂ .
(4.10)
Assumindo v € C* ([0, 1]), segue que
Rviflyj = szxx(ji,j)y para f’i,j S (l’i_Lj, Li,5) 5
R, , = v T; i), para T; ; € (i i_1, Ti i),
5, g yyyy( ,J) p J ( j—1 ,J) (4.11)
Rvi+1,j = Uacz’xx<Ti,j)7 para fi,j € (zi,j7 $i+1,j) )
Ry, ;v = Uyy(Tij), para Tij € (2, Tij+1) -
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Combinando as equagoes (4.10) com (4.11) e usando o fato de dx = dy, o termo de
difusao serd
dN ((537)4

24 (Rviq,j + vau + Rvm‘—l + R”i,jH) ’

(4.12)

A (62)? (U (24, 5) + vyy (24 ) +

Com o propésito de obtermos um efeito de difusao nao trivial na propagacao
do potencial de agao na rede neural, novamente faremos com que o coeficiente de
difusdo cresca de acordo com a quantidade de neurénios. Assim, definimos para

alguma constante fixa d* > 0

d* = dy(6x)%. (4.13)
Alcangamos com (4.13) a correlagdo entre os coeficientes de difusao dos modelos
discreto e continuo. Aplicando o limite em (4.12), obtemos

5 2
lim d° (vg (5 ) + vyy (4 5) + (0)

N—oo 24 (Rvi_l,]- + RU#M + R”i’j_l + Rvi’#l)]

= d* (Ua:x(xi,j) + Uyy<xi,j)) :
(4.14)

Consequentemente, o modelo discreto (4.8) é consistente com o correspondente

modelo continuo em 2D

ov v 0%
=ﬂwﬂ+$<z+9’

ot ox oy (4.15)
o =gl )

875 - g Ua )

o qual é um sistema nao linear de uma EDP do tipo reacao-difusao para a variavel do
potencial de acdo v e uma EDO somente com reacao para a variavel de recuperacao
r, as quais descrevem o comportamento de cada variavel em toda a rede neural a

cada instante de tempo t.

Se a solugdo do modelo (4.15) for uma curva suficientemente suave no
caso de uma condic¢ao inicial suave, novamente esperamos ter uma convergéncia
quadratica em dx e dy das solugoes discretas para qualquer instante de tempo
fixo t > 0, visto que o termo do erro de truncamento em (4.14) é diretamente

proporcional a (dx)?. A seguir mostramos os resultados numéricos obtidos com o
modelo (4.8).
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4.1.1 Exemplo 10

Expomos agora os resultados obtidos com as simula¢des numéricas em que
mostramos a dindmica da propagacao de uma condigao inicial dada em uma rede
neural bidimensional para descrever o comportamento de cada neurénio dentro
desta rede durante um tempo especifico. Os parametros do modelo unidimensional
serao mantidos porém a escolha de 6t = 1 é com o proposito de dispormos de um
custo computacional conveniente para a resolugao do sistema discreto via método
de Runge-Kutta de quarta ordem. Os Fxemplos 10 e 11 sao obtidos através do

modelo discreto

-t t—1 t—1 t—1 t—1 t—1 t—1
U= [ (”z‘,j  Tij ) +dN[<“z‘—1,j Vi ) + (Uz'+1,j — Vi )

St t—1 -1
;=49 (Uz‘,j » Ta ) )
em que este exemplo é simbolizado pela Figura 18, mostrando o comportamento
na dinamica da propagacao de uma condi¢ao inicial imposta na rede neural no
instante ¢t = 0. Tal condigao ¢ definida para apenas o potencial de agdo v ser igual
a 1 nos neurdnios situados em um circulo de raio r = 1/32 e centro no meio da
rede neural, enquanto os demais valores do potencial de acao e de recuperacao
permanecem em repouso, ou seja, Vi, j =1, ..., N,

2 2 2\ _
0(0, (25,5 = wnj2 i) + (@i — 3o np2)? <12) = 1,

(4.16)
U(O, (-Ti,j — .TN/Q’]')2 + (.Clji,j — X, N/2)2 > 7"2> =7 (O, .271'7]') =0.

Como dy = 0,05 ¢ N = 128 para a fixagdo de d*, por (4.13) temos

d* = leNQ = d" ~3,052x107°
Desse modo pressupomos que a variagao do potencial de acao se tornara cada vez
mais suave a medida que N cresce. A Figura 18 é composta por uma rede neural
de N = 256x256 neur6nios e imposta a condigao inicial (4.16), a qual percebemos
o comportamento dessa dindmica sendo semelhante a dinamica obtida no caso 1D
em que o potencial de acdo viaja de maneira suave e uniforme, e a rede tende a

atingir o repouso a medida que o tempo avanca.
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Figura 18 — Condigao inicial e sua propagac¢ao no Exemplo 10
t=0

0.2 0.4 0.6 0.8 1

Dindmica de um potencial de acao ao longo da rede neural com N = 2562 neurdnios,
dy = d*N? e com a condigao inicial (4.16).

4.1.2 Exemplo 11

Para mostrar o efeito da periodicidade nas condig¢oes de fronteira dadas em
(4.2), repetimos a simulagao apresentada no exemplo anterior mudando apenas a
condicao do inicial para

(4.17)

U(O> (i — wnya)? + (@i — @i nja)® > 7"2> =7(0, z;,;) =0,
Vi, 7 =1, ..., N. Neste exemplo reproduzido na Figura 19 mostra a dindmica
do potencial de agdo na rede neural com a aplicagao da condicao inicial (4.17).

Notamos que o potencial de acao continua a se dissipar quando as ondas colidem,
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mantendo o mesmo padrao do caso 1D. A proxima extensao apresentada sera no
caso em que as interacoes entre os neurdonios nao sao simétricas.

Figura 19 — Propagacao da condicao inicial do Ezemplo 11
t = 100 t = 250 t = 500
1 1 S

€T 0.2 0.4 0.6 0.8 1 €T 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Dindmica de um potencial de acdo ao longo da rede neural com N = 2562 neurdnios,
dy = d*N? e com a condigao inicial (4.17).

4.2 Aumentando o nimero de conexoes simétricas em 2D

Propomos um aumento no nimero de conexoes por neurénio para investi-
garmos uma peculiaridade possivel de ser sugerida em 2D, a interagao em diagonal.
Para isso consideramos duas interagoes por neurdnio no sentido de cada eixo coor-
denado e de uma das diagonais. Contudo, assumimos que o acoplamento do termo
de difusdo bidimensional para este caso sera dado por

(LG v)i = dn [(vie1,j = vi,5) + (Vie1,5 = vi5) + (Vi o1 = vi )

+ (V3,541 = vi,5) + (Vic, 1 — Vi) + (Vi1 -1 — vi )] -
(4.18)

Portanto, o modelo (4.1) sera reescrito como

Vij = [ (Vi g, 7ij) +dn [(Vic1j — vig) + (Vigr,; — vig) + (Vi j-1 — vi5)
+ (Vi1 — vig) + (Vic1ja1 — i) + (Vig1, -1 — vig)]

Tij =g Vi, Tij)

(4.19)
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Manipulando as defini¢oes (4.5) para i, j = 1, ..., N, com os ajustes a essa

abordagem de conexdes por neurdnio, temos

xi—l,j — xi,j = —5$, xi-i—l,j — l‘@j = 5ZE,
(Oij) 1,1 = § @ig-1— @iy = —0y, e (02i )11 = | Tige1 — Ty =0y,
Ti—1,j41 — = —0x 0y Tit1,j—1 — —dx 0y
(4 20)

Obtendo (4.18) pela substituigao de (4.20) em (4.6) para k,l € {—1, 1}, temos
dn (0vi ) _y _y
dN (Uifl,j — U@j) = dN —ox Ux(l’i’j) +

(=dz)°
3!

(=0x)?
2!
YRV
Uccm(mi,j)+( 07) Rm‘”)’

4!
—6y)?
dy (vijo1 —vi ;) = dn <—5y vy (i 5) + (2,) Vyy (i, )

_5y 3 _5y 4
+( 3‘) Uyyy(ﬁi,j)—{—( 4') +Rvi,j71 )

1
dy (Vi-1,j41 = Vi j) = dN<<—51‘ vali,5) + Sy vy (i ) + a0 () vau(s,5)
1
— 202 8y vy (w1 ) + (0y)” vyy (1 5)) + 3,( (02) vz (i, 5) + 3 (02)* Y Vaay (21, 5)

1
— 302 (0Y)? Vayy (3,5) + (3y)° 'Uyyy(xi,jn + Rvi1,1+1>7

Vye (xi,j)

+

4!
dn (6vi,5);
ox)?
dn (Vigr,j = vi) = dn | 6z va(wi ) + (2,) Ura (3, 5)
(6x)? (6x)"
+ 3' Vrzx (-Ti,j) + 4' Rvi+1,j 9
(6y)?
dy (Vi js1 — Vi ;) = dy <5y vy (T4, 5) + 2,) Vyy (T3, )

(0y)? (0y)*
+ 31 Vyyy (i j) + A1 +Rvi,j+1 )

1
dn (Vit1,j—1 — vi j) = dn ((5m V(24 4) — oy vy (s, J)> + — ((5$)2 Vaa (T, 5)
1
— 202 8y gy (75, ;) + (6Y)? vyy (24 ) + g( e (Ti ) — 3 (61) 6Y Vay (24 5)

1
3060 1) = 50 1)) + )

(4.21)
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Assumindo v € C* ([0, 1]), segue que

Ry, = Vpaao(Tij), para Tyj € (vio1j, Tijj) ,
Ro, ;o0 = Uyyyy(Tij), para Tij € (Tij-1, Tij)
Ry, = Vaao(Tij), para Ty € (245, Tipr,j)
Ry, o = yyyy(Tij), para Ty € (i j, Tijia)

Ry = (02) Vaaaw (Ti ) — 4 (02)° 0Y Vaay (T, ) + 6 (02)? (0Y)? Uy (T, 5)
— 462 (09)* Vayyy(Ti,5) + (09)* Vyyyy (Ti,5)
para T;; € (i1, i) U (25, Tij+1) ,

Rojor oy = (02) Voaaa (Ti ) — 4 (02)° 0Y Vaaay (Ti ) + 6 (62)* (0Y)? Vaayy (T, ;)
— 402 (0Y)* Vayyy (Ti, ) + (69)" Vyyyy (T 5)

para T@j S (ZL'Z'J‘, $i+17j) U (ZL’Z'J'_l, l'i,j) .
(4.22)
Combinando as equagoes (4.21) com (4.22) e usando o fato de dx = dy, o termo de

difusao serd dado por

2dy (530)2 (Vaw (i, §) = Vay (T4, 5) + Vyy (T3, 5))

I dN (61’)4

2 (Rvi_Lj + Rvi+1,j + RUi,j—l + RUi,j+1 +2 R'Ui—l,j+1 +2 R'Ui+1,j—1) :

(4.23)
Para um efeito de difusdo nao trivial na propagacao do potencial de a¢do na rede

neural, definimos para alguma constante fixa d* > 0,
d* =2dy(62)2. (4.24)

Obtemos com (4.24) a correlagdo entre os coeficientes de difusdo dos modelos
discreto e continuo. Aplicando o limite em (4.23) e usando a defini¢do (4.24),

concluimos que

o d* (62)°
J\}I_I)Iloo{d [Uxx(xi,j) - Uffy(xi,j> + Uyy(xi,j)] + T |:Rvi—1,j + R”Hl,j
+ Rvi,j—1 + R’Uz‘,j+1 +2 Rvifl,j+1 +2 RU¢+1,]‘71} } (425)

\ 20y)*
=d (vm(%,j) — Uy (T3 5) + 0(4!) yy(xi,j)> :
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Como consequéncia, o modelo discreto (4.19) é consistente com o correspondente

modelo continuo em 2D

v fo, 1) + d° (821) 0% n 8%)
- ) 2 - 2 )
ot ox oxdy Oy (4.26)
o g, 1)
at _g U? r 9

o qual ainda continua sendo um sistema nao linear de uma EDP do tipo reacao-
difusdo para a variavel do potencial de acdo v e uma EDO somente com reacgao
para a variavel de recuperacao r, as quais descrevem o comportamento de cada

variavel em toda a rede neural a cada instante de tempo t.

Se a solugao do modelo (4.26) for uma curva suficientemente suave no
caso de uma condic¢ao inicial suave, novamente esperamos ter uma convergéncia
quadratica em dx e dy das solugoes discretas para qualquer instante de tempo fixo
t > 0, visto que o menor termo do erro de truncamento em (4.25) é diretamente

proporcional a (dx)?. A seguir mostramos os resultados numéricos.

42.1 Exemplo 12

Os resultados numéricos para esta abordagem sao feitos em uma rede neural
com N = 256x256 neurdnios e com a aplica¢ao da condicao inicial (4.16). Para

este exemplo, o modelo discreto é

O k—1 k—1 k-1 k—1 k-1 k—1 k-1 k—1
Uiy = f (”m‘ o ) + dN[(”z‘—l,j — Vi ) + (”z‘+1,j — Vi ) + (”m—l —Vij )+

k-1 k-1 k-1 k-1 k-1 k-1
(Ui,jJrl — U5 ) + (Uifl,jJrl — U5 ) + (/Ui+1,j71 — U j )],

ko k=1 k-1
T3, —9<Ui,j » Ui, g ) .
Como dy = 0,05 e N = 128 para a fixagdo de d*, por (4.24) temos
* 2 dN * —6
dr = e = d" ~ 6,1035x10
Desse modo pressupomos que a variagao do potencial de acao se tornara cada vez

mais suave a medida que N cresce. Este exemplo simbolizado na Figura 20 mostra
a dindmica do potencial de acdo na rede neural para estas condi¢des impostas.
Aqui percebemos o mesmo comportamento que no Ezemplo 10 com o detalhe do

potencial de acao se propagar mais rapido pelas diagonais pelo fato de que cada
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Figura 20 — Propagac¢ao da condicao inicial do Ezemplo 12
t =100 t = 250 . t = 500

t = 1500

0015

0025

0.2 0.4 0.6 0.8

Dinamica de um potencial de acao ao longo da rede neural com N = 2562 neurdnios,
dy = (d*N?)/2 e com a condigao inicial (4.16).

neurdnio (x;, y;) também se comunicar com os neurénios (z;_1, ¥i+1) € (Tit1, Yi—1)-
Ao final da dinamica, os neuronios ainda vao tendendo a chegar em seus respectivos

estados de repouso, como era esperado.

4.3 Conexdes assimétricas em 2D

Agora vamos estender o caso em que as conexoes entre os neurénios nao
sao simétricas como visto em 1D. Para isso, e por simplicidade, consideramos trés
interagdes por neurdnio no sentido de cada eixo coordenado. Contudo, assumimos

que o acoplamento do termo de difusao bidimensional para este caso sera dado por

(LG )i, = dn [(vic1,j — i) + (Vi1 — vig) + (Vijo1 — Vi)

+ (i, j+1 — Vi, j)] + en [(Vige,; — vi,5) + (Vi j12 — Vi 5)] (1.27)

A escolha para descrever o termo de difusao como dy e ¢y novamente sera discutida

mais adiante. Portanto, o modelo (4.1) serd reescrito como
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bi,5 = f (vig, 7i,5) + dn [(vier,j = 0i5) + (vigr,j — vi5) + (vij—1 — vi,5)
+ (Vi1 — )]+ en [(Vine, 5 — vi5) + (Vi 2 — 03 5)]
Tij = 9 (Vi g, Tij) -
(4.28)
Manipulando as defini¢oes (4.5) para i, j = 1, ..., N, com os ajustes a essa
abordagem de conexbes por neurdnio, temos
(5261'73‘)_17_1 = { T " ) (5%’,]‘)171 = { T " ’

Tij-1 — Tij = —0Y, Tij11 — Tij = 0Y,

5 | iy —w =20,
(02i,5)g 5 =

Tijro — Tij = 20y, (4.29)
Obtendo (4.27) pela substitui¢do de (4.29) em (4.6) para k,l € {—1, 1, 2}, temos

—iz)?
dn (vic1,j —vij) = dy (—(59& U2 (i, 5) + (7)

21
(~62)’
3!

dy (v, -1 —v;,5) = dn <—5?J vy (i, 5) +
—dy 3 —6y 4
( ) Vyyy (T3, 5) + ( ) Ry, ;1)

3!
()
2l

Vze (mi,j)

+

—or)4
Umw(xi,j)"i‘( 7) Rm—l’j>7

dy (0vi5) 4 1= (—oy)?

Vyy (T4, 5)

+

dN (Ui—i-l,j — vi,j) = dN (51‘ Ux(.l’id) + U$$<J]i7j)

(62)°

ST

(0x)*
UIICL‘(mi,j) + 4! sz‘+1,j
(dy)?

dn (6vij),, =
dn (Vi j41 — Vi) = dn <5y vy(Ti,5) + BN Vyy (i, )

(oy)? (dy)*
+ 31 Vyyy (T4, ) + A1 Rvi,jﬂ ;
20x)?
cN (Vig1,; — Vi, j) = ¢N (2 dx vy (24, 5) + (2') Vg (4, )
(26z)3 (26x)
T Uzma:(xi,j) + 4| R'Ui+1,j )
en (0vi5)y 5 = (26y)?
en (Vij41 — Vij) = N (2 0y vy (i 5) + 1 Vyy (T3, 5)
(20y)? (26y)*

Uyyy(xi,j)"‘ Al Rvi,jﬂ .
(4.30)

3!
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Assumindo v € C* ([0, 1]), segue que

R, o, = Uuuea(Tij), para T € (zi—q,j, Tij)
Ry, ., = Vyyyy(Ti5), Para Ty ; € (Tij-1, Tij) ,
Ry = Vpaaa(Tij), DPara Ti; € (@ 5, Tiv1,j) (4.31)
Ro jon = Uyyyy(Tij), para Tyj € (2i, Tij11)
Ry = Vraaa (Ti j), DATa Tij € (T4, Tita,j)
Ry o = Uyyyy(Tis), para Tij € (¥, Tiji2) -
(

Combinando as equagoes (4.30) com (4.31) e usando o fato de dx = dy, o termo de

difusao sera dado por

4dy (6z)3
3 (62)° (ve (@i ) + vy (i 5)) + % (Vawa (T4, ) + Vyyy(Ti,5))
dy (6z)%
+ ‘N;f) (Ryi_l,j + Rv7,+1 j + va Li—1 R'Ui,j+1> (432)

2cn (0)4
+2cn 6x (vy(24, ) + vy ;) + CN?Ex) (Rvm ; T Ry, j+2) :

Definindo para alguma constante fixa d* > 0 e para ¢* > 0,

d* =3dy(0z)? e " =2cyom. (4.33)

Obtemos com (4.33) a correlagao entre os coeficientes de propagacao dos modelos
discreto e continuo. Aplicando o limite em (4.32) e usando as defini¢oes (4.33),

concluimos que

) N 40z
i o) 4 1) 4 257 (1) + )
(32
oy (Buay By + Ry + B ) (4.34)

. ox)?
+c [vx(:v”) + vy (x4, 5) + ( 3) (RUHM + Rvi,jm)]}

= d* (Ve (i, ) + Vyy (@i 5)) + (V2 (T 5) + vy(Ti5)) -

Como consequéncia, o modelo discreto (4.28) é consistente com o correspondente

2+3)
dv dy (4.35)

modelo continuo em 2D
ov * 82 821) *
a*f(v r)+d (3 5 ay2>—i-c
or

E :g(va T)>
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o qual é um sistema nao linear de uma EDP do tipo reacao-difusao-convecgao para
a variavel do potencial de acao v e uma EDO somente com reacao para a variavel
de recuperacao r, as quais descrevem o comportamento de cada variavel em toda a

rede neural a cada instante de tempo t.

Se a solucao do modelo (4.35) for uma curva suficientemente suave no caso
de uma condicao inicial suave, novamente esperamos ter uma convergéncia linear
em oz e 0y das solugoes discretas para qualquer instante de tempo fixo t > 0, visto
que o menor termo do erro de truncamento em (4.34) é diretamente proporcional a

dx. A seguir mostramos os resultados numéricos.

4.3.1 Exemplo 13

Os resultados numéricos para esta abordagem sao feitos em uma rede neural
com N = 256x256 neur6nios e com a aplicagao da condigao inicial (4.16). O modelo

discreto para esse exemplo é
oty = £ (o7 5 | (2, - ok77) + (k2 - o83
okt = o) + (ot o)
+ex [(vitij —uy') + (o5 - vﬁi;l)] ,
ok k=1 k-1

Tij =49 (”z‘,j T ) :

Os parametros de propagacao sao fixados com dy = ¢y = 0,05 ¢ N = 128 por
3d 2
d* = N;V = d* ~91553x10°° e = % — " = 781251074

Desse modo pressupomos que a variagao do potencial de acao se tornara cada vez

mais suave a medida que N cresce. Este exemplo refletido na Figura 21 mostra a

dinamica do potencial de a¢ao na rede neural para estas condi¢oes impostas.

Aqui percebemos uma generalizacao dos resultados obtidos no Exemplo 8
em que o impulso viaja somente para um lado enquanto que do lado oposto os
neuronios vao tendendo a chegar em seus respectivos estados de repouso. Pelo
fato de que cada neurénio (z;, y;) também se comunica os neurdnios (z;i2, y;) €

(i, Yir2), isso explica o porque do impulso percorrer a rede neural na diregao de
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Figura 21 — Propagacgao da condicao inicial do Ezemplo 13

t = 100 £ = 400 t = 750
1 1 ——— 1
os os os
038 08 08
os os os
0.6 b 0. e 0.6 "
os os s
04 s 0.4 b 0.4 o3
» os -
0.2 °t 02 " 02 °
i o o
yg(; 02 04 06 08 1 yqj 02 04 06 08 1 yx 02 04 06 08 1
) t = 1000 ) t = 1250 ) t = 2000
. 0.7 08 0.7 08 0.7
. os 0. bs 0.6 os
X 03 04 03 04 0.3
oz o2 -
. " 02 " 02 !
y,’y 02 04 06 08 1 yaj 02 04 06 08 1 ygj 02 04 06 08 1

Dinadmica de um potencial de aciao ao longo da rede neural com N = 2562 neurdnios,
dy = (d*N?)/3 e cxy = (¢*N)/2, e com a condicio inicial (4.16).

uma das diagonais. Em comparagao com o resultado obtido em 1D, percebemos
o mesmo comportamento do impulso que ficard sendo repassado aos neurdnios

vizinhos todo o tempo da simulagao.



71

5 Conclusoes

Consideramos uma rede neural formada por N neuronios descritos individu-
almente pelas equagoes de FitzHugh-Nagumo e conectados por sinapses elétricas.
Comprovamos que os modelos discretos considerados “convergem” para o respectivo
modelo continuo quando aplicamos o limite a medida que N — oo. Obtivemos
assim modelos continuos descritos por equacoes diferenciais parciais nao lineares.
Estas equacoes apresentam comportamento temporal de acordo com as equagoes
de FitzHugh-Nagumo, com acoplamento espacial de neurénios vizinhos via um
termo de difusao. Tal termo ¢é obtido de forma “ad-hoc”, impondo-se no processo
de modelagem que a conexao entre neuronios vizinhos depende do ntmero de

neuronios considerados.

Do ponto de vista numérico, discretizamos as equagoes continuas do modelo
de FitzHugh-Nagumo via método de diferencas finitas, primeiro discretizando no
espaco e obtendo um sistema de EDOs nao linear, que é em seguida resolvido
pelo método de Runge-Kuta de quarta ordem. Para nossos propédsitos, tal esquema
funcionou bastante bem. Nao observamos nenhuma necessidade de utilizar métodos
mais sofisticados, como os que incorporam “upwind”, pois as solugoes nao apre-
sentaram oscilacoes espurias. Nao houve também necessidade de utilizar passos

temporais muito reduzidos por restrigdes do tipo CFL.

Apesar de nao sabermos justificar do ponto de vista biolégico a escolha
do coeficiente de difusao, simulagbes numéricas mostram que o comportamento
das equagoes obtidas é biologicamente plausivel, justificando o trabalho. Futuras
direcoes deste trabalho incluem uma pesquisa mais profunda sobre a validade biol6-
gica da escolha dos parametros de difusao utilizados. Outras dire¢des interessantes
seriam comparar o modelo obtido com outros ja existentes, tanto no ponto de vista
biologico como computacional, e utilizar outras técnicas de discretizagdo, como por

exemplo o método de elementos finitos.
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