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Manuel Jesus Cruz Barreda

TESE SUBMETIDA AO CORPO DOCENTE DO LABORATÓRIO NA-
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Fenômenos em materiais heterogêneos conduzem ao estudo de problemas

em equações diferenciais parciais com coeficientes altamente oscilatórios. O trata-

mento numérico mediante o uso dos métodos tradicionais exige um alto custo

computacional ou é inviável. No presente trabalho pretendemos estender o método

residual free bubbles com o intuito de gerar um procedimento de homegeneização

numérica para o estudo de uma classe de problemas eĺıpticos não lineares com co-

eficientes que têm um comportamento altamente variável (problemas multiescala).

Mostramos que a formulação numérica decorrente da metodologia residual free

bubbles permite aproximar o problema multiescala e, portanto, o problema efe-

tivo. Para validar o procedimento proposto, apresentaremos estimativas de erro e

resultados numéricos.
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The behavior of heterogeneous materials leads to the study of PDEs with

highly oscillatory coefficients. Traditional methods demand high computational

costs. In the present work, we extend the numerical homogenization procedure

to a class of nonlinear elliptic problems with multiple scales. We show that the

numerical formulation with Residual Free Bubbles approximates well multiple scale

problems, and thus approximates the effective solution as well. To validate our

method, we present error estimates and numerical results.
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1.2 Espaços Funcionais . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
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Caṕıtulo 1

Introdução

Problemas centrais da f́ısica e das ciências da engenharia estão associados

a processos f́ısicos que ocorrem em escalas diferentes de tempo e/ou de compri-

mento. Estes processos são usualmente referidos como fenômenos multiescala.

Nesta classe se situam os fenômenos em meios porosos, que são frequentes na

natureza, tais como escoamentos através de formações porosas (aquiferos, reser-

vatórios de petróleo). Outro fenômeno importante que está na classe dos fenômenos

multiescala é o processo de difusão de calor através de materiais compósitos. Os

fenômenos (em regime permante) acima citados estão relacionados a problemas

eĺıpticos lineares e não lineares. A estrutura heterogênea do meio é refletido nos

coeficientes da equação diferencial parcial que governa o fenômeno, dando lugar a

problemas eĺıpticos com coeficientes oscilatórios.

Nestes últimos anos têm surgido um interesse crescente em desenvolver méto-

dos numéricos espećıficos para o tratamento de modelos que apresentam fenô-

menos de escalas multiplas. Estes métodos são usualmente referidos como méto-

dos multiescala. Podemos citar, em particular, os trabalhos de: Hou e Wu (1997),

Y. E. Efendiev e Ginting (2004), Chen e Savchuk (2008) vinculados ao MsFEM

(Multiscale Finite Element Methods); E e Engquist (2003), e W. E e Zhang (2004)

associados com o HMM (Heterogeneous Multiscale Methods); com a metodologia

RFB (Residual Free Bubbles) cabe destacar os trabalhos de Brezzi (2000), Franca

e Russo (1996), e Sangalli (2003). Todos os métodos acima mencionados são basea-
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dos num procedimento de duas escalas, onde a idéa geral consiste em derivar uma

equação sobre a escala maior que incorpore a influência das variações da escala

menor no coeficiente eĺıptico. Para este fim, cálculos na escala menor são realiza-

das como parte do método multiescala para estimar como estas variações da escala

fina influenciam a solução na malha grosseira.

Muito recentemente, para problemas eĺıpticos lineares em duas dimensões com coe-

ficientes periódicos, em Versieux e Sarkis (2006) e Sarkis e Versieux (2006) propõem

um novo método numérico baseado em aproximações dos termos da expansão as-

sintótica da solução. No presente trabalho ensaiaremos uma extensão do método

RFB para uma classe de problemas eĺıpticos não lineares com coeficientes alta-

mente oscilatórios. Isto será feito em cima do seguinte modelo matemático ao qual

nos referiremos como problema modelo multiescala não linear:

− div[aε(x, uε,∇uε)] = f em Ω, uε = 0 sobre ∂Ω, (1.1)

onde o fluxo aε(x, uε,∇uε), num primeiro projeto, será considerado da forma:

aε(x, uε,∇uε) = αε(x)b(uε)∇uε. (1.2)

Este modelo representa uma extensão natural do problema eĺıptico linear com co-

eficientes oscilatórios, quando o fluxo em (1.1) é dado por αε(x)∇uε. Para este

problema linear, Hou e Wu introduzem um esquema de elementos finitos multi-

escala (MsFEM) Hou e Wu (1997) ad hoc, onde a ideia fundamental deste método

consiste em incorporar a informação local do problema em questão nas funções de

base do novo espaço de elementos finitos a ser considerado. É assim, mediante esta

base modificada e a formulação de elementos finitos correspondente que a influência

da escala menor sobre a escala maior é capturada de maneira correta. Uma de-

scrição bem detalhada deste método encontra-se em Rochinha e Madureira (2004).

A análise de convergência deste esquema numérico é estabelecido em T. Y. Hou

e Cai (1999). A extensão do MsFEM para problemas não lineares é introduzido
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em Y. E. Efendiev e Ginting (2004) para o caso em que o operador diferencial as-

sociado ao membro esquerdo de (1.1) é pseudo-monótono. Neste mesmo trabalho,

Efendiev e colaboradores mostram, considerando a hipótese de periodicidade, que

a solução numérica relativa à formulação numérica multiescala converge para a

solução efetiva. Além disso, determinam a taxa de convergência para a solução

MsFEM no caso em que o fluxo depende unicamente do gradiente da solução de

(1.1), isto é, quando o fluxo é da forma: aε(x,∇uε).

Ainda no esṕırito da metodologia MsFEM, muito recentemente, Chen (2006) re-

formula o MsFEM mediante uma modificação na forma bilinear da formulação de

elementos finitos do problema em questão. Desta forma, ao invés de utilizar o

espaço de elementos finitos multiescala, esta nova versão do MsFEM faz uso do

espaço do elementos finitos clássico. Com esta nova versão, são tratados os pro-

blemas multiescala linear Chen (2006) e não linear Chen e Savchuk (2008). Neste

último caso os autores realizam o estudo de análise numérica para o caso periódico

quando o fluxo em (1.1) é aε(x, uε,∇uε) com hipótese de coercividade uniforme.

Desta forma, a não linearidade considerada recae numa classe diferente ao tratado

em Y. E. Efendiev e Ginting (2004).

Em E e Engquist (2003), os autores introduzem uma metodologia diferente para o

tratamento de problemas multiescala lineares e não lineares: Método Multiescala

Heterogêneo (HMM). Para uma breve descrição do método HMM, veja Ming e

Yue (2006). Assim com o MsFEM, esta nova metodologia se manifesta eficiente

na captura do comportamento macroscópica da solução do problema multiescala

considerado. Isto é feito a partir de um esquema numérico sobre o espaço de ele-

mentos finitos clássico. Análise numérica desta nova proposta de esquema numérico

para o caso não linear é dado em W. E e Zhang (2004) para um fluxo da forma

aε = bε(x, uε)∇uε.

O uso da metodologia residual free bubble para o tratamento de problemas elipticos

lineares com coeficientes oscilatórios foi sugerido em Brezzi (2000). Este método

foi recentemente implementado para o estudo desta classe de problemas lineares
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multiescala por Sangalli (2003). No presente trabalho será detalhado o procedi-

mento numérico decorrente deste método (RFB).

Em cada uma das metodologias acima mencionadas foi destacado a eficiência na

procura de aproximações numéricas para a solução multiescala quando o parâmetro

da malha (h) é muito maior que o parâmetro f́ısico (ε), ao mesmo tempo, neste

caso, foi verificado a falta de precisão quando utilizado o método de elementos

finitos usual. Dáı a importância destes procedimentos numéricos modernos.

Ao contrário do método RFB, as técnicas MsFEM e HMM foram extendidas para

o estudos de certos problemas eĺıpticos multiescala não lineares, como explicitado

acima. Uma vez que o RFB funcionou com exito para o caso linear multiescala

(ver Sangalli (2003)), resulta natural sua extensão para o tratamento do caso mul-

tiescala não linear, pois, como mostra a equação (4.27), para o modelo (1.1), a

metodologia RFB sugere um procedimento de homogeneização numérica. Por

outro lado, no estudo do modelo não linear, a diferença dos métodos acima men-

cionados, a metodologia RFB utilizada no presente trabalho permite de maneira

natural a proposta de diferentes formulações numéricas para responder à questão

do problema de homogeneização numérica associado ao problema modelo (1.1) que

tomaremos como referência.

O acima dito serve de motivação para a presente proposta de trabalho de tese.

Assim, como um primeiro projeto, mediante a metodologia RFB, focaremos nossa

atenção no problema modelo (1.1). Para este, temos como objetivo realizar as

seguintes tarefas:

1) Rever o problema de Cauchy para o correspondente problema de contorno

(1.1);

2) Rever, mediante um procedimento formal, o cálculo do problema efetivo

associado ao modelo não linear (1.1);

3) A partir da metodologia RFB, introduzir duas formulações de elementos

finitos para o problema cont́ınuo multiescala não linear, os quais serão
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denominados, respectivamente, RFB completo e RFB reduzido;

4) Estabelecer a existência de solução para o esquema RFB reduzido;

5) Validar o esquema RFB completo mediante um resultado de melhor aprox-

imação tipo Lema de Céa;

6) Conduzir uma análise de erro para a solução de elementos finitos RFB

reduzido e, assim, resolver o problema de homogeneização numérica asso-

ciado ao problema cont́ınuo (1.1).

7) Implementação do procedimento numérico reduzido para o caso unidimen-

sional.

As tarefas acima citadas serão distribuidas nos caṕıtulos que passamos a descrever.

No caṕıtulo 3, mediante pequenas adaptações dos resultados em Boccardo e Murat

(1982) e Artola e Duvaut (1982), formulamos um resultado de existência e unici-

dade de solução fraca (uε) para nosso problema modelo (1.1); em seguida, imitando

o procedimento formal seguido para o caso linear em conjunto com as idéias encon-

tradas nos artigos Allaire (1992) e Tokarzewski e Adrianov (2001), determinamos

o problema efetivo associado a nosso problema modelo multiescala não linear .

No caṕıtulo 4 ensaiaremos uma extensão da metodologia residual free bubble para

o estudo de nosso problema modelo multiescala não linear e, a partir dáı, pro-

por dois procedimento de elementos finitos. O primeiro deles (RFB completo)

de caráter teórico; o segundo (RFB reduzido), associado às metodologias de tipo

Galerkin generalizado. Para esta última formulação numérica será estabelecido um

resultado de existência para o correspondente problema discreto.

O caṕıtulo 5 estará reservado para a fundamentação matemática exigida no caṕı-

tulo 4. Para este fim, tomaremos como referência os trabalhos de Chen e Savchuk

(2008), W. E e Zhang (2004) e Xu (1996).

Uma análise de erro é elaborada no caṕıtulo 6 para as duas formulações acima

citadas. Para a formulação RFB completo apresentamos um resultado de melhor

aproximação; já para a formulação RFB reduzido, mostraremos que a respectiva
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solução numérica converge para a solução homogeneizada associada ao problema

modelo multiescala não linear .

Resultados numéricos, no caso unidimensional, conclusões e trabalhos futuros serão

discutidos no caṕıtulo 7.

A seguir iremos detalhar algumas notações que serão de uso comum no pre-

sente trabalho.

1. Utilizaremos a letra C sem ou com ı́ndice (C1, C2, CΩ, . . . etc) para repre-

sentar uma constante que independe de h e ε. Também indicam constantes

as letras do alfabeto grego com ou sem ı́ndice (αo, β,...), a não ser que seja

especificado o contrário.

2. A letras maiúsculas em negrito serão utilizadas para indicar os tensores (

A, K,...). As letras minúsculas com ou sem ı́ndice, em negrito, servirão

para representar os vetores (n, e1,...).

3. No presente trabalho, a notação “ + ...” indicará que o que vem a seguir,

a partir do śımbolo “ + ”, são termos de ordem superior à potência de ε

presentes na expressão.

1.1 Motivação F́ısica

Os processos estacionários (em regime permanente), isto é, fenômenos invari-

antes com o tempo, de diversa natureza f́ısica são descritos por equações diferenciais

de tipo eĺıptico.

Nesta primeira parte, para efeitos de uma motivação f́ısica, estudaremos o problema

relativo à distribuição estacionária de calor num corpo sólido ocupando uma região

Ω ⊂ R3 com superf́ıcie ∂Ω. A lei de Fourier de condução de calor estabelece que o

calor flui em direção oposta ao gradiente de temperatura u = u(x), x = (x1, x2, x3),

com uma razão proporcional à magnitude do gradiente. Isto é, o fluxo de calor
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(W), em qualquer posição é dado por

W = −α∇u, (1.3)

onde α(x) é o coeficiente de condutividade térmica. (Usualmente α é um escalar,

mas se o material é termicamente anisotrópico, quer dizer, possui direções prefer-

enciais de fluxo de calor, como poderia ser num material fibroso ou laminado, α

pode ser um tensor.)

A seguir iremos escrever a equação de balanço térmico para uma região arbitrária

V ⊂ Ω delimitada pela superf́ıcie S. Assumindo que no interior de V há uma fonte

de calor com densidade f(x), então f(x)dV representa o calor gerado na região

dV . Portanto, a quantidade total de calor gerada na região V será

∫

V

f(x) dx.

Se n é a normal exterior à superf́ıcie S, então o fluxo de calor neto passando através

da superf́ıcie S é dado por ∫

S

W.n dS.

A equação de balanço térmico estabelece o seguinte:

∫

S

W.n dS =

∫

V

f(x) dx.

Se aplicamos o teorema da divergência no membro esquerdo da equação acima,

tem-se ∫

V

div W dV =

∫

V

f(x) dx.

Como esta igualdade é válida para qualquer V ⊂ Ω,

div W = f(x) sobre Ω.
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Ou, de acordo com (1.3), a equação acima pode ser dada como segue:

− div(α∇u) = f(x).

Os processos de difusão de uma substância são muitos semelhantes aos pro-

cessos de condução de calor. A lei de Fourier tem seu análogo dado pela lei de

Fick

W = −D∇u,

onde D = D(x) é o coeficiente de difusão(dispersão) e u = u(x) é a concentração.

Os problemas relacionados com a distribuição estacionária dos campos elétrico e

magnético estão relacionados a equações do mesmo tipo das consideradas acima.

Tais problemas estão regidos pelas equações de Maxwell, que no caso estacinário

têm a forma:

∇× E = 0, div εE = 4πρ;

∇×H =
4π

c
j, div µH = 0.

onde

E: vetor intensidade de campo elétrico,

H: vetor intensidade de campo magnético,

j: vetor de densidade volumétrica de corrente elétrica,

ρ: densidade volumétrica das cargas elétricas,

ε: coeficiente de permisividade dielétrica,

µ: coeficiente de permeabilidade magnética.

Do estudo da distribuição estacionária de corrente elétrica num meio condutor

surge, a partir das equações de Maxwell, a lei de conservação da carga elétrica

div j = 0,
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e a condição de potencialidade do campo elétrico dado por

E = −∇u.

Os vetores densidade de corrente j e densidade de campo elétrico estão relacionados

via lei de Ohm

j = σE,

onde σ é o coeficiente de eletrocondutividade(condutividade elétrica).

Outra equação do mesmo tipo dos considerados acima é obtido a partir do modelo

para um escoamento monofásico saturado dado através das relações:

V = −K(x)∇p, (1.4)

div V = f(x), (1.5)

onde (1.4) define a velocidade de Darcy V e (1.5) é uma equação de balanço de

massa que relaciona a pressão p e o termo de fonte f(x). A permeabilidade K =

K(x) (a qual também pode ser interpretadada como a mobilidade, condutividade

hidráulica, ou difusividade).

Das relações (1.4) e (1.5) temos a seguinte equação:

− div[K(x)∇p] = f(x).

Se cada problema eĺıptico, acima descritos, independe, por exemplo, da variável

x3 (fica claro que esta situação pode acontecer se o termo de fonte, o coeficiente,

as condições de contorno independem de x3 e no caso de regiões particulares), os

modelos acima podem ser tratados como problemas bidimensionais.

No presente trabalho iremos tratar com problemas no plano.

Todas as equações acima descritas podem ser representadas através da seguinte
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equação diferencial parcial:

− div[A(x)∇u] = f em Ω, (1.6)

onde Ω ⊂ R2 é um subdomı́nio aberto convexo e limitado, e A(x) = (Aij(x)).

Muitos materiais utilizados na industriais e na engenharia assim como os encon-

trados na natureza são não homogêneos (ou também denominados heterogêneos),

isto é, são formados por distintos constituintes ou fases que são distingúıveis uni-

camente a partir de uma certa escala de comprimento.

Em particular, um compósito é um material constituido por dois ou mais com-

ponentes, onde cada uma delas apresenta caracteŕısticas próprias. Os materiais

compósitos são amplamente utilizados em função das propriedades adicionais que

os referidos materiais possuem. Exemplos destes são as cerâmicas, o concreto, a

fibra de vidro, e outros. Num bom compósito, quanto menores são as heterogenei-

dades, melhor é a propriedade do material em relação às propriedades individuais

dos constituintes. Portanto, tomando como referência o modelo

(1.6), um processo de difusão linear num material com natureza heterogênea pode

ser representado mediante o seguinte modelo matemático:

− div[Aε(x)∇uε] = f em Ω, (1.7)

onde ε é um parâmetro que representa a escala menor presente no fenômeno, e

Aε(x) o tensor de condutividade. Um modelo particular para o mesmo fenômeno

num meio com estrutura periódica será induzido no segundo caṕıtulo do presente

trabalho.

Quando o processo de condução de calor os parâmetros presentes no fenômeno

dependem fortemente da temperatura, tal como o tensor de condutividade, tem

lugar o seguinte modelo não linear correspondente ao modelo (1.7):

− div[Aε(x, uε)∇uε] = f em Ω. (1.8)
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Um modelo dinâmico associado à (1.8) é a equação de Richards, que rege o escoa-

mento de água num meio poroso parcialmente saturado. Passamos a uma breve

descrição do referido modelo.

A equação de continuidade que descreve a conservação de massa de no meio con-

dutor é:

∂(ρθ)

∂t
= − div(ρV) + ρf, (1.9)

onde cada uma das variáveis presentes nesta equação representa:

θ conteúdo de água por unidade de volume;

ρ massa de água por unidade de volume;

t tempo;

V velocidade de Darcy;

f fonte ou sumidouro de água.

Considerando um meio condutor isotérmico, sendo a pressão do ar igual à pressão

atmosférica, por exemplo, o movimento da água no meio condutor é dado pela

lei de Darcy generalizada a meios não saturados, a diferença de (1.4), de acordo

como segue.

V = K(x, p)∇(p + x3), (1.10)

onde V é o vetor velocidade, a matriz K é denominada condutividade hidráulica

não-saturada, e a variável x3 está associada ao fluxo devido à gravidade.

Considerando a água e o meio incompresśıveis, conjugando a equação de con-

tinuidade com a equação dinâmica, equações (1.9) (com ρ = constante) e (1.10),

obtém-se a equação que descreve o escoamento no meio poroso:

∂θ

∂t
− div[K(x, p)∇(p + x3)] = f em Ω, (1.11)
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onde Ω representa o domı́nio ocupado pelo meio poroso, e θ = θ(p). Relações

constitutivas entre θ e p, e entre K e p são dadas de maneira apropriada, que

colocam em manifesto o caráter não linear da equação (1.11). A equação (1.11) é

conhecida como equação de Richards na forma acoplada.

Da relação θ = θ(p), e considerando dθ/dp = C(p) (C: capacidade de mistura

espećıfica), a equação de escoamento pode ser expressa apenas em termos de p na

seguinte forma:

C(p)
∂p

∂t
− div[K(x, p)∇(p + x3)] = f em Ω. (1.12)

Observação 1.1.1 Em relação a (1.12) faremos as seguintes considerações:

� Uma relação entre constitutiva entre K e p é dado no caso em que a

não linearidade e a heterogeneidade de K(x, p) são separáveis, através do

modelo de Haverkamp (ver R. Haverkamp e Vachaud (1977), para uma

descrição dos parâmetros presentes no modelo):

K(x, p) = Ks(x)
A

A + |p|γ , (1.13)

θ(p) =
α(θs − θr)

α|p|β .

� Desconsiderando o efeito da gravidade (x3 = 0) e o termo de fonte, da

relação constitutiva (1.13) temos uma versão parabólica do modelo (1.8).

� Uma situação espećıfica para a decomposição (1.2) é dada através do mo-

delo real (1.13).

1.2 Espaços Funcionais

A seguir iremos definir algums ingredientes teóricos básicos assim como es-

tabeleceremos as notações que serão de uso cont́ınuo no decorrer da exposição do

trabalho.
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Definição 1.2.1 Um conjunto aberto e conexo Ω ⊂ Rn será denominado domı́nio;

se além disso, a fronteira de Ω é poligonal, Ω será chamado de domı́nio poligonal.

O fecho de Ω será denotado com Ω̄; ∂Ω indicará sua fronteira.

Utilizaremos a seguinte notação:

x = (x1, x2, ..., xd) ∈ Rd,

r = (r1, r2, ...rd) ∈ Zd
+ representa um multi-́ındice

Dada uma função u : Ω → R, denotaremos sua derivada de ordem |r| com

Dru =
∂|r|u

∂xr1
1 xr2

2 ...xrd
d

,

onde |r| = ∑d
i=1 ri.

Em particular,

∇u = (
∂u

∂x1

,
∂u

∂x2

, ...,
∂u

∂xd

), |∇u| = (
d∑

j=1

| ∂u

∂x1

|2)1/2.

Definição 1.2.2 Para cada p ∈ [1,∞), Lp(Ω) indicará o espaço linear das funções

mensuráveis u(x) em Ω tal que a norma

‖u‖Lp(Ω) = (

∫

Ω

|u(x)|p dx)1/p

é finita. Denotaremos com L∞(Ω) o espaço das funções essencialmente limitadas

no conjunto Ω.

Sobre L∞(Ω) define-se a norma

‖u‖∞,Ω = ess sup
x∈Ω

|u(x)|,
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onde

ess sup
x∈Ω

|u(x)| = inf{C; |u| ≤ C, quase sempre em Ω}.

Sabe-se que os espaços Lp(Ω), 1 ≤ p ≤ ∞, acima definidos, com suas respectivas

normas, são espaços de Banach.

Em particular, para p = 2, o espaço L2(Ω) é um espaço de Banach com produto

interno (espaço de Hilbert), onde o produto interno (., .) : L2(Ω) × L2(Ω) → R é

dado através da relação

(u, v) =

∫

Ω

uv dx.

Neste caso, convencionaremos em denotar a respectiva norma para L2(Ω) com

‖u‖0,Ω = (

∫

Ω

|u(x)|2 dx)1/2.

Definição 1.2.3 Cm(Ω̄) representa o espaço de Banach das funções u em Ω̄ tal

que u e Dru com |r| ≤ m são uniformemente cont́ınuas em Ω̄ e a norma

‖u‖Cm(Ω) =
∑

|r|≤m

sup
x∈Ω

|Dru(x)|

é finita. Para o caso m = 0, é comum considerar C0(Ω̄) = C(Ω̄).

Definição 1.2.4 Cm(Ω) é a classe de funções u definidas em Ω tal que u e Dru,

0 ≤ |r| ≤ m são cont́ınuas em Ω.

Definição 1.2.5 C∞
0 (Ω) é a classe das funções u(x) em Ω tal que

i) u(x) admite derivadas de todas as ordens;

ii) u(x) tem suporte compacto; isto é, o suporte (supp u) de u é um subcon-

junto compacto de Ω.

Esta classe de funções pode ser caraterizada simbolicamente como segue:

u ∈ C∞
0 (Ω) ⇔ u ∈ C∞(Ω̄) e supp u ⊂ Ω.
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O ambiente natural para o estudo dos problemas cont́ınuos são os espaços de

Sobolev. Por este motivo, daremos uma breve descrição destes espaços funcionais

e, enunciaremos alguns resultados relativos a eles.

Definição 1.2.6 Suponha que u ∈ Lp(Ω) e que possua derivada fraca Dru para

cada r com |r| ≤ m, tal que

Dru ∈ Lp(Ω), |r| ≤ m.

Então diremos que u ∈ Wm,p(Ω).

O conjunto Wm,p(Ω) dotado com a norma

‖u‖m,p,Ω = (
∑

0≤|r|≤m

‖Drv‖p
Lp(Ω))

1/p para 1 ≤ p < +∞,

‖u‖m,∞,Ω = max
0≤|r|≤m

‖Drv‖∞,Ω para p = +∞

é um espaço de Banach, denominado espaço de Sobolev.

Pode-se mostrar que: a norma
∑

|r|≤m ‖Dru‖Lp(Ω) é equivalente à norma acima

definida.

Para p = 2 é usual a notação Hm(Ω) em lugar de Wm,2(Ω); isto é,

Wm,2(Ω) = Hm(Ω).

De igual maneira para a respectiva norma, é comum o uso da seguinte notação:

‖u‖m,2,Ω = ‖u‖m,Ω, ou simplesmente ‖u‖m
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quando não há lugar a confusão em relação ao domı́nio de integração. Por outro

lado, Hm(Ω) é um espaço de Hilbert em relação ao produto interno

(u, v) =
∑

|r|≤m

∫

Ω

DruDrv dx.

Definição 1.2.7 O fecho de C∞
0 (Ω) com respeito à norma de Wm,p(Ω) é denotado

por Wm,p
0 (Ω).

Desta maneira, Wm,p
0 (Ω) resulta ser um subespaço de Wm,p(Ω).

Para m = 1 e p = 2, adotaremos a notação usual: W 1,2
0 (Ω) = H1

0 (Ω).

Observação 1.2.1 Para a seminorma de H1(Ω), usa-se a notação

|u|1,Ω = (

∫

Ω

|∇u|2 dx)1/2.

Teorema 1.2.1 (Desigualdade de Poincaré) Se Ω é um domı́nio em R2, então para

qualquer u ∈ Wm,p
0 (Ω) tem-se

‖u‖0,Ω ≤ diam(Ω)‖∇u‖0,Ω. (1.14)

Demonstração. Como C∞
0 (Ω) é denso em H1

0 (Ω), basta verificar a desigualdade

de Poincaré para elementos em C∞
0 (Ω). Com este fim, consideremos um elemento

qualquer u ∈ C∞
0 (Ω). A menos de uma translação, pode-se localizar o domı́nio

Ω ⊂ R2 no primeiro quadrante do sistema cartesiano. Desta maneira existe um

quadrado Q = [0, L]× [0, L], tal que Ω ⊂ Q.

Como, para cada (x, y) ∈ Q,

u(x, y) =

∫ y

0

∂u

∂y
(x, t)dt
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então, da desigualdade de Cauchy Schwarz, temos

|u(x, y)| ≤ (

∫ y

0

|∂u

∂y
(x, t)|2 dt)1/2(

∫ y

0

dt)1/2.

Então

|u(x, y)|2 ≤ (

∫ y

0

|∂u

∂y
(x, t)|2 dt)(

∫ y

0

dt)

≤ (

∫ y

0

|∂u

∂y
(x, t)|2 dt)(L).

Integrando em ambos os membros sobre Q

∫

Q

|u(x, y)|2dxdy ≤ L

∫

Q

(

∫ y

0

|∂u

∂y
(x, t)|2 dt)dxdy

≤ L

∫

Q

(

∫ L

0

|∂u

∂y
(x, y)|2 dy)dxdy

= L

∫ L

0

[

∫ L

0

∫ L

0

|∂u

∂y
(x, y)|2 dydx]dy

= L

∫ L

0

(

∫

Q

|∂u

∂y
(x, y)|2 dydx)dy

= L

∫ L

0

(

∫

Ω

|∂u

∂y
(x, y)|2 dydx)dy

≤ L

∫ L

0

(

∫

Ω

(|∂u

∂x
(x, y)|2 + |∂u

∂y
(x, y)|2 dydx)dy

= L

∫ L

0

(‖∇u‖0,Ω)dy

= L2‖∇u‖0,Ω.

Dáı segue o resultado.

Observação 1.2.2 Em particular, para Ω igual a um triângulo retângulo isósceles

(K) com catetos de tamanho h temos o seguinte:

∀v ∈ H1
0 (K), ‖v‖0,K ≤ h‖∇v‖0,K . (1.15)
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No presente trabalho, denotaremos com Y o cubo em Rd dado como segue:

Y =]0, 1[×...×]0, 1[.

Faremos referência a Y como a célula unitária.

Definição 1.2.8 Seja Y a célula unitária, e seja f uma função definida quase

sempre em Rd. Diz-se que f é Y−periódica quando

f(x + kei) = f(x) quase sempre em Rd,∀k ∈ Z, ∀i = 1, ..., d

onde {ei}d
i=1 representa a base canônica de Rd.

Definição 1.2.9 Define-se

a) L2
per(Y ) = {φ Y -periódica;

∫
Y
|φ(y)|2 dy < +∞};

b) H1
per(Y ) = {φ ∈ L2

per(Y );∇φ ∈ [L2
per(Y )]d}.

Definição 1.2.10 O espaço quociente Wper(Y ) = H1
per(Y )/R é definido como o

espaço das classes de equivalência respeito da relação

u ' v ⇔ u− v constante,∀u, v ∈ H1
per(Y ).

Usaremos o śımbolo ū para denotar a classe de equivalência representada por u.

1.3 Problemas Eĺıpticos Lineares

Nesta seção relembraremos resultados relativos a existência, unicidade e reg-

ularidade da solução fraca associada ao problema de Dirichlet gerado a partir da

equação (1.6) mais condições de contorno homogêneas. A forma fraca correspon-

dente a este problema consiste em determinar u ∈ H1
0 (Ω) tal que

∫

Ω

a(x)∇u.∇v dx =

∫

Ω

f(x)v dx ∀v ∈ H1
0 (Ω). (1.16)
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O teorema a seguir será necessário para estabelecer o resultado de existência e

unicidade de solução para o problema variacional (1.16).

Teorema 1.3.1 (Lax-Milgram) Seja H um espaço de Hilbert com o produto es-

calar < ., . > e a norma respectiva ‖.‖H =
√

< ., . >.

Seja a : H ×H → R uma forma bilinear que satisfaz (i) e (ii):

(i) a é cont́ınua, isto é, existe uma constante positiva M tal que

|a(u, v)| ≤ M‖u‖H‖v‖H , ∀u, v ∈ H;

(ii) a é coerciva, isto é, existe uma constante α > 0 tal que

a(v, v) ≥ α‖v‖2
H .

Então para qualquer L ∈ H∗ (L funcional linear cont́ınuo em H) existe um

único u ∈ H tal que

a(u, v) = L(v) ∀v ∈ H.

Demonstração. A demostração deste resultado pode ser encontardo em vários

textos, ver por exemplo Brenner e Scott (1994).

1.4 Elementos Finitos

Nesta subsecção relembraremos algumas definições e resultados da teoria de

elementos finitos que invocaremos no decorrer do presente trabalho.

Definição 1.4.1 Um conjunto Th é uma triangulação (malha) da região plana

com fronteira poligonal Ω se seus elementos são triângulos fechados K tais que

(i)
⋃

K∈Th
K = Ω̄;

(ii) dois elementos quaisquer K1, K2 ∈ Th são disjuntos ou têm em comum um

lado ou um vértice.
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Nesta definição, h é um número positivo dado como segue

h = max
K∈Th

hK ,

onde hK representa o diâmetro do elemento K. O número h será referido como

parâmetro da malha Th.

Definição 1.4.2 Uma triangulação é denominada regular se existe uma con-

stante σ tal que

hK

ρK

≤ σ ∀K ∈ Th

e se o parâmetro da malha (h) se aproxima de zero, onde ρK é o diâmetro da maior

circulo inscrito em K.

Th satisfaz a hipótese da inversa se existe uma constante ν tal que

h

hK

≤ ν ∀K ∈ Th.

Definição 1.4.3 Uma malha regular Th é dita quase-uniforme se verifica a hipótese

da inversa.

Associado à triangulação Th, definiremos o seguinte espaço:

Vh = {v ∈ C(Ω̄); v|K ∈ P1(K),∀K ∈ Th}, (1.17)

onde P1(K) o espaço dos polinômios de grau no máximo 1 sobre o elemento K.

Associado ao espaço Vh temos a seguinte propriedade de aproximação:

Teorema 1.4.1 Dado v ∈ H1
0 (Ω) ∩W 2,p(Ω), tem-se

inf
χ∈Vh

{‖v − χ‖q,Ω + h‖v − χ‖1,q,Ω} ≤ Ch2−2/p+2/q|v|2,p,Ω,

para 1 ≤ p ≤ q < ∞.
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Demonstração. Uma demonstração deste resultado clássico de aproximação

encontra-se em Ciarlet (1978).

Lema 1.4.2 (Desigualdade Inversa) Seja Th uma triangulação quase-uniforme.

Então, para cada v ∈ Vh e cada K ∈ Th, existe uma constante C > 0 independente

de h > 0 tal que

i)

‖v‖∞,K ≤ Ch−2/p‖v‖p,K ,

onde p ∈ [1,∞].

ii)

‖∇v‖0,K ≤ Ch−1‖v‖0,K .

Demonstração. Este resultado é uma versão particular da estimativa estabelecida

no lema 4.5.3 de Brenner e Scott (1994).
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Caṕıtulo 2

Problema Multiescala Linear

2.1 Modelo Linear Multiescala

Seja um material compósito condutor de calor que ocupa uma região Ω ⊂ R2,

onde as heterogeneidades estão distribúıdas em forma periódica com peŕıodo ε.

Para fixar as ideias consideraremos o compósito constitúıdo por duas fases isotrópi-

cas, onde a condutividade de cada fase é especificada através das constantes α1 e

α2. Na célula unitária (célula de referência) Y = (0, 1)× (0, 1) é definida a função

caracteŕıstica associada à fase 1 e denotada com χ1 e, em seguida, estendida peri-

odicamente com peŕıodo Y . Assim,

χ1(x) =





1, se x está na fase 1

0, se x está na fase 2

Analogamente é definida χ2. Temos, assim, a descrição da condutividade na célula

de referência dada pela função Y−periódica seccionalmente constante

α(x) = α1χ1(x) + α2χ2(x).

Reescalonando a célula unitária Y mediante o fator ε, obtém-se uma famı́lia de

ε−periódica de compósitos condutores de duas fases. As regiões ocupadas pelos

materiais 1 e 2 serão denotadas com Ωε
1 e Ωε

2 e a respectiva condutividade é dada

pela relação αε(x) = α(x
ε
). Se denotamos com Γε a fronteira entre as fases, por
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construção, a região ocupada pelo compósito tem a seguinte distribuição:

Ω = Ωε
1 ∪ Ωε

2 ∪ Γε.

Com uε será denotado o campo de temperatura para o compósito ε−periódico e

iremos supor uε = 0 sobre a fronteira do domı́nio compósito Ω. Por outro lado,

admitiremos que há um contato perfeito entre as fases. Então as hipóteses f́ısicas

usuais de continuidade da temperatura u e da componente normal do fluxo na

interface são válidas, isto é





u1
ε = u2

ε sobre Γε

qε
1.n1 = qε

2.n2 sobre Γε,

onde qi = αi∇ui
ε, i=1,2 é o fluxo e, ni é o vetor normal unitário apontando para

fora da fase i, onde i = 1, 2. Dáı segue que, n1 = −n2 sobre Γε.

Finalmente estamos em condições de formular o problema e condução de calor na

descrição periódica feita para o domı́nio Ω ocupado pelo material compósito.

Dado um termo de fonte f ∈ L2(Ω), para cada ε, a temperatura uε verifica o

seguinte problema de contorno

− div[αε(x)∇uε] = f(x) em Ω,

uε = 0 sobre ∂Ω.

(2.1)

Temos como resultado um problema de Dirichlet com coeficiente oscilatório descrito

através da função αε(x).

A construção do modelo matemático acima indica que a temperatura uε depende

de duas escalas, as quais podem ser descritas pelas variáveis x e y = x
ε
. A primeira

destas, denominada variável ”macroscópica”ou variável lenta, e ela determina a

posição em Ω; a segunda, denominada variável ”microscópica”ou variável rápida,
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determina a posição relativa à fase na célula de referência. Desta forma

αε(x) = α(
x

ε
).

No caso de materiais anisotrópicos, o coeficiente αε não é mais um escalar e

sim um tensor, denominado tensor de condutividade. Neste caso, utiliza-se o

śımbolo Aε em lugar de αε para indicar o tensor de condutividade. Desta maneira,

em geral, o problema acima tem a seguinte forma:

− div(Aε(x)∇uε) = f em Ω,

uε = 0 sobre ∂Ω.

(2.2)

Cabe destacar que, o problema de Dirichlet (2.2) pode ser, também, associado a

outros fenômenos f́ısicos. De fato, o coeficiente Aε pode representar outras carac-

teŕısticas do material. Por exemplo, em eletricidade o potencial elétrico u satisfaz

a mesma equação, onde Aε é a condutividade elétrica e f representa a distribuição

de cargas elétricas.

O problema acima também pode ser apresentado na seguinte forma:

−
2∑

i,j=1

∂

∂xi

((Aε)ij(x)
∂uε

∂xj

) = f(x) em Ω,

uε = 0 sobre ∂Ω.

Observação 2.1.1 Se Aε(x) = αε(x)I onde I representa a matriz identidade e

αε(x) é um escalar, (2.2) será denominado problema modelo linear multi-

escala.

Quando um determinado material é descrito por um tensor de condutividade

Y−periódico A, definido sobre R2, onde Y−periodicidade significa que Aij(y1) =

Aij(y2) sempre que y1 e y2 tenham a mesma posição nas células correspondentes,

em particular temos que, numa célula Y , as funções Y -periódicas tomam sobre a

mesma fronteira valores duplos, mas com normais exteriores opostas n.
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Assim, para f(y) e A(y) campos escalar e tensorial, respectivamente, Y -periódicos,

com A(y) uniformemente definido positivo, isto é, existe um número α0 > 0, que

independe de ε, tal que

ξTA(y)ξ ≥ α0‖ξ‖2, ∀y ∈ Y, ∀ ξ ∈ R2. (2.3)

tem-se os resultados a seguir.

Lema 2.1.1 Para f(y) e A(y) suficientemente diferenciáveis e periódicas,

(i) ∫

Y

∂f(y)

∂yi

dy = 0. (2.4)

(ii) ∫

Y

div A(y) dy = 0. (2.5)

Demonstração. A identidade (ii) é resultado do teorema de Gauss para tensores.

Lema 2.1.2 Seja f ∈ L2(Y ) uma função Y−periódica. O problema

− divy[A(y)∇yφ] = f na célula unitária Y, (2.6)

φ(y) Y − periódica,

possui uma única solução em Wper(Y ) se, e somente se,
∫

Y
f(y)dy = 0.

Demonstração. Ver Lema 2.3 de Allaire (September 5, 2006)

2.1.1 Procedimento Formal de Homogeneização: Expansão Assin-

tótica

O fenômeno de difusão linear sobre meios heterogêneos com estrutura per-

iódica tem sido amplamente estudado durante as últimas décadas. Da literatura

clássica podemos citar A. Bensoussan e Papanicolaou (1978), Sanchez-Palencia
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(1980) e V. V. Jikov e Oleinik (1994), e textos mais recentes Holmes (1995), Hor-

nung (1997), Cioranescu e Donato (1999) e Pavliotis e Stuart (2008).

O problema modelo linear (2.2) é associado a uma famı́lia de problemas relativa a

cada valor de ε. É de interesse prático averiguar o comportamento assintótico da

solução do referido problema. Isto é, determinar o seguinte limite:

lim
ε→0

uε (em algum sentido).

Esta análise assintótica é dada através da metodologia matemática denominada

teoria de homogeneização. Supondo que a matriz (tensor) Aε(x) = A(y), y =

x
ε
, é Y−periódica, e uniformemente positiva definida, a referida teoria permite con-

cluir de maneira sistemática ( A. Bensoussan e Papanicolaou (1978) ou V. V. Jikov

e Oleinik (1994)) que a função limite u (solução efetiva) acima está caracterizado

como segue.

− div(Ā∇u) = f em Ω ( equação efetiva),

u = 0 sobre ∂Ω,

(2.7)

onde

Ā =
1

|Y |
∫

Y

A(y)(I +∇yχ
T (y))dy (coeficiente efetivo), (2.8)

e (χ =
∑2

j=1 χjej) χj função Y−periódica tal que

− divy[A(y)∇yχ
j] = divy(Aej), j = 1, 2 em Y (problema de célula).

(2.9)

Mediante um procedimento formal, é posśıvel chegar à mesma caracteri-

zação da solução efetiva. Esta forma de tratamento será a motivação para o estudo

de nosso problema modelo multiescala não linear. Dáı a importância de refaz-

ermos todas as contas para o presente caso. Este procedimento formal consiste em

admitir que a solução do problema multiescala com estrutura periódica uε pode ser
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representada mediante uma expansão assintótica da forma (para uma justificativa,

ver A. Bensoussan e Papanicolaou (1978)):

uε = u0(x, y) + εu1(x, y) + ε2u2(x, y) + ..., (2.10)

onde os ui(x, y), i = 0, 1, 2, ..., são assumidos Y−periódicos na variável y, com

y =
x

ε
.

Ou, em forma compacta dada como segue:

uε(x) =
+∞∑
i=0

εiui(x,
x

ε
). (2.11)

Adotaremos as seguintes regras de derivação:

∇(ui(x,
x

ε
)) = (ε−1∇yui +∇xui)(x,

x

ε
), (2.12)

∇uε(x) = ε−1∇yu0(x,
x

ε
) +

+∞∑
i=0

εi(∇yui+1 +∇xui)(x,
x

ε
), (2.13)

e

div(ui(x,
x

ε
)) = (ε−1 divy ui + divx ui)(x,

x

ε
). (2.14)

Utilizando as regras (2.13) e (2.14) na equação (2.2), tem-se

−(ε−1 divy + divx)[Aε(x)(ε−1∇yu0 +
+∞∑
i=0

εi(∇yui+1 +∇xui))] = f. (2.15)

Em seguida, coletando os termos do membro esquerdo de (2.15) e tomando em

consideração a ordem crescente das potências do ε, resulta

− ε−2 divy(Aε(x)∇yu0)− ε−1 divx(Aε(x)∇yu0)

−divy{Aε(x)[
+∞∑
i=0

εi−1(∇yui+1+∇xui)]}−divx{Aε(x)[
+∞∑
i=0

εi(∇yui+1+∇xui)]} = f,
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onde

+∞∑
i=0

εi−1(∇yui+1+∇xui) = ε−1(∇yu1+∇xu0)+εo(∇yu2+∇xu1)+
+∞∑
i=2

εi−1(∇yui+1+∇xui),

e
+∞∑
i=0

εi(∇yui+1 +∇xui) = εo(∇yu1 +∇xu0) +
+∞∑
i=1

εi(∇yui+1 +∇xui).

Então,

−ε−2 divy(Aε(x)∇yu0)− ε−1 divx(Aε(x)∇yu0)

− divy{Aε(x)[ε−1(∇yu1 +∇xu0) + εo(∇yu2 +∇xu1) +
+∞∑
i=2

εi−1(∇yui+1 +∇xui]}

− divx{Aε(x)[ε0(∇yu1 +∇xu0) +
+∞∑
i=1

εi(∇yui+1 +∇xui)]} = f. (2.16)

Coletando os termos da relação (2.16), considerando a ordem crescente das potên-

cias do ε, segue que

−ε−2 divy(Aε(x)∇yu0)− ε−1{divx(Aε(x)∇yu0) + divy[Aε(x)(∇yu1 +∇xu0)]}

divy[Aε(x)(∇yu2 +∇xu1)]− divx[Aε(x)(∇yu1 +∇xu0)] + · · · = f. (2.17)

Igualando as potências de ε temos que

divy[Aε(x)∇yu0] = 0 e divy[Aε(x)(∇yu1 +∇xu0)+] + divx[Aε(x)∇yu0] = 0,

e o termo associado à potência de ordem zero (ε0) deve ser igual f . Em resumo

temos, deconsiderando as expressôes relativas às potências de ε maiores ou iguais

a 1, as seguintes equações:

Equação associada a ε−2

divy[Aε(x)∇yu0] = 0, (2.18)

Equação associada a ε−1
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divy[Aε(x)(∇yu1 +∇xu0)] + divx[Aε(x)∇yu0] = 0, (2.19)

Equação associada a ε0

− divy[Aε(x)(∇yu2 +∇xu1)]− divx[Aε(x)(∇yu1 +∇xu0)] = f. (2.20)

Multiplicando a equação (2.18) por sua solução u0, integrando por Y , usando a

fórmula de integração por partes, e a hipótese de positividade uniforme (2.3):

0 =

∫

Y

divy[A(y)∇yu0]u0 dy =

∫

Y

A(y)|∇yu0|2 dy ≥ α0

∫

Y

|∇yu0|2 dy.

Esta desigualdade é válida se, e somente se,

∇yu0 = 0.

Isto é, u0 não depende da variável y. Então consideraremos u0 = u(x).

Em relação a equação (2.19) temos o seguinte: uma vez que u independe de y então

a equação (2.19) se reduz a

− divy[A(y)∇yu1))] = divy[(A(y)∇xu)] em Y. (2.21)

Integraremos o membro direito de (2.21) sobre a célula Y para verificar se é satis-

feita a condição necessária, de acordo com o lema 2.1.2, para existência de solução

no problema (2.21):

∫

Y

divy[(A(y)∇xu)] dy =

∫

Y

(div AT .∇xu) dy (Teorema de Gauss para tensores)

= ∇xu.(

∫

Y

div A dy)

= 0,
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onde
∫

Y
div A dy = 0 porque estamos considerando a matriz A Y -periódica e

simétrica.

Como u1 é considerada periódica na variável y, basta resolver a equação (2.21) sobre

uma célula periódica e em seguida pode ser extendida periodicamente. Assim, é

formulado o problema de encontrar uma solução Y-periódica u1(x, .) de (2.21),

onde x entra como parâmetro e supondo que o membro direito (2.21) é conhecido.

Note-se que a hipótese de Y-periodicidade de u1 introduz à equação (2.21) uma

condição de fronteira. Usando o fato que u independe de y, a expressão equivalente

para (2.21) será:

− divy[A(y)∇yu1)] = divy A.∇xu em Y. (2.22)

Observe-se que a equação resultante para u1 é linear e, além disso, a seguinte

identidade é verdadeira:

divy(Aej) = divy A.ej. (2.23)

Isto sugere introduzir, para cada j, o seguinte problema auxiliar (usualmente de-

nominado problema de célula) : achar χj, função Y−periódica, tal que

− divy[A(y)∇yχ
j] = divy(Aej) em Y. (2.24)

Logo χ(y).∇xu(x), com χ =
∑j=2

j=1 χjej, será uma solução para (2.22). De fato,

− div[A(y)∇y(χ.∇xu)] = − div[A(y)∇y

2∑
j=1

(χj ∂u

∂xj

)]

=
2∑

j=1

[− div(A(y)∇yχ
j)]

∂u

∂xj

=
2∑

j=1

(divy(Aej)
∂u

∂xj

) por (2.24)

= divy A.∇xu por (2.23).
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É evidente que uma solução geral para (2.22) é da forma:

u1(x, y) = χ.∇xu(x) + c(x). (2.25)

Além disso, reescrevendo (2.20) como segue

divy[A(y)∇yu2] = divy[A(y))∇xu1] + divx[A(y)∇xu]+

+ divx[A(y)∇yu1] + f, (2.26)

e mais uma vez usando o Lema 2.1.2, temos que (2.26) possui uma solução Y−periódica

se, e somente se,

∫

Y

(divy[A(y)∇xu1] + divx[A(y)∇xu] + divx[A(y)∇yu1] + f) dy = 0. (2.27)

A seguir analisaremos separadamente cada uma das integrais envolvidas na relação

(2.27). Para a primeira parcela de (2.27) temos:

∫

Y

divy[A(y)∇xu1] dy =

∫

∂Y

A(y)∇xu1.n ds

= 0 (porque o integrando é Y − periódico).

Assim, a equação (2.27) podemos reescrevê-la como

−
∫

Y

divx[A(y)(∇xu +∇yu1)] dy =

∫

Y

f(x) dy = |Y |f(x). (2.28)

Mas,

∇yu1 = ∇y(χ(y).∇xu(x)) = (∇yχ
T (y))∇xu(x).

Portanto, (2.28) será equivalente a

− divx{[ 1

|Y |
∫

Y

A(y)(I +∇yχ
T )dy]∇xu} = f(x). (2.29)
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Para completar a demostração, basta considerar

Ā =
1

|Y |
∫

Y

A(y)(I +∇yχ
T (y)) dy. (2.30)

2.1.2 Formulação Fraca para o Problema de Célula

Para determinar o coeficiente homogeneizado, dado através de (2.30), há

necessidade de resolver o problema de célula (2.24). Com este objetivo, iremos

introduzir uma formulação fraca para (2.24). Para tal, note-se que, para y =

∑2
j=1 yjej,

[divy(A(y)∇y)]yj = − divy[A(y)∇yχ
j], j = 1, 2. (2.31)

De fato,

[divy(A(y)∇y)]yj = divy(A(y)∇yyj)

= divy(A(y)ej)

= − divy[A(y)∇yχ
j] por (2.24).

Assim, o problema de célula (2.24) pode ser apresentado em forma equivalente

como segue:

divy(A(y)∇y(χ
j + yj)) = 0, j = 1, 2. (2.32)

Seja a forma aY : Wper(Y )×Wper(Y ) → R,

aY (ψ, φ) =

∫

Y

a∇ψ.∇φ dy, ∀ψ, φ ∈ Wper(Y ).

Logo, a forma fraca em Wper(Y ) do problema (problema de célula equivalente, para
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cada j=1,2) (2.32) é dado na seguinte forma: encontrar χk ∈ Wper(Y ) tal que

aY (χj + yj, φ) = 0, ∀φ ∈ Wper(Y ), (2.33)

ou, achar χj ∈ Wper(Y ) tal que

aY (χj, φ) = aY (yj, φ) ∀φ ∈ Wper(Y ),

onde

aY (yj, φ) =

∫

y

A(y)∇yej.∇φ dy.

A seguir provaremos algumas propriedades associadas ao tensor efetivo.

Teorema 2.1.3 Se no problema (2.2), Aε(x) um tensor simétrico e positivo definido,

então, o respectivo tensor efetivo Ā é, também, simétrico e positivo definido.

Demonstração. Primeiramente verificaremos a simetria. Para tal, calculemos

Āi,j := ei.Āej

= ei.[

∫

Y

A(I +∇χT )dy]ej

=

∫

Y

(ei.Aej + ei.A∇χTej) dy

=

∫

Y

(∇yyi.A∇yyj +∇yyi.A∇yχ
j) dy, ( ∇χTej = ∇yχ

j)

=

∫

Y

(∇yyi.A(∇y(yj + χj) dy))

= aY (yj + χj, yi).

Então

Āi,j = aY (yj + χj, yi). (2.34)

Agora, utilizando (2.33) com φ = χi resulta

aY (χj + yj, χ
i) = 0.
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Dáı segue que

Āi,j = Āi,j + 0 = aY (yj + χj, yi) + aY (χj + yj, χ
i)

e, portanto,

Āi,j = aY (χj + yj, χ
i + yi). (2.35)

Portanto de (2.35) concluimos que Ā é simétrico quado Aε é simétrico.

Resta verificar que Ā é definida positiva. Para tal, seja ξ ∈ R2 e seja θ := ξ.(χ+y).

Então

ξT Āξ =
2∑

i,j=1

ξiĀijξj

=
2∑

i,j=1

ξiaY (χj + yj, χ
i + yi)ξj (por (2.35))

= aY (ξ.(y + χ), ξ.(y + χ))

=

∫

Y

a∇θ.∇θ dy ≥ α0‖∇θ‖2
0,Y (por (2.3)).

Portanto,

ξT Āξ ≥ α0‖∇θ‖2
0,Y . (2.36)

Assim, ξT Āξ ≥ 0. Resta mostrar que nesta última inequação a igualdade é válida

unicamente quando ξ = 0. Suponhamos que, para algum ξ,

ξT Āξ = 0.

Então de (2.36) resulta necessariamente que ∇yθ = 0, o que implica que θ =

C(constante); ou de maneira equivalente,

ξ.y = C − ξ.χ (onde C é uma constante).
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Como o membro direito é Y -periodico então ξ.y também deve ser Y -periódico.

Mas isto será verdadeiro unicamente no caso em que ξ = 0.
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2.2 Método Residual Free Bubbles

2.2.1 Introdução

Muitos dos fenômenos presentes em ciência e engenharia exibem um compor-

tamento multiescala. Por exemplo, podemos citar: transporte turbulento com alto

número de Reynolds, escoamento em meios porosos, difusão de calor em materi-

ais compósitos, etc. A maioria destes fenômenos são descritos por equações com

derivadas parciais com coeficientes oscilatórios. Resolver de maneira acurada os

correspondentes problemas mediante as metodologias numéricas clássicas exige um

alto custo computacional ou é inviável. Então há necessidade de sugerir esquemas

numéricos que levem em consideração a informação da microestrutura do problema.

Isto é, a influência das escalas menores devem ser incorporadas através da formu-

lação numérica a ser proposta. Uma das metodologias que permite a construção de

procedimentos numéricos com estas caracteŕısticas é o método residual free bub-

ble (RFB). O método residual-free bubbles é um técnica de elementos finitos

de dois ńıveis introduzido por Brezzi, Franca e Russo através dos artigos Brezzi

e Russo (1994) e Franca e Russo (1996), inicialmente proposto para a procura de

soluções numéricas estáveis e acuradas em problemas de difusão-convecção com a

parte convectiva dominante. Mais tarde, o método RFB foi utilizado para o trata-

mento de outros tipos de equações, tais como a equação de difusão linear com co-

eficientes altamente oscilatórios, como sugerido por Brezzi (2000), e desenvolvido

por Sangalli (2003). A seguir faremos uma breve descrição do referido método,

tendo como objetivo induzir um procedimento de homogeneização numérica para

nosso problema modelo multiescala linear (2.1), de acordo com o artigo de Sangalli

(2003).
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2.2.2 Descrição do Método RFB

Dado um operador deferencial linear L, definido no espaço H1
0 (Ω), com Ω ⊂

R2, consideremos o seguinte problema de Dirichlet homogêneo :

Lu = f em Ω,

u = 0 sobre ∂Ω.

(2.37)

A forma variacional associada ao problema (2.37) é dada como segue: achar u ∈ V

tal que,

a(u, v) = (f, v) ∀v ∈ H1
0 (Ω). (2.38)

Sob hipóteses convenientes, admitiremos que este problema (2.38) é bem posto no

espaço H1
0 (Ω).

Seja V ⊂ H1
0 (Ω) um subespaço de elementos finitos finitos correspondente a uma

partição regular Th do domı́nio computacional Ω. Desta maneira podemos definir

uma solução numérica para o problema variacional (2.38). Isto é feito restringindo

(2.38) ao subespaço V . Temos assim o seguinte problema discreto: achar uh ∈ V
tal que

a(uh, vh) = (f, vh) ∀vh ∈ V . (2.39)

Por simplicidade, consideraremos V como sendo o espaço de elementos finitos clás-

sico formado por funções cont́ınuas lineares por partes (se cada elemento de Th for

um triângulo) ou as funções seccionalmente bilineares para o caso de quadriláteros;

isto é, seja V = Vh (1.17). Então (2.39) é nada menos que o método clássico de

Galerkin para determinar uma aproximação para a solução fraca do problema con-

t́ınuo (2.37) dado através de (2.38). Situações em que os coeficientes do operador

L possuem um comportamento altamente variável, tomando uma malha grosseira,

o método de Galerkin produz uma solução numérica nada aceitável Rochinha e

Madureira (2004). Para melhorar o resultado há necessidade de um refinamento

considerável do domı́nio computacional Ω. Isto equivale a considerar o parâmetro

h suficientemente pequeno. Uma maneira de produzir uma solução numérica acu-
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rada para o problema (2.38), considerando uma malha grosseira, usa-se antes do

enriquecimento do espaço de elemento finitos tradicional Vh. Isto pode ser feito

introduzindo novos graus de liberdade no interior do elemento da partição Th.

No procedimento a ser descrito na seqüência, os novos graus de liberdade serão

definidos elemento a elemento de maneira que possam se eliminados (formalmente)

via um procedimento denominado condensação estática. Para tal, é considerado

um novo subespaço de H1
0 (Ω), e passaremos a denominá-lo subespaço de bolhas,

dado como segue:

Vb = {v ∈ V ; v|K ∈ H1
0 (K),∀K ∈ Th}. (2.40)

Note que, para cada K ∈ Th,

H1
0 (K) = {v ∈ H1

0 (Ω); supp(v) ⊂ K}.

Assim, consideremos o espaço enriquecido Vr definido como a soma direta do

espaço das funções seccionalmente lineares e o subespaço de bolhas, definido acima.

Isto é,

Vr := Vh ⊕ Vb. (2.41)

Desta maneira temos um novo espaço de elementos finitos, usualmente denominado

espaço de elementos finitos residual-free buble ou, também, espaço de elementos

finitos enriquecido com bolhas.

A partir do espaço definido em (2.41), é determinado uma aproximação

numérica para (2.38) em Vr de acordo como segue: achar ur ∈ Vr tal que

a(ur, vr) = (f, vr) ∀vr ∈ Vr. (2.42)

Como Vr é dado como soma direta dos subespaços Vh e Vb , então, tanto ur como
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vr podem ser representados de maneira única como segue:

ur = uh + ub, com uh ∈ Vh, ub ∈ Vb,

vr = vh + vb, com vh ∈ Vh, vb ∈ Vb.

Para cada K ∈ Th, a restrição de cada vb ∈ Vb ao elemento K será denotado como

vb|K = vb,K ,

de tal forma que vb,K ∈ H1
0 (K). Assim, restringindo (2.38) a Vh e em seguida a Vb

resulta que (2.38) é equivalente ao seguinte sistema: determinar ur = uh +ub ∈ Vr.

tal que:

Problema Global:

a(uh, vh) +
∑

K∈Th

aK(ub,K , vh) = (f, vh) ∀vh ∈ Vh. (2.43)

Problema Local:

aK(ub, vb,K) = −aK(uh, vb,K) + (f, vb,K) ∀vb,K ∈ H1
0 (K) e ∀K ∈ Th, (2.44)

onde aK(., .) indica que as integrais envolvidas na forma bilinear são calculadas no

elemento K.

Como cada bolha se anula sobre a fronteira de cada elemento da partição, então,

é pośıvel o uso do procedimento de condensação estática. Este processo é de-

terminado resolvendo o problema (2.44) e em seguida substituindo o resultado em

(2.43).

Como (2.44) deve ser válido para cada v ∈ H1
0 (K) então ub,K deve ser uma
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solução forte para o problema local

Lub,K = −(Luh − f) em K,

ub,K = 0 sobre ∂K.

(2.45)

Se, por exemplo, aK(., .) é uma forma bilinear cont́ınua e coerciva sobre H1
0 (K)×

H1
0 (K), então, para cada vh ∈ Vh, o problema (2.44) possui uma única solução

em H1
0 (K). Isto permite considerar o operador linear limitado L−1

K : H−1(K) →
H1

0 (K) como o operador solução para o problema (2.45).

Dáı, podemos reescrever a parte bolha da solução ur como segue

ub,K = L−1
K (f − Luh)|K ∀K ∈ Th (2.46)

e, portanto,

ub =
∑

K∈Th

L−1
K (f − Luh)|K . (2.47)

Assim temos uma expressão “anaĺıtica” para ub em termos de uh dado por (2.47).

Então, substituindo (2.47) no problema global (2.43) podemos reformular este

problema na seguinte maneira: determinar uh ∈ Vh tal que

a(uh, vh) +
∑

K∈Th

aK(L−1
K (f − Luh)|K , vh) = (f, vh) ∀vh ∈ Vh. (2.48)

A formulação numérica (2.48) é nada menos que o método de Galerkin clássico

perturbado. A perturbação tem o compromisso de capturar os efeito das escalas

menores que são ignoradas pela malha computacional quando é utilizado o método

usual de Galerkin.

A solução da bolha (2.46) junto com (2.48) determinam o método residual free

bubbles.
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2.3 Método RFB Aplicado ao Modelo Linear

A seguir vamos aplicar o método residual free bubbles ao problema linear

multiescala (2.1), com o intuito de rever cada uma das etapas envolvidas na referida

metodologia e, ao mesmo tempo, mostrar como este método sugere um procedi-

mento de homogeneização numérica. Para este fim, antes que nada, retomamos as

notações:

. Th: triangulação uniforme do domı́nio Ω com parâmetro de malha h;

. Espaço polinomial

Vh = {v ∈ V ; v|K ∈ P1(K), ∀K ∈ Th};

. O espaço das bolhas

Vb = {v ∈ V ; v|K ∈ H1
0(K),∀K ∈ Th};

. Espaço enriquecido

Vr = Vh ⊕ Vb.

A forma variacional associada ao problema modelo linear multiescala (2.1),

definida a seguir, será tomada em consideração para aplicar o método RFB e

colocar em evidência que a referida metodologia induz um procedimento de homo-

geneização numérica.

O problema fraco associado a (2.1) consiste em determinar uε ∈ V tal que

a(uε, v) = (f, v) ∀ v ∈ V, onde

a(uε, v) =

∫

Ω

αε(x)∇uε.∇v dx, e (f, v) =

∫

Ω

fv dx em Ω.
(2.49)

Para dar ińıcio a metodologia RFB, restrigiremos a formulação variacional (2.49)

ao espaço Vr = Vh⊕Vb. Assim temos o seguinte problema: determinar ur = uh +ub
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em Vr tal que uh ∈ Vh e ub ∈ Vb, com

a(ur, v) = (f, v) ∀ v ∈ Vr, (2.50)

onde o termo de fonte f será considerado constante por partes com respeito à

triangulação Th. Neste caso, quando haja necessidade de explicitar esta hipótese,

utilizaremos a notação a seguir.

Notação 2.3.1

f |K = fK (fK indica o valor constante de f associado ao elemento K ∈ Th.)

(2.51)

Então, a equação (2.50) é equivalente ao sistema:

a(uh, vh) + a(ub, vh) = (f, vh) ∀ vh ∈ Vh, (2.52)

a(uh, vb) + a(ub, vb) = (f, vb) ∀ vb ∈ Vb. (2.53)

Seja L o operador diferencial dado por

Lw := − div[αε(x)∇w]. (2.54)

Logo, de (2.53), em termos do operador L, conclui-se que ub é solução forte da

equação

Lub = f − Luh em K

= fK −
2∑

j=1

∂

∂xj

(αε(x)
∂uh(x)

∂xj

). (2.55)

Como uh é linear por partes, fK é constante e, por definição, o operador L é linear,

a forma do membro direito da equação (2.55) sugere definir, em cada K ∈ TH , os
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seguintes problemas auxiliares:

χ0 ∈ H1
0 (K), Lχ0 = 1 em K, (2.56)

e

χj ∈ H1
0 (K), Lχj = −∂αε(x)

∂xj

em K. (2.57)

Em função disto, vamos reescrever a relação (2.55) como

Lub = fKLχ0 −
2∑

j=1

∂uh(x)

∂xj

Lχj = L[fKχ0 +
2∑

j=1

∂uh(x)

∂xj

χj].

Logo

ub = fKχ0 + χ.∇uh, onde χ =
2∑

j=1

χjej. (2.58)

Agora, substituindo (2.58) na segunda parcela de (2.52) e, em seguida, integrando

por partes , vemos que

a(ub, v) =
∑

K∈Th

fK(

∫

K

div[vαε(x)∇χ0] dx−
∫

K

v div[αε(x)∇χ0]︸ ︷︷ ︸
=−1

) dx (por 2.56)

+
∑

K∈Th

∫

K

αε(x)(∇χ)T∇uh.∇v dx

=
∑

K∈Th

∫

∂K

fKvαε(x)∇χ0.n ds +

∫

Ω

fv dx (2.59)

+
∑

K∈Th

∫

K

αε(x)(∇χ)T∇uh.∇v dx. (2.60)

Portanto, substituindo (2.60) em (2.52), temos

∑
K∈Th

∫

K

αε(x)∇uh.∇v dx +
∑

K∈Th

∫

K

αε(x)(∇χ)T∇uh.∇v dx = −
∑

K∈Th

∫

∂K

fKvαε(x)∇χ0.n ds.
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Ou,

∑
K∈Th

∫

K

αε(x)(I + (∇χ)T )∇uh.∇v dx = −
∑

K∈Th

∫

∂K

fKvαε(x)∇χ0.n ds. (2.61)

Por um lado, podemos reescrever cada parcela do membro direito de (2.61), a partir

da identidade

div[fv(αε(x)∇χ0)]|K = fK∇v.αε(x)∇χ0 + fKv div[αε(x)∇χ0]︸ ︷︷ ︸
=−1 por (2.56)

e do teorema da divergência aplicado sobre cada K ∈ Th, de acordo como segue.

−
∫

∂K

fK vαε(x)∇χ0.n ds =

∫

K

fK v dx−
∫

K

fKαε(x)∇v.∇χ0 dx. (2.62)

Por outro lado, para o membro direito de (2.61), temos:

∑
K∈Th

∫

K

αε(x)(I + (∇χ)T )∇uh.∇v dx =
∑

K∈Th

[
1

|K|
∫

K

αε(x)(I + (∇χ)T ) dx]

︸ ︷︷ ︸
:A

(|K|∇uh.∇v)

=
∑

K∈Th

∫

K

A∇uh.∇v dx (com |K| =
∫

K

dx).

(2.63)

Portanto, considerando (2.62) e (2.63) em (2.61) podemos concluir que

∑
K∈Th

∫

K

A∇uh.∇v dx =

∫

Ω

fv dx−
∑

K∈Th

∫

K

fKαε(x)∇v.∇χ0 dx. (2.64)

Observação 2.3.1 A introdução da metodologia RFB permite estabelecer as seguinte

coneções com a homogeneização:

� Considerando αε(.) periódico, com peŕıodo ε, e o parâmetro da malhaTh

(h) multiplo de ε, A no integrando do membro esquerdo de (2.64) sugere

o coeficiente efetivo para o problema modelo linear multiescala (2.1).

� Há uma estreita relação entre u1 (dado por(2.25) ) e ub (dado por (2.58)).
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2.3.0.1 Caso unidimensional

Uma vez que o caso unidimensional permite resolver em forma anaĺıtica o

problema local, repetiremos o procedimento acima com o intuito de explicitar a

matriz de rigidez e exibir numericamente o observado na conclusão acima.

− d

dx
[αε(x)

du

dx
] = 1 em I,

u(0) = u(1) = 0,

(2.65)

onde I = (0, 1).

No que vem a seguir admitiremos que o coeficiente αε(x) possui propriedades que

garantem a existência e a unicidade de solução para o problema de contorno (2.65).

Para este problema, no correspondente espaço enriquecido Vr, temos a seguinte

formulação numérica: encontrar ur = uh + ub ∈ Vr tal que

a(ur, v) = (f, v), ∀v ∈ Vr, (2.66)

onde

a(w, v) =

∫

I

αε(x)
dw

dx

dv

dx
dx.

Então a equação (2.66) será equivalente ao seguinte sistema:

a(uh, vh) + a(ub, vh) = (f, vh), ∀vh ∈ Vh, (2.67)

a(ub, vb) + a(uh, vb) = (f, vb),∀v ∈ Vb. (2.68)

Seja {xj}j=N
j=0 o conjunto de nós de uma partição uniforme do intervalo I, onde

Ii = (xi−1, xi) representa o i-ésimo elemento da partição.

Proposição 2.3.1 A solução de (2.67) em Vh é dado por uh =
∑N−1

l=1 Ulψl, onde

{ψj}j=N
j=0 é a base nodal associada à partição {xj}j=N

j=0 , e U = (U(1), U(2), ..., U(N−
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1))T é determinado a partir do sistema linear a seguir.

− Ui−1∫
Ii

1
αε(x)

dx
+

Ui∫
Ii

1
αε(x)

dx
+

Ui∫
Ii+1

1
αε(x)

dx
− Ui+1∫

Ii+1

1
αε(x)

dx
=

∫

I

fv dx−
N∑

j=1

∫ xj

xj−1

αε(x)
duf

dx
.
dψi

dx
dx,

i = 1, ..., N − 1.

(2.69)

Demonstração. De (2.68) resulta que ub é solução forte do problema local

ub|Ij
∈ H1

0 (Ij) tal que

− d

dx
[αε(x)

dub

dx
] = 1 +

d

dx
[αε(x)

duh

dx
] em Ij, (2.70)

ub(xj−1) = 0 = ub(xj).

Se {ψj}j=N
j=0 é a base nodal associada à partição {xj}j=N

j=0 , então a solução anaĺıtica

do problema de bolha (2.70) é determinado a partir dos seguintes subproblemas:

uj−1
b ∈ H1

0 (Ij) tal que

− d

dx
[αε(x)

duj−1
b

dx
] =

d

dx
[αε(x)

dψj−1

dx
] em Ij (2.71)

uj−1
b (xj−1) = 0 = uj−1

b (xj),

uj
b ∈ H1

0 (Ij) tal que

− d

dx
[αε(x)

duj
b

dx
] =

d

dx
[αε(x)

dψj

dx
] em Ij (2.72)

uj
b(xj−1) = 0 = uj

b(xj),

e

uf |Ij
∈ H1

0 (Ij) tal que

− d

dx
[αε(x)

duf

dx
] = 1 em Ij (2.73)

uf (xj−1) = 0 = uf (xj).
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As soluções de (2.71) e (2.72) são, respectivamente,

uj−1
b = ψj − c

∫ x

xj−1

1

αε

e

uj
b = −ψj + c

∫ x

xj−1

1

αε

,

onde c = 1∫ xj
xj−1

1
αε

.

Dáı segue que

uj
b + uj−1

b ≡ 0 em Ij. (2.74)

Uma vez que uh =
∑N−1

l=1 Ulψl e, portanto, uh|Ij
= Uj−1ψj−1 + Ujψj, obtém-se

ub|Ij
= Uj−1u

j−1
b + Uju

j
b.

A equação (2.67) em termos da base nodal é dada por

a(
N−1∑

l=1

Ulψl, ψi) +
N∑

j=1

aj(ub, ψi) = (f, ψi), i = 1, ..., N − 1. (2.75)

⇔ (2.76)
N−1∑

l=1

Ul

∫ 1

0

αε
dψl

dx
.ψi +

N∑
j=1

∫ xj

xj−1

αε
d(Uj−1u

j−1
b + Uju

j
b)

dx
.
dψi

dx
= (2.77)

∫

I

fv −
N∑

j=1

∫ xj

xj−1

αε
d(uf )

dx
.
dψi

dx
∀i = 1, ..., N − 1. (2.78)

Trataremos em forma separada cada uma das parcelas das expressões acima.

A =
N−1∑

l=1

Ul

∫ 1

0

αε
dψl

dx
ψ′i

= Ui−1

∫

Ii

αε
dψi−1

dx
ψ′i + Ui

∫

Ii

αε
dψi

dx
ψ′i + Ui+1

∫

Ii+1

αε
dψi+1

dx
ψ′i

= −Ui−1

h2

∫

Ii

αε +
Ui

h2

∫

Ii

αε − Ui+1

h2

∫

Ii+1

αε.
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B =
N∑

j=1

∫ xj

xj−1

αε
d(Uj−1u

j−1
b + Uju

j
b)

dx

dψi

dx
.

Utilizaremos a relação local (2.74) para reescrever a expressão definida por B.

B =
N∑

j=1

(Uj − Uj−1)

∫

Ij

αε
d(uj

b)

dx

dψi

dx

= (Ui − Ui−1)

∫

Ii

αε
d(ui

b)

dx

dψi

dx

+ (Ui+1 − Ui)

∫

Ii+1

αε
d(ui+1

b )

dx

dψi

dx

= (Ui − Ui−1)

∫

Ii

αε(ψ
′
i +

1∫
Ii

1
αε

)ψ′i

+ (Ui+1 − Ui)

∫

Ii+1

αε(ψ
′
i+1 +

1∫
Ii+1

1
αε

)ψ′i.

Somando A e B temos que

A + B =
Ui − Ui−1∫

Ii

1
αε

− Ui+1 − Ui∫
Ii+1

1
αε

= − Ui−1∫
Ii

1
αε

+
Ui∫
Ii

1
αε

+
Ui∫

Ii+1

1
αε

− Ui+1∫
Ii+1

1
αε

.

Finalmente, a equação (2.67) poderá ser dada como segue.

− Ui−1∫
Ii

1
αε

+
Ui∫
Ii

1
αε

+
Ui∫

Ii+1

1
αε

− Ui+1∫
Ii+1

1
αε

=

∫

I

fv −
N∑

j=1

∫ xj

xj−1

αε
d(uf )

dx
.
dψi

dx
i = 1, ..., N − 1.

Temos desta maneira comprovado a validade da relação (2.69).

Observação 2.3.2 Em relação ao resultado estabelecido na proposição 2.3.1, pode-

mos comentar o seguinte:

� Se αε(x) é periódico com peŕıodo ε e h múltiplo de ε, então

∫

Ii

1

αε(x)
dx = h

∫ 1

0

1

αε(y)
dy. (2.79)

Basta mostrar a relação acima para o elemento I1 = [0, h]. Isto pode ser

confirmado mediante o racioćınio logo abaixo.
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Para y = x
ε

temos,

∫ h

0

1

α(x
ε
)
dx = ε

∫ h/ε

0

1

α(y)
dy

= h(
ε

h
)

∫ h/ε

0

1

α(y)
dy

= h(
1

k

∫ k

0

1

α(y)
dy),

h

ε
= k

= h[
1

k
(

∫ 1

0

1

α(y)
dy +

∫ 2

1

1

α(y)
dy + ...

∫ k

k−1

1

α(y)
dy)]

=
h

k
(k

∫ 1

0

1

α(y)
dy).

� Sabe-se que, no caso em que o coeficiente αε(x) é periódico, o problema

homogeneizado relativo ao problema multiescala (2.65) é:

− d

dx
[ᾱ

du

dx
] = f x ∈ (0, 1),

u(0) = u(0),

(2.80)

onde ᾱ = 1∫ 1
0

1
α(y)

dy

� Note-se que, no caso em que αε(x) é periódico, o membro esquerdo de

(2.69) coincide com a matriz de rigidez resultante ao introduzir os ele-

mentos finitos clássicos de Galerkin (Vh) à equação homogeneizada (2.80)

correspondente ao problema (2.65).

49



Caṕıtulo 3

Problema Multiescala Não Linear

Continuaremos a utilizar como referência o fenômeno de difusão de calor

em materiais compósitos para introduzir nosso problema modelo não linear. Num

processo de condução de calor onde há uma forte dependência em relação ao tipo

do material condutor, o coeficiente de difusão passa a depender, também, do campo

de temperatura. Todavia, se consideramos um material compósito, no coeficiente

de difusão estará presente, ao menos, um parâmetro (ε) que relaciona as diferentes

fases. Neste caso as propriedades térmicas estarão dadas através do tensor de

condutividade Aε = Aε(x, uε), onde uε representa a distribuição de temperatura.

Portanto, o modelo que melhor descreve o fenômeno de condução de calor com

condição de Dirichlet homogênea seria o seguinte modelo matemático não linear:

− div[Aε(x, uε)∇uε] = f em Ω,

uε = 0 sobre ∂Ω.

No presente trabalho, como um primeiro projeto, consideraremos Aε(x, .) = αε(x)b(.)I,

I ∈ R2×2 representa a matriz identidade, com αε(.) e b(.) campos escalares. Esta

decomposição para Aε(x, uε) é bem razoável fisicamente, como observado em ...

O correspondente problema, ao qual nos referiremos como problema modelo
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multiescala não linear, será:

− div[αε(x)b(uε)∇uε] = f em Ω,

uε = 0 sobre ∂Ω.

(3.1)

Para os coeficientes αε(.) e b(.) admitiremos as condições a seguir.

Hipóteses H1:

� Para cada ε, αε(.) : Ω → R é mensurável;

� Existem constantes positivas α0 e α1 tais que

0 < α0 ≤ αε(x) ≤ α1 ∀x ∈ Ω. (3.2)

Hipóteses H2:

� b(.) : R → R suficientemente diferenciável e, com a derivada de primeira

ordem limitada;

� Existe uma constante positiva b0 tal que

0 < b0 ≤ b(t) ∀t ∈ R. (3.3)

Observação 3.0.3 Das hipóteses H1 e H2 resulta que: para cada x ∈ Ω, e todo

t ∈ R,

αε(x)b(t)ξ.ξ ≥ α0b0‖ξ‖2 ∀ξ ∈ R2 (hipótese de coercividade uniforme).

(3.4)

O problema variacional associado a (3.1) consiste em: achar uε ∈ H1
0 (Ω) de maneira

que

a(uε, v) = (f, v) ∀v ∈ H1
0 (Ω), (3.5)
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onde

a(ψ, φ) :=

∫

Ω

αε(x)b(ψ)∇ψ.∇φ dx. (3.6)

3.1 Problema Cont́ınuo: Existência e Unicidade

Nesta seção faremos uso das idéias apresentadas nos artigos Boccardo e Mu-

rat (1982) e Artola e Duvaut (1982), para, mediante pequenas adaptações, rever

o problema de Cauchy associado a nosso problema modelo multiescala não linear.

Visando formular um resultado de existência de solução fraca para (3.1), resgata-

mos a seguinte versão do teorema de ponto fixo de Schauder:

Teorema 3.1.1 (Ponto Fixo de Schauder) Seja E um espaço normado, A ⊂
E um conjunto convexo não vazio, e C ⊂ A compacto. Então cada aplicação

cont́ınua T : A → C tem pelo menos um ponto fixo.

Demonstração. O enunciado e a citação para uma demostração deste resultado

encontra-se em Dı́az e Naulin (2006).

A seguir formularemos o seguinte teorema que diz respeito da existência e unicidade

de solução para o problema variacional (3.5).

Teorema 3.1.2 Sejam αε(.) e b(.) nas hipóteses (3.2) e (3.3), respectivamente. En-

tão, para cada f ∈ L2(Ω), o problema variacional (3.5) admite uma única solução

no espaço H1
0 (Ω).

A demonstração do teorema 3.1.2 será dada mediante o uso dos lemas a seguir.

Com o propósito de formular o resultado de existência de solução fraca para (3.1),

a forma (3.6) sugere definir o seguinte operador:

T ε : L2(Ω) → H1
0 (Ω), (3.7)
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onde, para cada w ∈ L2(Ω), T ε associa wε em H1
0 (Ω) (T ε(w) := wε ) através da

equação: ∫

Ω

αε(x)b(w)∇wε.∇v dx =

∫

Ω

fv dx ∀v ∈ H1
0 (Ω).

Note que o operador o T ε está bem definido, uma vez que, a partir das hipóteses

impostas sobre os coeficientes αε e b, a forma bilinear dada no membro esquerdo

de (3.5) está nas hipóteses do lema de Lax-Milgram 1.3.1.

Lema 3.1.3 Nas hipóteses do teorema 3.1.2, o operador T ε dado por (3.7) é con-

t́ınuo.

Demonstração. De fato, seja {wm} uma seqüência em L2(Ω) tal que

wm → w na norma de L2(Ω).

Consideremos T ε(wm) := wε
m e T ε(w) := wε. Então, respectivamente, tem-se

∫

Ω

α(
x

ε
)b(wm)∇wε

m.∇v dx =

∫

Ω

fv dx ∀v ∈ H1
0 (Ω)

e

∫

Ω

α(
x

ε
)b(w)∇wε.∇v dx =

∫

Ω

fv dx ∀v ∈ H1
0 (Ω).

Subtraindo membro a membro as equações acima, segue que

∫

Ω

α(
x

ε
)b(wm)∇wε

m.∇v dx−
∫

Ω

α(
x

ε
)b(w)∇wε.∇v dx = 0 ∀v ∈ H1

0 (Ω).

Dáı, somando e subtraindo wε, resulta

∫

Ω

α(
x

ε
)b(wm)∇(wε

m − wε + wε).∇v dx =

∫

Ω

α(
x

ε
)b(w)∇wε.∇v dx ∀v ∈ H1

0 (Ω).
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Ou de maneira equivalente, reagrupando convenientemente, para cada v ∈ H1
0 (Ω)

temos

∫

Ω

α(
x

ε
)b(wm)∇(wε

m − wε).∇v =

∫

Ω

αε(x)(b(w)− b(wm))∇wε.∇v dx.

Então, em particular, para v = wε
m − wε temos:

α0b0‖∇(wε
m − wε)‖2

0,Ω ≤ α1‖b′‖∞
∫

Ω

|w − wm||∇wε||∇(w − wm)| dx

≤ α1‖b′‖∞‖(w − wm)∇wε‖0,Ω‖∇(wε
m − wε)‖0,Ω.

Logo

‖∇(wε
m − wε)‖0,Ω ≤ C‖(w − wm)∇wε‖0,Ω.

Portanto, do teorema da convergência dominada de Lebesgue, o membro direito

da inequação logo acima converge para 0 quando m →∞.

Lema 3.1.4 seja F uma função de classe C1(R) tal que F (0) = 0 e |F ′(t)| ≤ L

para cada t ∈ R. Seja Ω um subconjunto aberto em Rd, e seja 1 ≤ p < ∞. Então,

tem-se o seguinte:

a) para cada v ∈ W 1,p(Ω), F ◦v ∈ W 1,p(Ω), ∂
∂xi

(F ◦v) = F ′(v) ∂v
∂xi

, sempre que

1 ≤ i ≤ d;

b) se v ∈ W 1,p
0 (Ω), então F ◦ v ∈ W 1,p

0 (Ω).

Demonstração. Ver a proposição IX.5 de Brezis (1983).

Lema 3.1.5 Nas hipóteses do teorema 3.1.2, se (3.1) possui uma solução, ela é

única.

Demonstração. Seja

b̃(t) =

∫ t

0

b(s)ds, ∀ t ∈ R.
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Das hipóteses assumidas para b temos em particular que b ∈ C(R) e, isto é suficiente

para concluir que b̃ ∈ C1(R). Além disso, a derivada de b̃ é positiva e, portanto, b̃

resulta ser uma bijeção em R. Fazendo U ε := b̃(uε), como b̃ está nas hipóteses do

lema 3.1.4, então

∇U ε = b(uε)∇uε

e

U ε ∈ H1
0 (Ω).

Logo o problema (3.1) será equivalente ao problema linear

− div[α(
x

ε
)∇U ε] = f em Ω,

U ε = 0 sobre ∂Ω.

(3.8)

isto é, uε é solução de (3.1) se, e somente se, U ε for solução do problema (3.8).

Portanto, como a forma bilinear associada ao problema de Dirichlet (3.8) está nas

hipóteses do lema de Lax-Milgram, então, (3.1) admite uma única solução.

Finalmente, provaremos o teorema 3.1.2.

Existência. Se no teorema 3.1 consideramos A = E = L2(Ω), C = H1
0 (Ω), e

o operador T ε, definido em (3.7), então, do lema 3.1.3 podemos concluir que T ε

possui um ponto fixo.

Unicidade. Segue diretamente do lema 3.1.5.

3.2 Homogeneização: Problema Multiescala Não Linear

Solução para um problema que apresenta um comportamento altamente var-

iável quando observado num ńıvel microscópico exige que todas as escalas presentes

no problema devem ser resolvidas. Podemos citar como exemplos: a mecânica dos

meios de dispersão, filtração, escoamento em meios porosos, condução de calor em

materiais compósitos, etc. Devido ao alto custo computacional e à complexidade

numérica, o uso do método clássico de elementos finitos considerando uma malha
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do tamanho comparável à menor escala presente na estrutura seria inviável. Mas,

em muitas aplicações práticas os detalhes da escala fina da solução não são de inter-

esse, e sim uma solução na escala grossa. Portanto, em muitos casos, um modelo

aproximado que capture a influência das escalas não resolvidas é suficiente. O

método de homogeneização é uma das metodologias utilizadas para a obtenção

de modelos aproximados.

A seguir, fazendo uso das ideias encontradas Auriaul e Lewandrouwska (1993)

e Tokarzewski e Adrianov (2001), retomaremos o procedimento formal utilizado na

procura da equação efetiva associada ao problema linear multiescala (2.2), para

determinar de forma didática a equação homogeneizada correspondente a nosso

problema modelo multiescala não linear (3.1).

De acordo com o teorema 3.1.2, para cada ε fixado, a solução uε do problema

modelo multiescala não linear, sob certas hipóteses, existe e é única. Como

observado no caso linear, admitiremos que uε é dado na forma

uε = u(x, y) + εu1(x, y) + ε2u2(x, y) + ... y =
x

ε
∀x ∈ Ω, (3.9)

onde cada ui(x, y) é função das variáveis x e y, e Y-periódica em y porque vamos

supor que αε(.) é periódica, ou, em forma compacta dada na forma :

uε(x) =
+∞∑
i=0

εiui(x,
x

ε
).

A partir disto, continuaremos a adotar as regras de derivação dadas em (2.12)-

(2.14).

Por comodidade, usaremos a notação u em lugar de u0. Logo, como temos admitido

que uε =
∑+∞

i=0 εiui, consideraremos uma expansão para b(uε) em torno de u. Temos
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assim,

b(uε) = b(u +
+∞∑
i=1

εiui)

= b(u) + εb′(u)u1 + ε2(b′(u)u2 +
1

2
b′′(u)u2

1) + ... (3.10)

Teorema 3.2.1 Seja αε(x) limitada uniformemente por baixo por uma constante

positiva e Y−periódica, e seja b : R → R suficientemente diferenciável e limitada

inferiormente por uma constante positiva. Então, o problema efetivo correspon-

dente ao problema modelo multiescala não linear (3.1) é dado por

− divx[b(u)Ā∇xu] = f x ∈ Ω,

u = 0 x ∈ ∂Ω,

(3.11)

com

Ā =
1

|Y |
∫

Y

α(y)(I +∇yχ
t)dy, (3.12)

e (χ =
∑2

j=1 χjej) χj função Y−periódica tal que

divy[α(y)∇yχ
j] = −∂α(y)

∂yj

em Y, j = 1, 2. (3.13)

Demonstração. Utilizando as regras (2.13) e (2.14), assim como a identidade

(3.10), na equação (3.1), temos

− (ε−1 divy + divx){αε(x)[b(u) + εb′(u)u1 + ε2(b′(u)u2 +
1

2
b′′(u)u2

1) + ...][ε−1∇yu+

+∞∑
i=0

εi(∇yui+1 +∇xui)]} = f. (3.14)

Em seguida coletando os termos do membro esquerdo de (3.14) tomando em con-
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sideração a ordem crescente das potências de ε, tem-se

− (ε−1 divy + divx){αε(x)[b(u) + εb′(u)u1 + ε2(b′(u)u2 +
1

2
b′′(u)u2

1) + ...][ε−1∇yu+

∇yu1 +∇xu + ε(∇yu2 +∇xu1) +
+∞∑
i=2

εi(∇yui+1 +∇xui)]}

= −ε−2 divy(αε(x)b(u)∇yu)−ε−1{div[αε(b(u)(∇yu1+∇xu)+b′(u)u1∇yu)]+divx[αε(x)b(u)∇yu]}−

ε0{divy[αε(x)(b(u)(∇yu2+∇xu1)+b′(u)u1(∇yu1+∇xu)+(b′(u)u2+
1

2
b′′(u)u2

1)∇yu)]

+ divx[αε(x)(b(u)(∇yu1 +∇xu) + b′(u)u1∇yu)]}+ ...

Note-se que as duas primeiras parcelas da última equação acima são singulares.

Então, necessariamente, devemos ter

divy[αε(x)b(u)∇yu] = 0,

e

divy[αε(x)(b(u)(∇yu1 +∇xu) + b′(u)u1∇yu)] + divx[αε(x)b(u)∇yu] = 0,

e, portanto, o termo associado à potência ε0 deve ser igual f . Em resumo temos,

desconsiderando as expressôes relativas as potências de ε maiores ou iguais a 1, as

seguintes equações:

Equação associada a ε−2

divy[αε(x)b(u)∇yu] = 0. (3.15)

Equação associada a ε−1

divy[αε(x)(b(u)(∇yu1 +∇xu) + b′(u)u1∇yu)] + divx[αε(x)b(u)∇yu] = 0. (3.16)

Equação associada a ε0
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−divy{αε(x)[b(u)(∇yu2+∇xu1)+b′(u)u1(∇yu1+∇xu)+(b′(u)u2+
1

2
b′′(u)u2

1)∇yu]}

+ divx[αε(x)(b(u)(∇yu1 +∇xu) + b′(u)u1∇yu)] = f. (3.17)

Multiplicando a equação (3.15) por u, integrando por Y , usando a fórmula de

integração por partes, e as hipóteses de limitação inferior introduzidas para os

coeficientes αε e b:

0 = −
∫

Y

divy[α(y)b(u)∇yu]u dy

=

∫

Y

α(y)b(u)|∇yu|2 dy

≥ C0

∫

Y

|∇yu|2 dy.

Então ∫

Y

|∇yu|2 dy ≤ 0.

Esta desigualdade é válida se, e somente se,

∇yu = 0.

Isto é, u não depende da variável y e escrevemos u = u(x).

Em relação a equação (3.16) temos o seguinte: uma vez verificado que u independe

de y então a equação (3.16) se reduz a

divy[αε(x)(b(u)∇yu1))] = − divy[(αε(x)b(u)∇xu)] em Y. (3.18)

A expressão equivalente para (3.18), utilizando o fato que b(u) é positivo e inde-

pende y, será:

divy[α(y)∇yu1)] = −∇yα(y).∇xu em Y. (3.19)

Como u1 é considerada periódica na variável y, basta resolver a equação (3.18) sobre
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uma célula periódica e em seguida pode ser extendida periodicamente. Assim é

formulado o problema de encontrar uma solução Y-periódica u1(x, .) para (3.18),

onde x entra como parâmetro e é assumido que o membro direito (3.18) é conhecido.

Note-se que a hipótese de Y-periodicidade de u1 introduz na equação (3.18) uma

condição de fronteira.

Observe-se que o problema resultante para u1 é linear. Isto sugere introduzir,

para j = 1, 2, o seguinte problema auxiliar (usualmente denominado problema de

célula):

divy[α(y)∇yχ
j] = −∂α(y)

∂yj

em Y. (3.20)

A solução χj em Wper(Y ) para o problema variacional correspondente a (3.20) é

determinado através do problema: achar χj ∈ Wper(Y ) tal que

∫

Y

α(y)∇yχ
j.∇v dy =

∫

Y

∂α(y)

∂yj

v ∀v ∈ Wper(Y ), j = 1, 2.

Então

u1(x, y) = χ(y).∇xu(x) + c(x), com χ =
2∑

j=1

χjej,

será a solução fraca do problema (3.19), onde c(x) é a constante aditiva.

Agora, integrando sobre uma célula em relação a y ambos os membros da equação

(3.17), resulta

−
∫

Y

{divy{α(y)[b(u)(∇yu2+∇xu1)+b′(u)u1(∇yu1+∇xu)+(b′(u)u2+
1

2
b′′(u)u2

1)∇yu]}

+ divx[α(y)(b(u)(∇yu1 +∇xu) + b′(u)u1∇yu)]} dy =

∫

Y

f dy. (3.21)

Utilizando a hipótese de periodicidade e tomando e levando em consideração que

u não depende da variável y, a relação acima (3.21) é reduzida para

∫

Y

divx[α(y)b(u)(∇yu1 +∇xu)] dy = f |Y |. (3.22)
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Como u1(x, y) = χ.∇xu + c(x) então (3.22) pode ser reescrita como segue

− divx[(
1

|Y |
∫

Y

α(y)b(u)(I +∇yχ
t)dy)∇xu] = f. (3.23)

Fazendo

Ā =
1

|Y |
∫

Y

α(y)(I +∇yχ
t)dy. (3.24)

temos a equação efetiva associada ao problema modelo não linear multiescala (3.1)

− divx[b(u)Ā∇xu] = f x ∈ Ω,

u = 0 x ∈ ∂Ω.

(3.25)

Observação 3.2.1 Note-se que Ā é um tensor constante porque χ depende uni-

camente de y. Por outro lado, de acordo com o resultado estabelecido para o caso

linear (teorema 2.1.3), Ā é simétrico e positivo definido.
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Caṕıtulo 4

Formulações Numéricas RFB

Na primeira parte do presente caṕıtulo, fazendo uso da metodologia resid-

ual free bubble, iremos induzir formulações de elementos finitos que sejam capazes

de incorporar detalhes da escala menor presentes no modelo em estudo, de tal

maneira que seja posśıvel tratar o problema de homogeneização numérica decor-

rente do modelo multiescala não linear (3.1).

Como veremos a seguir, a partir do método RFB será posśıvel sugerir, em termos

gerais, duas formulações numéricas, que denominaremos RFB completo e RFB

reduzido, respectivamente. Por sua vez, o racioćınio seguido para a obtenção do

RFB simplificado permitirá sugerir mais um esquema numérico.

Uma vez definido o procedimento numérico RFB simplicado, o passo seguinte será

o estudo de existência de solução para o problema discreto associado à formu-

lação numérica sugerida na etapa prévia. A existência será formulado mediante o

teorema 4.3.7.

4.1 Formulação RFB Completa

Guiados pelo procedimento seguido no caso linear, e da estrutura do espaço

residual free bubbles Vr, dado que é válida a seguinte decomposição

Vr = Vh ⊕ Vb,
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vamos introduzir uma formulação numérica (extensão natural do correspondente

caso linear) que permita determinar uma aproximação em Vr para a solução do

problema variacional correspondente ao modelo multiescala não linear (3.1). Com

este propósito em mente, restrigiremos a formulação variacional (3.5) ao subespaço

Vr. Como resultado temos, em forma expĺıcita, o que passaremos a denominar

RFB completo:

Achar ur ∈ Vr de maneira que,

∑
K∈Th

aK(ur, v) = (f, v) ∀v ∈ Vr, (4.1)

onde

aK(ψ, φ) =

∫

K

αε(x)b(ψ)∇ψ.∇φ dx.

Observação 4.1.1 A não ser que seja especificado, no que vem a seguir, não

consideraremos a hipótese de periodicidade para o coeficiente αε(.).

Como consequência da representação dos elementos de Vr, a formulação (4.1) é

equivalente ao seguinte sistema acoplado:

Encontrar ur = uh + ub ∈ Vr = Vh ⊕ Vb, onde

. Problema Global Completo:

uh ∈ Vh é tal que

∑
K∈Th

aK(uh + ub, vh) = (f, vh) ∀vh ∈ Vh, (4.2)

e ub ∈ Vb é determinado localmente ao resolver o problema a seguir.

. Problema Local Completo:

aK(uh + ub, vb) = (f, vb) ∀vb ∈ H1
0 (K),∀K ∈ Th. (4.3)
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Desta forma, associado ao problema local (4.3), tem-se

∫

K

αε(x)b(uh + ub)∇(uh + ub).∇v dx =

∫

K

fv dx ∀v ∈ H1
0 (K). (4.4)

Então ub|K é solução forte do seguinte problema de contorno local

− div[αε(x)b(uh + ub)∇(uh + ub)] = f em K, (4.5)

ub = 0 sobre ∂K. (4.6)

Observação 4.1.2 Note-se que (4.5), devido ao coeficiente b(.), conduz a um

problema não linear. Portanto, o procedimento de condensação estática não pro-

cede como o correspondente caso linear.

4.2 Formulação RFB Reduzida

Motivados pela impossibilidade de aplicar a condensação estática no prob-

lema local (4.5), então, para uh e ub definidos, respectivamente, através dos prob-

lemas (4.2) e (4.3), definiremos a seguinte função:

η(t) := b(uh + tub), t ∈ [0, 1]. (4.7)

Logo, para b suficientemente diferenciável, temos a seguinte fórmula:

η(1) = η(0) + η′(0) +

∫ 1

0

(1− t)η′′(t) dt. (4.8)

Como resultado da identidade (4.8) segue a seguinte expansão para o coeficiente b

em torno uh:

b(uh + ub) = b(uh) + b′(uh)ub + [

∫ 1

0

(1− t)b′′(uh + tub)dt](ub)
2. (4.9)

Neste ponto do racioćınio faremos uma primeira escolha, consideraremos unica-

mente a apro-
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ximação de ordem zero da expansão (4.9). Assim, o problema local (4.3) pode ser

reformulado em termos da parte bolha (ub) através de um problema linear. Isto é,

Problema Local Reduzido ou Problema Local Linearizado:

Achar ub ∈ H1
0 (K) tal que

− div[αε(x)b(uh)∇ub] = div[αε(x)b(uh)∇uh] + f em K, (4.10)

ub = 0 sobre ∂K.

Desta maneira, agora, podemos reescrever o problema global (4.2) de acordo com

o novo problema local (4.10) associado a cada elemento da malha (problema local

reduzido) como segue.

Encontrar ũh ∈ Vh de maneira que

∑
K∈Th

∫

K

αε(x)b(ũh + ũb)∇ũh.∇v +
∑

K∈Th

∫

K

αε(x)b(ũh + ũb)∇ũb.∇v =

∫

Ω

f v ∀ v ∈ Vh,

(4.11)

onde ũb ∈ H1
0 (K) é solução do problema local reduzido sobre o elemento K:

− div[αε(x)b(ũh)∇ũb] = f + div[αε(x)b(ũh)∇ũh] em K, (4.12)

ũb = 0 sobre ∂K.

Observação 4.2.1 Em relação a (4.10) e (4.11) podemos comentar o seguinte:

� A aproximação de ordem zero (4.10) é razoável. Esta afirmação é justifi-

cada através da relação (4.27) estabelecida mais para frente.

� Da decomposição ũb = ūb+uf , e da propriedade de linearidade do problema

(4.10), o cálculo da bolha ub pode ser reduzido à solução dos subproblemas

relativos a ūb e uf , respectivamente, de acordo como segue.
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Achar ūb ∈ H1
0 (K) tal que

− div[αε(x)b(ũh)∇ūb] = div[αε(x)b(ũh)∇ũh] em K, (4.13)

ūb = 0 sobre ∂K,

e determinar uf ∈ H1
0 (K) de maneira que

− div[αε(x)b(ũh)∇uf ] = f em K, (4.14)

uf = 0 sobre ∂K.

� Admitindo a hipótese de coercividade uniforme, o procedimento de con-

densação estática é posśıvel.

Retomaremos a formulação (4.11) para, a partir de um racioćınio descrito a seguir,

colocar em evidência as possibilidades de aproximações numéricas RFB que pode-

mos propor.

Com este objetivo em mente, consideraremos, desta vez, a função η̃ definida a

partir de ũh e ũb determinados através de (4.11) e (4.12), respectivamente, como

η̃(t) := b(ũh + t ũb).

Assim, a identidade correspondente a (4.9) será:

b(ũh + ũb) = b(ũh) + b′(ũh)ũb + [

∫ 1

0

(1− t)b′′(ũh + t ũb) dt](ũb)
2. (4.15)
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Introduzindo (4.15) na equação (4.11), temos o seguinte problema: dado ũb ∈ Vb,

achar ũh ∈ Vh tal que

∑
K∈Th

∫

K

αε(x)b(ũh)∇ũh.∇v dx +
∑

K∈Th

∫

K

αε(x)b(ũh)∇ũb.∇v dx+

∑
K∈Th

∫

K

αε(x)b′(ũh) ũb∇ũh.∇v dx +
∑

K∈Th

∫

K

αε(x)b′(ũh) ũb∇ũb.∇v dx+

∫

Ω

{[
∫ 1

0

(1− t)b′′(ũh + t ũb)dt](ũb)
2∇ũh.∇v}dx+

∫

Ω

{[
∫ 1

0

(1− t)b′′(ũh + t ũb)dt](ũb)
2∇ũb.∇v}dx =

∫

Ω

f v dx. (4.16)

Observação 4.2.2 Note que:

1. A expressão acima deixa claro que temos mais de uma escolha para um

modelo de aproximação numérica no ambiente RFB.

2. Se escolhemos como membro esquerdo unicamente a primeira parcela da

igualdade acima, a respectiva formulação numérica recai no clássico método

de elementos finitos de Galerkin.

3. Outras escolhas podem ser: a primeira mais a segunda; outra, as três

primeiras parcelas. Assim por diante.

4.2.1 Formulação RFB Reduzida

Terminamos a presente seção apresentando a formulação RFB reduzida.

Esta será induzida a partir da relação (4.16), tomando em consideração as duas

primeiras parcelas desta relação. A referida formulação de elementos finitos será

utilizada para resolver o problema de homogeneização numérica associado a nosso

problema modelo multiescala não linear.
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Determinar uh ∈ Vh tal

ar(uh, v) = (f, v) ∀v ∈ Vh (problema global), (4.17)

onde

ar(uh, v) =
∑

K∈Th

∫

K

αε(x)b(uh)∇ur.∇v dx, (4.18)

e ur = uh +ub +uf , com ub e uf soluções, respectivamente, do problemas locais

reduzidos:

− div[αε(x)b(uh)∇ub] = div[αε(x)b(uh)∇uh] em K, (4.19)

ub = 0 sobre ∂K,

e

− div[αε(x)b(uh)∇uf ] = f em K, (4.20)

uf = 0 sobre ∂K.

Agora, utilizando a decomposição ur = uh + ub + uf , definiremos as formas

ab(uh, v) :=
∑

K∈Th

∫

K

αε(x)b(uh)∇(uh + ub).∇v dx (4.21)

e

af (uh, v) :=
∑

K∈Th

∫

K

αε(x)b(uh)∇uf .∇v dx. (4.22)

Desta forma, podemos redefinir a formulação RFB reduzida como segue.

Achar uh ∈ Vh tal que

ab(uh, v) = (f, v)− af (uh, v) ∀v ∈ Vh, (4.23)
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com ab e af dados através dos problemas locais (4.19) e (4.21), respectivamente.

Observação 4.2.3 Em relação ao esquema numérico apresentado acima, temos

os seguintes comentários:

1. Resulta evidente que os problemas globais e locais estão acoplados;

2. O problema global é não linear em relação a uh;

3. Para baratear o método podemos seguir a idéia sugerida no trabalho de

Y. E. Efendiev e Ginting (2004), considerando b(
∫

K
uh(x) dx) em lugar

de b(uh) nos problemas locais reduzidos (4.19), (4.21). Desta forma, por

exemplo, (4.19) se reduz a uma equação bem mais simples, porque, por

hipótese, o coeficiente b é não nulo (positivo) e constante em cada elemento.

Portanto,

− div[αε(x)∇ub] = div[αε(x)∇uh] em K. (4.24)

Assim, da linearidade da equação, o cálculo da bolha local (ub) é deter-

minado resolvendo os correspondentes problemas associados aos nós do

elemento;

4. Seguindo o racioćınio do item 3, uma outra simplificação seria a utilizada

no artigo de Chen e Savchuk (2008), onde o coeficiente b é calculado num

ponto interior do respectivo elemento (b(uh(xK))).

5. Destacaria como fundamental no presente trabalho o racicoćınio a seguir.

Definindo o operador linear Lφ = div[αε(x)b(uh(x))∇φ], introduzindo os
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problemas auxiliáres:

χj ∈ H1
0 (K), j = 1, 2,Lχj = − ∂

∂xj

(αε(x)b(uh)) (4.25)

e

L = 1 em K, (4.26)

e mediante um procedimento semelhante ao elaborado na seção (2.3) (Método

RFB Aplicado ao Modelo Linear), a formulação RFB reduzida conduz a

uma relação semelhante a (2.61) (determinado no caso linear) desta vez

dado por.

∑
K∈Th

∫

K

αε(x)b(uh)(I + (∇χ)T )∇uh.∇v dx =

∫

Ω

fv dx−
∑

K∈Th

∫

K

fKαε(x)b(uh)∇v.∇χ0 dx.

(4.27)

Esta relação coloca em evidência, mais uma vez, a relação entre metodolo-

gia RFB e o processo de homogeneização.

6. Também, a partir de (4.27) podem ser justificadas as escolhas de Y. E. Efendiev

e Ginting (2004) e Chen e Savchuk (2008), mencionadas nos itens acima.

4.2.2 Algoritmo Numérico

Uma proposta de esquema numérico para implentação seria:

P1) Dado uh = uh,n−1 ∈ Vh, determinar ūb,n−1 = ub,n−1 + uf,n−1 sobre cada el-

emento K resolvendo os respectivos problemas (4.19) e (4.20). Esta parte

do algoritmo está bem definido. Caso uma das aproximações sugeridas nos

itens 3, 4 da observação acima seja seguida, este passo é executado apenas

uma vez.

P2) Um vez calculado ūb,n−1, achar uh,n ∈ Vh tal que
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∑
K∈Th

∫

K

αε(x)b(uh,n−1)∇uh,n.∇vdx+

∫

K

αε(x)b(uh,n−1)∇ūb,n−1.∇vdx =

∫

Ω

fvdx ∀v ∈ Vh;

P3) Voltar ao passo P1, com uh,n calculado no passo P2, e determinar o corre-

spondente ub,n. Continuar o ciclo até verificar o erro de tolerância definido

a priori para

uh,n − uh,n−1.

4.3 Formulação RFB Reduzido: Existência

Nesta seção realizaremos o estudo da existência de solução para o esquema

numérico RFB reduzido proposto no presente trabalho. Com este intuito, numa

primeira etapa, seguindo a estratégia sugerida em Xu (1996), reescreveremos a for-

mulação numérica (4.17) em termos da forma linearizada em torno da solução do

problema variacional associada ao problema efetivo correspondente ao problema

modelo multiescala não linear (3.1).

Seja então u a solução fraca do problema efetivo. Então

ā(u, v) = (f, v) ∀v ∈ H1
0 (Ω), (4.28)

onde ā(u, v) =
∫
Ω

b̄(u)∇u.∇v dx, e b̄(.) = b(.)Ā, sendo

Ā =
1

|Y |
∫

Y

α(y)(I +∇yχ
T )dy,

o tensor estabelecido na equação (3.24). Denotaremos com A(u; ., .) : H1
0 (Ω) ×
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H1
0 (Ω) → R a forma bilinear relativa à linearização da forma ā(., .) em torno da

solução efetiva u. Então

A(u; v, w) =

∫

Ω

(b̄(u)∇v.∇w + b̄′(u)v∇u.∇w) dx. (4.29)

Para esta forma bilinear A(u; ., .) temos a seguinte propriedade, a qual será crucial

na procura de estimativas que nos conduzem ao resultado de existência.

Proposição 4.3.1 Seja b(.) nas hipóteses (3.3). Para u suficientemente pequena

na norma W 1,∞(Ω), a forma bilinear A(u; ., .) é coerciva em H1
0 (Ω).

Demonstração. De fato, para A(u; v, v) =
∫
Ω
(b̄(u)∇v.∇v + b̄′(u)v∇u.∇v)dx,

com b(.) inferiormente limitada por uma constante positiva e como tensor Ā é um

tensor positivo definido, a primeira parcela verifica o seguinte:

∫

Ω

b̄(u)∇v.∇v ≥ C0‖∇v‖2
0.Ω. (4.30)

Por outro lado, uma vez que

|
∫

Ω

(b̄′(u)v∇u.∇v)dx| ≤
∫

Ω

|b′(u)| |v| |Ā∇u.∇v|dx

≤ ‖b′‖∞‖u‖1,∞,Ω‖Ā‖
∫

Ω

(|v||∇v|)dx (‖Ā‖: norma da matriz)

≤ ‖b′‖∞‖u‖1,∞,Ω‖Ā‖‖v‖0,Ω‖∇v‖0,Ω

≤ cΩ‖b′‖∞‖u‖1,∞,Ω‖ᾱ‖‖∇v‖2
0,Ω (Poincaré)

≤ C1‖u‖1,∞,Ω‖∇v‖2
0,Ω, com C1 = cΩ‖b′‖∞‖ᾱ‖,

e ∫

Ω

(b̄′(u)v∇u.∇v)dx ≥ −C1‖u‖1,∞,Ω‖∇v‖2
0,Ω. (4.31)

Combinando as relações (4.30) e (4.31) resulta

A(u; v, v) ≥ C0‖∇v‖2
0.Ω − C1‖u‖1,∞,Ω‖∇v‖2

0,Ω.
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Portanto, considerando ‖u‖1,∞,Ω suficientemente pequeno (de maneira que: C0 −
C1‖u‖1,∞,Ω seja positivo) conclui-se que a forma bilinear A(u; ., .) é coerciva em

H1
0 (Ω).

A seguir definiremos a projeção de Galerkin relativa à forma bilinear A(u; ., .),

Ph : H1
0 (Ω) → Vh, dada por

A(u; Phv, w) = A(u; v, w) ∀w ∈ Vh. (4.32)

Como para u pequeno A(u; ., .) é coerciva em H1
0 (Ω) então Ph está bem definida.

Lema 4.3.2 Nas hipóteses da proposição 4.3.1, seja Ph a projeção sobre Vh definida

por (4.32). Então

‖Phv − v‖1,∞,Ω ≤ Ch. (4.33)

Demonstração. Esta estimativa é uma situação particular de um resultado mais

geral que é encontrado no texto de Brenner e Scott (1994).

Para a solução numérica uh, u solução homogeneizada, a forma ā(., .), e para cada

v ∈ Vh, definimos ηuh
(t) := ā(u + t(uh − u), v), t ∈ [0, 1]. Por definição,

ηuh
(t) =

∫

Ω

b̄(u + t(uh − u))∇(u + t(uh − u)).∇v dx. (4.34)

Então

η′uh
(t) =

∫

Ω

(uh − u)b̄′(u + t(uh − u))∇(u + t(uh − u)).∇v dx

+

∫

Ω

b̄(u + t(uh − u))∇(uh − u).∇v dx,

e

η′′uh
(t) =

∫

Ω

(uh − u)2b̄′′(u + t(uh − u))∇(u + t(uh − u)).∇v dx

+2

∫

Ω

(uh − u)b̄′(u + t(uh − u))∇(uh − u)).∇v dx.
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A partir de uma expansão em torno de t = 0, tem lugar a seguinte identidade:

ηuh
(1) = ηuh

(0) + η′uh
(0) +

∫ 1

0

(1− t)η′′uh
(t) dt, (4.35)

onde

ηuh
(1) = ā(uh, v), ηuh

(0) = ā(u, v) e η′uh
(0) = A(u; uh−u, v) (de acordo com 4.29)

(4.36)

Agora, fazendo ∫ 1

0

(1− t)η′′uh
(t) dt := R(u, uh, v), (4.37)

e considerando (4.36) em (4.35), obtém-se

ā(uh, v) = ā(u, v) + A(u; uh − u, v) + R(u, uh, v)

= (f, v) + A(u; uh − u, v) + R(u, uh, v)

= ar(uh, v) + A(u; uh − u, v) + R(u, uh, v), (4.23)

onde ar(uh, v) = ab(uh, v)+af (uh, v). Portanto, a solução numérica uh (4.23) pode

ser caraterizada em termos da forma linearizada A(u, ., .) como segue.

Proposição 4.3.3 uh ∈ Vh é solução de (4.23) se, e somente se,

A(u; uh, w) = A(u; u,w) + ā(uh, w)− ab(uh, w)− af (uh, w)−R(u, uh, w) ∀w ∈ Vh.

(4.38)

Para estabelecer a existência de uma solução uh para a formulação numérica

(4.23), a identidade (4.38) sugere introduzir o seguinte operador (não linear)

Φ : Vh → Vh,

74



onde para cada v ∈ Vh temos Φ(v) dado por

A(u; Φ(v), w) = A(u; u; w)− E(v, w)− af (v, w)−R(u, v, w) ∀w ∈ Vh, (4.39)

onde E(., .) : Vh × Vh → R é dado por

E(v, w) = ab(v, w)− ā(v, w). (4.40)

com ā(., .) definido em (4.28), e ab(., .) como (4.21).

Observação 4.3.1 Seguindo a ideia de W. E e Zhang (2004), definiremos sobre

(Vh

⋂
W 1,∞)× Vh :

Ē = sup
v∈V ∗h

⋂
W 1,∞(Ω),w∈V ∗h

|E(v, w)|
‖v‖1,Ω ‖w‖1,Ω

, V ∗
h = Vh \ {0}. (4.41)

Dáı segue, em particular, que

E(uh, v) ≤ Ē‖uh‖1,Ω ‖v‖1,Ω. (4.42)

Proposição 4.3.4 Nas hipóteses da proposição 4.3.1, o operador Φ está bem

definido.

Demonstração. De fato, para cada v ∈ Vh e ϕi (elemento da base de Vh),

admitindo Φ(v) =
∑N

i=1 Ciϕi, o sistema

N∑
i=1

CiA(u; ϕi, ϕj) = A(u; u; ϕj)− E(v, ϕj)− af (v, ϕj) + R(u, v, ϕj), j = 1, ..., N,

tem solução única porque o membro direito é finito e a matriz (A(u; φi, φj)) é

definida positiva porque A(u; ., .) é coerciva.

4.3.1 Resultado de Existência para o RFB Reduzido

Note que, de acordo com a proposição 4.3.3, a existência de um ponto fixo

para Φ equivale à existência de uh em (4.23). Sendo assim, de acordo com o teorema
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de Brouwer (ver Conway (1985), página 153), basta comprovar que o operador Φ

dado através de (4.39) tem a propriedade de ser cont́ınuo e invariante. Isto será

dado como consequência do teorema 4.3.5 e a proposição 4.3.6 formuladas a seguir.

Teorema 4.3.5 Φ é cont́ınuo sobre

B = {v ∈ Vh; ‖Phu− v‖1,∞,Ω ≤
√

Ē +
√

h}. (4.43)

Observação 4.3.2 A demonstração deste teorema, em razão à identidade (4.39),

está associado a uma certa propriedade de continuidade verificada pelas corre-

spondentes parcelas E, af e R da referida identidade. Esse estudo será elaborado

no próximo caṕıtulo, em vista das tecnicalidades que envolvem as demonstrações

desta proposição.

Proposição 4.3.6 Se existe h0 > 0 tal que para cada 0 < h < h0,
√

Ē| ln h| é

limitado, então Φ é invariante no conjunto B dado por (4.43).

De igual maneira ao resultado acima, a demonstração desta proposição será poster-

gada para o próximo caṕıtulo.

O resultado a seguir é uma consequência imediata do teorema 4.3.5 e da proposição

4.3.6.

Teorema 4.3.7 Nas hipóteses da proposição 4.3.1, seja Ph a projeção definida

através da forma bilinear A(u; ., .) dada por (4.32). Então, se existe h0 > 0 tal que

para cada 0 < h < h0,
√

Ē| ln h| é limitado, a formulação numérica (4.23)(RFB

reduzido) admite uma solução no conjunto B acima definido.
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Caṕıtulo 5

Análise Matemática da Formulação

Numérica

Reservamos este caṕıtulo para tratar da demonstração do teorema 4.3.5 e

da proposição 4.3.6, ao mesmo tempo que serão introduzidos os pré-requisitos

necessários para conduzir tais demonstrações.

Da definição do operador não linear Φ, dado através da relação (4.39), a con-

tinuidade deste operador sobre o conjunto B ⊂ Vh dado por (4.43) está direta-

mente relacionado a uma certa propriedade continuidade das aplicações R, af e E,

presentes na equação (4.39). Desta forma, como veremos a seguir, a demonstração

do teorema 4.3.5 será uma consequência imediata das três primeiras proposições

que passamos a formular na sequência, cujas demonstrações serão dadas em forma

separada em cada uma das três próximas seções do presente caṕıtulo.

Finalmente, a demonstração da proposição 4.3.6 será dada na última seção do pre-

sente caṕıtulo. Alguns preliminares necessários para conduzir esta demonstração

foram colocados no apêndice A4.

Proposição 5.0.8 (Continuidade do R) Para cada v, w, ϕ ∈ Vh, com ‖v‖1,∞ ≤ M,

e b nas hipóteses (3.3), tem-se

|R(u; v, ϕ)−R(u; w, ϕ)| ≤ C‖∇(v − w)‖0,Ω‖∇ϕ‖0,Ω, (5.1)

onde u é a solução efetiva do problema (3.1).
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Proposição 5.0.9 (Continuidade do af ) Para cada v, w ∈ Vh, e cada elemento

K ∈ Th, tem-se

|af (v, ϕ)− af (w,ϕ)|K ≤ C‖∇(v − w)‖0,Ω‖∇ϕ‖0,K ∀ϕ ∈ Vh, (5.2)

onde af (v, ϕ)|K =
∫

k
αε(x)b(v)∇vf .∇ϕdx e vf é dado através do problema local

(5.19), e respectivamente af (w,ϕ).

A partir de (4.23) e (4.40), por conveniência, definiremos a aplicação numérica

E(., .) := E(., .) + af (., .). (5.3)

Em seguida, formalizaremos a estimativa associada a esta aplicação (E) medi-

ante a proposição a seguir, que como consequência dará lugar a propriedade de

continuidade da aplicação E como será destacado mediante a relação (5.5) mais

abaixo.

Proposição 5.0.10 Sejam αε(.) e b(.) nas hipóteses (3.2) e (3.3), respectivamente.

Para v, w, φ ∈ Vh tal que ‖v‖1,∞,Ω + ‖w‖1,∞,Ω ≤ M , e para cada K ∈ Th, tem-se

|E(v, φ)−E(w, φ)|K ≤ C(M)

√
ε

h
(

√
ε

h
+

ε

h
+1)(‖v−w‖1,K+(h+ε)‖v−w‖0,K)|φ|1,K .

(5.4)

Observação 5.0.3 No caso em que f = 0, tem-se o seguinte:

1. E = E.

2. E(0, φ) = 0 ∀φ ∈ Vh.

3. Continuidade da aplicação E(., .):

|E(v, φ)− E(w, φ)|K ≤ C(M)

√
ε

h
(

√
ε

h
+

ε

h
+ 1)‖v − w‖1,K |φ|1,K , K ∈ Th.

(5.5)
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Corolário 5.0.11 Nas hipóteses da proposição 5.0.10, segue que

Ē ≤ C(M)

√
ε

h
(

√
ε

h
+

ε

h
+ 1). (5.6)

Demonstração. De fato, dos items (2) e (3) da obsevação logo acima resulta

|E(v, φ)|K ≤ C(M)

√
ε

h
(

√
ε

h
+

ε

h
+ 1)‖v‖1,K |φ|1,K , K ∈ Th.

Então

E(v, φ)

‖v‖1,Ω|φ|1,Ω

≤ C(M)

√
ε

h
(

√
ε

h
+

ε

h
+ 1).

Assim, (5.6) segue da definição de Ē (4.41).

Os resultados acima são suficientes para verificar a continuidade do operador Φ,

enunciada no teorema 4.3.5.

Demonstração. (do teorema 4.3.5) Segue imediato das proposições 5.0.8 e

5.0.9, e da estimativa (5.5).

5.1 Continuidade e Estimativas relativas a R

Nesta seção temos como objetivo principal verificar a propriedade de con-

tinuidade relativa ao resto R como anunciada na proposição 5.0.8. Na primeira

parte desta seção, determinaremos algumas estimativas relativas a R que serão

invocadas no que vem a seguir do presente trabalho. Em seguida, trataremos da

demonstração da proposição 5.0.8.

5.1.1 Estimativas para R

Antes de dar ińıcio a procura de estimativas para o resto R, introduziremos

algumas notações.

� note-se que, para uma constante positiva M , e para cada u, v tal que

‖u‖1,∞,Ω +‖v‖1,∞,Ω ≤ M , usando a desigualdade triangular, θ := u+ t(v−
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u), 0 ≤ t ≤ 1 é limitado por 3M . Isto é,

‖θ‖1,∞,Ω ≤ 3M.

� Dada a função real b suficientemente diferenciável, sejam

b1 := max
|s|≤3M

b′(s) e b2 := max
|s|≤3M

b′′(s).

Lema 5.1.1 Para cada u, v, w ∈ H1
0 (Ω) tal que ‖u‖1,∞,Ω + ‖v‖1,∞,Ω ≤ M , e b nas

hipóteses (3.3), tem-se

|R(u, v, w)| ≤ C‖u− v‖2
1,4,Ω |w|1,Ω (5.7)

Demonstração. De fato,

|R(u, v, w)| ≤ =

∫ 1

0

(1− t){
∫

Ω

(u− v)2|b′′(u + t(v − u))|‖Ā‖|∇(u + t(v − u))︸ ︷︷ ︸
=θ

| |∇w| dx

+ 2

∫

Ω

|b′(u + t(v − u))| |(u− v)|‖Ā‖ |∇(u− v))| |∇w| dx}dt

≤ ‖Ā‖b2

∫ 1

0

(1− t){
∫

Ω

(u− v)2|∇θ| |∇w| dx

+ 2‖ᾱ‖b1

∫

Ω

|(u− v)| |∇(u− v))| |∇w| dx}dt

= 3‖Ā‖Mb2{
∫

Ω

(u− v)2|∇w| dx + 2b1

∫

Ω

|u− v| |∇(u− v))| |∇w| dx}(
∫ 1

0

(1− t)),

onde
∫ 1

0
(1− t) = 1

2
,

≤ ‖Ā‖
2

max {3Mb2, 2b1}[
∫

Ω

(u− v)2 |∇w| dx +

∫

Ω

|(u− v)| |∇(u− v))| |∇w| dx]

≤ C[(

∫

Ω

(u− v)4 dx)1/2 (

∫

Ω

|∇w|2 dx)1/2 + (

∫

Ω

|u− v|2|∇(u− v)|2)1/2(

∫

Ω

|w|2)1/2]

≤ C(‖u− v‖2
L4(Ω) + ‖(u− v)∇(u− v)‖L2(Ω))|w|1,Ω.
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Desta maneira temos

|R(u, v, w| ≤ C(‖u− v‖2
L4(Ω) + ‖(u− v)∇(u− v)‖L2(Ω))|w|1,Ω. (5.8)

Como

‖(u− v)∇(u− v)‖2
L2(Ω) ≤ (

∫

Ω

|u− v|4)1/2(

∫

Ω

|∇(u− v)|4)1/2

então

‖(u− v)∇(u− v)‖L2(Ω) ≤ ‖u− v‖L4(Ω)‖∇(u− v)‖L4(Ω)

≤ 1

2
(‖u− v‖2

L4(Ω) + ‖∇(u− v)‖2
L4(Ω))

≤ ‖u− v‖2
1,4,Ω. (5.9)

Portanto, de (5.8) e (5.9) temos a estimativa (5.7).

Observação 5.1.1 Para cada v ∈ H1
0 (Ω) ∩W 1,∞(Ω), tem-se a desigualdade

‖v‖1,Ω ≤ C‖v‖1,∞,Ω. (5.10)

Lema 5.1.2 Seja M uma constante positiva. Para quaisquer u, v ∈ H1
0 (Ω) ∩

W 1,∞(Ω) tal que ‖u‖1,∞,Ω + ‖v‖1,∞,Ω ≤ M e w ∈ H1
0 (Ω), tem lugar a estimativa

|R(u, v, w)| ≤ C‖u− v‖2
1,∞,Ω|w|1,Ω. (5.11)

Demonstração. De fato, da estimativa (5.7) estabelecida no lema (5.1.1) temos

|R(u, v, w)| ≤ C‖u− v‖2
1,4,Ω |w|1,Ω. (5.12)

Por outro lado, por interpolação

‖u− v‖2
1,4,Ω ≤ ‖u− v‖1,∞,Ω‖u− v‖1,Ω. (5.13)
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Logo, de (5.13) e (5.12) tem-se

|R(u, v, w)| ≤ C‖u− v‖1,∞,Ω‖u− v‖1,Ω |w|1,Ω. (5.14)

Conclui-se a validade da etimativa (5.11) a partir da relação (5.10).

5.1.2 Continuidade de R

Para v, w, ϕ ∈ Vh, definamos ηv e ηw como em (4.34) (trocando, por exemplo,

uh por v ). Associados a v e w temos os respectivos restos R(u; v, .) e R(u; w, .),

de acordo com (4.37). Passamos, então, a verificar a propriedade de continuidade

para o resto R.

Demonstração da proposição 5.1:

Demonstração. De fato,

R(u; v, ϕ)−R(u; w, ϕ) =

∫ 1

0

(1− t)[η′′v (t)− η′′w(t)] dt

(integrando por partes o membro direito)

=

∫ 1

0

(1− t)[η′v(t)− η′w(t)]′ dt

= (1− t)[η′v(t)− η′w(t)]10 +

∫ 1

0

(η′v(t)− η′w(t)) dt

= −(η′v(0)− η′w(0)) + [(ηv(1)− ηw(1))− (ηv(0)− ηw(0))],

onde ηv(0)− ηw(0) = 0. Então

R(u; v, ϕ)−R(u; w,ϕ) = −(η′v(0)− η′w(0)) + (ηv(1)− ηw(1)). (5.15)
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Em primeiro lugar estimaremos a primeira parcela do membro direito de (5.15)

|η′v(0)− η′w(0)| = | [
∫

Ω

(v − u)b′(u)Ā∇u.∇ϕdx +

∫

Ω

b̄(u)∇(v − u).∇ϕdx]

− [

∫

Ω

(w − u)b′(u)Ā∇u.∇ϕdx +

∫

Ω

b̄(u)∇(w − u).∇ϕ dx]|

≤ |
∫

Ω

(v − w)b′(u)Ā∇u.∇ϕdx|+ |
∫

Ω

b̄(u)∇(v − w).∇ϕdx|

≤ ‖Ā‖‖b′‖∞‖u‖1,∞,Ω

∫

Ω

|v − w||∇ϕ| dx + ‖Ā‖‖b‖∞
∫

Ω

|v − w||∇ϕ| dx

≤ C1‖v − w‖0,Ω‖∇ϕ‖0,Ω + C2‖∇(v − w)‖0,Ω‖∇ϕ‖0,Ω

≤ C‖∇(v − w)‖0,Ω‖∇ϕ‖0,Ω (Poincaré). (5.16)

Por outro lado,

|ηv(1)− ηw(1)| = |
∫

Ω

[b(v)Ā∇v.∇ϕ− b(w)Ā∇w.∇ϕ] dx

= |
∫

Ω

[b(v)Ā∇v.∇ϕ− b(w)Ā∇v.∇ϕ + b(w)Ā∇v.∇ϕ + b(w)Ā∇w.∇ϕ] dx

≤ |
∫

Ω

(b(v)− b(w))Ā∇v.∇ϕdx|+
∫

Ω

b(w)Ā∇(v − w).∇ϕdx|

≤ ‖Ā‖‖b′‖∞‖v‖1,∞

∫

Ω

|v − w||∇ϕ| dx + ‖Ā‖ ‖b‖∞
∫

Ω

|∇(v − w)| |∇ϕ| dx

≤ ‖Ā‖‖b′‖∞‖v‖1,∞‖v − w‖0,Ω‖∇ϕ‖0,Ω + ‖Ā‖ ‖b‖∞‖∇(v − w)‖0,Ω ‖∇ϕ‖0,Ω.

Da desigualdade de Poincaré, conclui-se

|ηv(1)− ηw(1)| ≤ C(M)‖∇(v − w)‖0,Ω‖∇ϕ‖0,Ω. (5.17)

Portanto, (5.1) segue das estimativas (5.16) e (5.17).
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5.2 Continuidade da Aplicação af

Uma vez comprovada a propriedade de continuidade para o resto R, faremos

um estudo semelhante para af (., .) : Vh × Vh → R, onde

af (v, w) =
∑

K∈Th

∫

K

αε(x)b(v)∇vf .∇w, (5.18)

com vf ∈ H1
0 (K), K ∈ Th, definido através do problema local

− div[αε(x)b(v)∇vf ] = f em K. (5.19)

5.2.1 Estimativas para af (., .)

A seguir estabeleceremos algumas estimativas relativas à forma af (v, w), que

faremos referência no presente trabalho.

Lema 5.2.1 Sejam αε(.) e b(.) nas hipóteses (3.2) e (3.3), respectivamente, e seja

f ∈ L∞(Ω). Então, para cada (v, w) ∈ Vh × Vh,

af (v, w) ≤ Ch(
∑

K∈Th

‖∇w‖2
0,K)1/2, (5.20)

onde af é dado por (5.18).

Demonstração. Dado v ∈ Vh, seja vf ∈ H1
0 (K) a solução do problema local

(5.19). Multiplicando por vf ambos os membros da equação do referido problema

local e integrando por partes, tem-se

∫

K

αε(x)b(v)|∇vf |2 dx =

∫

K

fvf dx.
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Logo, da hipótese de coercividade dada por (3.4), e da desigualdade de Cauchy

Schwarz no membro direito, segue que

α0b0‖∇vf‖2
0,K ≤ ‖f‖∞,Ω|K|1/2‖vf‖0,K .

Usando a desigualdade de Poincaré no membro direito da desigualdade acima,

obtém-se

‖f‖∞,Ω|K|1/2‖vf‖0,K ≤ Ch2‖∇vf‖0,K .

Então

α0b0‖∇vf‖2
0,K ≤ Ch2‖∇vf‖0,K ≤ C2λh4 +

1

4λ
‖∇vf‖2

0,K (para λ a escolher).

A última desigualdade foi obtida fazendo uso da desigualdade de Young ( r, s >

0 : rs ≤ λr2 + s2

4λ
∀λ > o).

Logo

(α0b0 − 1

4λ
)‖∇vf‖2

0,K ≤ λC2h4.

Agora, escolhendo λ de maneira que α0b0 − 1
4λ

= 1/2, obtém-se

‖∇vf‖2
0,K ≤ Ch4. (5.21)

Portanto,

|af (v, w)| ≤
∑

K∈Th

‖∇vf‖0,K‖∇w‖0,K

≤ (
∑

K∈Th

‖∇vf‖2
0,K)1/2(

∑
K∈Th

‖∇w‖2
0,K)1/2

≤ (
∑

K∈Th

h4)1/2(
∑

K∈Th

‖∇w‖2
0,K)1/2, onde (

∑
K∈Th

h4)1/2 ≤ Ch.

Assim chegamos à desigualdade (5.20).

Lema 5.2.2 Sejam αε(.) e b(.) nas hipóteses (3.2) e (3.3), respectivamente. Então,
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para quaisquer v, w ∈ Vh, e K ∈ Th,

‖vf − wf‖0,K ≤ C‖∇(v − w)‖0,Ω, (5.22)

onde vf e wf são definidas como em (5.19).

Demonstração. Subtraindo, membro a membro, as equações associados a v, w ∈
Vh, dadas através de (5.19), resulta

− div[αε(x)(b(v)∇vf − b(w)∇wf ] = 0 em K.

Logo, somando e subtraindo b(w)∇vf a esta última relação temos

− div[αε(x)b(w)∇(vf − wf )] = div[αε(x)(b(v)− b(w))∇vf ].

Se multiplicamos por vf − wf e integramos sobre K

∫

K

αε(x)b(w)|∇(vf − wf )|2 dx =

∫

K

αε(x)(b(v)− b(w))∇vf .∇(vf − wf ) dx

≤ α1‖b′‖∞
∫

K

|v − w| |∇vf | |∇(vf − wf )| dx

(agora usando a desigualdade de Hölder generalizada com 1
4

+ 1
4

+ 1
2

= 1, )

≤ α1‖b′‖∞‖v − w‖0,4,K‖∇vf‖0,4,K‖∇(vf − wf )‖0,K .

Mas ‖v − w‖0,4,K ≤ ‖v − w‖0,4,Ω, então

α0b0‖∇(vf − wf )‖2
0,K ≤ α1‖b′‖∞‖v − w‖0,4,Ω‖∇vf‖0,4,Ω‖∇(vf − wf )‖0,K ,
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onde o membro esquerdo é resultado da hipótese de coercividade uniforme (decor-

rente das hipóteses impostas sobre os coeficientes αε e b). Como H1(Ω) está imerso

continuamente em L4(Ω) para Ω ⊂ R2 (resultado análogo para L4(K)), então

‖v − w‖0,4,Ω ≤ ‖v − w‖1,Ω e ‖∇vf‖0,4,K ≤ ‖∇vf‖1,K . (5.23)

Da estimativa local para vf estabelecida em (5.21), temos

‖∇vf‖0,K ≤ Ch2. (5.24)

Por outro lado, do resultado clássico de regularidade eĺıptica, ‖vf‖2,K ≤ C‖f‖0,K .

Então ‖∇vf‖0,K + ‖∆vf‖0,K é limitado. Logo,

α0b0‖∇(vf − wf )‖2
0,K ≤ α1‖b′‖∞‖vf‖∞‖v − w‖0,Ω‖∇(vf − wf )‖0,K

≤ C‖vf‖∞‖∇(v − w)‖0,Ω‖∇(vf − wf )‖0,K (Poincaré).

Dáı segue o resultado (5.22).

5.2.2 Continuidade de af :

Para verificar a continuidade da forma af , basta estimar af (v, ϕ)− af (w,ϕ)

sobre cada elemento K da partição Th.

Demonstração. ( da proposição 5.0.9). De fato,

|af (v, ϕ)− af (w,ϕ)|K ≤
∫

K

αε(x)|b(v)− b(w)||∇vf ||∇ϕ|+
∫

K

αε(x)|b(w)||∇(vf − wf )||∇ϕ| dx

≤ α1‖b′‖∞
∫

K

|v − w||∇vf ||∇ϕ| dx + α1‖b‖∞
∫

K

|∇(vf − wf )||∇ϕ| dx

≤ α1‖b′‖∞‖v − w‖0,4,K‖∇vf‖0,4,K‖∇ϕ‖0,K

+ α1‖b‖∞‖∇(vf − wf )‖0,K‖∇ϕ‖0,K

≤ α1‖b′‖∞‖v − w‖0,4,Ω‖∇vf‖0,4,K‖∇ϕ‖0,K (‖v − w‖0,4,K ≤ ‖v − w‖0,4,Ω)

+ α1‖b‖∞‖∇(vf − wf )‖0,K‖∇ϕ‖0,K
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(das estimativas (5.23) e (5.21) conclui-se que ‖∇vf‖0,4,K é limitado)

≤ C1‖v − w‖0,Ω‖∇ϕ‖0,K + C2‖∇(vf − wf )‖0,K‖∇ϕ‖0,K

≤ C‖∇(v − w)‖0,Ω‖∇ϕ‖0,K (Poincaré + (5.22)).

Temos, assim, chegado à relação (5.2).

5.3 Continuidade da Aplicação E

Para tratar da demonstração da proposição 5.0.10, pela quantidade de detal-

hes técnicos, vimos por conveniente tratá-la com resultados prévios formulados em

forma de proposições, e para estabelecer as mesmas introduziremos alguns lemas

que em prinćıpio terão uma dependência sequencial.

Em concreto, a demonstração da proposição 5.0.10 será dada através das proposições

5.3.1, 5.3.2, 5.3.3 e 5.3.4, que passaremos a enunciá-las. Por sua vez, a demon-

stração cada uma destas proposições serão dadas em forma separada em cada uma

das seguintes partes desta seção.

Seja K ∈ Th, Th triangulação do domı́nio Ω, e para cada v ∈ Vh, seja vr = v + vb,

com vb ∈ H1
0 (K) tal que

− div[αε(x)b(v)∇vb] = div[αε(x)b(v)∇v] + f em K,

vb = 0 sobre ∂K.

(5.25)

Para cada v ∈ Vh, façamos

vε := v(x) + εχ(y).∇v(x), com χ dado por (3.20) e y =
x

ε
. (5.26)

A partir dáı, seja

v̂ε = vr − vε. (5.27)
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Para cada v, φ ∈ Vh, e K ∈ Th, do Teorema do Valor Médio para integrais, existe

xK ∈ K tal que

1

|K|
∫

K

āv(x)∇v.∇φ dx = āv(xK)∇v.∇φ, (5.28)

onde

āv(x) := b(v(x))Ā, Ā é o tensor efetivo definido em(3.24). (5.29)

Sem perda de generalidade podemos supor que K ∈ Th é representado por o

triângulo K1 descrito no apêndice A1, assim como seu correspondente conjunto

Kε, também, descrito no mesmo apêndice.

Proposição 5.3.1 Para v, φ ∈ Vh, tem-se

∫

K

āv(xK)∇v.∇φ dx =
|K|
|Kε|

∫

Kε

a(v)∇vε.∇φ dx, (5.30)

com āv(x) através de (5.28).

Proposição 5.3.2 Sejam αε(.) e b(.) nas hipóteses (3.2) e (3.3), respectivamente.

Dados v, w ∈ Vh, sejam os correspondentes vε e wε definidos através de (5.26). Se

‖v‖1,∞ + |w‖1,∞ ≤ M , e I1 := (a(v)∇vε − a(w)∇wε,∇φ)K , então

|I1| ≤ C(M)[(1 +

√
ε

h
)‖v − w‖1,K + h‖v − w‖0,K ] ∀K ∈ Th. (5.31)

Proposição 5.3.3 Sejam αε(.) e b(.) nas hipóteses (3.2) e (3.3), respectivamente.

Para cada v, w ∈ Vh tal que ‖v‖∞ + ‖w‖1,∞ ≤ M, sejam, respectivamente, vε, wε,

definidos através da relação (5.26). Se I2 := (a(v)∇vε − a(w)∇wε,∇φ)K\Kε , então

|I2| ≤ C(
ε

h
)[(1 +

√
ε

h
)‖v − w‖1,K + h‖v − w‖0,K ]|φ|1,K ∀K ∈ Th. (5.32)

Proposição 5.3.4 Sejam αε(.) e b(.) nas hipóteses (3.2) e (3.3), respectivamente.

Para v, w ∈ Vh tal que ‖v‖1,∞,Ω + ‖w‖1,∞,Ω ≤ M , sejam, respectivamente, v̂ε, ŵε,
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definidos através de (5.27). Se I3 := (a(v)∇v̂ε − a(w)∇ŵε, φ)K , então

|I3| ≤ C(M)[

√
ε

h
‖v − w‖1,K + h‖v − w‖0,K ]|φ|1,K ∀K ∈ Th, ∀φ ∈ Vh. (5.33)

Finalmente estamos com os elementos necessários para demonstrar a estimativa

associada à aplicação E(., .) e, portanto, a propriedade de continuidade da aplicação

E dada por (4.40).

Demonstração. (proposição 5.0.10:) Para cada v, w ∈ Vh e os correspondentes

vε e wε, definidos em (5.26), da decomposição vr = vε + v̂ε ( wr = wε + ŵε) dada

em(5.27), segue que

[E(v, φ)K − E(w, φ)]K = [(a(v)∇vr,∇φ)K − (ā(v)∇v,∇φ)K ]

− [(a(w)∇wr,∇φ)K − (ā(w)∇w,∇φ)K ]

= (a(v)∇vε − ā(v)∇v,∇φ)K − (a(w)∇wε − ā(w)∇w,∇φ)K

+ (a(v)∇v̂ε − a(w)∇ŵε,∇φ)K

= (a(v)∇vε,∇φ)K − (ā(v)∇v,∇φ)K − (a(w)∇wε,∇φ)K + (ā(w)∇w,∇φ)K

+ (a(v)∇v̂ε − a(w)∇ŵε,∇φ)K .

Agora, de acordo com a identidade (5.30),

(ā(v)∇v,∇φ)K =
|K|
|Kε|(a(v)∇vε,∇φ)Kε e (ā(w)∇w,∇φ)K =

|K|
|Kε|(a(v)∇wε,∇φ)Kε .
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Então

[E(v, φ)− E(w, φ)]K = [(a(v)∇vε,∇φ)K − |K|
|Kε|(a(v)∇vε,∇φ)Kε ]

− [(a(w)∇wε,∇φ)K − |K|
|Kε|(a(w)∇wε,∇φ)Kε ] + (a(v)∇v̂ε − a(w)∇ŵε,∇φ)K

= (a(v)∇vε−a(w)∇wε)K− |K||Kε|(a(v)∇vε−a(w)∇wε)Kε+(a(v)∇v̂ε−a(w)∇ŵε,∇φ)K

= (a(v)∇vε−a(w)∇wε)K− |K||Kε|(a(v)∇vε−a(w)∇wε)K+
|K|
|Kε|(a(v)∇vε−a(w)∇wε)K

− |K|
|Kε|(a(v)∇vε − a(w)∇wε)Kε + (a(v)∇v̂ε − a(w)∇ŵε,∇φ)K

= (1− |K|
|Kε|) (a(v)∇vε − a(w)∇wε)K︸ ︷︷ ︸

=I1

+
|K|
|Kε| (a(v)∇vε − a(w)∇wε)K\Kε︸ ︷︷ ︸

=I2

+ (a(v)∇v̂ε − a(w)ŵε,∇φ)K︸ ︷︷ ︸
=I3

≤ |1− |K|
|Kε| | |I1|+ |K|

|Kε| |I2|+ |I3|.

Assim, das estimativas obtidas para |I1|, |I2| e |I3|, nas proposições 5.3.2, 5.3.3 e

5.3.4, respectivamente, temos que

|[E(v, φ)− E(w, φ)]K | ≤ C(M)|1− |K|
|Kε| |[(1 +

√
ε

h
)‖v − w‖1,K + h‖v − w‖0,K ]|φ|1,K+

C
|K|
|Kε|(

ε

h
)[(1 +

√
ε

h
)‖v − w‖1,K + h‖v − w‖0,K ]|φ|1,K+

C(M)[

√
ε

h
‖v − w‖1,K + h‖v − w‖0,K ]|φ|1,K .

Por outro lado, sabe-se que

|K|
|Kε| ≤ 3 e |1− |K|

|Kε| | ≤ C(
ε

h
) (por (A.5) e (A.9), respectivamente).

Como consequência,

|[E(v, φ)−E(w, φ)]K | ≤ C(M)[

√
ε

h
(

√
ε

h
+

ε

h
+1)‖v−w‖1,K+(h+ε)‖v−w‖0,K ]|φ|1,K .

Portanto, chegamos à relação (5.4).
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5.3.1 Demonstração da Proposição 5.3.1

Demonstração. Dado v ∈ Vh, seja o correspondente vε dado por (5.26).

Então

∇vε = ∇v + (∇χy)
t∇v. (5.34)

Assim, para chegar ao resultado esperado, basta calcular

1

|Kε|
∫

Kε

b(v(xK))αε(x)∇vε.∇φ dx =
1

|Kε|b(v(xK))

∫

Kε

αε(x)[∇v + (χy)
t∇v].∇φ dx (por (5.34))

= b(v(xK)){ 1

|Kε|
∫

Kε

αε(x)[I + (χy)
t] dx}∇v.∇φ dx

= b(v(xK))Ā∇v.∇φ (de (3.24)).

Portanto, (5.30) conclui-se a partir de (5.28).

5.3.2 Demonstração da Proposição 5.3.2

Lema 5.3.5 Sejam αε(.) e b(.) nas hipóteses (3.2) e (3.3), respectivamente. Para

cada v ∈ Vh, e cada K ∈ Th, seja vr = v+vb dado através do problema local (5.25).

Se f é limitado, então

|vr|1,K ≤ C(|v|1,K + h2). (5.35)

Demonstração. Da equação (5.25) temos

(αεb(v)∇vr,∇ϕ) = (f, ϕ) ∀ ϕ ∈ H1
0 (K),

vr = v sobre ∂K.

(5.36)

Logo, tomando em particular ϕ = vr − v = vb ∈ H1
0 (K), resulta

(αεb(v)∇vr,∇vr) = (αεb(v)∇vr,∇v) + (f, vb).
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Assim, da hipótese de coercividade uniforme, no membro esquerdo, e da desigual-

dade de Schwarz, no membro direito, obtém-se

α0b0|vr|21,K ≤ α1|vr|1,K |v|1,K + ‖f‖0,K‖vb‖0,K

≤ α1|vr|1,K |v|1,K + C1h‖f‖0,K |vb|1,K (desigualdade de Poincaré )

≤ α1|vr|1,K |v|1,K + C1h
2|vb|1,K (porque ‖f‖0,K ≤ C‖f‖∞h )

≤ λ|vr|21,K + (α2
1/(4λ))|v|21,K + C1h

2|vb|1,K .

Então (α0b0 − λ)|vr|21,K ≤ (α2
1/(4λ))|v|21,K + C1h

2|vb|1,K . Agora,

para λ = (1/2)α0b0 podemos concluir que

|vr|21,K ≤ C2(|v|21,K + h2|vb|1,K). (5.37)

Por outro lado, multiplicando (5.25) por vb ∈ H1
0 (K) e integrando por partes,

temos a seguinte identidade:

(αεb(v)∇vb,∇vb) = −(αεb(v)∇v,∇vb) + (f, vb).

Então,

α0b0|vb|21,K ≤ α1|v|1,K |vb|1,K + ‖f‖0,K‖vb‖0,K

≤ α1|v|1,K |vb|1,K + C1h
2|vb|1,K (Poincaré e f limitado).

Logo

|vb|1,K ≤ C3(|v|1,K + h2). (5.38)
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Substituindo (5.38) em (5.37),

|vr|21,K ≤ C2(|v|21,K + C3h
2(|v|1,K + h2))

≤ C4(|v|21,K + h2|v|1,K︸ ︷︷ ︸
≤
|v|2

1,K
2

+h4

2

+h4)

≤ C4(|v|21,K +
|v|21,K

2
+

h4

2
+ h4)

≤ C5(|v|21,K + h4).

Portanto, tirando a ráız quadrada em ambos os membros da desigualdade logo

acima, tem-se a relação (5.35).

|vr|1,K ≤ C(|v|1,K + h2).

Desta maneira temos verificado a relação (5.35).

Lema 5.3.6 Associada à triangulção Th de Ω, seja Vr o espaço enriquecido (definido

em (2.41)). Então, para cada vr = v + vb ∈ Vr é válida a seguinte desigualdade:

|v|1,K ≤ |vr|1,K . (5.39)

Demonstração. Seja vr um elemento qualquer do espaço Vr. Como div[(vr −
v)∇v] = ∇(vr−v).∇v, pois∇v|K é constante, então, integrando ambos os membros

sobre K ∈ Th esta igualdade, resulta

(∇(vr − v),∇v)K = 0

ou

(∇vr,∇v)K = (∇v,∇v)K . (5.40)
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Em função disto,

(∇(vr − v),∇(vr − v))K = (∇vr,∇vr)K − 2(∇vr,∇v)K + (∇v,∇v)K

= (vr, vr)K − 2(v, v)K + (v, v)K (5.40)

= (vr, vr)K − (v, v)K .

Logo (∇vr,∇vr)K = (∇v,∇v)K + (∇(vr − v),∇(vr − v))K e, portanto,

(∇vr,∇vr)K ≥ (∇v,∇v)K .

Dáı temos (5.39).

Observação 5.3.1 Em particular, para ur = vr − wr tem-se

|v − w|1,K ≤ |vr − wr|1,K . (5.41)

Por comodidade iremos convencionar o uso da seguinte notação simplificadora:

a(v) := αε(x)b(v). (5.42)

Lema 5.3.7 Sejam αε(.) e b(.) nas hipóteses (3.2) e (3.3), respectivamente. Para

v, w ∈ Vh, tem-se

|vr − wr|1,K ≤ C(‖v − w‖∞,K(|v|1,K + |w|1,K + h2) + |v − w|1,K) ∀K ∈ Th.

(5.43)
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Demonstração. Da hipótese de coercividade uniforme temos que,

α0b0|vr − wr|21,K ≤ (a(v)∇(vr − wr),∇(vr − wr))

= (a(v)∇vr,∇(vr − wr))− (a(v)∇wr,∇(vr − wr))

= (a(v)∇vr,∇(vr − wr))− ([a(v)− a(w) + a(w)]∇wr,∇(vr − wr))

= (a(v)∇vr,∇(vr−wr))−(a(w)∇wr,∇(vr−wr))−((a(w)−a(v))∇wr,∇(vr−wr))

Denominaremos cada uma das parcelas do membro direito da desigualdade logo

acima com o Ei, i = 1, 2, 3, e em seguida, agrupando convenientemente, iremos

determinar uma limitação superior para elas. Antes, porém, vamos reescrever a

expressão correspondente para E1 de acordo com o racioćınio a seguir,

E1 = (a(v)∇vr,∇(vr − wr))

= (a(v)∇(vr − wr),∇vr)

= (a(v)∇vr,∇vr)− (a(v)∇wr,∇vr)

= (a(v)∇vr,∇vr)− (a(v)∇vr,∇wr)

= (a(v)∇(vr − v + v),∇vr)− (a(v)∇vr,∇(wr − w + w))

= (a(v)∇(vr − v︸ ︷︷ ︸
=vb

),∇vr) + (a(v)∇v,∇vr)− (a(v)∇vr,∇(wr − w︸ ︷︷ ︸
=wb

)) + (a(v)∇vr,∇w)

= (a(v)∇(vr),∇vb) + (a(v)∇vr,∇v)− (a(v)∇vr,∇(wb)) + (a(v)∇vr,∇w)

= [(f, vb) + (a(v)∇vr,∇v)]− [(f, wb) + (a(v)∇vr,∇w)].

Portanto

E1 = [(f, vb − wb) + (a(v)∇vr,∇(v − w))]. (5.44)

De maneira completamente análoga, também podemos reescrever E2 como

E2 = [(f, wb − vb) + (a(v)∇wr,∇(w − v))]. (5.45)
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Assim, na soma de (5.44) e (5.45), as parcelas relativas ao termo de fonte se

cancelam e, portanto,

E1 + E2 = (a(v)∇vr − a(w)∇wr,∇(v − w)). (5.46)

Agora, com o intuito de encontrar uma estimativa para (5.46), iremos reformular

a expressão dada para E12 = E1 + E2 a partir do racioćınio logo abaixo

E12 := ((a(v)− a(w) + a(w))∇vr − a(w)∇wr,∇(v − w))

= ((a(v)− a(w))∇vr,∇(v − w)) + (a(w)∇(vr − wr),∇(v − w))

:= E121 + E122.

Como a(v)− a(w) = αε(x)(b(v)− b(w)), de acordo com (5.42), então

|a(v)− a(w)| ≤ α1‖b′‖∞|v − w| ≤ C‖v − w‖∞,K .

Logo

|E121| ≤ C‖v − w‖∞,K |vr|1,K |v − w|1,K .

Por outro lado,

|E122| ≤ |(αε(x)b(w)∇(vr − wr),∇(v − w))|

≤ α1‖b‖∞|vr − wr|1,K |v − w|1,K

≤ C|vr − wr|1,K |v − w|1,K .

As estimativas acima, para E121 e E122, permitem a seguinte conclusão parcial:

|E12| ≤ C(‖v − w‖∞,K |vr|+ |vr − wr|1,K)|v − w|1,K

= C(‖v − w‖∞,K |vr||v − w|1,K + |vr − wr|1,K |v − w|1,K).
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Agora, das relações (5.35) e (5.41),

|E12| ≤ C(‖v − w‖∞,K(|v|1,K + h2) + |v − w|1,K)|vr − wr|1,K .

Finalmente, para a parcela E3 = ((a(w)−a(v)∇wr,∇(vr−wr))), resulta evidente,

em razão as idéias acima utilizadas, a seguinte limitação:

|E3| ≤ C‖v − w‖∞,K |wr|1,K |vr − wr|1,K

≤ C‖v − w‖∞,K(|w|1,K + h2)|vr − wr|1,K .

(5.47)

Portanto, a desigualdade (5.43) segue das estimativas estabelecidas para E12 e E3.

Lema 5.3.8 Para cada v ∈ Vh e cada elemento K ∈ Th, é válida a seguinte

identidade:

|∇v| = 1

|K|1/2
|v|1,K (|∇(.)| indica a norma vetorial do gradiente de (.)).

(5.48)

Demonstração. Com efeito, basta calcular

|v|1,K = (

∫

K

|∇v|2dx)1/2

= |∇v|(
∫

K

dx)1/2

= |∇v| |K|1/2.

Lema 5.3.9 Dado K ∈ Th, Th partição de Ω, existe uma famı́lia de funções ξε,

ε > 0, com as seguintes carateŕısticas:

a) ξε ∈ C∞
0 (K);

b) 0 ≤ ξε ≤ 1 em K;
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c) ξε ≡ 1 fora de uma ε−vizinhança de ∂K, que denotaremos com Vε(∂K);

d) ε|∇ξε| ≤ C em K, onde C é uma constante que independe de ε.

Demonstração. Para uma demontração, veja V. V. Jikov e Oleinik (1994)

Para cada v, w ∈ Vh, e ξε, seja

ϕε := ε(1− ξε)(χ(y).∇v − χ(y).∇w), y =
x

ε
, (5.49)

onde cada componente de χ satisfaz o correspondente problema de célula (3.20).

Lema 5.3.10 Dados v, w ∈ Vh , e supondo χ ∈ W 1,∞(Ω), para o correspondente

ϕε dado por (5.49), tem-se

|ϕε|1,K ≤ C

√
ε

h
|v − w|1,K , ∀K ∈ Th. (5.50)

Demonstração. Como ∇ϕε = (1− ξε)(∇yχ)t∇(v − w)− ε[χ.∇(v − w)]∇ξε,

∫

K

∇ϕε.∇ϕε =

∫

K

{(1− ξε)(∇yχ)t∇(v − w)− ε[χ.∇(v − w)]∇ξε}.∇ϕε

=

∫

K

(1− ξε)(∇yχ)t∇(v − w).∇ϕε −
∫

K

ε[χ.∇(v − w)]∇ξε}.∇ϕε

≤ ‖∇yχ‖∞
∫

K

(1− ξε)︸ ︷︷ ︸
≤1

|∇(v − w)| |∇ϕε|+ ‖χ‖∞
∫

K

ε|∇ξε|︸ ︷︷ ︸
≤1

|∇(v − w)| |∇ϕε|

≤ ‖∇yχ‖∞ |∇(v − w)|
∫

Vε(∂K)

|∇ϕε|+ ‖χ‖∞|∇(v − w)|
∫

Vε(∂K)

|∇ϕε|

≤ ‖χ‖1,∞|∇(v − w)|
∫

Vε(∂K)

|∇ϕε|

≤ ‖χ‖1,∞|∇(v − w)| |Vε(∂K)|1/2 ‖∇ϕε‖0,Vε(∂K)

≤ ‖χ‖1,∞|∇(v − w)| |Vε(∂K)|1/2 ‖∇ϕε‖0,K

≤ ‖χ‖1,∞|∇(v − w)|1,K
|Vε(∂K)|1/2

|K|1/2
‖∇ϕε‖0,K (de acordo com(5.48)).

Portanto

‖∇ϕε‖0,K ≤ ‖χ‖1,∞|∇(v − w)|1,K
|Vε(∂K)|1/2

|K|1/2
. (5.51)

99



Mas, da definição de Vε(∂K) resulta que |Vε(∂K)| ≤ C1εh e, por outra parte,

sabe-se que |K| ≥ C2h
2. Logo

|Vε(∂K)|
|K| ≤ C3

ε

h
. (5.52)

De (5.51) e (5.52) segue (5.50).

A seguir passaremos a determinar algumas estimativas relativas a v̂ε (5.27).

Lema 5.3.11 Sejam αε(.) e b(.) nas hipóteses (3.2) e (3.3), respectivamente. Para

v̂ε dado por (5.27), e f limitado, tem-se a seguinte estimativa:

|v̂ε|1,K ≤ C

√
ε

h
(|v|1,K + h2). (5.53)

Demonstração. Como v̂ε ∈ H1(K) satisfaz o problema (A.17) então considera-

remos a decomposição v̂ε = v̂1 + v̂2, onde v̂1 e v̂2 são solucões, respectivamente, dos

problemas

− div[a(v)∇v̂1] = 0 em K, (5.54)

v̂ε = −εχ.∇v sobre ∂K

e

− div[a(v)∇v̂2] = f em K, (5.55)

v̂ε = 0 sobre ∂K.

Para v̂1 sabe-se que ( ver V. V. Jikov e Oleinik (1994))

|v̂1|1,K ≤ C

√
ε

h
|v|1,K . (5.56)
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Resta, então, determinar uma estimativa para |v̂2|1,K . Para tal, multiplicaremos

(5.55) por v̂2 ∈ H1(K) e integraremos por partes o membro esquerdo. Assim,

(a(v)∇v̂2,∇v̂2) = (f, v̂2)

α0|v̂2|20,K ≤ ‖f‖0,K‖v̂2‖0,K

≤ (‖f‖∞ h)‖v̂2‖0,K

≤ ‖f‖∞ h2|v̂2|1,K (Poincaré).

Então

|v̂2|1,K ≤ Ch2|v̂2|1,K . (5.57)

De (5.56) e (5.57) segue (5.53).

Lema 5.3.12 Sejam αε(.) e b(.) nas hipóteses (3.2) e (3.3), respectivamente. Da-

dos v, w ∈ Vh e os correspondentes vε e wε definidos através da relação (5.27), e

para cada K ∈ Kh, tem-se

|v̂ε − ŵε|1,K ≤ C

√
ε

h
[‖v − w‖∞,K(|v|1,K + |w|1,K + h2) + |v − w|1,K ] (5.58)

Demonstração. De fato,

α0b0|v̂ε − ŵε|21,K ≤ (a(v)∇(v̂ε − ŵε),∇(v̂ε − ŵε)) (hipótese de elipticidade uniforme)

= (a(v)∇v̂ε,∇(v̂ε − ŵε))− (a(v)∇ŵε,∇(v̂ε − ŵε))

= (a(v)∇v̂ε,∇(v̂ε − ŵε))− (a(w)∇ŵε,∇(v̂ε − ŵε))

+ (a(w)∇ŵε,∇(v̂ε − ŵε))− (a(v)∇ŵε,∇(v̂ε − ŵε))

= (a(v)∇v̂ε − a(w)∇ŵε,∇(v̂ε − ŵε)) + ((a(w)− a(v))∇ŵε,∇(v̂ε − ŵε))

= J1 + J2.

Então

α0b0|v̂ε − ŵε|21,K ≤ |J1|+ |J2|. (5.59)
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Inicialmente estimaremos J1 = (a(v)∇v̂ε − a(w)∇ŵε,∇(v̂ε − ŵε)). Subtraindo

membro a membro as respectivas equações associadas a v e w, dadas através de

(A.17), obtém-se

(a(v)∇v̂ε − (a(w)∇ŵε,∇ϕ) = 0, ∀ϕ ∈ H1
0 (K).

Agora, tomando em particular ϕ = ∇v̂ε −∇ŵε + εη(1 − ξε), com η = χ(y).∇v −
χ(y).∇w, e ξε dado do lema 5.3.9, resulta

(a(v)∇v̂ε − a(w)∇ŵε,∇(v̂ε − ŵε)) = −(a(v)∇v̂ε − a(w)∇ŵε,∇(εη(1− ξε))).

Assim, J1 pode ser reescrito como segue

J1 = (a(v)∇v̂ε − a(w)∇ŵε,−∇ϕε),

onde ϕε é dado por (5.49).

A partir dáı,

J1 = ((a(v)∇v̂ε,∇ϕε)− (a(w)∇ŵε,−∇ϕε)

= ((a(v)− a(w) + a(w))∇v̂ε,∇ϕε)− (a(w)∇ŵε,−∇ϕε)

= ((a(v)− a(w))∇v̂ε,∇ϕε)− (a(w)∇(v̂ε − ŵε),−∇ϕε)

= J11 + J12.

Por uma parte temos,

|J11| ≤
∫

K

|a(v)− a(w)| |∇v̂ε| |∇ϕε| dx

≤ ‖a′‖∞
∫

K

|v − w| |∇v̂ε| |∇ϕε| dx

≤ C‖v − w‖K,∞

∫

K

|∇v̂ε| |∇ϕε| dx

≤ C‖v − w‖K,∞‖∇v̂ε‖0,K ‖∇ϕε‖0,K
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Isto é,

J11 ≤ C‖v − w‖K,∞|∇v̂ε|1,K |∇ϕε|1,K . (5.60)

Por outro lado,

|J12| ≤
∫

K

|a(w)| |∇(v̂ε − ŵε)| |∇ϕε| dx

≤ α1

∫

K

|∇(v̂ε − ŵε)| |∇ϕε| dx

e, então,

|J12| ≤ C|v̂ε − ŵε|1,K |ϕε|1,K . (5.61)

De (5.60) e (5.61) temos a seguinte estimativa parcial para J1:

J1 ≤ C(‖v − w‖∞,K |v̂ε|1,K + |v̂ε − ŵε|1,K)|ϕε|1,K .

Dáı,

|J1| ≤ C(‖v − w‖∞,K |v̂ε|1,K |ϕε|1,K + |v̂ε − ŵε|1,K |ϕε|1,K)

≤ C(
1

2
‖v − w‖2

∞,K |v̂ε|21,K +
1

2
|ϕε|21,K) + C|v̂ε − ŵε|1,K |ϕε|1,K .

Então

|J1| ≤ C(‖v − w‖2
∞,K |v̂ε|21,K + |ϕε|21,K) + C2λ

1

4λ
|v̂ε − ŵε|21,K (com λ > 0 a ser escolhido).

(5.62)
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A seguir determinaremos uma estimativa para J2 = ([a(w)−a(v)]∇ŵε,∇(v̂ε−ŵε)),

|J2| ≤ α1‖b′‖∞
∫

K

|w − v| |∇ŵε| |∇(v̂ε − ŵε)| dx

≤ C‖w − v‖∞,K |ŵε|1,K |v̂ε − ŵε|1,K

≤ C2λ‖v − w‖2
∞,K |ŵε|21,K +

1

4λ
|v̂ε − ŵε|21,K .

Então

|J2| ≤ C2λ‖v − w‖2
∞,K |ŵε|21,K +

1

4λ
|v̂ε − ŵε|21,K . (5.63)

Agora, considerando (5.62) e (5.63) na desigualdade (5.59) segue,

α0b0|v̂ε − ŵε|21,K ≤ C[‖v − w‖2
∞,K |v̂ε|21,K + |ϕε|21,K ]

+ C2λ|ϕε|21,K +
1

4λ
|v̂ε − ŵε|21,K

+ C2λ‖v − w‖2
∞,K |ŵε|21,K +

1

4λ
|v̂ε − ŵε|21,K

≤ C[‖v − w‖2
∞,K(|v̂ε|21,K + |ŵε|21,K) + (1 + λ)|ϕε|21,K ] +

1

2λ
|v̂ε − ŵε|21,K .

Dáı

(α0b0 − 1

2λ
)|v̂ε − ŵε|21,K ≤ C[‖v − w‖2

∞,K(|v̂ε|21,K + λ|ŵε|21,K)] + (1 + λ)|ϕε|21,K .

No caso especial em que λ = 1
α0b0

, a desigualdade correspondente será

|v̂ε − ŵε|21,K ≤ C0[‖v − w‖2
∞,K(|v̂ε|21,K + |ŵε|21,K) + |ϕε|21,K ].

Tirando a raiz quadrada em ambos os membros na desigualdade logo acima, obtém-

se.

|v̂ε − ŵε|1,K ≤ C[‖v − w‖∞,K(|v̂ε|1,K + |ŵε|1,K) + |ϕε|1,K ].
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Finalmente, das estimativas estabelecidas para |ϕε|1,K e |v̂ε|1,K (analogamente para

|ŵε|1,K), respectivamente, em (5.50) e (5.53), resulta (5.58).

Lema 5.3.13 Sejam αε(.) e b(.) nas hipóteses (3.2) e (3.3), respectivamente. Para

cada v, w ∈ Vh tal que ‖v‖∞ + ‖w‖1,∞ ≤ M, sejam, respectivamente, vε, wε,

definidos através da relação (5.26). Então

|vε − wε|1,K ≤ C(M)[(1 +

√
ε

h
)‖v − w‖1,K + h‖v − w‖0,K ]. (5.64)

Demonstração. Dado v ∈ Vh, de acordo com (5.27), então vε = vr − v̂ε se, e

somente se, vε = vr − v̂ε. Analogamente, wε = wr − ŵε. Assim,

vε − wε = (vr − wr) + (ŵε − v̂ε) ⇒ |vε − wε|1,K ≤ |vr − wr|1,K + |ŵε − v̂ε|1,K .

Então, dos lemas (5.3.7) e (5.3.12) segue que

|vε − wε|1,K ≤ C[‖v − w‖∞,K(|v|1,K + |w|1,K + h2) + |v − w|1,K ]

+C

√
ε

h
[‖v − w‖∞,K(|v|1,K + |w|1,K + h2) + |v − w|1,K ].

Logo

|vε − wε|1,K ≤ Ĉ(1 +

√
ε

h
)[‖v − w‖∞,K |v|1,K + ‖v − w‖∞,K |w|1,K + h2‖v − w‖∞,K + |v − w|1,K ].

(5.65)

Agora, utilizando a desigualdade inversa (1.4.2), temos que ‖v − w‖∞,K |v|1,K ≤
(h−1‖v − w‖0,K)(h‖v‖1,∞,K) e, portanto,

‖v − w‖∞,K |v|1,K ≤ C‖v − w‖0,K‖v‖1,∞,K . (5.66)
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O mesmo racioćınio permite concluir o seguinte:

‖v − w‖∞,K |w|1,K ≤ C‖v − w‖0,K‖w‖1,∞,K e (5.67)

h2‖v − w‖∞,K ≤ h‖v − w‖0,K . (5.68)

Considerando (5.66),(5.67) e (5.68) em (5.65), obtém-se

|vε−wε|1,K ≤ C(1+

√
ε

h
)[(‖v‖1,∞,K + ‖w‖1,∞,K)︸ ︷︷ ︸

≤M

‖v−w‖0,K+|v−w|1,K+h‖v−w‖0,K ].

Portanto

|vε − wε|1,K ≤ C(M)(1 +

√
ε

h
)[‖v − w‖1,K + h‖v − w‖0,K ].

Lema 5.3.14 Nas hipóteses dos lemas (5.3.5), (5.3.11) e (5.3.13), tem-se

‖v − w‖∞,K |wε|1,K ≤ C(M)[(1 +

√
ε

h
)‖v − w‖1,K + h‖v − w‖0,K ]. (5.69)

Demonstração. Para wε = wr−ŵε, mediante a desigualdade triangular, obtém-se

|wε|1,K ≤ |wr|1,K + |ŵε|1,K .

Mas, dos lemas (5.3.5) e (5.3.11) , respectivamente, temos

|wr|1,K ≤ C(|w|1,K + h2) e |ŵε|1,K ≤ C(

√
ε

h
|w|1,K + h2).
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Então,

‖v − w‖∞,K |wε|1,K ≤ C[

√
ε

h
‖v − w‖∞,K |w|1,K + ‖v − w‖∞,K |w|1,K + h2‖v − w‖∞,K ]

≤ C[(1 +

√
ε

h
)‖v − w‖0,K ‖w‖1,∞,K︸ ︷︷ ︸

≤M

+h‖v − w‖0,K ]

≤ C(M)[(1 +

√
ε

h
)‖v − w‖1,K + h‖v − w‖0,K ].

Desta forma temos chegado à relação (5.69). Finalmente, mediante os lemas

acima descritos, a seguir provaremos a proposição 5.3.2.

Demonstração. De fato, dado que

I1 = (a(v)∇vε − a(w))∇wε,∇φ)K

= (a(v)∇vε − a(v)∇wε + a(v)∇wε − a(w))∇wε,∇φ)K

= (a(v)∇(vε − wε),∇φ)K((a(v)− a(w))∇wε,∇φ)K

:= I11 + I12.

Então

|I1| ≤ |I11|+ |I12|. (5.70)

A seguir estimaremos cada uma das parcelas do membro direito de (5.70).

Para I11 = (a(v)∇(vε − wε),∇φ)K resulta evidente a seguinte limitação:

|I11| ≤ C|vε − wε|1,K |φ|1,K . (5.71)

Mas, utilizando em (5.71) a estimativa para |vε − wε|1,K estabelecida em (5.64),

obtém-se

|I11| ≤ C(M)[(1 +

√
ε

h
)‖v − w‖1,K + h‖v − w‖0,K ]|φ|1,K . (5.72)
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Por último, para I12 = ([a(v)− a(w)]∇wε,∇φ)K temos,

|I12| ≤ α1‖b′‖∞(|v − w||∇wε|,∇||φ|)K

≤ C‖v − w‖∞,K |wε|1,K |φ|1,K .

Dáı, fazendo uso da estimativa para ‖v − w‖∞,K |wε|1,K dada em (5.69), tem-se

|I12| ≤ C(M)[(1 +

√
ε

h
)‖v − w‖1,K + h‖v − w‖0,K ]|φ|1,K . (5.73)

Portanto, das relações (5.72), (5.73) e (5.70), segue o resultado (5.31).

5.3.3 Demonstração da proposição 5.3.3

Lema 5.3.15 Para cada v ∈ Vh e seu correspondente vε dado por (5.26), tem-se

‖∇vε‖0,K\Kε ≤ C

√
ε

h
|v|1,K , ∀K ∈ Th, (5.74)

com Kε definido no apêndice A.

Demonstração. Multiplicando ambos os membros de (5.34) por ∇vε e integrando

o resultado sobre K \Kε,

∫

K\Kε

|∇vε|2 dx =

∫

K\Kε

∇vε.[I + (∇yχ)t]∇v dx

≤ ‖I + (∇yχ)t‖∞(

∫

K\Kε

∇vε dx).∇v (∇v|Kconstante)

≤ C|∇v| ‖vε‖0,K\Kε(

∫

K\Kε

dx)1/2 (Schwarz)

≤ C
|v|1,K

|K|1/2
‖∇vε‖0,K\Kε|K \Kε|1/2 (lema 5.3.8)

≤ C

√
|K \Kε|
|K| |v|1,K‖∇vε‖0,K\Kε

≤ C

√
ε

h
|v|1,K‖∇vε‖0,K\Kε .
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Dáı segue a relação (5.74).

Na sequência faremos a demonstração da proposição 5.3.3.

Demonstração. Somando e subtraindo a(v)∇wε na expressão para I2 e asso-

ciando convenientemente os termos, temos

I2 = (a(v)∇(vε − wε),∇φ)0,K\Kε + ([a(v)− a(w)∇wε,∇φ])0,K\Kε

:= I21 + I22.

Agora estimaremos I21 de acordo como segue

|I21| ≤ C

∫

K\Kε

|∇(vε − wε)| |∇φ| dx

= C|∇φ|
∫

K\Kε

|∇(vε − wε)| dx

= C
|φ|1,K√
|K|

∫

K\Kε

|∇(vε − wε)| dx (lema5.3.8)

≤ C
|φ|1,K√
|K|‖∇(vε − wε)‖0,K\Kε|K \Kε|1/2 (Schwarz)

= C

√
|K \Kε|
|K| ‖∇(vε − wε)‖0,K\Kε |φ|1,K

≤ C

√
ε

h
‖∇(vε − wε)‖0,K\Kε |φ|1,K (por(A.2))

Isto é,

|I21| ≤ C

√
ε

h
‖∇(vε − wε)‖0,K\Kε |φ|1,K ,

mas, por sua vez, do lema 5.3.15 com v − w em lugar de v, temos

‖∇(vε − wε)‖0,K\Kε ≤ C

√
ε

h
|vε − wε|1,K .

Assim

|I21| ≤ C(
ε

h
)|vε − wε|1,K .
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Agora utilizando a relação (5.64), segue

|I|21 ≤ C(M)[(
ε

h
+ (

ε

h
)3/2)‖v − w‖1,K + h‖v − w‖0,K ]. (5.75)

Para I22 = ([a(v)− a(w)]∇wε,∇φ)K\Kε ,

|I22| ≤ C‖v − w‖∞,K ‖∇wε‖0,K\Kε ‖∇φ‖0,K\Kε

≤ C‖v − w‖∞,K (

√
ε

h
|wε|1,K)(

√
ε

h
|φ|1,K) ( por (5.74))

≤ C(
ε

h
)(‖v − w‖∞,K |wε|1,K)|φ|1,K

≤ C(
ε

h
)[(1 +

√
ε

h
)‖v − w‖1,K + h‖v − w‖0,K ]|φ|1,K ( por (5.69)).

Então

|I22| ≤ C(
ε

h
)[(1 +

√
ε

h
)‖v − w‖1,K + h‖v − w‖0,K ]|φ|1,K . (5.76)

Portanto, de (5.75) e (5.76), segue a estimativa (5.32).

5.3.4 Demonstração da proposição 5.3.4

Por último, a demonstração da proposição 5.3.4 é dada como segue.

Demonstração. Com efeito,

I3 = (a(v)∇v̂ε − a(v)∇ŵε + a(v)∇ŵε − a(w)∇ŵε, φ)K

= (a(v)∇(v̂ε − ŵε),∇φ)K + ([a(v)− a(w)]∇ŵε,∇φ)K . (5.77)
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Mas,

|(a(v)∇(v̂ε − ŵε),∇φ)K | ≤ α1‖b‖∞|v̂ε − ŵε|1,K |φ|1,K

a estimativa (5.64) ⇒

≤ C(M)[(1 +

√
ε

h
)‖v − w‖1,K + h‖v − w‖0,K ]|φ|1,K .

(5.78)

Por outra lado,

|([a(v)− a(w)]∇ŵε,∇φ)K | ≤ α1‖b′‖∞(|v − w| |∇ŵε|, |∇φ|)K

≤ C‖v − w‖∞,K(|∇ŵε|, |∇φ|)K

≤ C‖v − w‖∞,K |∇ŵε|1,K |φ|1,K

≤ C‖v − w‖∞,K [

√
ε

h
|w|1,K + h2]|φ|1,K (5.53)

(desiguladade inversa (1.4.2)) ⇒

= C[

√
ε

h
‖v − w‖∞,K |w|1,K︸ ︷︷ ︸
≤‖v−w‖0,K‖w‖1,∞,K

+h(h‖v − w‖∞,K︸ ︷︷ ︸
≤‖v−w‖0,K

)]|φ|1,K

≤ C[(

√
ε

h
‖w‖1,∞,K + h)‖v − w‖0,K ] |φ|1,K , (‖w‖1,∞,K ≤ M).

Logo

|([a(v)− a(w)]∇ŵε,∇φ)K | ≤ C(M)[(

√
ε

h
+ h)‖v − w‖0,K ] |φ|1,K . (5.79)

De (5.78) e (5.79) em (5.77), resulta (5.33).

5.4 Propriedade Invariante do Operador Φ

Finalizamos o presente caṕıtulo, formalizando a demonstração da proposição

4.3.6, que faz referência da propriedade do operador Φ (4.39) ser invariante sobre

o conjunto B (4.43). Antes que tudo, introduzimos o lema a seguir. No que vem

a seguir, a notação C(M) indicará que C depende de M .
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Lema 5.4.1 Para quaisquer v ∈ Vh ∩ W 1,∞(Ω) com ‖v‖1,∞,Ω ≤ M , é válida a

estimativa a seguir.

|a(v, gx
h)− ab(v, gx

h)| ≤ C(M)Ē| ln h|. (5.80)

Demonstração. Da definição de E(., .) dada por (4.40) segue em particular que

|a(v, gx
h)− ab(v, gx

h)| ≤ Ē‖v‖1,Ω‖gx
h‖1,Ω.

Mas, sabe-se de (5.10) que ‖v‖1,Ω ≤ C‖v‖1,∞,Ω e, por outro parte, como por

hipótese estamos considerando ‖v‖1,∞,Ω ≤ M , então

‖v‖1,Ω ≤ C(M).

Do lema A.4.1 temos

‖gx
h‖1,Ω ≤ C

√
‖gx

h‖1,1,Ω.

Então

|a(v, gx
h)− ab(v, gx

h)| ≤ CĒ
√
‖gx

h‖1,1,Ω.

Agora, utilizando a relação (A.20) no membro direito da desigualdade logo acima

resulta

|a(v, gx
h)− ab(v, gx

h)| ≤ CĒ
√
| ln h|.

Mas, para h < 1, sabe-se que
√
| ln h| ≤ | ln h|. A partir dáı chegamos ao resultado

esperado em (5.80).

Finalmente estamos com os pré-requisitos necessários para poder demonstrar

a proposição 4.3.6.

Demonstração. (Proposição 4.3.6) Com o intuito de chegarmos a este

resultado, usaremos o operador projeção definido em (4.32) para redefinir o oper-
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ador Φ (4.39). Isto é, dado que

A(u; Φ(v), w) = A(u; u,w) + a(v, w)− ab(v, w)− af (v, w)−R(u, v, w),∀w ∈ Vh

e

A(u; u,w) = A(u; Phu,w) ∀w ∈ Vh,

então, Φ pode ser explicitado, também, mediante a relação:

A(u; Φ(v)− Phu,w) = a(v, w)− ab(v, w)− af (v, w)−R(u, v, w), ∀w ∈ Vh.

(5.81)

Considerando em particular w = gx
h no membro membro esquerdo de (5.81), tem-se

A(u; Φ(v)− Phu, gx
h) = ∂(Φ(v)− Phu)(x).

De outra parte, a partir das estimativas (5.80) e (5.20), o membro direito de (5.81)

é limitado por

C(M)(Ē| ln h|+ h‖∇gx
h‖0,Ω + |R(u, v, gx

h)|).

onde, de acordo com a relação (A.21), ‖gx
h‖1,Ω ≤ C| ln h| e, por outro lado, sabe-se

de (5.11) que

|R(u, v, gx
h)| ≤ C(M)‖u− v‖2

1,∞‖gx
h‖1,Ω.

Então

∂(Φ(v)− Phu)(x) ≤ C(M)(‖u− v‖2
1,∞ + Ē + h)| ln h|.

Da desigualdade triangular, tem-se

‖u− v‖2
1,∞,Ω ≤ 2(‖u− Phu‖2

1,∞,Ω + ‖Phu− v‖2
1,∞,Ω).
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Em resumo temos

‖Φ(v)−Phu‖1,∞,Ω ≤ C(M)(‖u−Phu‖2
1,∞,Ω +‖Phu−v‖2

1,∞,Ω +Ē+h)| ln h|. (5.82)

Devemos mostrar que o membro direito desta última inequação deve ser limitado

por
√

Ē +
√

h. Para tal, usaremos os seguinte fatos:

i) Por construção: Para cada v ∈ B (4.43),

‖Phu− v‖1,∞,Ω ≤
√

Ē +
√

h;

ii) Em particular: Ph : V → Vh, A(u; Phu, w) = A(u; u; w) ∀w ∈ Vh,

‖Phu− u‖1,∞,Ω ≤ Ch de acordo com (4.33).

Considerando os fatos (i) e (ii) em (5.82), obtém-se

‖Φ(v)− Phu‖1,∞,Ω ≤ C(M)(h2 + (
√

Ē +
√

h)2 + Ē + h)| ln h|

≤ 3C(M)(h + Ē)| ln h|

≤ [3C(M)
√

Ē | ln h|]
√

Ē + [3C(M)
√

h | ln h|]
√

h.

Como limh→0 h1/2| ln h| = 0, existe h0 > 0 tal que

3C(M)h1/2| ln h| ≤ 1, 0 < h < h0.

Por outro lado, admitindo que
√

Ē | ln h| ≤ 1/[3C(M)], então, o membro direito

de (5.82) será limitado superiormente por
√

Ē +
√

h. Isto é,

‖Φ(v)− Phu‖1,∞,Ω ≤
√

Ē +
√

h.

Temos assim confirmado que aplicação Φ é invariante sobre B: Φ(B) ⊂ B.
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Caṕıtulo 6

Análise de Erro

O presente caṕıtulo está reservado à análise de erro associada às formulações

RFB completo e RFB reduzido introduzidos no quarto caṕıtulo.

6.1 Resultado de Melhor Aproximação para a Formulação RFB

Completo

A seguir vamos estabelecer um resultado de aproximação em Vr tipo o clás-

sico lema de Céa para nosso problema modelo multiescala não linear. Este

resultado será dado através da proposição 6.6 a ser formulado mais abaixo. Para

tal, restringindo o problema variacional (3.5) ao espaço Vr, tem-se o seguinte prob-

lema: achar ur ∈ Vr tal que

a(ur, v) = (f, vr) ∀vr ∈ Vr (6.1)

Em seguida determinaremos uma estimativa de erro para uε − ur na norma de

H1
0 (Ω). A estratégia a seguir será considerar a linearização da forma (6.1) em

torno da solução no espaço enriquecido ur, a qual será denotada com A(ur; ., .).

Temos, desta forma, o seguinte problema linear: determinar w ∈ H1
0 (Ω) de maneira

que

A(ur; w, v) = (f, v) ∀v ∈ H1
0 (Ω), (6.2)
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onde

A(ur; w, v) =

∫

Ω

[αε(x) b(ur)∇w.∇v + αε(x) b′(ur)w∇ur.∇v] dx. (6.3)

Para a forma linear (6.3) introduzimos a propriedade de coercividade uniforme

através do lema a seguir.

Lema 6.1.1 Sejam αε(.) e b(.) nas hipóteses (3.2) e (3.3), respectivamente. Para

ur suficientemente pequena na norma de W 1,∞(Ω), a forma bilinear A(ur; ., .) é

uniformemente coerciva em V .

Omitiremos a demonstração deste lema, pois para sua prova, em linhas gerais,

basta trocar ur por u na demonstração da proposição 4.3.1.

A identidade a seguir será grande utilidade na demostração da proposição que vem

mais adiante.

Lema 6.1.2 Para cada vr ∈ Vr, tem-se a seguinte identidade:

A(ur; u
ε−ur, vr) =

∫

Ω

αε(x)[b(ur)−b(uε)]∇uε.∇vr dx+

∫

Ω

αε(x)b′(ur)(u
ε−ur)∇ur.∇vr dx.

(6.4)

Demonstração. De fato,

A(ur; u
ε − ur, vr) = A(ur; u

ε, vr)− A(ur; ur, vr)

=

∫

Ω

αε(x)b(ur)∇uε.∇vr dx +

∫

Ω

αε(x)b′(ur)u
ε∇ur.∇vr dx

−
∫

Ω

αε(x)b(ur)∇ur.∇vr dx

︸ ︷︷ ︸
=(f,vr)

−
∫

Ω

αε(x)b′(ur)ur∇ur.∇vr dx

=

∫

Ω

αε(x)b(ur)∇uε.∇vr dx−
∫

Ω

fvr dx

︸ ︷︷ ︸
a(uε,vr)

+

∫

Ω

αε(x)b′(ur)(u
ε − ur)∇ur.∇vr dx

=

∫

Ω

αε(x)b(ur)∇uε.∇vr dx−
∫

Ω

αε(x)b(uε)∇uε.∇vr dx+

∫

Ω

αε(x)b′(ur)(u
ε−ur)∇ur.∇vr dx

=

∫

Ω

αε(x)[b(ur)− b(uε)]∇uε.∇vr dx +

∫

Ω

αε(x)b′(ur)(u
ε − ur)∇ur.∇vr dx. (6.5)
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Finalizamos a presente seção formulando o seguinte resultado de melhor aproxi-

mação no espaço enriquecido Vr; isto é, apresentamos um lema do tipo Céa para

nosso problema modelo não linear multiescala.

Para uε solução do problema variacional (3.5) e ur, solução do problema (6.1),

segue.

Proposição 6.1.3 Sejam αε(.) e b(.) nas hipóteses (3.2) e (3.3), respectivamente.

Então, para ur e uε suficientemente pequenos na norma de W 1,∞, tem-se

‖∇(uε − ur)‖0,Ω ≤ C‖∇(uε − wr)‖0,Ω ∀wr ∈ Vr. (6.6)

Demonstração. Seja wr um elemento qualquer de Vr. Com o propósito de veri-

ficar a estimativa (6.6), calculemos

A := A(ur; u
ε − ur, u

ε − ur) = A(ur; u
ε − ur, u

ε − wr + wr − ur)

= A(ur; u
ε − ur, u

ε − wr) + A(ur; u
ε − ur, wr − ur).

Assim, aplicando a identidade (6.4), na segunda parcela da última igualdade acima,

temos

A =

∫

Ω

αε b(ur)∇(uε − ur).∇(uε − wr) dx +

∫

Ω

αε b′(ur)(u
ε − ur)∇ur.∇(uε − wr) dx

+

∫

Ω

αε (b(ur)− b(uε))∇uε.∇(wr − ur) dx +

∫

Ω

αε b′(ur)(u
ε − ur)∇ur.∇(wr − ur) dx.

(6.7)

Então

A =

∫

Ω

αε b(ur)∇(uε − ur).∇(uε − wr) dx +

∫

Ω

αε b′(ur)(u
ε − ur)∇ur.∇(uε − ur) dx

+

∫

Ω

αε (b(ur)− b(uε))∇uε.∇(wr − ur) dx. (6.8)
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Agora denominaremos com I1, I2 e I3 a primeira, segunda e terceira parcelas, re-

spectivamente, da equação (6.8). Em seguida, estimaremos em forma separada

cada uma das correspondentes expressões .

I1 =

∫

Ω

αε b(ur)∇(uε − ur).∇(uε − wr) dx

≤ α1 ‖ b′ ‖∞
∫

Ω

|∇(uε − ur)| |∇(uε − wr)|

⇒ |I1| ≤ c1‖∇(uε − ur)‖0,Ω‖∇(uε − wr)‖0,Ω, (6.9)

onde c1 := α1 ‖ b′ ‖∞. Em forma semelhante será tratada a estimativa para I2.

I2 =

∫

Ω

αε b′(ur)(u
ε − ur)∇ur.∇(uε − ur) dx

≤ c1

∫

Ω

|uε − ur| |∇ur| |∇(uε − ur)| dx

≤ c1‖ur‖1,∞

∫

Ω

|uε − ur| |∇(uε − ur)| dx. (6.10)

Como uε − ur está nas hipóteses do teorema de Poincaré então

‖uε − ur‖0,Ω ≤ cΩ ‖∇(uε − ur)‖0,Ω.

Dáı segue que

|I2| ≤ c2 ‖ur‖1,∞‖∇(uε − ur)‖2
0,Ω (c2 = c1cΩ). (6.11)
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Por último, determinaremos a estimativa para última parcela de (6.8)

I3 =

∫

Ω

αε (b(ur)− b(uε))∇uε.∇(wr − ur) dx

≤ α1‖b′‖1,∞

∫

Ω

|ur − uε| |∇uε| |∇(wr − ur)| dx

≤ c1‖uε‖1,∞

∫

Ω

|ur − uε| |∇(wr − ur)| dx

≤ c1‖uε‖1,∞

∫

Ω

|ur − uε| |∇(wr − uε + uε − ur)| dx

≤ c1‖uε‖1,∞

∫

Ω

|ur − uε| (|∇(uε − wr)|+ |∇(uε − ur)|) dx.

(6.12)

Tomando em consideração as desigualdade de Cauchy-Schwarz e, em seguida, a de

Poincaré, em cada uma das parcelas da inequação acima, obtêm-se

|I3| ≤ c2‖uε‖1,∞‖∇(uε − ur)‖2
0,Ω + c2‖uε‖1,∞‖∇(uε − ur)‖0,Ω ‖∇(uε − wr)‖0,Ω.

Do lema 6.1.1, existe β > 0, independente de ε, de maneira que

A(ur; u
ε − ur, u

ε − ur) ≥ β ‖∇(uε − ur)‖2
0,Ω.

e, além disso, considerando as estimativas obtidas para I1, I2 e I3 na relação (6.8),

resulta

β ‖∇(uε − ur)‖2
0,Ω ≤ c1‖∇(uε − ur)‖0,Ω‖∇(uε − wr)‖0,Ω + c2 ‖ur‖1,∞‖∇(uε − ur)‖2

0,Ω

+c2‖uε‖1,∞‖∇(uε − ur)‖2
0,Ω + c2‖uε‖1,∞‖∇(uε − ur)‖0,Ω‖∇(uε − wr)‖0,Ω.

Então

(β − c2(‖ur‖1,∞ + ‖uε‖1,∞))‖∇(uε − ur)‖2
0,Ω ≤ c1‖∇(uε − ur)‖0,Ω‖∇(uε − wr)‖0,Ω

+c2‖uε‖1,∞‖∇(uε − ur)‖0,Ω‖∇(uε − wr)‖0,Ω.
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Portanto

‖∇(uε − ur)‖0,Ω ≤ c3(1 + ‖uε‖1,∞)‖∇(uε − wr)‖0,Ω/(β − c2(‖ur‖1,∞ + ‖uε‖1,∞)),

onde c3 := max {c1, c2} e, desde que ‖ur‖1,∞ + ‖uε‖1,∞ seja suficientemente pe-

queno.

Dáı conlui-se o resultado (6.6).
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6.2 Convergência do RFB Reduzido

Nesta parte do trabalho iremos estudar a convergência do esquema numérico

RFB reduzido proposto a partir da metodologia residual free bubble. Isto é,

mostraremos que uh (solução do problema discreto (4.23)) converge para u (solução

fraca do problema efetivo (4.28)). Este resultado será formulado mediante o teo-

rema a seguir.

Teorema 6.2.1 Seja u ∈ H1
0 (Ω) ∩W 2,∞(Ω) a solução fraca do problema efetivo

associado ao problema multiescala não linear dado em (3.25), seja uh a solução

de (4.17), e sejam αε(.) e b(.) nas hipóteses (3.2) e (3.3), respectivamente. Então,

para h suficientemente pequeno, existe uma constante C, que independe de h, tal

que

‖u− uh‖1,Ω ≤ C(M)[(

√
(
ε

h
)3 +

ε

h
+

√
ε

h
) + h]. (6.13)

Demonstração.

Para cada v ∈ Vh, via expansão de Taylor, tem-se

a(uh, v) = a(u + (uh − u), v)

= a(u, v) + A(u; uh − u, v) + R(u, uh, v)

= (f, v) + A(u; uh − u, v) + R(u, uh, v)

= ar(uh, v) + A(u; uh − u, v) + R(u, uh, v).

Ou, de maneira equivalente

A(u; u−uh, v) = ar(uh, v)−a(uh, v)+R(u, uh, v) = af (uh, v)+ab(uh, v)−a(uh, v)+R(u, uh, v)
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A partir de E(., .) : Vh×Vh → R., dado por (4.40), A(u; u−uh, v) pode ser reescrito

como segue

A(u; u− uh, v) = E(uh, v) + af (uh, v) + R(u, uh, v).

Como A(u; Phu− u, v) = 0 ∀v ∈ Vh então

A(u; u− uh, v) + A(u; Phu− u, v)︸ ︷︷ ︸
=0

= E(uh, v) + af (uh, v) + R(u, uh, v) ∀v ∈ Vh.

Assim,

A(u; Phu− uh, v) = E(uh, v) + af (uh, v) + R(u, uh, v) ∀v ∈ Vh. (6.14)

Do resultado de coercividade estabelecido em 4.3.1, para o membro esquerdo de

(6.14), com v = Phu− uh, temos que

A(u; Phu− uh, Phu− uh) ≥ C‖Phu− uh‖2
1,Ω. (6.15)

Já, para o membro direito de (6.14), a partir das estimativas para |R| e |af |, dadas

em (5.7) e (5.20), respectivamente, e como, em particular,

E(uh, Phu− uh) ≤ Ē‖uh‖1,Ω‖Phu− uh‖1,Ω (4.42),

obtém-se

‖Phu− uh‖1,Ω ≤ C(Ē + h + ‖u− uh‖2
1,4,Ω). (6.16)

Como

‖u− uh‖2
1,4,Ω ≤ C‖u− uh‖1,∞‖u− uh‖1,Ω (desigualdade de interpolação)
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então

‖Phu− uh‖1,Ω ≤ C(‖u− uh‖1,∞)‖u− uh‖1,Ω + Ē + h).

Uma vez que

‖u− uh‖1,∞,Ω ≤ ‖Phu− u‖1,∞,Ω + ‖Phu− uh‖1,∞,Ω,

e como uh ∈ B (4.43), e por outra parte sabe-se que ‖Phu− u‖1,∞,Ω ≤ Ch (4.33),

então, existe h0 > 0 tal que para cada 0 < h ≤ h0 podemos supor

C‖u− uh‖1,∞,Ω ≤ 1

2
.

Logo

‖Phu− uh‖1,Ω ≤ 1

2
‖u− uh‖1,Ω + C(Ē + h). (6.17)

Em seguida, somando ‖Phu− u‖1,Ω em ambos os membros de (6.17) resulta

‖Phu− uh‖1,Ω + ‖Phu− u‖1,Ω ≤ ‖Phu− u‖1,Ω +
1

2
‖u− uh‖1,Ω + C(Ē + h).

(6.18)

Mas, por desigualdade triangular temos

‖u− uh‖1,Ω ≤ ‖Phu− uh‖1,Ω + ‖Phu− u‖1,Ω.

Dáı (6.18) resulta

‖u− uh‖1,Ω ≤ ‖Phu− u‖1,Ω +
1

2
‖u− uh‖1,Ω + C(Ē + h).

Então

1

2
‖u− uh‖1,Ω ≤ ‖Phu− u‖1,Ω + C(Ē + h).
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Agora, como ‖Phu− u‖1,Ω ≤ Ch então

‖u− uh‖1,Ω ≤ C(h + Ē).

Finalmente, do corolário 5.0.11 conclui-se com a demostração do teorema.

Observação 6.2.1 Para ε < h, tem-se:

�

√
(
ε

h
)3 +

ε

h
+

√
ε

h
< C

√
ε

h
. (6.19)

� de (6.19) e (6.13),

‖u− uh‖1,Ω ≤ C(M)[

√
ε

h
+ h]. (6.20)
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Caṕıtulo 7

Resultados Numéricos, Conclusões e

Futuros Trabalhos

No presente caṕıtulo, na seção 7.2, serão exibidos os resultados numéricos

relativos à versão unidimesional do problema modelo multiescala não linear, para

uma escolha particular do coeficiente αε e o termo de fonte f a ser especificado

mais adiante. Estes resultados estão relacionados aos gráficos das aproximações

numéricas correspondentes às metodologias Galerkin e residual free bubble.

Também neste caṕıtulo, nas seções 7.3 e 7.4, respectivamente, iremos discutir con-

clusões e os futuros trabalhos referente a esta tese.

7.1 Implementação

Nesta seção exibiremos o procedimento seguido para a implentação do método

de elementos finitos proposto a partir da metodolgia residual free bubble, para o

modelo multiescala não linear unidimensional

− d

dx
[αε(x)b(uε)

duε

dx
] = f em I, (7.1)

uε(0) = uε(1) = 0, (7.2)

onde I representa o intervalo aberto (0, 1).

Como veremos mais adiante, a implementação via Galerkin para (7.1) será uma

situação particular deste procedimento.
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Em seguida faremos uma comparação, via exemplos numéricos, das duas metodolo-

gias com o intuito de colocar em evidência que a metodologia residual free bubble

mantém sua eficiência no tratamento numérico de problemas não lineares com co-

eficientes altamente oscilatórios.

Os resultados numéricos que mostraremos a seguir serão dados para uma situação

particular do problema modelo multiescala não linear em uma dimensão (7.1).

Para tal, no modelo (7.1) consideraremos

f(x) = 1, αε(x) =
1

2 + 1.8 sin(2πx
ε

)
, b(t) = 2 + sin(t). (7.3)

A solução exata para o correspondente problema (7.1) é dado através da relação

seguinte:

cos(uε)− 2uε − 1 = g(x), (7.4)

onde

g(x) = x2 + 1.8
ε

2π
[−x cos(

2πx

e
) +

ε

2π
sin(

2πx

ε
)]− a(2x− 1.8ε

2π
cos(

2πx

e
) +

0.9ε

π
)

e

a = a2/a1,

a1 = 2− 0.9ε

π
cos(

2π

ε
) e a2 = 1 +

0.9ε

π
(− cos(

2π

ε
) +

ε

2π
sin(

2π

ε
)).

A seguir serão exibiremos alguns os gráficos das soluções uε do problema

modelo multiescala unidimensional não linear (7.1) correspondentes aos coeficientes

e termo de fonte dados por (7.3).

Observação 7.1.1 Os gráficos (7.1)-(7.4), das soluções da sequência de problemas

(7.1), correspondentes a ε = 1/4, ε = 1/8, ε = 1/16, ε = 1/32, respectivamente,

colocam em evidência a influência do caráter oscilatório do coeficiente αε(·) em

relação à solução do respectivo problema.

126



0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0

1

2

3

4

5

6

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

0.12

0.14

Figura 7.1: Gráficos do coeficiente αε(·) e da solução exata uε(·) para ε = 1/4.
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Figura 7.2: Gráficos do coeficiente αε(·) e da solução exata uε(·) para ε = 1/8.
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Figura 7.3: Gráficos do coeficiente αε(·) e da solução exata uε(·) para ε = 1/16.
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Figura 7.4: Gráficos do coeficiente αε(·) e da solução exata uε(·) para ε = 1/32.

7.1.1 Procedimento de Implementação via Método de Newton

A seguir detalharemos o sistema linear decorrente do uso do Método de New-

ton a ser utilizado para determinar soluções aproximadas de acordo com as duas

metodologias de elementos finitos antes anunciadas: Galerkin e RFB.

Seja n o número de elementos e seja xn = [xn(1), xn(2), ..., xn(n + 1)] os respec-

tivos nós associados à partição do intervalo I = [0, 1]. Admitiremos uma partição

uniforme com parâmetro de malha h. Desta maneira,

xn(1) = 0, xn(2) = h, ..., xn(n + 1) = 1.

Definiremos o i-ésimo elemento (subintervalo) com

Ii = (xn(i), xn(i + 1)), i = 1, ..., n.

A respectiva base para o espaço de elementos finitos das funções lineares por partes

(Vh) a denotaremos com {ψi}n+1
i=1 ,

onde, para j = 2, 3, ..., n,

ψj(x) =





x−xn(j−1)
h

se x ∈ Ij−1,

xn(j+1)−x
h

se x ∈ Ij,
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e

dψj

dx
=





1
h

sobre Ij−1,

− 1
h

sobre Ij.

Então a solução numérica associada a (7.1), via metodologia proposta no presente

trabalho (RFB), poder expressa como

uh =
n+1∑
j=1

U(i)ψj (7.5)

para alguma U = (U(1), U(2), ..., U(n+1))T , onde cada U(i) depende do parâmetro

ε. A incógnita U é determinada através da solução do sistema

F(U) = 0, (7.6)

onde cada componente da aplicação não linear F : Rn+1 → Rn+1 é dado por

Fi(U) =
n∑

i=1

[

∫

Ii

αε(x)b(uh + ub)
duh

dx

dψj

dx
dx

+

∫

Ii

αε(x)b(uh + ub)
dub

dx

dψj

dx
dx]−

∫

I

f(x)ψj(x) dx, j = 1, 2, ..., n + 1. (7.7)

Para estimar a solução do problema numérico discreto (7.6), faremos uso do método

de Newton clássico. Com este intuito, iremos explicitar o sistema linear correspon-

dente ao referido método.

Para cada j fixo, a equação (7.6) é reduzida para

∫

Ij−1

αε(x)b(uh + ub)
duh

dx

dψj

dx
+

∫

Ij

αε(x)b(uh + ub)
duh

dx

dψj

dx

+

∫

Ij−1

αε(x)b(uh + ub)
dub

dx

dψj

dx
+

∫

Ij

αε(x)b(uh + ub)
dub

dx

dψj

dx

=

∫

Ij

ψj−1 +

∫

Ij

ψj,
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onde, a partir de (7.5),

uh|Ij−1
= U(j − 1)ψj−1 + U(j)ψj (7.8)

e

uh|Ij
= U(j)ψj + U(j + 1)ψj+1. (7.9)

Então

1

h

∫

Ij−1

αε(x)b(uh + ub)
duh

dx︸ ︷︷ ︸
=A1

− 1

h

∫

Ij

αε(x)b(uh + ub)
duh

dx︸ ︷︷ ︸
A2

(7.10)

+
1

h

∫

Ij−1

αε(x)b(uh + ub)
dub

dx︸ ︷︷ ︸
=B2

− 1

h

∫

Ij

αε(x)b(uh + ub)
dub

dx︸ ︷︷ ︸
B2

= h,

com ub|Ij−1
∈ H1

0 (Ij−1) solução da equação local

− d

dx
[αε(x)b(uh)

dub

dx
] =

d

dx
[αε(x)b(uh)

duh

dx
] + 1 em Ij−1, (7.11)

e uma equação local correspondente para ub|Ij
∈ H1

0 (Ij).

Uma vez que uh|Ij−1
= U(j − 1)ψj−1 + U(j)ψj, então

A1 =
1

h2

∫

Ij−1

αε(x)b(uh + ub)[−U(j − 1) + U(j)],

ou, de maneira equivalente,

A1 = −U(j − 1)

h2

∫

Ij−1

αε(x)b(uh + ub) +
U(j)

h2

∫

Ij−1

αε(x)b(uh + ub).

Em forma análoga, tem-se

A2 =
U(j)

h2

∫

Ij

αε(x)b(uh + ub)− U(j + 1)

h2

∫

Ij

αε(x)b(uh + ub).
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Resta explicitar as expressões para B1 e B2. Para tal, usando a linearidade de

(7.11) e representação de uh dada em (7.8), mostra-se que

ub|Ij−1
= U(j − 1)uj−1

b + U(j)uj
b + uj−1

f , (7.12)

onde

i) uj−1
b ∈ H1

0 (Ij−1) verifica

− d

dx
[αε(x)b(uh)

dub

dx

j−1

] =
d

dx
[αε(x)b(uh)

dψj−1

dx
], em Ij−1. (7.13)

ii) uj
b ∈ H1

0 (Ij−1) é tal que

− d

dx
[αε(x)b(uh)

dub

dx

j

] =
d

dx
[αε(x)b(uh)

dψj

dx
], em Ij−1. (7.14)

iii) uj−1
f ∈ H1

0 (Ij−1) satisfaz

− d

dx
[αε(x)b(uh)u

j−1
f ] = 1, em Ij−1. (7.15)

I: Desconsiderando o termo de fonte.

Então, (7.12) é reduzida para

ub|Ij−1
= U(j − 1)uj−1

b + U(j)uj
b (7.16)

Resolvendo o problema local (7.13), obtém-se

uj−1
b (x) = ψj(x) + Cj−1

∫ x

xn(j−1)

1

αε(t)b(uh(t))
dt, (7.17)
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com Cj−1 = −1/
∫

Ij−1

1
αε(x)b(uh(x))

dx.

De igual maneira, a solução do problema local (7.14) é dador por

uj
b(x) = −ψj(x) + Cj

∫ x

xn(j−1)

1

αε(t)b(uh(t))
dt, (7.18)

onde Cj = 1/
∫

Ij−1

1
αε(x)b(uh(x))

dx.

Então, substituindo (7.17) e (7.18) em (7.16), obtém-se

ub|Ij−1
= U(j − 1)ψj(x)− U(j − 1)∫

Ij−1

1
αε(x)b(uh(x))

dx

∫ x

xn(j−1)

1

αε(t)b(uh(t))
dt

− U(j)ψj(x) +
U(j)∫

Ij−1

1
αε(x)b(uh(x))

dx

∫ x

xn(j−1)

1

αε(t)b(uh(t))
dt

e

dub

dx
|Ij−1

=
U(j − 1)

h
− U(j − 1)∫

Ij−1

1
αε(x)b(uh(x))

dx

1

αε(x)b(uh(x))

− U(j)

h
+

U(j)∫
Ij−1

1
αε(x)b(uh(x))

dx

1

αε(x)b(uh(x))
.

De igual forma, para uh|Ij
dado por (7.9), temos

ub|Ij
= U(j)uj

b + U(j + 1)uj+1
b

= U(j)[ψj+1(x)− 1∫
Ij

1
αε(x)b(uh(x))

dx

∫ x

xn(j)

1

αε(t)b(uh(t))
dt]

+ U(j + 1)[−ψj+1(x) +
1∫

Ij−1

1
αε(x)b(uh(x))

dx

∫ x

xn(j)

1

αε(t)b(uh(t))
dt],

e a correspondente expressão para dub

dx
|Ij

.
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Agora, substituindo A1, A2, B1, e B2 em (7.10), tem-se

−
∫

Ij−1

b(uh+ub)
b(uh)

1∫
Ij−1

αε(x)b(uh(x))
dx

U(j − 1)

h
+ (

∫
Ij−1

b(uh+ub)
b(uh)

1∫
Ij−1

αε(x)b(uh(x))
dx

+

∫
Ij

b(uh+ub)
b(uh)

1∫
Ij

αε(x)b(uh(x))
dx

)
U(j)

h

−
∫

Ij

b(uh+ub)
b(uh)

1∫
Ij

αε(x)b(uh(x))
dx

)
U(j + 1)

h
= h j = 2, ..., n.

Se de b(uh+ub) = b(uh)+b′(uh)ub+... consideramos unicamente a primeira parcela,

recaimos na formulação apresentada no presente trabalho para o correspondente

caso unidimensional. Assim, o sistema acima é simplificado para

− 1
1∫

Ij−1
αε(x)b(uh(x))

dx

U(j − 1)

h
+ (

1
1∫

Ij−1
αε(x)b(uh(x))

dx
+

1
1∫

Ij
αε(x)b(uh(x))

dx
)
U(j)

h

− 1
1∫

Ij
αε(x)b(uh(x))

dx
)
U(j + 1)

h
= h j = 2, ..., n.

II: Contribuição do termo de fonte.

A solução do problema local associado ao termo de fonte (7.15) é dada por

uj−1
f (x) = −

∫ x

xn(j−1)

t

αε(t)b(uh(t))
dt + Cj−1

f

∫ x

xn(j−1)

1

αε(t)b(uh(t))
dt,

onde Cj−1
f = 1

(
∫

Ij−1

1
αε(t)b(uh(t))

dt)

∫
Ij−1

t
αε(t)b(uh(t))

dt.

Então,

duj−1
f

dx
= − x

αε(t)b(uh)
+

Cj−1
f

αε(t)b(uh)
, x ∈ Ij−1.

Uma expressão equivalente é dada para uf |Ij
, e dáı

duj
f

dx
= − x

αε(t)b(uh)
+

Cj
f

αε(t)b(uh)
, x ∈ Ij,

com Cj
f = 1

(
∫

Ij

1
αε(t)b(uh(t))

dt)

∫
Ij

t
αε(t)b(uh(t))

dt.

Agora, seja ub|Ij−1
dado através de (7.11), e seja a correspondente expressão para
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ub|Ij
dada por

ub|Ij
= U(j)uj

b + U(j + 1)uj+1
b + uj

f .

Com os dados acima estamos em condições de determinar a contribuição do termo

de fonte no sistema (7.6). Para tal, calculemos

1

h

∫

Ij−1

αεb(uh)
duj−1

f

dx
=

1

h

∫

Ij−1

αεb(uh)[
−x

αεb(uh)
+

Cj−1
f

αεb(uh)
]

=
1

h

∫

Ij−1

(−x + Cj−1
f ) dx

=
xn(j) + xn(j − 1)

2
+ Cj−1

f

De maneira análoga,

−1

h

∫

Ij

αεb(uh)
duj

f

dx
=

1

h

∫

Ij

αεb(uh)[
−x

αεb(uh)
+

Cj
f

αεb(uh)
]

=
xn(j + 1) + xn(j)

2
− Cj

f

Assim, a contribução do termo de fonte é dada por

1

h

∫

Ij−1

αεb(uh)
duj−1

f

dx
− 1

h

∫

Ij

αεb(uh)
duj

f

dx
=

xn(j) + xn(j − 1)

2
+ Cj−1

f

+
xn(j + 1) + xn(j)

2
− Cj

f

=
xn(j + 1) + xn(j − 1)

2
+ Cj−1

f − Cj
f

= h + Cj−1
f − Cj

f .

Assim, o sistema resultante será:

F(U) =
n∑

j=2

[− 1
1∫

Ij−1
αε(x)b(uh(x))

dx

U(j − 1)

h
+ (

1
1∫

Ij−1
αε(x)b(uh(x))

dx
+

1
1∫

Ij
αε(x)b(uh(x))

dx
)
U(j)

h

− 1
1∫

Ij
αε(x)b(uh(x))

dx
)
U(j + 1)

h
+ Cj−1

f − Cj
f ]ej, U = (U(2), ...U(n)).
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Logo, cada componente de F é dado por

Fi(U) = − 1
1∫

Ij−1
αε(x)b(uh(x))

dx

U(j − 1)

h
︸ ︷︷ ︸

=Ai

+ (
1

1∫
Ij−1

αε(x)b(uh(x))
dx

+
1

1∫
Ij

αε(x)b(uh(x))
dx

)
U(j)

h
︸ ︷︷ ︸

=Bi

− 1
1∫

Ij
αε(x)b(uh(x))

dx
)
U(j + 1)

h
︸ ︷︷ ︸

=Ci

+ Cj−1
f − Cj

f︸ ︷︷ ︸
=Di

.

A matriz Jacobiana associada a F está dada por

DF(U) = (
∂Fi

∂Uj

)n
i,j=2,

onde

∂Fi

∂Uj

=
∂Ai

∂Uj

+
∂Bi

∂Uj

+
∂Ci

∂Uj

+
∂Di

∂Uj

,

onde, para K(i, j) := ∂Ui

∂Uj
, entradas desta matriz são dadas como segue.

∂Ai

∂Uj

= −
K(i− 1, j)(

∫
Ii−1

1
αε(x)b(uh(x))

dx) + U(i− 1)
∫

Ii−1

b′(uh(x))(K(i−1,j)ψi−1+K(i,j)ψi)
αε(x)(b(uh(x)))2

dx

(
∫

Ii−1

1
αε(x)b(uh(x))

dx)2
,

∂Bi

∂Uj

= −
∫

Ii−1

b′(uh(x)(K(i− 1, j)ψi−1 + K(i, j)ψi)

(
∫

Ii−1

1
αε(x)b(uh(x))

dx)2 dx
dx

−
∫

Ii

b′(uh(x)(K(i, j)ψi + K(i + 1, j)ψi+1)

(
∫

Ii−1

1
αε(x)b(uh(x))

dx)2
dx

+(
1

1∫
Ii−1

αε(x)b(uh(x))
dx

+
1

1∫
Ii

αε(x)b(uh(x))
dx

) K(i, j),

∂Ci

∂Uj

= −
K(i, j)(

∫
Ii

1
αε(x)b(uh(x))

dx) + U(i)
∫

Ii

b′(uh(x))(K(i,j)ψi+K(i+1,j)ψi+1)
αε(x)(b(uh(x)))2

dx

(
∫

Ii

1
αε(x)b(uh(x))

dx)2
,
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∂C i−1
f

∂Uj

=
1

(
∫

Ii−1

1
αε(x)b(uh(x))

dx)2

∫

Ii−1

b′(uh(x)(K(i− 1, j)ψi−1 + K(i, j)ψi)

αε(x)(b(uh(x)))2

∫

Ii−1

t

αε(x)b(uh(x)
dx

− 1∫
Ii−1

1
αε(x)b(uh)

dx

∫

Ii−1

x b′(uh(x))(K(i− 1, j)ψi−1 + K(i, j)ψi)

αε(x)b(uh(x)) dx)2

e

∂C i
f

∂Uj

=
1

(
∫

Ii

1
αε(x)b(uh(x))

dx)2

∫

Ii

b′(uh(x)(K(i, j)ψi + K(i + 1, j)ψi+1)

αε(x)(b(uh(x)))2
dx

∫

Ii

x

αε(x)b(uh(x)
dx

− 1∫
Ii

1
αε(x)b(uh)

dx

∫

Ii

x b′(uh(x))(K(i, j)ψi + K(i + 1, j)ψi)

αε(x)b(uh(x)) dx)2
.

Portanto, com os elementos acima, estamos em condições de explicitar o sistema

linear associado ao método de Newton: dada uma aproximação para (7.6) (com

b(uh) em lugar de b(uh + ub)), o corretor de Newton δU é determinado a partir do

sistema:

DF(U)δU = −F(U) (7.19)

7.2 Testes Numéricos: Galerkin e RFB reduzido

Da formulação numérica introduzida mediante o uso da metodologia RFB, as

soluções numéricas para o problema multiescala (7.1) são determinadas mediante

um processo iterativo a partir do sistema (7.19) de acordo com o método clássico

de Newton. Usaremos estas aproximações para estabelecer uma comparação, via

exemplos numéricos, com as soluções obtidas por meio da metodologia de elementos

finitos clássica (Galerkin).

Os gráficos que serão exibidos a seguir representam as aproximações para

o problema modelo não linear (7.1), com coeficientes e termo de fonte são dados

por (7.3), que resultam de introduzir o método de Galerkin com elementos finitos

lineares por partes e o a formulação numérica RFB reduzido. Estes gráficos serão

comparados ao correspondente gráfico da solução exata de nosso problema modelo,

tomando em consideração diferentes valores para os parâmetros ε e h.

Trataremos os casos h < ε e ε < h em forma separada.
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Caso 7.2.1 (h < ε)
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(a) h=1/8
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(b) h=1/8
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(c) h=1/16
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(d) h=1/16

Ugal : Solução Galerkin. Ue : Solução exata. Urfb : Solução RFB.

Figura 7.5: Comparação entre as soluções exata e as aproximações via Galerkin e
RFB com ε = 1/4.

137



0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

0.12

0.14

Ugal
Ue

(a) h=1/32
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(b) h=1/32
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(c) h=1/64
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(d) h=1/64

Ugal : Solução Galerkin.

Ue : Solução exata.

Ugal : Solução RFB reduzido.

Figura 7.6: Comparação entre as soluções exata e as aproximações via Galerkin e
RFB com ε = 1/4.
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(b) h=1/16
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(c) h=1/32
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(d) h=1/32

Ugal : Solução Galerkin.

Ue : Solução exata.

Ugal : Solução RFB reduzido.

Figura 7.7: Comparação entre as soluções exata e as aproximações via Galerkin e
RFB com ε = 1/8.
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(a) h=1/64
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(b) h=1/64
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(c) h=1/128
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(d) h=1/128

Ugal : Solução Galerkin.

Ue : Solução exata.

Ugal : Solução RFB reduzido.

Figura 7.8: Comparação entre as soluções exata e as aproximações via Galerkin e
RFB com ε = 1/8.
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(b) h=1/32
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(c) h=1/64
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(d) h=1/64

Ugal : Solução Galerkin.

Ue : Solução exata.

Ugal : Solução RFB reduzido.

Figura 7.9: Comparação entre as soluções exata e as aproximações via Galerkin e
RFB com ε = 1/16.
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(b) h=1/32
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(c) h=1/64
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(d) h=1/64

Ugal : Solução Galerkin.

Ue : Solução exata.

Ugal : Solução RFB reduzido.

Figura 7.10: Comparação entre as soluções exata e as aproximações via Galerkin
e RFB com ε = 1/32.
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(a) h=1/64
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(b) h=1/128
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(c) h=1/256
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(d) h=1/256

Ua : Solução aproximada. Ue : Solução exata.

Figura 7.11: Comparação entre as soluções exata e a aproximada via Galerkin com

ε = 1/32.

Nos gráficos acima, para efeitos de comparar as metodologias consideradas,

estão presentes a melhor aproximação via Galerkin e a correspondente via RFB

reduzido.

Em relação aos gráficos 7.5 - 7.11 acima mostrados, podemos destacar o seguinte:

(a) A medida que o coeficiente αε se torna mais oscilante, isto é, quando con-

sideramos valores do parâmetro ε cada vez menores (ε = 1/4, ..., 1/32),

as correspondentes aproximações numéricas via método de Galerkin para

(7.1) resultam cada vez piores.
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(b) Nota-se nestes gráficos que, a melhora na aproximação Galerkin só acon-

tece quando refinamos a malha, como pode observar-se, em particular, nos

gráficos (7.10)-(7.11), quando fixamos o valor ε = 1/32 e consideramos os

diferentes valores para o parâmetro da malha: h = 1/64, ..., 1/256.

(c) Observa-se nos gráficos 7.5 - 7.11 que a formulação RFB reduzido se mani-

festa mais acurado, quando comparado com o respectivo caso tratado com

a metodologia de elementos finitos clássica.

(d) As duas formulações numéricas têm o mesmo comportamento para o caso

em que h é muito menor que ε, como fica evidente nos gráficos (c) e (d) de

(7.6) e(7.8).

Caso 7.2.2 ( ε < h). Nos gráficos (7.12) e (7.13), para efeitos de comparar as

metodologias consideradas, estão presentes a melhor aproximação via Galerkin e a

correspondente via RFB reduzido.

Como o indicam as figuras logo abaixo, este caso é totalmente favorável à formulção

RFB reduzido. Isto é, o processo de homogeneizaçãop numérica é dado através

desta formulação.
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(c) ε = 1
64
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(d) ε = 1
64

Ua: Solução aproximada via Galerkin.

Ue: Solução exata.

Urfb: Solução aproximada via RFB.

Figura 7.12: Comparação entre as soluções exata e as aproximadas via Galerkin e
RFB, com h = 1/8, respectivamente.
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(c) ε = 1
128
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(d) ε = 1
128

Ua: Solução aproximada via Galerkin.

Ue: Solução exata.

Urfb: Solução aproximada via RFB.

Figura 7.13: Comparação entre as soluções exata e as aproximadas via Galerkin e
RFB, com h = 1/16, respectivamente.
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7.3 Conclusões

Nesta seção comunicaremos algumas das conclusões relativas ao presente

trabalho, as quais serão destacadas de acordo com o correspondente caṕıtulo.

Antes, porém, cabe destacar que embora nosso modelo tenha sido estudado com

as metodologias multiescala MSFEM e HMM em Chen e Savchuk (2008) e W. E

e Zhang (2004), respectivamente, não há relatos na literatura especializada de al-

guém ter tratado nosso modelo não linear com o método RFB. Além disso, os

autores antes citados partem do presuposto que o operador não linear associado

ao problema efetivo em questão, quando linearizado em torno da solução homo-

geneizada, é um um isomorfismo de H1
0 (Ω) em H−1

0 (Ω). No presente trabalho esta

esta hipótese é substituida pela hipótese de solução suficientemente pequena

na norma W 1,∞.

a) No caṕıtulo 3, sob certas hipóteses em relação ao coeficiente oscilatório

αε, formalizamos o problema de Cauchy associado ao problema (3.1) que

foi o objeto de estudo. Revemos em particular a questão de existência de

solução. Em seguida, utilizando ideias clásicas, determinamos de maneira

didática o problema efetivo correspondente ao modelo não linear (3.1).

Isto é corroborado com o resultado obtido mediante um procedimento

matemático rigoroso dado em Boccardo e Murat (1981). Não podemos

deixar de mencionar que, mediante um procedimento formal semelhante,

Tokarzewski e Adrianov (2001) chegam à mesma equação efetiva.

b) No caṕıtulo 4 mostramos como diversas versões do RFB podem ser obti-

das de forma matematicamente consistente para o tratamento numérico

de nosso problema modelo multiescala não linear (3.1) e propomos um

algoritmo numérico. Também, neste caṕıtulo, analisamos a questão de

existência de solução numérica correspondente à formulação de elementos

finitos RFB que propusemos.

c) Através da identidade (4.27), estabelecemos a conexão entre a metodologia
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RFB e o processo de homogemogeneização para nosso problema modelo

naõ linear multiescala. A mesma identidade permite justificar a nossa

proposta de formulação numérica RFB reduzida.

d) No caṕıtulo 6 temos introduzido uma análise de erro correspondente às

formulações numéricas no ambiente da metodologia RFB: RFB completo

RFB reduzido apresentados no presente trabalho. Isto é dado através da

proposição 6.1.3 e teorema 6.2.1, respectivamente. A taxa de convergência

obtida para a formulação reduzida permite recuperar a taxa determinada

em Chen e Savchuk (2008) e W. E e Zhang (2004) para nosso modelo não

linear, como explicitado na obsevação (6.19).

e) O teorema 6.2.1 é uma resposta afirmativa, via metodologia RFB, ao pro-

blema de homogeneização numérica que pode ser formulado a partir do

problema não linear (3.1) tratado . Para este objetivo temos exigido a

hipótese de periodicidade sobre o coeficiente αε.

7.4 Futuros trabalhos

a) Analisar cada uma das outras posśıveis formulações numéricas sugeridas a

partir de (4.16).

b) Estender o mesmo estudo para uma classe maior de problemas eĺıpticos

não lineares com coeficientes oscilatórios.

c) Realizar estudo semelhante com o correspondente problema de evolução

associado ao problema modelo multiescala não linear tratado no presente

trabalho.

d) Implentação numérica para o problema modelo multiescala bidimensional

não linear tratado no presente trabalho.
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Apêndice A

A.1 Apêndice A1

Seja Ω = [0, 1] × [0, 1] o domı́nio computacional e seja Th uma partição

uniforme de Ω em triângulos cujos catetos têm tamanho h. Seja l = [h
ε
] e, portanto,

lε < ε(l+1). A seguir tomaremos como referência o primeiro elemento Th, denotado

com K1 e, cujos vértices são (0, 0), (h, 0) e (h, h)). Também consideraremos o

elemento acima de K1, o qual o denotaremos com K2, com vértices (0, 0), (h, h) e

(0, h). A partir destes elementos, formamos o quadrado Q = K1 ∪K2.

Proposição A.1.1 No interior de K1 há um número finito de células de lado ε ,

tal que

área(K1)− área(Kε) ≤ chε, (A.1)

onde Kε representa a união das células interiores ao K1

Demonstração. Consideremos uma partição uniforme do quadrado Q em células

cujos lados têm tamanho ε. Agora, partindo de (0, 0), na horizontal (assim como

vertical) teremos l quadradinhos de tamanho ε. Caso seja lε ≤ h, à direita da

última coluna de quadradinhos, se forma uma parte de K1 com o formato de um

quadrilátero que pode-se decompor num retângulo, de base b e altura h− b, e um

triângulo retângulo de cateto b, com b ≤ ε. Este quadrilátero o denotaremos com

KV . Logo, em relação a sua área temos

|KV | = b(h− b) +
b2

2
≤ bh− b2

2
= bh ≤ εh.
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O número de quadradinhos interiores(Ni) a K é dado por

Ni = (l − 1) + (l − 2) + ... + 1 =
l(l − 1)

2
.

A partir dáı, seja

Kε =

l(l−1)/2⋃
i=1

Iε(x
i
K),

com Iε(x
i
K) = xi

K + εI, I = [0, 1]× [0, 1], e xi
K representa o centro da i-ésima célula

no interior de K1.

Note-se que, o número de quadradinhos sobre a diagonal de K1 coincide com o

número l (quantidade de quadradinhos na horizontal). Desta maneira, devemos

retirar de K1, l triângulos com catetos de tamanho ε para, asssim, destacar as

células interiores a K1. Denotaremos com KD a união destes triangulinhos. Então

a área de KD será:

|KD| = l(
ε2

2
).

Como εl ≤ h então

|KD| = ε

2
(lε) ≤ ε

2
(h).

Dáı,

|KD| ≤ εh

2
.

Em conclusão temos:

|K1 \Kε| = |KD ∪KV | = |KD|+ |KV | ≤ 2

3
εh. (A.2)
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A.2 Apêndice A2

Proposição A.2.1 Se l = [h
ε
], então ( h

lε
) é limitado.

Demonstração.

l = [
h

ε
]

⇔

l ≤ h

ε
< l + 1

1 ≤ h

lε
< 1 +

1

l

1 ≤ (
h

lε
)2 < (1 +

1

l
)2. (A.3)

Como (1 + 1
l
)2 ≤ (1 + 1

l
)l ∀l ≥ 2 então de (A.3) segue que

1 ≤ (
h

lε
)2 < (1 +

1

l
)l

Por outro lado, como

lim
l→∞

(1 +
1

l
)l = e

então

1 ≤ (
h

lε
)2 < 3. (A.4)

Temos com isto confirmado a validade da proposição.

Observação A.2.1 Em particular temos a seguinte limitação:

1 ≤ |K|
|Kε| < 3, (A.5)

onde K representa o quadrado formado por dois elementos triangulares.

Proposição A.2.2

1− |Kε|
|K| ≤ 2(

ε

h
). (A.6)
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Demonstração. De fato,

1− |Kε|
|K| = 1− (lε)2

h2

=
ε

h
(
h

ε
− l2ε

h
). (A.7)

Seja t = h
ε

e seja g(t) = t− l2

t
. Então

g(t) =
(t + l)(t− l)

t

= (1 +
l

t
)(t− l).

Como l ≤ t < l + 1 então

0 <
l

t
≤ 1 e 0 < t− l < 1.

Logo

g(t) ≤ 1 +
l

t

e, portanto,

g(t) ≤ 2. (A.8)

De (A.8) e (A.7) segue (A.6).

Proposição A.2.3

|1− |K|
|Kε| | ≤ 6(

ε

h
). (A.9)

Demonstração. É evidente o seguinte:

|K|
|Kε| − 1 =

|K|
|Kε|(1−

|Kε|
|K| ). (A.10)
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De acordo com a obsevação feita na proposição A.2.1:

1 ≤ |K|
|Kε| ≤ 3

então de (A.10) segue que

|K|
|Kε| − 1 ≤ 3(1− |Kε|

|K| )

e, por outro lado, da estimativa (A.6) resulta

|K|
|Kε| − 1 ≤ 6(

ε

h
). (A.11)

Mas,

−6(
ε

h
) ≤ 1− |K|

|Kε|
≤ |K|
|Kε| − 1 pois (1− |K|

|Kε|) ≤ 0,

então

−6(
ε

h
) ≤ |K|

|Kε| − 1. (A.12)

Portanto, de (A.11) e (A.12) concli-se a validade da limitação (A.9).

A.3 Apêndice A3

Os três lemas a seguir são necessários para caraterizar v̂ε mediante o prob-

lema de Dirichlet (A.17) formulado na proposição A.3.4. O mesmo servirá como

estratégia na procura de estimas para v̂ε, as quais, por sua vez, servirão como

recurso para nossa análise de erro.
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Lema A.3.1 Para cada v ∈ Vh tem-se a seguinte identidade:

∇(χ.∇v) =
1

ε

∑
i,j

∂v

∂xj

∂χj

∂xi

ei, (A.13)

onde χ é dado mediante (3.20).

Demonstração. De fato,

∇(χ.∇v) = ∇[(
∑

k

χkek).(
∑

i

∂v

∂xi

ei)]

= ∇(
∑

i,k

χk ∂v

∂xi

δi,k)

= ∇(
∑

i

χi ∂v

∂xi

)

=
∑

i

∇(χ
∂v

∂xi

)

=
∑

i

(
∑

j

∂

∂xj

(χi ∂v

∂xi

)ej)

=
∑

i

[
∑

j

(
∂χi

∂xj

∂v

∂xi

) + χi ∂2v

∂xj∂xi︸ ︷︷ ︸
=0

]ej.

Como ∂χi

∂xj
= 1

ε
∂χi

∂yj
então

∇(χ.∇v) =
1

ε

∑
i,j

∂v

∂xi

∂χi

∂yj

ej.

Observação A.3.1 Em forma compacta a identidade (A.13) pode ser dada me-

diante a equação

∇(χ.∇v) =
1

ε
(∇yχ)t∇v.

Lema A.3.2 Para cada v ∈ Vh,

div[a(v)∇(χ.∇v)] = −1

ε

∑
i,j

∂a(v)

∂xi

∂v

∂xj

, (A.14)
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onde χ é dado através de (3.20).

Demonstração. De acordo com (A.13) temos que

a(v)∇(χ.∇v) =
∑
i,j

∂v

∂xj

∂χj

∂xi

a(v)ei.

Então,

div[a(v)∇(χ.∇v)] =
∑
i,j

∂v

∂xj

div[
∂χj

∂xi

a(v)ei]

=
∑

j

[
∂v

∂xj

∑
i

div(a(v)
∂χj

∂xi

ei)]

=
∑ ∂v

∂xj

div[a(v)
∑

i

∂χj

∂xi

ei]

=
∑

j

∂v

∂xj

div[a(v)∇χj]

=
1

ε

∑
j

∂v

∂xj

div[a(v)∇yχ
j], onde ∇χj =

1

ε
∇yχ

j

=
1

ε2

∑
j

∂v

∂xj

divy[a(v)∇yχ
j], onde divy[a(v)∇yχ

j] = −
∑

i

∂a(v)

∂yi

=
1

ε2

∑
j

∂v

∂xj

(−
∑

i

∂a(v)

∂yi

)

= −1

ε

∑
j

∂v

∂xj

(
∑

i

∂a(v)

∂xi

), uma vez que
∂a(v)

∂yi

= ε
∂a(v)

∂xi

= −1

ε

∑
i,j

∂a(v)

∂xi

∂v

∂xj

.

Desta maneira temos verificado a igualdade (A.14).

Lema A.3.3 Seja v um elemento qualquer do espaço Vh. Então

div[a(v)∇v] =
∑
i,j

∂v

∂xj

∂a(v)

∂xi

. (A.15)
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Demonstração. De fato,

div[a(v)∇v] =
∑

j

∂v

∂xj

div[a(v)ej]

=
∑

j

∂v

∂xj

[∇a(v).ej + a(v) div(ej)]

=
∑

j

∂v

∂xj

[
∑

i

∂a(v)

∂xi

(ei.ej)], onde ei.ej = δi,j

=
∑
i,j

∂v

∂xj

∂a(v)

∂xi

.

Então segue a identidade (A.15).

Observação A.3.2 A partir das identidades (A.14) e (A.15), conclui-se que

− div[a(v)∇v] = ε div[a(v)∇(χ.∇v)] (A.16)

Temos, assim, os elementos necessários para demonstrar a seguinte proposição:

Proposição A.3.4 Para cada v ∈ Vh, v̂ε, definido em (5.27), satisfaz

− div[a(v)∇v̂ε] = f em K, (A.17)

v̂ε = −εχ.∇v sobre ∂K.

Demonstração. Com efeito,

− div[a(v)∇v̂ε = − div[a(v)∇(vr − vε)]]

= − div[a(v)∇vr] + div[a(v)∇vε]

= f + div[a(v)∇vε]

= f + div[a(v)(v + εχ.∇v)], a segunda parcela é nula por (A.16).

Dáı segue (A.17).
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A.4 Apêndice A4

Seja A(u; ., .) dada por (4.29) a forma bilinear coerciva de acordo com a

proposição 4.3.1.

Definição A.4.1 Dado x ∈ Ω, diz-se que gx
h ∈ Vh é função de Green discreta

associada à forma bilinear A(u; ., .) se

A(u; gx
h, v) = (∂v)(x),∀v ∈ Vh, (A.18)

onde ∂ representa ∂
∂x1

ou ∂
∂x2

.

Lema A.4.1 Para cada função de Green discreta tem-se a seguinte relação:

‖gx
h‖1,Ω ≤ C

√
‖gx

h‖1,1,Ω. (A.19)

Demonstração. Se em particular tomamos v = gx
h e ao mesmo tempo consider-

amos a hipótese de coercividade na relação (A.18), então

‖gx
h‖2

1,Ω ≤ (∂gx
h)(x).

Logo, integrando sobre Ω temos que

‖gx
h‖2

1,Ω ≤
1

|Ω|
∫

Ω

|∂gx
h(x)|dx.

Dáı segue a desigualdade (A.19).

Lema A.4.2 Para cada função de Green gx
h,

‖gx
h‖1,1,Ω ≤ | ln h|. (A.20)

Demonstração. Uma prova da relação (A.20) pode ser encontrada em Rannacher

e Scott (1982).
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Observação A.4.1 Dos lemas A.4.1 e A.4.2 com w = gx
h, conclui-se

‖∇gx
h‖0,Ω ≤ C

√
| ln h| ≤ C| ln h|, para h < 1. (A.21)

162


