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PREFACIO. Neste minicurso serao apresentados tépicos em anilise numérica, onde ferra-
mentas de andlise e EDPs sao essenciais. Serda dada enfase em problemas que apresentam
multiplas escalas, com exemplos de EDPs em dominios delgados, EDPs com coeficientes
oscilatorios, e problemas em dominios com fronteiras rugosas.
Diferentes técnicas de andlise assintotica e de discretizacao serao abordadas, conside-
rando as seguintes duas questoes principais:
(1) Como discretizar de forma ”eficiente” problemas com multiplas escalas.
(2) Como preservar certas propriedades sob discretizagao, i.e., como manter propriedades
qualitativas das solugoes continuas quando estas sao discretizadas.
Estas notas de aula servem de apoio ao minicurso, mostrando detalhes técnicos que nao
serao mostrados durante as apresentagoes, bem como apontando referéncias importantes.
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CAPITULO 1

Placas linearmente elasticas

Consideramos neste capitulo o problema de modelar placas linearmente elasticas. Uma
placa é um corpo tridimensional fino, e por modelos entende-se equagoes postas num dominio
bidimensional que “aproximem” o problema original.

A necessidade desta modelagem, também conhecida como reduc¢ao de dimensao, é antiga,
e deveu-se primeiramente a possibilidade de se utilizar técnicas analiticas exclusivas a duas di-
mensoes, como variaveis complexas, para atacar problemas tridimensionais de dificil analise.
A reducao de dimensao ganhou nova utilidade com o surgimento de aproximagoes computa-
cionais, mais baratas em duas dimensoes do que em treés.

A equacao biharmonica, também conhecida por Kirchhoff-Love, para placas, derivada a
partir de argumentos fisicos, ficou tao conhecido que é também chamado de equac¢ao da placa.
Na verdade este modelo nao é o tnico, e nem de longe o melhor. Nas engenharias, variantes
do modelo do tipo de Reissner—Mindlin sao utilizados. Tipicamente, suas derivacoes sao
mais uma vez baseadas em argumentos fisicos.

A seguir descreveremos como os modelos biharmoénico e de Reissner—Mindlin podem
(deveriam?) ser derivados, a relagao entre eles, o quao bom eles s@o, e aspectos numéricos
pertinentes.

1.1. Introdugao

Seja © C R? um dominio suave, e seja € € (0,1] a metade da espessura de uma placa
homogénea e linearmente elastica que ocupa o dominio P¢ = €2 X (—e¢,€). Denotamos seu
lado por OPf = 0N x (—¢,¢€), e suas partes de cima e de baixo por OP{ = Q x {—¢, €}.

/ €
opPs ory

O deslocamento u¢ : P¢ — R® e a tensdo ¢ : P¢ — R%? (espaco das matrizes simétricas
3 x 3) sao tais que
o =Ce(u’), dive'=-f° em P

o‘n =g° sobre OP%, u® =0 sobre 0P},

(1.1.1)

onde f: P¢ — R3 e g°: IP{ — R3 representam os carregamentos volumétricos e de tragao.
Supomos ainda que nao ha deslocamento na parte lateral da placa. Denotamos a parte
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2 1. PLACAS LINEARMENTE ELASTICAS

simétrica do gradiente de w por
1
e(u) = 5(Vu'+ V"),

ie., e;(u) = (G + Oju5) /2. Além disso, (divo©); = Z?Zl 0;05;. O tensor de elasticidade

C é definido tal que C 7 = 2u71 + A tr(7)d, onde p e A sdo as constantes de Lamé, e § a matriz

identidade 3 x 3. - - o -
Estendendo a notagao ja utilizada, decompomos vetores tridimensionais e matrizes 3 x 3

como abaixo:
u o o
u = oc=| ~
- us ’ = O'T 033 ’

onde u, o, sao vetores bidimensionais, ¢ € matriz 2 X 2, e ug e 033 sao escalares. Um ponto
arbitrario em P¢ é dado por ¢ = (x, z§), onde ¢ € Q. Notagao similar ¢é utilizada para os
espagos de fungoes e outras variaveis.

O problema de elasticidade tridimensional se desacopla em dois problemas, um rela-
cionado ao alongamento da placa, outro com a flexdo. Para uma dada funcao k em P ou
0P, existe uma unica decomposi¢ao em suas partes pares e impares com respeito a x§, i.e.,
k = kP + E'™Pa onde
k(x, x5) + k(x, —5)

2 )

k(xe, x§) — k(x€, —z5)

Jopar (%’6) _ kl’mpar(:ge) —

Decompomos entao
b s b

w=u+u’, =0 +0", g =g +g", f=f+f,

Q

onde

uep?ﬂ O_€par o_efmpar
e €
( 1.1. 2) y = (uel’mpar ) 5 g - (o_‘;”mpar )T epar ’
3 033
PR impar par
o u€1mpdr o 0,5 o_e
(1 1 3) u = e @ = -~ €PN\ T gimpar [
3 ()" o5
epar 61’mpar ebar El’mpar
s g b s f b
(114) ge - < 61’mpar> ; ge - (g epar > P IE - ( 61'mpar> 3 I€ — (f epar ) .
93 93 f3 3

E facil ver que a parte de alongamento u®, 0 é solugao de (1.1.1) com g substituido por

s . . S .. ~ b b
g e f© substituido por f. Similarmente para os termos de flexao u®, 0. Nestas notas
consideramos apenas os problemas de flexao.

1.2. Resultados de convergéncia

Consideramos agora a sequéncia de problemas parametrizados por €, e buscaremos qual-
ificar o comportamento assintético de u® quando € — 0. Seguimos aqui as idéias basicas
apresentadas em [27].

A primeira dificuldade é que o dominio P¢ depende também de ¢, e esta é superada através
da mudanga de varidveis € = (z,r3) = (x, ¢ '25). Definimos entdo a placa escalonada
P = Q x (—1,1), sua lateral 0P, = 9Q x (—1,1), e suas partes de cima e de baixo por
8Pi =0 x {—1, 1}
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Definimos também os deslocamentos escalonados
u(e)(@) = (w(e)(@), us(e) () = (¢ "u(a), uj(2)).
Por simplicidade consideramos o caso em que a tUnica for¢a atuante € f5, e consideramos que

f5(z€) = €2 f3(x), onde f3 : P — R independe de e. Baseado nas definigoes acima temos
imediatamente que

(1.2.1) /PCee(u(e)) ef(v)dx = Pfgvg dx para todo v € V(P),

onde V(P)={ve H(P): v=0em 0P} e
o [ elv)  ele(v)
””‘C*Jw>a%mﬁ'

Temos entao o seguinte resultado

TEOREMA 1.2.1. A sequéncia de solugoes de solugoes u(e) de (1.2.1)) converge forte para
Uy, em H'(P) quando € — 0, onde

—x3V
(1.2.2) w,., (@, 15) = ( $3C(m§<33))
e ¢ € HZ(Q) € solugao fraca de
8pu(A ! P
(1.2.3) HA% = /_1 fs(x, x3) deg  em Q, (= 876 0 em 00

DemonsTRACAO. Dividiremos a demonstragao em alguns passos.

Passo 1: De (1.2.1)) temos que u(¢) e e*(u(e)) sdo limitados em V (P) e L*(P), e portanto
existem u € V(P) e e € L*(P), e subsequéncias (que também indexamos por €) convergindo
fraco para u e e, nos respectivos espagos, i.e., u(e) — w em V(P), e e‘(u(e)) — e em L?(P).

Passo 2: Mostrar que u € V g1,(P), onde - -

YKL(P) déf {(’U,’Ug) € Y(P) . 83’0 = —VUg7 831}3 = O}
_ n(z) — 23V ((x) ) 1 2
~{(" Y @) evirrine @), ce @)}

Como u(e) — wem V(P), entdo e(u(e)) — e(u) em L*(P). Como e“(u(e)) = e(u(e)), entao

A~ —

e = ¢(u). Além disto, como e(u(e)) ¢ limitada, entdao por definicao [le;s(u(e))|z2p) < ce
para i = 1,2,3. Logo e; 3(u(e )) — 0 em L?(P) e portanto e;z(u) = 0.

As duas formas para se definir Vg sao validas pois de dsv3 = 0 e v3 = 0 em 0P
implica em v3(z) = n3(x) para algum 73 € H}(Q). Além disto, d3v = — V13 e entdo
v(z) = n(x) — 23 V n3(x) para algum n € H'(). Como v € V(P), entdo n € H(Q) e
13 € Hi(Q).

e(u) 0
e= |~
"0 —22 e

Passo 3: Mostrar que
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Note de (1.2.1) que para v € V(P),

(1.2.4) /fgvgdm—e C e (ule)) : ¢(v) dz

—c / 24 (u(e)) : e (v)+4p e (u(e))-e (v)+2pehy(u(e) el () +A tr(e (u(e))) tr(e(v)) da

= /P 2ue? e“(u(e)) : e(v) + dpe e(u(e)) - e(v) + 2pues,(ule))ess(v)

+ Atr(ef(u(e))[e* tr(e(v)) + ess(v))] de.

Como e“(u(e)) — e, entdo tomando € — 0 acima, obtemos

/[Q,uegg + Atr(e)]0svs de = 0,
P

para todo vz € H'(Q) tal que vy = 0 em OPr. Logo es3 = —A/(2u + \) tr(e(u)). Tomando
agora vy = 0 e dividindo por € em (1.2.4), temos

: / fovs dw — /P 2pe " (ule)) © e(v) + dper(ule)) - dyv + Aetr(e (u(e))) tr(e(v)) da.

Tomando novamente ¢ — 0 temos que e = 0.
Passo 4: unicidade do limite. Para definir o problema que u satisfaz, note que

[ 2o glo) + At ) (e (@) de = [ fivade  para todo v € Vi (P)

Logo, tomando € — 0 e usando resultados anteriores, obtemos
(1.2.5)
2uA

; 2pe(u):e(v) + Y
Mas este espago é fechado em V' (P), e a forma (1.2.5) é coerciva em V' (P), portanto u esta
unicamente definido. Concluimos também que toda familia u(e) converge fraco para u, e
nao somente subsequéncias.

Usando que u € Vg, escrevemos u = (&§(x) — 23V {(x),((x)). Escolhendo v =
(n(x),0) em (1.2.5), concluimos que & = 0. Escolhendo v = (—x3 V (), n(z)) em (1.2.5),
e integrando por partes obtemos (1.2.3).

Passo 5: Convergéncia forte de u(e). Mostraremos que e(u(e)) converge forte para e(u)
em L?(P), e deste resultado teremos pela desigualdade de Korn que u(e) converge forte em
V(P).

Prlmelramente note que como ||e;3(u(e))|r2py — 0, e e;3(u) = 0, a convergéncia de
e;s3(u(e)) é forte. Note a seguir que

(1.2.6) /Ce u(e)) —e] : [e“(u(e) —edaz—/fgug, dw+/C6 2¢(u(e))] : e dz

— /Pf3u3 dx — / e:edr = / faus dx — / 2u(e :e) + )\25;” [tr(g)]2 dz =0
por (1.2.5). Entao e‘(u(e)) — e, e segue-se que e(u(e)) = e“(u(e)) — e = e(u). O

P

tr(e(u)) tr(e(v)) de = /Pfg,vg dx paratodo v € Vg (P).

e

(K
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OBSERVACAO. Cabe ressaltar que no desenvolvimento acima, os termos devidos ao deslo-
camento de membrana nao aparecem. Isto é devido a simplificacdo no carregamento, dado
somente por f3. Em geral, o deslocamento de membrana é modelado por uma equacao
de segunda ordem desacoplada do problema biharmonico. Este desacoplamento é também
um caso particular das propriedades materiais escolhidas. Para laminados por exemplo,
ou mesmo materiais homogéneos porém ortotrépicos, os regimes de flexao e membrana se
acoplam.

Possiveis criticas a derivacao do modelo biharmonico pelo resultado acima sao a perda
de contato com o comportamento fisico da placa, e que a convergencia é dada num dominio
nao fisico, a placa escalonada P. Ao nosso ver entretanto, a demonstragao acima é preferivel
do ponto de vista matematico do que aos classicos argumentos de que “fibras permacem
normais a superficie média”, argumentacao de provavelmente dificil formalizagao 1égica.

Mantendo o espirito de modelagem assintética, mas utilizando-se de técnicas de expansoes
formais, justificadas somente a posteriori, Dauge e Gruais [31] desenvolveram expansoes de
ordem arbitrarias para u(e) na forma

(1.2.7) ule) ~uy, +eul, +ew' +Eu’ + Ew 4 -

O primeiro termo da expansao acima é dado como em (1.2.2)), justificando novamente o
modelo biharmonico. Os termos subsequentes sao 'g,}( ; €Vikr, e u?, u?, etc, que nao satis-
fazem as condigoes de contorno corretas em 0Py. Este erro é compensado pelos corretores
de fronteira w', w?, etc. Um interessante resultado deste trabalho é a estimativa de erro

[w(e) = wpepllmrip) < ce'/?.
OBSERVAGAO. Em [63] foi utilizado o Teorema de Prager-Synge para demonstrar a
convergéncia do modelo biharmoénico, mas este nao é derivado.

1.3. Modelos do tipo Reissner—Mindlin

Um outro modelo para placas linearmente eldsticas é o Reissner—-Mindlin (tomaremos aqui
a liberdade de denominar por Reissner-Mindlin todas as variantes deste tipo de modelo).
Normalmente este modelo é também obtido com uma certa dose de consideragoes de ordem
fisicas, e se tornou popular na comunidade de engenharia por “incluir cisalhamento”.

Existe entretanto uma derivacao [7] totalmente baseada em argumentos matematicos e
que posiciona o sistema de Reissner-Mindlin numa hierarquia de modelos que se tornam cada
vez mais complexos (e acurados) [71]. A modelagem nao tem cunho assintético, e é baseada
num principio variacional de Hellinger—Reissner. Uma das vantagens desta modelagem é que
permite o uso do principio das duas energias (ou Teorema de Prager-Synge) para estimagao
do erro de aproximacao.

Abaixo mostramos como se pode definir as equagoes de Reissner—-Mindlin, e discutimos
sua “consisténcia assintética”, num sentido que deixaremos claro mais a seguir.

1.3.1. Reducgao de dimensao. O sequndo principio variacional de Hellinger—Reissner
caracteriza a solugao (uf,¢¢) de (1.1.1) como o tinico ponto critico de

1

L’(v,f)zi/ T wa€+/ diVT-vdw5+/ [ vdzt
o € o o € o Pe
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em V'(P¢) x S{(P¢), onde
V'(P9) = L*(P°), S (P°) = {1 € H(div, P) : 7n = 0 sobre dP{ }.
De forma equivalente, u® € V'(P¢) e 7 € S| (P°) satisfazem
/ C o Tdx —I—/ u-divrdz® =0 paratodo T € S (P°),
€ - - Pe - - -

/ divo® - vdx® = / —f-vdx® para todo v € V'(P).

Ao procurar pontos criticos de L' em subespacos de V'(P¢) x S| (P¢), definimos classes de
modelos. Os subespagos escolhidos sao compostos por fungoes que variam polinomialmente
na direcao transversa. Uma possibilidade é escolher

V(P 1) = {v € V(P°) : graugv = 1, graugvs = 2},
Sy(P4,1) = {1 € S (P°) : grauzT = 1, grausT = 2, graug7s; = 3}.

Por grausv = 1 indicamos que v é um polinomio linear com respeito a x5, etc.
Note que pela escolha feita, div Si(P,p) = V'(P<,p) e a condigao inf-sup garante a
existéncia de um tnico ponto critico (u, o) de L'. Segue-se também que nao apenas

diva(p) = =7y [,

onde 7y, f° é a projecao ortogonal L* de f¢ em V'(P¢, 1), mas ¢ minimiza a energia com-

/ C_lz : Zd:g6
fe

plementar

sobre 7 € S5(P<, 1) tais que divt = —my,

OBSERVACAO. Fica claro que a escolha de espacos acima, é s6 uma das possiveis para
se obter modelos. Intuitivamente, aumentando o grau dos polindmios escolhidos, ou melhor,
enriquecendo os espacos aproximantes, os modelos tornam-se melhores, porém mais com-
plexos. Ha que se prestar atencao também no fato de que nem todas as escolhas de graus
polinomiais gerarao problemas bem postos.

Quanto ao modelo final, por simplicidade levaremos em conta que a tnica forca atuante é
o peso da placa, i.e., existe uma densidade de forga volumétrica dada por uma constante fs.
Suponha que

€ _¢<w6)x§
(13.1) @) = (o) @)
onde py(2) = (3/2)(2% — €2/5). Entao

1 A
—gdivc*g(¢)+e2%(¢—Vw):0 em (2,
725)\ : —2 re
€ Edlv(qb—Vw):e f5 em Q,

=0 w=0 sobre df),
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* 2u)
onde C* e(u) = 2p e(u) + 5575 tr(e(u)) .
Este ¢ um modelo de Reissner— Mlndlin model, com fator de cisalhamento 5/6. As outras
incégnitas podem ser calculadas a posteriori por simples substituigoes. Veja [7], onde as
equacoes acima sao calculadas explicitamente.

1.3.2. Consisténcia. Dizemos que um modelo de placas é assintoticamente consistente
quando o limite € — 0 é o mesmo do problema original (1.3.1). De forma mais precisa, se
obedecendo aos mesmos escalonamentos do Teorema/(1.2.1] o limite em H'(P) da solugio do
modelo é u,.,, definido em (1.2.2).

OBSERVAQ/SO Outra forma de se definir consisténcia assintética para uma sequéncia de
aproximacoes u*“ para u¢ é impor

Ju — w2 (pey

lim
=0 w22 (pe)

=0,

para todo carregamento tal que a solucdo do modelo biharmonico seja diferente de zero. A
vantagem desta definicao alternativa é evitar o uso da placa escalonada e estimar a con-
sisténcia no dominio original P*.

No caso de Reissner—Mindlin definido por, basta mostrar que
p—-V(  w—

forte quando € — 0 (é facil depois mostrar que o termo w?, que nao foi explicitado nestas
notas, converge para zero). Para mostrar que esta convergéncia, reescrevemos a solugao de
Reissner—Mindlin como

(1.3.2) (Pp,w) = arg min J(v,v3)

(vv3)€H () x Hg ()

onde a energia de Reissner-Mindlin é dada por

(1.3.3) J(v,v3) /C* (v)dx + ¢ —/\U—va\zdw—/fgvgdw

Usamos acima o escalonamento f§ = €*f3. A fim de calcular o limite quando € — 0, usamos
o seguinte resultado [13,26].

LEMA 1.3.1. Sejam X e Z espacos de Hilbert, a : X x X — R forma bilinear simétrica
limitada e nao negativa, B : X — Z e F': X — R lineares e limitados. Suponha que exista
c > 0 tal que

a(z,x) + ||Bz||3 > c||z||% para todo z € X.
Entao,
(1) Para todo € > 0 existe um unico z¢ € X que minimiza

-2

Sa(z,2) + | Belly — Fla).

(2) Existe um tnico 2° € N (B (nucleo de B) que minimiza

E(x) =

)
E%x) = (x x) — F(x).
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(3) lima° = 2° em X.

e—0

DEMONSTRACAO. A primeira e segunda afirmativas seguem-se do fato que
(21, 72) +— a(x1,25) + € *(Bxy, Bry)z

define uma aplicagao bilinear coerciva e limitada em X, e por Lax-Milgram. Aqui, (-,-)z
indica o produto interno em Z. De fato, 2¢ € X e 2° € N(B) sdo as solugoes de

a(xf,z) + ¢ 3(Bx*, Br)y = F(x) para todo z € X,
a(2’,2) = F(z) para todo z € N(B).

A seguir note que existe constante ¢ tal que para todo € <1,

l2)1* < ela(a, 2%) + 7% Ba<||Z] = cF(2°) < ]| F|x-

xGHX.

Portanto ||z¢||x e € !||Bz¢||z sao limitados uniformemente em e. Logo Bz — 0, e existe
subsequéncia de (z¢), ainda denotada por (z¢), convergindo fraco para algum z em X. Note
que BT = lim._o Bz¢ = 0. Da mesma forma, ¢ *Bx¢ converge fraco para algum p em Z.
Tomando o limite em a(x¢, z) = F(x) para x € N(B), temos que

a(z,z) = F(z) para todo xz € N(B),

e portanto 7 = z°. Concluimos entao que toda a sequéncia (z¢) converge fraco para z°. Para
mostrar que a convergéncia é forte, usamos que

Iz = ol|% < a(a®—zo, 2" —z0) +€ | B(z* —m0)l|Z = a(a®, 2) +a(zo, 2o —22°) +¢ %[ Bael7
= F(2%) + a(zo, o — 22°) — F(2°) — a(z,2°) = 0,

e portanto z¢ — z°. Note também que como Bzy = 0, entao e !Bz — 0. 0]

Aplicamos agora o resultado de convergéncia acima para a solugao de Reissner—-Mindlin
definida por (1.3.2). Sejam

X = HNQ) x HY(Q),  Z—=I2Q),  Fluv,vs) / fovs da,
0
a((v,v3); (w,ws)) /C (v) de, B(v,vs) = E/ lv — Vus|“ de,
Q

Primeiro observamos que N(B) = {(Vuvs,v3) : vs € HZ(Q)}. Entdo por substituigdo
concluimos que (¢,w) — (V (,(), onde ¢ é a solugdo do problema biharmonico (1.2.3).
Portanto, o modelo de Reissner-Mindlin aqui apresentado é assintoticamente consistente,
como queriamos mostrar.

OBSERVACAO. E possivel também expandir ¢ e w em suas séries assintéticas [16], como
em (1.2.7). Isto gera uma expansao para u (1.3.1) que coincide com a de (1.2.7) em seu

primeiro termo.
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F1a. 1. Discretizacao e funcao linear por partes [75].

1.4. Aspectos numéricos

Os dois modelos aqui apresentados, o biharmoénico e o de Reissner-Mindlin apresentam
dificuldades distintas porém interligadas, sob o ponto de vista de discretizagoes com métodos
de Galerkin, em particular com elementos finitos.

Abaixo descrevemos rapidamente o método de elementos finitos “classico” e a seguir
discutimos a discretizacao dos modelos para placas.

1.4.1. O método de elementos finitos. O método de Galerkin com elementos finitos
para EDPs baseia-se em formulacoes fracas. A idéia é satisfazer as formas fracas nao no
espago original, mas sim buscar uma solucao aproximada num subespago deste, em geral
de dimensao finita. Por sua praticidade, o método de elementos finitos popularizou-se nas
ultimas décadas.

Para exemplificar o caso mais comum, seja € um dominio poligonal, e considere uma
triangularizacao regular 7, de €2, cujos triangulos tenham didmetro maximo h. Denominamos
de nds os vértices dos triangulos. Seja o espaco V,(Q2) € H'(Q) de fungoes lineares em
cada triangulo de 7. Ou seja, é o espaco de fungbes continuas lineares por partes. Uma
triangularizacao tipica e uma funcao linear por partes sao representadas na figura [1. Se
a: HY(Q) x H'(Q) — R ¢ uma forma bilinear, coerciva e limitada, e u € H'(f2) satisfaz

a(u,v) = f(v) paratodov € H*(Q),
onde f € H (), entao a solugao por elementos finitos u; € V;,(Q) resolve
a(u,vy) = f(vy) para todo vy, € V().

Note nao somente que o Lema de Lax—Milgram garante existéncia e unicidade da solugao uy,,
mas que a(u — up, vy) = 0 para todo v, € V(). Logo, usando a coecividade e continuidade
da forma bilinear temos que

l|lu — uh||%p(m < ca(u — up,u — up) = ca(u — up,u —vp) < cllu—up|lgr)llv — villmr @

para todo v, € V;(Q). Portanto ||u — up| g1y < cinfy,ev, ) ||u — valla1 @), 0 que garante
uma “certa” optimalidade do método. Usando teoria de interpolacao obtemos a desigualdade
classica

||U — uhHHl(Q) S ch2||uHH2(Q)
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1.4.2. Discretizacoes para Reissner—Mindlin. Como a forma bilinear associada ao
problema biharmonico exige maior regularidades dos espagos aproximantes, discretizagoes
“classicas” demandam a construgao de fungoes também com maior regularidade, no caso
funcoes com derivadas continuas. Esta construcao é nao trivial em geral, e existem varias
alternativas (métodos nao conformes, mistos, descontinuos) na literatura que propoe o uso
de subespacos menos regulares.

Quanto ao sistema de Reissner—Mindlin, uma interessante situacao se apresenta. O sis-
tema é de segunda ordem, e a forma bilinear é continua e coerciva. Portanto, nao s6 a
solugao por elementos finitos se aproxima da solucao exata quando a dimensao do subespaco
aproximante cresce, como o resultado de melhor aproximacao garante que a solugao numérica
é a melhor do subespago, na norma da energia (1.3.3). Em outras palavras, o método de
Galerkin com polinomios de baixa ordem converge quando h — 0.

O problema aqui é que a convergéncia depende fortemente de e. Isto nao chega a ser
surpresa pois o problema limite, quando ¢ — 0, é de quarta ordem, e neste limite a técnica
utilizada para equagoes de segunda ordem simplesmente nao funcionam.

Mais precisamente, dada uma triangularizacdo 7;, de €2, sejam ®;, C H{(Q2) e W), C
H}(Q) espagos das fungoes continuas e lineares por partes. Seja

(¢),,wn) = argmin J(v,v3)
(v,03)EPpXW,

a solucao de Galerkin que minimiza a energia de Reissner-Mindlin . Pelo Lemall.3.1,
lim._o(¢p),,wn) — (Vw),wl) € &, x Wj,. Mas como w) € W), é linear por partes, entao
V w? é constante por partes. Mas Vw? € @, C H(f) implica que Vw) é constante
em () e se anula na fronteira 9. A conclusao é que lim. o ¢, — Vw) = 0. De forma
andloga Vw) =0 e wj € H}(Q?) implicam em lim,_ow;, = wj = 0. Logo a solugao numérica
“limite” é dada por qb% =0, w) = 0. Para € < h porém nao nulo, (¢,,wy,) torna-se “quase”
zero, distante da solucao exata. A este fendmeno da-se o nome de trancamento ou locking
numeérico.

Uma estratégia bem sucedida na literatura para evitar trancamento é a seguinte. Comeca-
se definindo um espaco de elementos finitos I';, > V W},, bem como um operador Py, : &), —
I';,. Busca-se entao minimizar a energia

1
(1.4.1) Jh(v,vg):—/c*e(v) : e(v)da:—l—e”g/ |th—Vv3|2da:—/f3v3da:,
3Ja ~ ~ 6 Jo Q

ao invés de (1.3.3). Quando € — 0, a restri¢ao limite torna-se Ph(b?l = V). A introdugao
de T', e P, gera flexibilidade e possibilita defini¢des de esquemas numéricos que nao sofrem
com o trancamento [40].

Outra estratégia comum para gerar métodos sem trancamento é a seguinte [14]. Definimos
o cisalhamento

DA
C = 672F(Vu) - ¢)7
e reescrevemos a solugao (¢, w, ) de Reissner—Mindlin na forma mista, como tinico ponto
critico, na verdade de sela, de
(1.4.2)

1 6
L(’u,vg,'y):g/gc*g(v):g(’u)dm+/9»-y-(va—'v)da:—egm/gkﬂgdm—/ﬂfgvgdm,
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em H}(Q) x H(Q) x L*(2). Note que a reformulacio acima elimina o comportamento
singular em € = 0 ao prego de nao ser mais um problema de minimo. Ao contrério do método
de Galerkin, discretizages mistas envolvendo (1.4.2) sao normalmente livres de trancamento,
mas nem todas as escolhas de espacgos de aproximacao sao bem postas ou estaveis. Em
Galerkin, “qualquer” escolha de espacos é estavel, mas o problema de trancamento esta
presente.

Nesta linha de pensamento, temos que (¢,w, ) ponto critico de (1.4.2) resolve em 2

1
= divC g(9) ¢ =0,
—leC = f37
59

F(VW - ¢) - €2C = 07

com as condic¢oes de contorno ¢ = 0, w = 0 sobre 0f). Usando a decomposicao de Helmholtz,
existem tnicos r € H}(Q) e p € HY(Q)/R tais que { = V7 + curlp, onde curlp =
(Op/0y, —0p/0x). O sistema torna-se entao

—Ar = fs,
—% divC' e(¢) —curlp=Vr,
—(¢p—Vw)— 625% curlp=eVr.

ou, na forma fraca,

/VT~Vudm—/f31/dw para todo v € Hy(£2),
Q Q

3 [ dive c@): cw)ia— |

curlp-@bdm:/Vr-v,bdm para todo ¥ € H}(9),
Q Q

/—d)'curlqdm—e?%/curlp'curlqd:c:O para todo ¢ € H'(Q)/R,
Q Q

/Vw-Vsda::/¢-Vsdm+62/Vr-Vsda: para todo s € Hy(S2).
Q Q Q

A discretizagao do sistema acima torna-se agora mais acessivel. De fato, a primeira equagao
¢é a de Poisson. Calculado r, as duas equagoes seguintes representam um sistema de Stokes
perturbado para (—¢9, ¢1). Finalmente temos uma outra equagao de Poisson para w. Para
todos os problemas acima existem eficientes formulagoes numéricas com elementos finitos.

Mais recentemente, alternativas envolvendo métodos do tipo Galerkin descontinuo tém
sido explorados com sucesso [15].






CAPITULO 2

Modelagem em dominios com fronteiras rugosas

Estamos interessados em EDPs definidas em dominios cuja fronteira, ou ao menos parte
dela, é rugosa. Este tipo de problemas tem varias aplicagoes, e solucoes numéricas sao
em geral caras computacionalmente pois envolvem a discretizagao da fronteira com malhas
muito refinadas. Uma saida é substituir a EDP original por outra, num dominio mais facil
de ser discretizado. Discutimos este tipo de procedimento, restritos a casos peridédicos, na
Secao Outra possibilidade, que proporemos na Segao é o uso de elementos finitos
multiescalas, que dispensa periodicidade num processo de homogeneizacao numeérica.

Em ambos métodos, técnicas de analise assintética sao ferramentas fundamentais, moti-
vando o desenvolvimento de novos modelos, e ajudando na andlise de erro.

2.1. Defini¢ao do problema

Considere a sequéncia de solugoes u¢, parametrizada por € < 1, tal que
—Auf=f em QF

(2.1.1) u® =0 sobre 02,

onde f € L*(Q).
Suponha que o dominio Q¢ é um retangulo com um fundo rugoso, como na Figura [1.
Para d > €, seja

(2.1.2) O ={r=(r,9) eR*: 0<a <1, —d+9i(z) <y <1},

onde a funcdo de Lipschitz ¢¢ é tal que 5(0) = 95(1) =0, e ||¥g]|e,1) < €. O grafico de
¢ define I'S, a fronteira inferior de ¢

It = {(z,y) €00 : y = —d+vi(x)}.

Fi1Gg. 1. O dominio °.
13
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Definimos dois subdominios de €2, um contendo as rugosidades, e outro longe delas, como
na Figuralll Sejam

(2.1.3) Q. = (0,1) x (0,1), Q= Q\Q,, I =(0,1) x {0}.
Note que
(2.1.4) U ={x=(r,y) €eQ:0<zx <], —d+¢i(x) <y <0}

Por simplicidade supomos que f se anula em (2.

2.2. Modelos baseados em leis de parede

Supomos neste caso que as rugosidades sao periddicas, i.e., ¥5(x) = e, (¢ 1xy), onde a
funcao v, : R — R é independente de €, de Lipschitz e periédica com periodo 1. Sem perda
de generalidade, supomos que ||¢,||z®) = 1. Finalmente, Seja

(2.2.1) d = dye,

onde dg > 1.

2.2.1. Definicao da expansao assintética. E claro que a solucao u¢ depende nao
trivialmente de e. O objetivo aqui é tornar esta dependéncia explicita, e mostrar como se
pode desenvolver modelos para (2.1.1). Procuramos uma expansao formal na forma

(2.2.2) u ~u’ + ev'(€) + €Wl (e) + v (e) + €V3(e) + -+ -,

onde os ¥'(e) sao “corretores de fronteira”. Os termos v'(e), e W'(¢) dependem de €, como
a notacao indica. Apesar de parecer estranho a primeira vista, sua introducao na verdade
torna o desenvolvimento da expansao mais simples. Numa segunda etapa, é possivel reor-
denar (2.2.2)) formalmentetal que todos seus termos independam de e.

O procedimento para encontrar os termos da expansao usa argumentos baseados em
“decomposi¢ao de dominios”, veja a Figura 2, e se baseia no seguinte resultado.

LEMA 2.2.1. Seja Q C R? limitado e de Lipschitz, e seja I' uma interface que divide Q
em dois subdominios Q7 e Q. Seja e fungao tal que e = 0 em (9Q"\I') U (0QT\TI'). Entao
existe uma constante ¢ independendente de 2~ e tal que
(2.2.3)

lellan) + llellmas < el el + NAel@ + 1T 3 + 17@e/Om)] -5 1))

onde J(-) representa o salto sobre I'.

DEMONSTRAGAO. Sejam e~ = €|, €7 = e|g+. Segue-se da identidade de Green que

/_|Ve |2d:1:——/9_e Ae” dm—/e 8n_+dr

/ \Ve+|2dw:—/ +Ae*alzc—l—/e —dF
Qt+ Q+ on*t
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F1G. 2. Decomposi¢ao de um dominio.

onde n™ indica o vetor normal (apontando para fora) a 9Q". Combinando as identidades, e
somando e subtraindo fr e~ 0et /On™ dT', concluimos que

‘67‘1%11(97) + |6+|?{1(Q+)

det  Ode” de™
_ —A - i + At - = _ = L e P
= /_e Ae™ dx /_e Ae dm+/1“e <8n+ 8n+)dr+/p(e €)an+dF

<lle” Iz llAe™ 22y + lleT 2@y |Aet || 20y

@)
on H3(I)

+ ||J(€)||H%(F)||% ||H—%(F)
< (|Ae™ 2y + 1At 204y llell 2o

_ de
e @ 1 -3 oy T 1@ 5 €T .

e g

Usamos acima a desigualdade de Cauchy-Schwartz e do traco, e a dualidade entre H~'/2(T")
e H'2(I'). O lema segue entdo de uma aplicacio da desigualdade de Poincaré. U

Aplicamos o Lema [2.2.1] com a decomposicao proposta na Secao 2.1! E natural definir

u?, o primeiro termo da expansdo assintdtica, tal que

—Au’ = f em Q,,
(2.2.4) 0 0
uw =0 on 0, u’ =0 sobre .

Usando o Lema[2.2.1 com e = u¢ — u", vemos que a fonte de erro é o salto J(9y,u’):

lell o) + llellme,) < c||8x2u°||H,%(F).

Para remediar isto, seja ¢°(x1) = 0p,u’(z1,0), ie., ¢ é a restricao de 9,,u’|o, sobre I'. A
mesma convencao vale para du'/dy(z,0), etc. Seja X a funcao caracteristica do conjunto

Qf, ie.,
. 1 sex e,
X () =

0 caso contrario.
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Adicionamos entdo a fungdo —x&(x)(z2 + d)¢°(z1) & expansao assintética a fim de corrigir
o salto na derivada ;. Como a condigao de contorno de Dirichlet em I'{ nao é satisfeita,
adicionamos um corretor a expansao, W!(e) — x$Z'(¢), onde

(2.2.5) —AU(e) = = Al(e rwy + do)° + Z'(e)] em QF,

(2.2.6) Ul(e) = (€ 'zg +dg)p” + Z'(e) sobre TC.

A introducdo de Z'(¢) é necessdria para garantir o decaimento exponencial de W¥!(e) para
zero na direcao de xo. Note que Ul(e) e Z'(¢) dependem de ¢, e que na verdade ainda nao

estao nem bem definidos. De fato, definimos em geral ¥'(e) e Z*(¢) como expansoes formais
em e,

(2.2.7)
Ue)(x) ~ PO(e )" H(xy) + ep (€ ') Dy, (1) + (671 ) Dy Hay) + -0
(2.2.8) ZH(e)(x) ~ 220" Hay) + €2'0p 0" (1) + €2%0,,0,0" ) -+

Acima, 1)* é periédica com perfodo e ! na direcdo z1, e 2z sdao constantes que dependem da
geometria das rugosidades, mas sao independentes de e. Adiamos a defini¢ao precisa destes
termos para a Subsegao 2.2.2.
Portanto, com o erro e = u — [u® — x&(z + d)¢° — exSZ (€) + €U (€)], temos

lellm @) + lellm o) < ellZ2'(€) + dod”ll 3 1

Continuamos a definir os termos da expansao. Seja
—Au' =0 em Q,,

u' = —(do + 2")¢" sobre T, u' =0 sobre O\, u' =0 sobre Q.
Logo, se e = u¢ — [u® — (z2 + d)x5¢" — eZ* (€)Xt + ¥ (€) + eu'], entdo

lell s + llellm . < €llOs,u] + |20, 6° + €00y, 6 +

(2.2.9)

H*é(r ””H%(F)'

Definimos ¢! = 9,,u'|, e adicionamos —ex&(xa + d)¢' + €2U?(e) — e2x5Z%(€) & expansio,
onde

CAW() = A+ do)é + 22(e)] em €,
U2(e) = (e twg +do)¢' + Z*(e) sobre I't.
Temos agora
e=u"— [u'— (22 +d)x;0" —Z' (e)xe + eV (¢) + eu' — e(wa + d)xed' + VP (e) — x5 Z7(€)],

e
lellzr2 gy + llell a1y < €12%(€) + dog" + 2700, 0" + €2° 0,0, 6° +

Continuamos ainda um pouco definindo ¢* = 9,,u?|., e adicionando

u? — (19 + d) X 0p,u” + V3 (e) — X 2% (¢)

: HH%(F)

a expansao, onde
(2.2.10)
—Au? =0 in €,

u? = —(do + 2°)¢' + 2'0,, 8" sobre T, u?* =0 sobre OQ\T, u* =0 sobre Qf,
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e
9911 —AP(e) = —x;A[(e 7wy + do)d? + Z%(e)]  em O,
(2.2.11) U(e) = (¢ tag 4+ do)@? + Z%(e) sobre I,

O erro agora é
e=u— [u’ — (z2 + d)x.° + eV (e) — extZ'(€) + eu' — e(wa + d)xo" + € V7(e)
— EXEZHe) + P — E(mp + d)XiOrt + EVe) — EXZYe)],

”eHHl(Q?) + H€”H1(Qs) < 63H22a’01$1¢)O + Zla$1¢1 + ZO¢2 +e--- HH%(F)'
Os termos subsequentes deste procedimento formal sao definidos de forma similar.
2.2.2. O problema do corretor de fronteira. Analisamos agora o problema do cor-
retos em detalhes. Considere o problema de achar ¥ e Z tais que
(2.2.12) —AV = —\SAl(e tzy +do)p+ Z)  em QF,
(2.2.13) U= (e'my+dy)p+ Z sobrel-.

Aqui, enquanto ¢ é uma funcao dada variando somente com z1, Z é desconhecida a priori,
e ¢ introduzida para garantir que W decaia exponencialment para zero na direcao xs. As
solucoes ¥ e Z dependem de € nao trivialmente, entao supomos que formalmente

(2.2.14) VAW el 0% 4. Z~Z204 eV 422+,

As fungoes em (2.2.12)), (2.2.13) nao sao periddicas em geral. Entretanto fazemos uso da
periodicidade das rugosidades e reescrevemos o problema do corretor como uma sequéncia
de problemas em dominios periddicos. Além disto, motivados pelas variacoes rapidas das
rugosidades, usamos as coordenadas escalonadas

& = (&1,39) = (¢ twy, € tay),
e supomos uma primeira aproximacao para ¥V e Z sao dadas por
(2.2.15) V() = 221, dy + 22)p(21), Z°(z1) = 2°0(21),
onde ¢° é &;-periddica, 2" é constante, e tanto ¥? como 2" ainda tém que ser determinadas.

OBSERVACAO. Neste ponto, ainda nao hé bons argumentos indicando que z° é constante,
mas note que quanto mais simples Z° for, melhor. Mostraremos ainda, a posteriori, que a
forma que supomos para Z° é suficiente para que ¥° decaia exponencialmente.

Uma conta réapida mostra que o laplaciano de uma funcao da forma u(zq,Zo)v(x;) é
(2.2.16) — (Opyzy + Oyey ) (uv) = —€ 2 (&Mmu + &glilu)v — 210w’ — wv”,

Logo,
—AWp) = —e? (3@@21/10 + &fslfclwo)¢ —2e 105,09 — ¢,
—A(i9p) = —22¢",  —A(2%0) = —2%¢".
Para continuar a descricao da expansao, introduzimos o problema de cela, comum em

homogeneizacao. Normalmente estes problemas de cela servem para levar informacoes da
pequena escala para o comportamento macrosépico da solucao.

(2.2.17)
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) &

Fic. 3. A cela.

No presente caso, o problema da cela é definida na faixo semi-infinita €2,., que contém
a geometria das rugosidades, i.e., €2, ocupa a faixa semi-infinita limitada lateralmente em
1 =0 e &; = 1, e inferiormente pela fronteira I' = { (&1, ¢,(Z1)) : &1 € (0,1) }, i.e.,

0, = {(2,9) eR? : 2 €(0,1), § > ¢(2)},

Veja a Figura (3.
Definimos C3,(€2,) restringindo a 2, as fun¢oes C*°(R?) que sao 1-periddicas com respei-
to & 0. Seja H},.(Q,) o fechamento de Cg2,(€2,) com respeito & norma H'(€2,). Introduzimos

também o espaco de fungoes com decaimento exponencial.
S(Q) ={w e H).. () : w(z,§)e* € H'(Q,) para algum o > 0} .

Basedo em (2.2.12), (2.2.14), (2.2.15), e (2.2.17)), e formalmente igualando as mesmas
poténcias de ¢, concluimos que 1° é harmonica. As condicoes de contorno sobre as rugosi-
dades vém de (2.2.13), (2.2.14), e (2.2.15). E possivel mostrar [9,60] que existe uma tnica
Y¥? € 5(9,), e uma tinica constante 2° tal que

ai1i1¢0 + 31:’2:227790 =0 em Qm 1/)0 =29+ 2% sobre F;,

Y0 é #y-periddica, lim ¢° = 0.

To—00

Além disto, 0 < z < ||¢]| < (0,1), € [|w| g1,y < ¢, onde ¢ depende somente da geometria da
rugosidade.
Temos entao que

— Al — XSy + X 20) B = —2¢710;, 000 — 0" + X dad” — x52¢" em QF,
¢0 — i+ 2°=0 sobre .
Definimos entao ¥!(x) = (21, dy + 22)¢'(21), Z' = 2'¢ onde
— 03,8, 0" + 03,,0"] = 20:,0°  em Q,, Yt =z' sobre T .
Logo,
—A[(W° = Xp2tx;2")d + e + X721
= =" + X(320" — x02°¢" — 20, 019" — !¢ — ex(2'¢" em QF,
(0 = xpd2 + x;2°)0 + (@' + x52')¢' = 0 sobre I,
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Analogamente, U%(x) = ¥?(21, co + 22)¢" (11), e Z? = 22¢” onde
_[aiﬂgfcng + 5@1@11?2] = 1/}0 - Xr'@Q + XTZO + 235011?1 €ml Qra wQ = z% sobre F;,

onde x,(&2) = 1 se Tz < ¢g, e x(%2) = 0 caso contrario. E facil ver que os lados direitos

das equacoes ficam mais complicados a medida que avanca na determinacao dos termos da

expansao. E crucial notar entretanto que as equacgoes nao envolvem ¢ ou suas derivadas.
Concuimos finalmente que

(22.18)  U(e) ~ Yo+ e’ + 2+ Z(e) v 2P et + 2

2.2.3. Derivagao das leis de parede. O objetivo é aproximar u¢ usando elementos
finitos (ou diferengas finitas), sem ter que discretizar a fronteira rugosa. Uma solugao é
aproximar u¢ somente em €2, pois este dominio é suave. Aproximaremos entao u¢ por

ut ~u + eul.
mas sem ter que resolver os problemas que definem cada termo. As funcoes u’, u' sao dadas
por , (2.2.9). Heuristicamente, consideraremos somente funcoes que tém influéncia no
interior do dominio. Sobre T' temos u¢ ~ u° + eu' = —e(cy + 2°)¢°, e O, u¢ ~ ¢° + €g?, e
entao
€ 0 a € ~ 2 0y 1

u + €(co + 2°)0put = € (co+ 2°) ¢,

e este termo pode ser pequeno dependendo da aplicagao.
Definimos entao u aproximando u¢ em {2 por

—Au=f em Q,,
(2.2.19) i o N
U+ €(co+ 2°)0,u =0 sobre I, u=0 sobre 0Q,\I.

As estimativas de erro sao obtidas expandindo u em sua série assintética. De fato,
u~a +eu + a4
onde
—Aﬂz = 51"0]6 em Qs,

(2.2.20) B o D
= —(co+2°)0y,u"" " sobrel, ' =0 sobre 0Q,\T.

Note também que,

n
< C€n+1

H*(Qs)

(2.2.21)

=0

O erro de modelagem é estimado entao por

Juf — @l oy < fut —u® —eu ||, + o —a° — et | ma,)

< lut = u® — eu' — e°0"|| ) + €l |l ara,) + ce® < e,
onde na primeira desigualdade usamos a desigualdade triangular, a as identidades u® = 4 e
1_ 1
U =1u.

Podemos também estimar o erro em outras normas, de forma similar. Por exemplo

H’lf - ’I_LHL2(QS) < ce’.
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TABLE 1. Estimativas de erro relativo para modelos de ordem 0.

quantidade erro em L2(€),) erro em L2(€2,)
u O(e) O(e)
Vu O('/?) O(e)

TABLE 2. Estimativas de erro relativo para modelos de ordem 1.

quantidade erro em L2(€),) erro em L2(€),)
u O(€?) O(e?)
Vu O('/?) O(e?)

Uma outra medida importante é o quao bem o modelo aproxima a solucao exata no

interior do dominio, i.e., considere 8928 C ), tal que (OZS NT = (. Entao
luf = allog, + l[u® =@l grgg,y < ce®.

A melhora na convergéncia é porque a camada limite nao tem influéncia “expressiva” longe
das rugosidades.

Comparamos nas tabelas[1le[2 as estimativas de aproximagao do presente modelo (“mod-
elo de ordem um”) com um que aproxima u¢ por u’ (“modelo de ordem zero”). Note as
melhores taxas de convergéncia na maioria das normas, com excecao da norma em H'. Isto
ocorre porque nenhum dos modelos captura a camada limite exatamente.

OBSERVACAO. Trabalhando com hipdteses de periodicidade das rugosidades, varios au-
tores propuseram leis de parede do tipo da descrita acima para diferentes operadores [1-6,
10-12,2224,/59,60]. O procedimento envolve em geral problemas de cela, como é tipico
em homogeneizacao. Em particular o caso de rugosidades em fronteiras rugosas curvas foi
considerado em [59,60]. O caso randomico foi também considerado recentemente [23].

2.3. Um método de elementos finitos multiescalas

Propomos e analisamos um esquema de elemento finitos multiescalas para lidar com
EDPs em dominios com fronteiras rugosas. Nao hd neccessidade de se supor nenhum tipo
de periodicidade da fronteira, e portanto o método é bastante geral. No caso de fronteiras
periddicas, provamos a convergéncia do esquema.

Apesar dos avancos obtidos com técnicas como as discutidas acima, o caso nao periédico
nao foi considerado, com a excessao ja mencionada [23].

Por outro lado, como discutido no capitulo 13, varios métodos numéricos para EDPs
com coeficientes oscilatérios forem recentemente considerados na literatura [19, 33-35, 38,
39,50-53,69]. Uma propriedade destes métodos é que ndo ha a necessidade de se derivar
equacoes homogeneizadas para somentente depois se discretizar o problema. Ao contrario,
os métodos tratam do problema em sua forma original.
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F1G. 4. A mesh for ¢, and a patch of elements of 7}, intercepting I'¢.

O objetivo aqui é discutir um método de elementos finitos multiescalas para se tratar o
problema de fronteiras rugosas (2.1.1).

2.3.1. Definigao do método. Variagoes de métodos numéricos multiescalas (MEFMs)
sao usados em diferentes contextos [38,39,50-53], as fungdes de base sao solugoeslocais,
em cada elemento do problema original, e captura as propriedade qualitativas da “pequena
escala”, e trz estas informacoes para formulagoes globais, num processo de “upscale”.

Propomos aqui um método de Galerkin onde as fungoes de base tém suporte local, como
no método de elementos finitos tradicional. Entretanto, o presente método nao usa funcoes
poligonais. Na verdade, aqui, os elementos finitos nao sao nem poligonos, mas podem ter
uma geometria “rugosa”. A idéia basica por tras do método é que a influéncia da geometria
deve ser capturada pelas fungoes de base, sem afetar a dimensao do espaco aproximante.
Portanto, o método é de Galerkin, onde as func¢oes de base sao solucoes locais do operador
considerado (laplaciano), possivelmente num elemento rugoso.

Sejam N € Neh =1/(N+1) > e Parai =0,...,N, seja Kf = {(z,y) € Q¢
ih < x < (i + 1)h}. Note que estes elementos definem uma particao de Q. Em seguida,
introduzimos uma malha cartesiana para €, usando quadrados de lado h. Este procedimento
induz uma particao 75, para 2° em elementos finitos, nem todos sendo quadrilateros. De
fato, se K € 7, N €, entao K é um quadrada de lado h. Caso contrario, K tem um
fundo rugoso, e lados e topo retos, como na figura/4. A malha 7; tem como nés o conjunto
N ={(ih,jh) € Q¢ :i=1,...,N,j=0,...,N}.

Para cada n6 x; € N/ N (), associamos uma fungao bilinear por partes \; € Hg (), tal
que \;(x;) = &;; para todo ¢; € N.

Para cada n6 x; € N N T, definimos \; € H{ () tal que
—AX; =0 em UY, K7,

(2.3.1) /=0 N
Ai(x;) = 0;; para todo x; € N, A; € linear sobre U,;_, OK5 N Q-

Estendemos \; para €2, impondo que \; seja bilinear por partes em (.
Usando as funcgoes acima, definimos

Vi¢ = span{\;} C Hg ().

A solucao multiescala uj € V¢ é simplesmente a aproximagao de Galerkin de u® em Vj, i.e,

(2.3.2) Vuj(x) Vu(x)de = | f(x)vy(x)dx para todo v, € V.
Qe Qe
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OBSERVACAO. Observe que o calculo de cada funcao de base depende de ¢, e é portanto
cara computacionalmente. Apesar de ser possivel reduzir os custos via computagao paralela,
isto é uma desvantagem do método. Entretanto, como observado por Marcus Sarkis [70],
ao menos para problemas bidimensionais, é possivel obter matriz de banda reduzida se se
numerar os nés apropriadamente.

OBSERVACGAO. O presente método é particularmente atraente se (2.1.1) tem que ser
resolvido repetidas vezes para diferentes fontes. De fato, as funcoes de base tém que que ser
calculadas apenas uma vez, e o tamanho das matrizes finais sao independentes de e.

2.3.2. Analise numérica. Nesta subsecao desenvolvemos uma anélise de erro para o
esquema numérico proposto. A andlise é baseada em métodos assintéticos, e nos restrigimos
ao caso de peridédico. Nos baseamos nos resultados apresentados na Secao 2.2.

Ao contrario de (2.2.1), supomos que existe constantes v € (0, 1], e ¢y positivos tal que

(2.3.3) coet 7 < d.

Lembramos que o parametro d entra na definicao de 2°. Veja Figuras 1, e também as
equacgoes (2.1.2), (2.1.4).

OBSERVAGAO. A restrigao (2.3.3) relaciona-se ao fato que d nao deve ser muito pequeno.
De fato, as rugosidade acarreta oscilagoes em u€ que decaem exponencialmente quando y/e
cresce, € com garantimos que a parte oscilatéria da solugao é no méaximo polinomial
em {2, com respeito a e.

2.3.2.1. Ezpansao assintotica da solucao exata. Redefinimos aqui como u¢ depende de e.
Os termos da expansao sao ligeiramente diferente da Secao devido a mudanca (2.3.3),

como abaixo:
0 1

ou ou e
(d4+y—eW — ez)a—y(x,()) + (d+ y)a—y(x,O) +... in Qf,

u(z) +ul(z) + ... in €.

finimos u° como em (2.2.4) e W(x,y) = (e *z, e} (d + y)) em QF.
Finalmente, seja

(2.3.4) u(x) ~

—Au' =0 em Q,
2.3.5 ou’
( ) u' = (d — ezo)ai sobre T, u' =0 sobre OQ\T, u' =0 sobre Q.
Y
Para
€ 0 1 auo €
e(w) = u(w) —u'(x) —u(zx)+ (y - 6W)a—y(:r, 0)X5s
sob as hipdtese (2.3.3), existe constante ¢ independente de € tal que
(236) ”€HH1(Qe) S Cd3/2, HGHHI(QS) S Cd2.

Valem ainda as seguintes estimativas.

LEMA 2.3.1. Sejam «°, u!, e W como acima. Entao existe constante ¢, independente de
€ tal que

16 i) + d Ut o) + € 2W |20s) + €72 V W2y < e
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Notamos a seguir que a desigualdade de Poincaré’s vale uniformemente com respeito a
e [60], i.e., existe uma constante ¢ independente de € tal que
||U||L2(Qe) S C|U|H1(Qe),
para todo v € HJ(92¢). Concluimos entdao que o Lema de Céa’s vale uniformemente com

respeito a €.

LEMA 2.3.2. [Lema de Céa] Seja u¢ € H(QF) solugdo de (2.1.1), e uf, € V¢ solugao
de (2.3.2). Entao existe constante ¢ independente de € tal que

€ _ oyl W <e i
| uh”Hl(Q)—cvgg‘f/}f

ut — U;‘HI(QE).

A meta agora ¢ achar uma boa aproximacao para u¢ em V). Usaremos as expansoes de
u e das fungoes de base como ferramenta [52]. Apresentamos agora a expansao em K das
fungoes de base \; definidas em (2.3.1), correspondente ao né (:h,0) € T NAN. A expansao
de \; em K | é similar. Em K,

(2.3.7) Ai(x) = ] [(d+y—€eW — e2) (w41 — x) + €0;(x) + ery(x)],

h(d — ez
onde x;41 = (i + 1)h, e 0; satisfaz
—AQZ =0 em Kf,
0i(z,y) = (Tiy1 — ) [W(x,y) - %ﬂ sobre OK{\I'S, 0; =0 onI%.
Também
—Ar; = 2%—W em K, ri =0 sobre 0K;.

x

Note que a expansao (2.3.4) em €, e (2.3.7) sdo similares pois em ambos os casos, 0s
termos de ordem mais baixa envolvem d + y — eWW — ez vezes uma funcao de x, no caso,
ou’ /Oy em (2.3.4), e (zit1 — x)/[h(d — €2)] em (2.3.7).

O lema seguinte nos d4 uma cota superior para a a norma H' de 7; e 0;.

LEMA 2.3.3. Sejam 7; e #; como acima. Entao existe constante ¢ independente de € e h
tal que
Irill ey < ceZRY2 |63l < ch

DEmMONSTRAGAO. Por estimativas cldssicas temos ||7il|gixey < ||[Wl|p2(xe). Argumen-
tando como na demonstracaodo Lema|2.3.1 obtemos a primeira estimativa. Segue-se também
de estimativas cldssicas que || V 0;||z2(x<) < cl|0;| gr/2oxe\re)- Note que

10l 2 orcevrey < PIW 1205001 + P2
Do decaimento exponencial de W, e das desigualdades de interpolacao e do traco, obtemos
que [|W{[g1/29xe\rey < ¢, e o resultado segue. O

TEOREMA 2.3.4. Seja u® siolugao de (2.1.1), e uj, € V) solugao de (2.3.2). suponha
ainda (2.3.3), e que o trago de Ou®/dyla, em T esteja em H*(T), onde u® resolve (2.2.4).
Entao existe constante ¢ independente de € e h tal que

[u€ — ug || e < c(h+ d¥% + eh™V2 4 271,
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DeMoNSTRACAO. A demonstracao é baseada no Lema2.3.2 e nas expansoes assintoticas
de u e das fungoes em V¢, Seja Y(x) = (y — eW)0u’/dy(z, h)xE. Usando a desigualdade
triangular e (2.3.6), obtemos que
(2.3.8) |u® —vp|ma < |uf — u’ —ul + Y| gy + Ju® +u' + T — Up| (00

< Cd3/2 + ]uo + Ul + 7T — Uh’Hl(Qe)

para todo vy, € Vi5. Escolha vy, como uj(x) = > yr[uo(®:) + ui(z:)]Ai(x). Logo em Q, u;
é linear por partes, continua e interpola u® + u!. Logo,

(2.3.9) [ +u' — ur| g, < ch.
Em €,
ou
UI( ) (d+y—eW—ez)Ih( 8y )(%’)"FR],
N g0

onde I;,(0u’/y)(-) é o interpolante linear por partes de du®/dy(-,0) em (0,1). Seja er(x,y) =
Ou’/0y(x, h) — I;,(0u’/dy)(x) o erro de interpolagao. Preisaremos das estimativas [28,68]

Oe Oe ou’
lerllz2q0,1) + hHa—;HB(o,l) + hller||Le,1) + hQH—IHLOo 01) < ch? H—yHH2(0 1)-

Calculamos
ou°
(2.3.10) ’T - UI‘HI(QeT,) < ’yeIIHl(Q;) + 6‘w€[|H1(Q$) + |d - ezHIh(a_y”Hl(Q?) + ‘RI‘Hl(QeT,).

Estimando cada termo,

|y€1|%{1(95) < d/Q ’(‘9_’2 de + | l|es]*dx < cd®*h* + cdh?,

Qe

86[
|weI|H1(Q€ < HeIHLoo 0,1 |w|H1(Q€ + || ||L°° 0,1) |w|L2 Qo) < ce “Hh? - ce,
ou® ou’ (d“ )
|d — ez|? |1h( Wingae < ed’[In(5)ing < cd® | |[—52= de < cd’.
Ay dy Qs

Usando o Lema 2.3.3 finalmente estimamos
‘RI|12L11(K5) < C€2h72(‘|9i”§{1(1{;) + Hrinl(Kf)) < 0(62 + €3h71)-

Somando sobre os elementos, obtemos que |Rf|mi(xe) < c(eh™/? + €¥2h71). Finalmente,
de (2.3.10) obtemos que

(2.3.11) T — urlmiqoe) < eldh+ dV2h% + €2h + 2 + @ + eh V2 + 27,
O teorema segue de (2.3.3), (2.3.8), (2.3.9), e (2.3.11). d
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OBSERVACAO. Se d < ¢;h?/3, e € < ¢yh para constantes c¢;, ¢, entao
(2.3.12) [u€ — uf || e < ch + ceh™ 2.

Na pratica, o melhor é escolher d pequeno, a fim de reduzir os custos computacionais asso-
ciados aos célculos das funcoes de base.

No Teorema[2.3.4 e estimativa (2.3.12), o termo eh /2 est4 relacionado com a escolha de
condigbes de contorno lineares para A; o que acarreta o termo espurio 6; em (2.3.7). Este tipo
de erro de ressonancia nao é exclusividade deste método. Por exemplo, alguns métodos multi-
escalas propostos para lidar com EDPs com coeficientes oscilatérios, veja Capitulo|3, também
tém o mesmo tipo de problema, e vérias estratégias alternativas foram propostas [51-53,69].

Uma estratégia promissora é o oversampling [38,50,51,53]. A meta é evitar a restrigaode
que \; seja linear nas arestas. Considere o elemento K, e o elemento aumentado

K= {(z,y) € Q :ih—l <z < (i+1)h+1},
para algum [ > 0. Sejam as fung¢oes multiescalas auxiliares 1;, 1,11 soolucoesde (2.3.1) em
K¢. Definimos entdo \; como
N = iU + i,

a as constantes ¢}, ¢? sdo unicamente determinadas das restrigoes \;(x;) = d;; for j = i,
i+ 1. A solucdo numérica é definida por (2.3.2)), onde novamente V)¢ = span{\;}.

Para concluir a definicao do método oversampling, é necessario definir [. Tal constante
precisa ser grande o suficiente para que o efeito em K das condigoes de contorno em oK fNaQe
seja desprezivel. Por outro lado, aumentando [ aumenta-se o custo computacional. Uma boa

escolha seria | = O(e).

Note que o método torna-se nao conforme pois A; pode nao ser continua, e entao V5 ¢
H'(QF) em geral.

2.3.3. Conclusoes. Nesta secao discutimos um método de elementos finitos multi-
escalas para lidar com EDPs em dominios com fronteiras rugosas.

Anteriormoente este problema era tratado com homogeneizacao, com as excegoes con-
hecidas sendo [65,66], com um método aparentemente mais complicado que o nosso.

O método atual é bem geral, e sua definicao nao depende de nenhuma propriedade
especial das rugosidades. Como o esquema é baseado em solugoes de problemas locais,
paralelizacao é trivial. O método ainda é caro pois os problemas locais dependem de ¢, mas
¢ bem mais eficiente que usar funcoes lineares por partes no dominio todo. Entretanto, se
as rugosidade sao periddicas, ainda é mais barato usar as leis de parede tradicionais.

Em relacao as estimativas, a analise de erro é restrita ao caso peridédico, e a convergéncia
na norma H'(Q) é de h-+eh~/2. O termo h~'/2 é relacionado a erros de ressonancia, também
presente em outros métodos multiescalas aplicados a EDPs com coeficientes oscilatérios [38,
50-53,69]. Técnicas de oversampling podem resolver tal problema.






CAPITULO 3
Métodos Numéricos para EDPs com Coeficientes oscilatérios

Apresentamos neste capitulo uma introducao a técnicas numéricas modernas e eficientes
para se aproximar solugoes de equagdes diferenciais parciais (EDPs) com coeficientes alta-
mente oscilatorios. Considerando uma equagao simples, estacionaria, mas que carrega em si
varias das dificuldades presentes em problemas mais sofisticados, discutimos trés alternativas
de modelagem: homogeneizacao, elementos finitos classicos, e elementos finitos multiescala.
Mostramos vantagens e desvantagens de cada técnica e apresentamos exemplos numeéricos.
Concluimos mostrando resumidamente outras técnicas que tém sido utilizadas recentemente
para lidar com problemas com multiplas escalas.

3.1. Introducao

Discutiremos algumas técnicas numéricas para aproximar solugoes de problemas com
multiplas escalas. Apresentamos as idéias no contexto mais simples possivel, com um prob-
lema unidimensional com coeficientes oscilatorios e periddicos, tendo em vista que os casos
de interesse ocorrem em dimensoes maiores. Apresentamos um método que funciona bem
para estas classes de problemas.

E notorio que o método tradicional de Galerkin com elementos finitos e funcoes polino-
miais por partes nao é adequado para resolver problemas na presenca de multiplas escalas.
De fato, o método nao resolve as pequenas escalas a custo aceitavel e pode nao ser uni-
formemente estavel [68]. O objetivo da modelagem multiescala é capturar o comportamento
macroscopico sem resolver as pequenas escalas, num sentido que deixaremos claro.

Diferentes estratégias que estendem o método tradicional de elementos finitos foram
desenvolvidas para se tratar destas dificuldades. Uma formulagao bem geral e flexivel em
relacao as escolhas dos espacos das funcoes admissiveis e fungoes testes foi apresentada por
Babuska e Osborn [20,21], mas estas escolhas nao sao triviais em geral pois tém que ser
feitas levando-se em consideracao as especificidades do problema.

Uma escolha feita por Hou e Wu [51] foi a de formar o espago de elementos finitos com
solucoes locais do operador. E principalmente sobre esta classe de métodos que concen-
traremos nossa atencao.

A seguir, na Secao apdés motivar a area de multiescala em termos de aplicagoes e
introduzir algumas notacoes, descrevemos um problema de interesse e mostramos uma forma
classica de aproxima-lo, através de expansao assintética em duas escalas. Na Secao (3.2
apresentamos uma versao unidimensional do problema e descrevemos o comportamento das
solucoes homogeneizada. Outra possibilidade de aproximacao é discutida na Secao 3.3] e
envolve discretizar o problema usando elementos finitos com funcoes de base polinomiais
por partes. Esta escolha de método numérico deve-se tanto a aplicabilidade do método em



28 3. METODOS NUMERICOS PARA EDPS COM COEFICIENTES OSCILATORIOS

Fi1G. 1. Material com multiplas escalas

diversos problemas de interesse, como também a facilidade em desenvolver uma analise de
erro que ressalte eventuais dificuldades numéricas.

Uma opgao mais eficiente baseada em pesquisa recente [51,52] é o uso de elementos finitos
multiescala. Nesta técnica, descrita na Secao 3.4, funcoes de base que resolvem o problema
localmente sao utilizadas para gerar um espago de elementos finitos, e automaticamente
levam informacoes da pequena escala para a grande escala, num processo de homogeneizagao
nuUMErica.

Finalmente, varios comentarios sobre este e outros métodos existentes na literatura apare-
cem na Se¢ao (3.5

Parte deste texto apareceu originariamente em [57,58,67].

3.1.1. Motivacao. Multiplas escalas sao comuns em problemas de interesse pratico, e
apresentam um grande e interessante desafio do ponto de vista matematico. Recentemente,
com o aumento da capacidade computacional e com a necessidade de modelagem de novos
materias e sistemas complexo, a drea vem recebendo redobrada atencao.

Como exemplo de aplicacdo, consideramos uma material compdsito como na Figura 1/
(gentilmente cedida por Roderic Lakes [55]). O material ¢ é um laminado onde cada
lamina contém fibras dispostas com diferentes orientacoes, resultando numa determinada
anisotropia. No material b, cada lamina contém um sub-laminado, representando um mate-
rial altamente heterogéneo.

E f4cil perceber que, por exemplo, usar elasticidade nao linear para modelar deslocamento
de laminados como os acima descritos é uma tarefa nao trivial, pois o comportamento de
cada uma das fibras e sub-laminados teria que ser levado em conta. Uma forma pratica
de se obter informagoes é tomar o comportamento “macrocépico” ou “homogeneizado” do
material. A idéia é entao levar em conta a microestrutura material para formular uma
equagao homogeneizada que pode ser resolvida mais facilmente.

Outra area onde técnicas de homogeneizagao sao utilizadas é em escoamentos em meios
porosos, em particular para simular poluicao de aquiferos, extracao de petréleo, contam-
inagao por dejetos radiotivos, etc. Ver o artigo [30], e as referéncias nele contidas.



3.1. INTRODUCAO 29

3.1.2. Notacgoes e definigoes. Usaremos varios conceitos introdutorios de formulagoes
fracas de equagoes diferenciais e de espagos de Sobolev. Varios livros tratam destes assuntos
em diversos niveis de profundidade [17,18,28,32,54, 56.

Comegamos por impor algumas razodveis restrigoes nos dominios que utilizaremos. Con-
sideraremos ) C R? um aberto, limitado e de Lipschitz. Tipicamente, ) serd um poligono
convexo, e quando houver necessidade de mais regularidade, esta serd indicada explicita-
mente. Em particular entendemos por “suave” um dominio com fronteira C*°.

Para p > 1, seja LP(2) o espago das fung¢des mensuraveis v : © — R tal que |[v|? seja
integravel. Neste espago usamos a norma

1/p
ollorey = ( / |v<w>|pdw) .

Definimos também o espacgo das funcoes essencialmente limitadas:
LZQ) ={v: Q=R : [[v||pe@) < oo}, |v]| Lo () = esssup [v(x)].
e
Usando a nocao de derivadas fracas, definimos para um ntimero inteiro nao negativo k,

e para p € [1,00) ou p = 0o, 0 espago WHP(Q) das fungoes v : 2 — R tais que
8k1+kzv

k1, Kz
Oxi'0xy

para todo ky, ko inteiros nao negativos tais que ky + ko < k. Usando as seminormas

k

OFitkzy, ||P 1/p
V”‘Whp(ﬂ):( 2 E ) ’
1 ko
k1, ko =0 9y 057 || o)
ki1+ko=k

equipamos W#?({)) com a norma

k 1/p
ot = (3 )
=0

Definimos ainda o espaco Wi?(€) dado pelo completamento de C5°(Q) (espaco das funcoes
infinitamente diferencidveis e com suporte compacto em ) usando a norma de W*»((Q).

Denotamos em geral W*2(Q) por H*(Q), e WF?(Q) por H5(Q). Quando k = 0 temos
simplesmente H°(Q2) = L?(2). Finalmente, temos a desigualdade de Poincaré que garante a
existéncia de uma constante ¢, que depende somente de €2, tal que

][22y < clv]a@

para todo v € H}(Q).

3.1.3. Expansao assintotica em duas escalas. Dado um dominio aberto e limitado
Q C R?, com fronteira suave 92, uma funcao f também suave em (2, considere o problema
de achar u€ tal que

—div[a“(x) Vu'(z)] = f(z) em Q,

.1
(3.1.1) u® =0 sobre 0f).



30 3. METODOS NUMERICOS PARA EDPS COM COEFICIENTES OSCILATORIOS

Para cada ¢ > 0, definimos a(x) = a(e 'x), onde a : R? — R é suave e periédica com
periodo @ = (0,1) x (0,1). Além disto, suporemos que existem constantes 3 e « tais que
B > a(x) > a > 0 para todo x € Q.

Algumas perguntas naturais surgem:

(1) A sequéncia de solugdes u¢ converge em algum sentido para alguma fun¢ao u* quando
e — 07

(2) Em que sentido a convergéncia ocorre, i.e., qual é a topologia apropriada?

(3) Quao répida ¢é esta convergéncia em relacao a €?

(4) Finalmente, qual é a equagao que determina u*?

Chamaremos a funcao u* de solugcao homogeneizada, e o problema por ela satisfeito de
problema ou equacdo homogeneizada.

Ao menos formalmente, nao é dificil comecar a obter algumas respostas. Usando as idéias
de expansao assintética em duas escalas, comegamos supondo que

(3.1.2) u(x) ~ ul(z, e ') + eu' (z, e 'x) + EuP(x, e ) + ..
onde as fungoes
v QxR =R
(@,y) — u'(z,y)

estao ainda indeterminadas. Impomos ainda uma condicao extra nos termos u’, que sejam
(Q-peridédicos com respeito a y. Apesar destas condi¢oes de contorno parecerem ad hoc, elas
fazem com que a expansao assintética “funcione” e que seus termos sejam bem definidos.
Além disto, estas condic¢oes sao intuitivas, no sentido que como a pequena escala é periddica,
parece natural também impor condigoes periddicas na variavel y.

A expansao (3.1.2) deve ser entendida como uma identidade formal, e nenhum sentido
de convergéncia pode sé-la atribuida, por enquanto. E valido se perguntar o porqué de tal
forma para a expansao. Respostas s6 podem ser dadas a posteriori, quando mostrarmos
que a expansao assintoticamente aproxima u‘. Entretanto uma possivel justificativa é que
existem duas escalas importantes no problema, a macroescala descrita pela variavel x € (),
e a microescala descrita pela varidvel y € R2.

Usando a regra da cadeia temos

Vi (z, e 'x)] = [Vou'(z,y) + e Vyu'(z,y)] ,

y=clx
e similarmente, definindo o operador
(3.1.3) L v = div(a® V v),
para fungoes v : 2 — R suficientemente suaves, temos
(3.14) (L) (x) = {e *divyla(y) Vyu'(z,y)] + € ' dive[a(y) Vyu'(z, y)]

+ e ' divyla(y) Ve u'(z, y)] + dive[a(y) Ve u'(z, y)] } )

y=c lx
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onde V, e V, denotam o gradiente com respeito as varidveis @ e y, respectivamente.
Notagao similar se aplica para div, e div,. Substituindo formalmente (3.1.2) em (3.1.4),
temos

(3.1.5) (L) () = {e?divyla(y) Vyu'(z,y)] + ¢ divy[a(y) Vyu' (z, y)]

)=

+ et divga(y) Vyu'(z,y)] + ¢ divy[a(y) Ve u' (2, y)]
+divyla(y) Vyu? (@, y)] + dive[a(y) Vyu' (z,y)] + divyla(y) Ve u' (2, y)]
+ divg|a(y) V:c u’(x,y)] + edivyla(y) V u?(z,y)] + edivg|a(y) Vy u?(z,y))]

+ edivgla(y) Ve u'(x,y)] + € divgla(y) Ve u?(z,y)] + ...}
y=elx
Vale observar que todos os termos multiplicados por €72, e e € estao presentes. Faltam
entretanto termos em e, €2, etc, pois estes dependeriam de u?, etc.

Utilizando (3.1.1) e (3.1.5), e agrupando os termos multiplicados por €2 temos
(3.1.6) divyla(y) V4 u'(z,y)] = 0 em 2 x Q.

Note que propomos a equacao (3.1.6) para todo y € @ e ndo apenas em y = € ‘&, como
em (3.1.5). Deste modo temos uma equacao em (), parametrizada por & € ). Portanto,
concluimos de (3.1.6) que u° independe de ¥, i.e., existe uma funcao v* :  — R, tal que

u'(x) = u’(z,y).
Agrupando os termos multiplicados por € em (3.1.5) resulta em
(3.1.7) divyla(y) Vyu?(z,y)] + dive]a(y) Vyu' (z, y)]
+ divyla(y) Ve u' (2, )] + divgla(y) Ve u*(x)] = f em Q) X Q.
Observe que (3.1.7) tem condicao de compatibilidade resultante de integracao em ) com

respeito a y:

(3.1.8) div, /Q a(y)[Vy i@, y) + Vou' (@) dy = f  em Q.

Para determinar u*, juntamos os termos em € !

(3.1.9) divyla(y) Vyu'(z,y)] = — Vya(y) - Vo u*(z) em 2 X Q.

Note que resolvendo

e concluimos que

(3.1.10)  divyla(y) V4, H;(y)] = —g—a(y) em @, H;(-) periédico com periodo @,
Yj
para 7 = 1, 2, vemos facilmente que
2 ou*
(3.1.11) ul(x,y) = Zﬂj(y)aﬂ(m)
j=1 J

satisfaz . Finalmente, substituindo em (3.1.8), concluimos que
(3.1.12) divy A*Vau* = f em u* =0 sobre 0,
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onde

. o,
a5y = [ otw)| G+ 55 ay

Os problemas definidos por (3.1.10) sao denominados problemas de célula, e sao funcoes
apenas do comportamento “local” de a(-), nao dependendo de €, Q ou f. Depois de
resolvido (3.1.10), o problema (3.1.12) estd bem-definido, e é também independente do

parametro e.

OBSERVACAO. Mesmo sendo isotrépico o problema original (3.1.1), a equacao homo-
geneizada resultante é anisotrépica em geral.

3.1.4. Justificando a expansao assintética. Apesar de nao se poder concluir da
derivagao formal acima que u* é de fato o limite de u‘, existem técnicas apropriadas para
provar convergéncia de u€ para u*, justificando assim (3.1.12). Citamos por exemplo o0 método
de funcgoes testes oscilatérias de Tartar, bem como o método de duas escalas de Nguetseng
e Allaire [8,29]. Apresentamos aqui uma argumentagao mais simples e de escopo mais
limitado [50], porém suficiente para nossos propositos. Por outro lado, exigimos suavidade
do dominio e dos coeficientes que nao ocorre na maioria dos problemas de interesse pratico.

Seja z = u¢— (u* +eu' +€e*u?). Note que tanto u* como u' estao bem definidos por (3.1.12)
e (3.1.11). Como a condicao de compatibilidade (3.1.8) é satisfeita, entao existe solucao
para (3.1.7). Por substituigao direta temos Lz = r, onde

r(x) = {e divyla(y) Vg u?(z,y)] + edivgla(y) vV, u*(z,y))

+ edivgla(y) Vo u! (z,y)] + € divg[a(y) Vo u’ (@, y)] |

y=c lx

Supondo a, 2 e f suficientemente suaves, temos que ||7||z~@) < ce. No bordo de € temos
z = —eu' — €u?, logo ||z]| a0y < ce. Aplicando o principio do méximo [48] para z, u' e

u?, concluimos que
(3.1.13)  Jlu® — u*||zo() < JuS — (u* + eu' + €u?)| po) + |leu']| neoo ||| ) < ce.

Logo, a solucao exata de (3.1.1) nao sé converge para a solugao homogeneizada (3.1.12)), como
o erro decresce linearmente com € em L*(€2). Temos portanto respostas para as perguntas
da Subsegao 3.1.3

Um resultado de convergéncia como o dado por (3.1.13) pode ser obtido sob condigoes
mais fracas. Seja 6 € H'(Q2) solugdo fraca de

(3.1.14) —div[a‘(x) VO(z)] =0 em Q,
B 0(x) = u'(x,e @) parax €.

Temos entao o seguinte resultado [52, Lema 3.1, Corolario 3.2, Observacao 3.3].

TEOREMA 3.1.1. Seja Q C R? aberto limitado com fronteira Q) Lipschitz e a € WHP(R?),
p > 2, periddica com periodo Q. Suponha que f € L*(Q), e seja u¢ solugdo de (3.1.1).
Sejam u*, u' e 0 definidos por (3.1.12), (3.1.11) e (3.1.14) respectivamente. Entao existe
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uma constante C' independente de f e de € tal que
Ju¢ — u* — eu' + €b]| i) < Cellu* || p2(a).,
[0 = u*| ) < Cel|u”|[ 520
Normalmente, em aplicagoes, a(-) é pouco regular. Em compdsitos por exemplo, o coe-

ficiente é de fato descontinuo, refletindo a inclusao de materiais com propriedades distintas
do meio predominante.

3.2. Um modelo unidimensional

Para descrever as propriedades qualitativas e dificuldades relacionadas com problemas
que apresentam carater oscilatorio, consideramos o seguinte modelo unidimensional:
d du®
——\alz/e x) ) = f(x) em (0,1),
o) (00 @) = o) em 0.1
w'(0) = (1) = 0.

onde a(-) é suave e periddica com periodo 1, e existem (3, « reais tais que 5 > a(z) > a >
0. Estamos interessados somente no caso em que € < 1, portanto supomos também esta
desigualdade.

Neste caso unidimensional, é facil obter uma solucao analitica para (3.2.1):

() = —/Ox@(/jf(t)dtnLco) dc.
T % de /o1 <a(£1/6) /ogﬂt) dt) o

3.2.1. Solugao exata. Nos nossos exemplos, consideramos

(3.2.2) flz) =1, a(x) = %(ﬁ —a)(1 +sin(27x)) + a, a= %, g = g

Seja a sequéncia de problemas onde € = 1/4, ¢ = 1/8 e ¢ = 1/16. E f4cil notar pelas
Figuras 2] 3 e [4] deste exemplo, que crescem as oscilagoes de a(-/€) quando € — 0. Em
geral, nao é possivel obter solucoes analiticas para dimensoes maiores. Motivados por esta
dificuldade, investigaremos agora como encontrar solu¢oes aproximadas para (3.2.1).

Uma possibilidade explorada na Se¢ao(3.2.2/é o uso de técnicas de homogeneizagao. Como
vimos, a idéia basica apoia-se no fato de que, quando ¢ — 0, a solucao exata converge para
a solucao homogeneizada. Espera-se entao que para valores de ¢ pequenos, a aproximacao
pela solugao homogeneizada seja boa o suficiente.

3.2.2. Solugao homogeneizada. Considere u¢ solugao de (3.2.1), e o problema homo-
geneizado
1 2

(3.2.3) ~ S "

= f(z) em (0,1), u’(0) = u°(1) = 0,

M(1/a) :/01—da;.
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F1a. 3. Graficos de a(-/€) e da solucao exata para ¢ = 1/8.

Em uma dimensao, é facil calcular u® analiticamente:

(3.2.4) £(z) = M(1/a) {— /Ox/:f@) dtd§+x/01 /ng(t) dtdg}

Pela versao unidimensional do Teorema [3.1.1, temos convergéncia de u¢ para u°

Supondo (3.2.2), comparamos agora como a solucao homogeneizada se comporta. Con-

sidere a sequéncia de exemplos onde € = 1/4, ¢ = 1/8 e ¢ = 1/16. Pode-se

notar pelas

Figuras 5/ e (6 que para valores de € pequenos, a solucdo homogeneizada u° torna-se uma boa

aproximacao para a solucao exata uc.

Apesar de serem extremamente 1teis em varias aplicagoes, as técnicas de homogeneizacao

apresentam algumas limitagoes. Por exemplo, sua aplicabilidade esta limitada a

valores de €
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F1a. 4. Graficos de a(-/¢€) e da solugao exata para e = 1/16.
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F1a. 5. Solugoes exatas e homogeneizadas para e = 1/4 e e = 1/8.

pequenos, como fica aparente na Figura/5. Outras dificuldades surgem em casos mais gerais,
por exemplo quando a(-) é nao periédico.

3.3. Aproximacao por Elementos Finitos

A forma fraca para (3.2.1), temos que u¢ € H}(0,1) é tal que

(3.3.1) /0 a(z/e) Ocl;; (x ) r)dr = / f(z dr  paratodo v € Hy(0,1).

A existencia e unicidade de solucoes para (3.3.1) se segue imediatamente do Lema de Lax—
Milgram.
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F1a. 6. Comparagao entre as solugoes exata e homogeneizada para € = 1/16.

3.3.1. Discretizacao por Elementos Finitos. No método de Galerkin, escolhemos
um subespago de Hj(0,1) e buscamos solugoes aproximadas de (3.3.1) dentro desse sube-
spaco. Para usar elementos finitos, primeiro discretizamos o dominio (0,1) em N + 1 ele-
mentos definindo os nés 0 =29 < 23 < --- < xyy1 =1, onde x; = jh,e h=1/(N+1) éo
tamanho da malha. A seguir, definimos o espaco de dimensao finita de fungoes lineares por
partes V' € H}(0,1), onde

Vi = {vh € Hy(0,1) : v" ¢ linear em (z;_1,;) for j=1,...,N + 1}.

A aproximagao por elementos finitos de u¢ ¢ u" € V' tal que

(3.3.2) /01 (x/e)ci;; (x ) x)dx —/ f(x)v"(x)dx para todo v" € V7.

Mais uma vez, a existéncia e unicidade de solugoes para (3.3.2]) é consequéncia imediata do
Lema de Lax—Milgram.

OBSERVACAO. Note que u" também depende de ¢, apesar desta dependéncia nao estar
explicitada na notagao.

Observe que uma fungao em V{* pode ser caracterizada de forma tnica pelos seus valores
nos nés Ty, T, etc. Em vista disto, introduzimos uma base em V" dada pelos ¢; € V' tal
que ¢;(z;) = &;; para j =1,..., N. Temos entdao VJ" = span {¢1, ..., oy}

Finalmente, se u”(z) = .~ u;¢;(x), entdo reescrevemos (3.3.2) como

(3.3.3) Zu/( d@( )CZZJ( )dxz/olf(x)qu(w)d:v para j=1,...,N.

Note que u; = u"(z;) é o valor de u" no né x;.

As aproximagoes numéricas para (3.2.1), onde a é dada por (3.2.2) apresentam resultados
variados. Para e = 1/4 ¢ h = 1/32, 0o método de elementos finitos aproxima razoavelmente
bem a solugdo exata, como mostra a primeira comparagao na Figura 7. Entretanto, a
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FI1G. 8. A esquerda: e = 1/16 e h = 1/32. A direita: e = 1/8 ¢ h = 1/64.

aproximagcao se deteriora quando € se torna menor. Veja os graficos para h = 1/32, mas
¢ = 1/8 na Figura[7, e ¢ = 1/16 na Figura [8] (& esquerda). A aproximagao melhora se

refinarmos a malha. Por exemplo, tomando o caso € = 1/8, mas com h = 1/64, temos uma

melhoria na aproximacao, como mostra a Figura 8|
O ponto que queremos ressaltar é que o método de elementos finitos converge, mas a
convergéncia depende de €. Isto pode ser um problema em dimensoes maiores, quando o uso

de malhas refinadas torna-se caro computacionalmente.
3.3.2. O que da errado? A fim de entender melhor porque o método de elementos
finitos cldssico nao funciona bem, desenvolvemos uma andlise de erro para esse problema.

Denotamos por ¢ uma constante independente de €, h, f, a e (.
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A analise é baseada no Lema de Céa, que indica que, a menos de uma constante multi-
plicativa, a aproximacao dada pelo método de Galerkin é a melhor possivel.

LEMA 3.3.1 (Lema de Céa). Sejam u¢ e u" solucoes de (3.2.1) e (3.3.2). Entao existe
uma constante universal ¢ tal que

Jus — w101y < céHuE — v"|m01) para todo v" € V{".
a

DemonsTrRACAO. Para facilitar a notacao, definimos as formas bilineares
1 du€ d 1
o) = [ e/ @G e (f) = [ S

Temos entdao que a solugdo exata u¢ € H(0,1) e sua aproximagao por elementos finitos
uh € Vi satisfazem

b(u,v) = (fv),  bu",W") = (f,0"),
para todo v € H}(0,1) e para todo v" € V*. Portanto b(u — u”,v") = 0. Na nossa analise,
usamos o fato que § > a(x) > a > 0. Comegamos por investigar a continuidade da forma
bilinear b(-, -). Segue-se de sua definigdo que

(3.3.4) b(u,v) < Bllullmio,1)

A seguir, estimamos a coercividade:

|0|| 101y  para todo u,v € Hy(0,1).

L dv\?
(3.3.5) b(v,v) > a/o <%> dr > coz||v||§{1(071) para todo v € Hy(0,1),

onde usamos a desigualdade de Poincaré no ltimo passo. Podemos agora obter estimativas

de erro. Usando (3.3.5), e depois (3.3.4), concluimos que

(3.3.6) |Jju® — uhH%{l(O < Eb(u6 —u uf — ) = Eb(u6 —u ut — o)
’ a a
5 € €
< o flu = w |l [u = o[l para todo v" € V',

O

A fim de de aplicar o Lema de Céa (Lemal3.3.1) usamos uma estimativa classica de erro
de interpolacao garantindo que

(3.3.7) [ — 1" || 101y < chlu| 20,1y,

onde [hu¢ = Zjvzl u(z;)¢; é o interpolador de u em V{'. Fazendo v" = I"u¢ em (3.3.6),
concluimos que

H'lf — UhHH1(071) § C§h|u€|H2(071).
Obtemos finalmente o teorema a seguir usando a estimativa
cf
(3.3.8) w200 = 51 flle2:

onde supomos |a'(z)| < ¢f.
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TEOREMA 3.3.2. Seja f € L*(0,1), e seja u¢ solucio de (3.2.1). Entdo existe uma
constante c independente de €, f,a, § tal que
2

; B~ h
(3.3.9) [ — u"|| 0,1y < C@;HfHL?(O,l)'

Interpretando a estimativa obtida, percebemos de imediato que o método converge quando
h — 0. De fato, para € fixo, o erro vai a zero quando o tamanho da malha vai a zero. O
problema é que a convergéncia em h nao é uniforme em e.

Logo, para € pequeno, a menos que a malha seja muito refinada (h < €), a estima-
tiva (3.3.9) indica que o erro na norma H'(0,1) é grande. Isto faz com que o método de
elementos finitos tradicional seja deficiente para este tipo de problema, e explica os maus
resultados das Figuras(7/e8 (a esquerda).

3.4. Elementos Finitos Multiescala

Mais recentemente, Hou e Wu [51] propuseram uma nova forma de aproximagcao numérica
para EDPs em duas dimensoes com coeficientes oscilatérios. A idéia bésica é mudar as
funcoes de base do espaco de elementos finitos. Ao invés de usar funcoes lineares por partes,
a técnica de elementos finitos multiescala usa fungdes que resolvem localmente (em cada
elemento) a equacgdo em questao.

Apresentamos aqui as idéias no caso unidimensional. Em quase todos os aspectos, in-
cluindo a analise de erro, a extensao para duas dimensoes é natural. Comentamos ao fim
desta secao alguns pontos onde esta generalizacao nao é trivial.

Ressaltamos que apesar da definicao do método feita na Subsegao independer da
periodicidade de a(+), a andlise apresentada na Subsecao baseia-se nesta propriedade.

3.4.1. Definicao do método. A fim de definir o método, construimos as fungoes de
base. Seja v; tal que

d di;
(3.4.1) o (@(37/6) I (3?)) =0 em U (z5o0,75),  ilay) =0y
para i =1,..., N. Definimos entao o espaco de elementos finitos multiescala como sendo

Vbh’e = span {¢1,...,¥n}.

Duas funcoes de base tipica sao apresentadas na Figural9l No grafico a esquerda os parame-
tros sdo € = 1/4 e h = 1/32. Note que a fungao se parece muito com a func¢do de base do
método de elementos finitos usual. Isto é bom, pois neste caso o parametro de malha h é
bem menor do que €, e a funcao de base tradicional ainda funciona bem, vide a primeira
comparacao na Figura|7. No caso oposto, quando € é bem menor que h, temos que a fungao
de base tem carater oscilatério, como é mostrado no gréafico a direita na Figura (9] para
e=1/128 e h =1/32.
Definimos entéo a solucéo de elementos finitos multiescala u¢ € VJ*“ onde

dx dx

Testando entao a aproximacao para € = 1/16 e h = 1/10, vemos na Figura[10 que a solu¢ao
aproximada pelo método de elementos finitos multiescala interpola a solugao exata nos nos.

1 du™c  doe ! h
(3.4.2) / a(z/e) (x) (x)dx = / f(x)v"(x) dz para todo v™* € V™.
0 0
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Fi1c. 10. Gréficos de u¢ e de sua aproximacgao por elementos finitos multi-

escala, com € = 1/16 e h = 1/10.
Isto nao é uma coincidéncia, mas sim uma caracteristica de métodos de elementos finitos que
utilizam funcgoes que sao solugoes locais da propria EDP que estao aproximando, em uma

dimensao . Em dimensoes maiores essa propriedade é, infelizmente!, perdida.
3.4.2. Andlise de erro. A anilise de erro desenvolvida em [52] baseia-se no Lema de

Céa, como feito na Subsegao [3.3.2.
LEMA 3.4.1 (Lema de Céa). Sejam u¢ e u™< solucoes de (3.2.1) e (3.4.2). Entao existe

uma constante universal ¢ tal que
[ — || 101y < CaHUE — 0" g1o1) para todo v € Ve

No método de elementos finitos classico, encontramos uma fungao em V{* que “aproximava
bem” € e estimamos o erro de aproximacio. No caso, a funcio em V{ era o interpolador de

u®. Utilizando o Lema de Céa (Lema [3.3.1)) obtivemos a estimativa final.
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Similarmente, o desafio agora é achar uma aproximacao para u‘ no espago multiescala
Voh’e. A andlise divide-se em dois casos distintos, dependendo se a malha é refinada o sufi-
ciente ou nao, em relagao a €. Na verdade, em uma dimensao, esta divisao em casos distintos
nao faz sentido. Mesmo assim, mantemos a analise dividida nestes dois casos, pois em
dimensoes maiores a andlise de erro da informacoes qualitativas diferentes dependendo se
h < eoue<h.

Caso I: h < e. Neste caso em que supomos a malha suficientemente refinada, obtemos
a seguinte resultado de convergéncia, que a menos de constantes, ¢ o mesmo que o do
Teorema 13.3.2. Ou seja, para malhas refinadas, o método multiescala funciona tdao bem
quanto o método tradicional.

TEOREMA 3.4.2. Seja f € L?(0,1) e seja u® solugdo de (3.2.1). FEntdo existe uma
constante ¢ independente de €, f, a e B tal que

||u® — uh’6HH1(0,1) < Cgh“f”ﬂ(o’l)'

O teorema acima segue-se facilmente do Lema de Céa (Lema/3.4.1) e do seguinte resultado
de interpolacao [52].

LEMA 3.4.3. Seja u solugdo de (3.2.1), e seja I"<u¢ = Zjvzl u(z;)1; interpolador de uf
em Voh’e. Entao existe uma constante ¢ independente de €, f, a e 3 tal que

Ju = I"u| 01y < Ca“f|’%2(071)'

DemonsTrRACGAO. Note que

od d
o = Py € [ = P ala/ ) o ) do

X
/wj
.y

j—1

_ / 7 e — Ih’eue)% [a(:p/e)%uﬁ] do

Tj—1

j—1

d d
€ Ih7€ € € [h,e €
(u u )dx {a(x/e)dx (u u )} dx

Tj
= / (ue - [hveue)fdx < Hu6 - [h76u6‘|L2(Ij717$j)HfHLQ(xjflyxj)'

7—1
Mas a desigualdade de Poincaré nos dd que ||v]|r2(s;_; ;) < ch|v|i(e,_,2;) Para todo v €
Hi(z;-1,2;), e entao

Cv|/u6 - [h7€u€|2H1(ZBJ'_1,$j) S Ch’|,U/6 - Ihﬁue’Hl(xjflyxj)||f||L2(1‘j717zj)'
Logo,

|u€ — Ih’eu€|Hl($j—1,93j) < CaHf”LQ(%fl@j)'

Para encontrar uma estimativa global, basta somar a desigualdade acima em todos os ele-

mentos
N

1 h?
||U6 — _[h’EUEH%_p(O’l) < Ch2 Z &Hf”%Q(xj,l,zj) = CEH‘JCHQLQ(OJ)’
=1
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e tirando raizes dos dois lados da equacao obtemos o resultado. 0

OBSERVACAO. A estimativa obtida no Teorem|3.4.2/é particular ao caso unidimensional.
Em duas dimensdes, a demonstracdo do Lema[3.4.3 tem que ser modificada pois u¢ — I™“u¢
nao mais se anula no bordo dos elementos. O preco final a se pagar é uma estimativa que se
comporta como h/e, ou seja nao é mais uniforme em e como aqui.

Caso II: ¢ < h. Mesmo quando € é pequeno em relacao a malha, e o método de elementos
finitos lineares nao funciona a contento, os elementos finitos multiescala aproximam bem a
solucao exata. Abaixo apresentamos uma estimativa de erro. Para indicar uma constante
que pode depender de o ou (3, mas nao de €, h ou f, utilizamos a letra maituscula C.

TEOREMA 3.4.4. Seja f € L*(0,1), e seja u¢ solucio de (3.2.1). Entdo existe uma
constante C' independente de € e f tal que

Ju® — u"|| 0,1y < C(eh™ 2 + )| fllr20,)-

Para estimar o erro de aproximacgao do presente método, temos que encontrar uma funcao
em Vbh’e que aproxime u¢ para entdo aplicar o Lema de Céa (Lema [3.4.1). Nosso candidato
é uy, interpolador de u° em Voh’e. Note que no Caso I (quando h < €), tomamos como
candidato o interpolador de u¢, diferentemente do que fazemos agora.

Para entender porque este o método multiescala funciona bem para ¢ < h, é necessario
usar a expansao assintética de u€. Isto é possivel se calcularmos os primeiros termos da
expansao assintotica assim como foi feito no caso bidimensional (3.1.10), (3.1.11), (3.1.12).
De fato, seja u” como em (3.2.3), e H solucao de

d dH da
—d—y(a<y>d—y<y>) -2 en 0.1)

(3.4.3) )
H periédica com periodo 1, / H(y)dy = 0.
0

Além disso, seja

(3.4.4) il (z) = —H(x/e)%(gj)_
e 0 tal que
515 L (atefo @) =0 en 0.0

0(0) = u'(0), 6(1) =u'(1).
Temos entao o seguinte resultado, que é a versao unidimensional do Teorema [3.1.1.

TEOREMA 3.4.5. Suponha que f € L*(0,1), e seja u¢ solugio de (3.2.1). Sejam u°, u'
e 0 definidos por (3.2.3), (3.4.4) e (3.4.5) respectivamente. Entao existe uma constante C
independente de f e de € tal que

|luf —u® — eu' + €0 1 (0,1) < CEHUOHH%OJ)'
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Hou, Wu e Cai [52] notaram que a expansao acima vale tanto para a solugao exata como

para os elementos da base de elementos finitos multiescala. Logo, para:=1,..., N a funcao
; pode ser aproximada por ¥ + eb! — €6;, onde

—E?ﬁ? =0 em U (z5o0,25), () = oy
e Y} = H(x/e)dy?/dz. Finalmente

d do;
(/00 =0 e U ). Oy = o)
OBSERVAGAO. Note que 9 = ¢; nada mais é que a funcao de base linear por partes.

Como acima, u; pode ser aproximado por u? + eu} — ey, onde

N
ul = Zuo(xi) v, u; = H(z/e)dul/dx.
i=1

Além disto,
d do
—@(“W%—;(x)):o em UM (zyr,2)), Or(a;) = uj(ay).

Temos entao que

(3.4.6) |lu — w0y < JJu —u® —eu' + €] gy + [|u’ — ufl| o)
+ €l|ut = upllmio) + €Ol mion) + €Ol o) + lur — uf — eus + €br|l 0,1y
A desigualdade
(3.4.7) Ju¢ — u® —u' + €0 g1y < Cellu’|| 20
¢ apresentada no Teoremal3.4.5. J4
(3.4.8) lur — u) — up + €br|[ g1y < Cellu’ || m2(0,1)

baseia-se no Teorema3.4.5 e na estimativa. [|u?|| g2z, , 2,) < Cllu’|| g2, ;) (Ver os detalhes
em [52]). Para obter

(349) Huo — u?HHl(O,l) S CYhH'U/O”}IQ(OJ)7

basta observar que u? é a interpolagao de u" por fungoes lineares por partes. A seguir,
usamos

d(u® — uf)
||u1 - u}”Hl(xjfl,fl‘j) = H(/G)—[
dx
HY (zj-1,25)
ldH
S € ! % ||u0 - u?HHl(Ij—Lmj) + ||H”L°°(071)”u0 - u?“Hz(l"j—hl"j)
L2(0,1)

< Ce_lnuo - u(}”Hl(xj—l,Z'j) + C||u0||H2($j—17$j)'
Somando o quadrado da desigualdade acima entre j =1 e 7 = N + 1 temos

(3.4.10) Ju' = upllgio1y) < Cle " h+ 1) |u’] g2(0,1)-
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)

< Ol 20,1,

Finalmente temos

du®

< o)+

(3.4.11) 100, < C(lu! (0)] + [u' (1)]) < CIIHllLoom,l)(

1021131, s 2y < CHTH(ug ()| + ug(2;)])?

0
du;

%(%—1) + d—;(%)

Somando a desigualdade acima entre j =1 e j = N + 1, concluimos que

(3.4.12) 101117 0.0y < Ch™2 (10| 20,1y

2
< Ch‘lHHH%oo(o,n( ) S O L PR

' du?

DeMONSTRAGAO. (do Teorema [3.4.4l) Para obtermos a estimativa, basta juntar o resul-
tado do Lema/3.4.1le as desigualdades (3.4.6)—(3.4.12), e o resultado de regularidade (3.3.8).
O

OBSERVACAO. A taxa de convergéncia do Teorema 3.4.4 é melhor que o que foi anunciado
em [64], onde a convergéncia alegada é

lue = u" |l m0.1) < Crhll fllpz,0) + Cale/h)"?.
A diferenga aparece nas estimativas de 6 e 7, que ¢é diferente em uma ou duas dimensoes.

3.4.3. Comentarios adicionais. Uma importante diferenga entre uma e duas dimensoes
na técnica de elementos multiescala é que no caso bidimensional nao é claro que condicoes
de contorno deve-se impor nas arestas na definigdo das fungoes de base ;, ver (3.4.1). Em
uma dimensao este problema nao existe, ja que nao existe aresta.

Uma primeira idéia no caso de elementos poligonais seria impor ; sendo linear nas
arestas. Porém esta imposicao de condigoes de contorno nas arestas dos elementos causa
o surgimento de camadas limites puramente numéricas no interior do dominio, ausentes na
solucao exata, fenomeno chamado de ressonancia.

Nos artigos [51,52] surge a interessante proposta de que as fungoes de base também
deveriam satisfazer uma “restricdo unidimensional” do operador diferencial que define a
EDP, ao longo das arestas. Esta proposta é ad hoc, assim como a definicao do que seja
uma restricao unidimensional de um operador bidimensional, mas parece funcionar bem
numericamente. A demonstragao de convergéncia em [52] foi feita supondo-se que as fungoes
de base sao lineares nas arestas.

Outra solucao proposta em [51] para a ressonancia, e analisada em [38] foi o uso de uma
técnica de oversampling, o que torna o método nao conforme.

Finalmente, em [53] aparece a proposta de se usar o método de Petrov—Galerkin a fim de
diminuir ainda mais o efeito das camadas limites internas. O uso de Petrov—Galerkin para
minimizar efeitos de camadas limites espurias foi em proposto independentemente em [42,43].

Para problemas eliticos nao lineares, os autores de [37,39] propoem e analisam um método
de homogenizacao numérica. Através de técnicas de G-convergéncia, os autores provam
que seu esquema converge (a menos de uma subsequéncia). Eles reescrevem suas propostas
usando uma formulacao de Petrov-Galerkin, e fun¢oes num espaco nao linear. Torna-se claro
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entdo que seu método, denominado nonlinear multiscale finite element method (NMsFEM)
¢ uma generalizacao do MsFEM de Hou e Wu [51].

3.5. Métodos alternativos

Outros métodos baseados em elementos finitos vém sendo propostos recentemente na
literatura. Apresentamos aqui alguns deles, com uma pequena lista de referéncias.

Nos métodos descritos abaixo consideramos o dominio 2 C R? como sendo um poligono
convexo. Neste dominio definimos uma parti¢ao regular de €2 em elementos finitos 7, = { K'}.
O tamanho da malha h é definido como o diametro maximo de todos elementos da particao.
Definimos ainda V; C H}(€) como sendo o espago das fungoes lineares por partes em relagio
a particao 7.

3.5.1. Residual Free Bubbles (RFB). A fim de tratar problemas com multiplas
escalas de forma sistemdtica, o método de Residual-Free Bubbles (RFB) foi proposto em [25,
41,44-47]. A motivagao é que fungoes polinomiais por partes nao sao capazes de capturar
os efeitos das pequenas escalas, e portanto o espaco de elementos finitos é enriquecido com
“bolhas”, que sao fungoes de H} () que se anulam na fronteira de cada elemento. Através de
um formalismo, conclui-se que as “bolhas” resolvem a equacao diferencial em cada elemento,
onde o lado direito destes problemas vem do residuo devido a parte polinomial da solucao
numérica. Na pratica, estas solucoes locais sao calculadas de forma exata ou aproximada.
A seguir apresentamos de forma breve o método RFB. Ver também [50], onde o método é
descrito.

Em geral, para problemas com muiltiplas escalas, é possivel decompor a solugao como

Usolugao = Umacro + Umicro

onde Upacro descreve o comportamento macroscépico da solucao, € Umicro © cOmportamento
microscopico. No método RFB, a decomposicao é

URFB = Ulinear T Ub,

onde Uneqr € a parte linear por partes, e a “bolha” w; captura informacgoes sobre a mi-
croescala.

Como exemplo consideramos o problema (3.1.1) e sua correspondente formulagao fraca:
achar u € H}(Q) tal que

b(u,v) = (f,v) paratodo v € Hy(Q).

onde b(u,v) = [, a* Vu-Vvde. Definimos ainda £° como em (3.1.3). Para definir o método,
nao é necessario supor que a‘ seja periédica.
Seja o espaco enriquecido Vi, := V) & B, onde

B={ve H)Q) : v|g € Hy(K) para todo K € T,,}
é o espaco das “bolhas”. O método consiste em achar u;, € V} onde
a(up,vy) = (f,vn) para todo vy, € Vj,.
Escrevendo uy, = uy + up, onde u; € Vi e u, € B temos
(3.5.1) a(uy + up,v1) = (f,v1) para todo v, € Vi,
(3.5.2) a(uy + up,vp) = (f,v) para todo v, € B.
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Tomando em (3.5.2) fungoes teste v, com suporte em um elemento arbitrario K, e integrando
por partes, temos que uy, € solucao forte do problema local

LU =—LuU + [ em K, u, =0 sobre 0K.

para todo elemento K. Escrevendo u, = T'(— L u; + f), substituindo em (3.5.1), e usando
a linearidade do problema, a formulacao final é: achar u; € V; onde

a(uy,v1) —a(T Luy,v1) = (f,v1) —a(T f,v1) para todo v, € V.

Uma primeira forma de se interpretar a formulacao acima é como um método estabilizado
livre de parametros:

Uma outra forma é se olhar como uma técnica de “upscaling” numérico: achar u; € V;
onde

a*(ug,v1) =< f*;v1 > para todo v; € V7,

e a*(uy,v1) = a((I — T LYuy,v), e < f 00 >= (f,vn1) — a(Tf,v1). Na interpretacao
multiescala, V} é o espaco macro, enxerga apenas as propriedades “macro”, e B é o espago
micro, capturando o efeito das pequenas escalas.

Finalmente, é possivel ver esta formulagao “quase” como um método de Petrov—Galerkin.
Se {¢;}Y, é uma base de Vi e u; = Y. | u;;, entdo

N
Zula()‘ugb]):<f7¢j)_a<Tf7¢]) paraj:17"'aN7
=1

onde \; = (I =T L )¢, i.e.,
LN =0 em K, A = ¢; sobre 0K,

As funcgoes de base do espago das func¢oes admissiveis resolvem o operador localmente, e as
funcoes teste continuam as mesmas.

Recentemente, Sangalli [69] aplicou a idéia de RFB em problemas com coeficientes os-
cilatorios com excelentes resultados.

3.5.2. Heterogeneous Multiscale Method (HMM). Uma proposta diferente é o
heterogeneous multiscale method (HMM) descrita em [33-36,62]. Damos uma breve descri¢ao
do método considerando mais uma vez o problema (3.1.1). Se existir matriz efetiva A que
incorpore os efeitos das microescalas, a forma bilinear

v v
D

seria adequada para se buscar uma aproximacao para a solucao original. Considerando para
um elemento K € 7, a quadratura

/K p(x) do ~ gwmm),

temos entao

/(AVV)-VWda: ~ > w[(AVV) -V W](x).

=1
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Aproximamos [(AV V) - VW](z;) da seguinte forma. Considere I5(z;) o quadrado de
tamanho 0 centrado em x;, e, dado V' € Vj ache v; = R(V') tal que

—div[a“(z) Vu(z)] =0 em Is(x),
vy =V sobre dls(x;).
Tome entao

AV V) VW) ~ %/j( (0@ V()] V(o) e,

onde vy = R(V) e w; = R(W).

OBSERVACAO. A escolha de 0 depende do problema em questdo. Por exemplo, para
problemas periddicos, § pode ser o proprio periodo. As condicoes de contorno para se definir
o operador R(-) também podem ser mudadas para, por exemplo, V' — R(V') periddico em

Is(xy).
No caso periddico, o erro de aproximacao ¢ dado por
U = Unynellrpy < C(h+e),
desde que o problema de célula seja escolhido apropriadamente.

3.5.3. Comentarios adicionais. O uso de solugoes exatas ou aproximadas para con-
struir os espagos variacionais com em [19-21,51,52] nao é simples, ja que pode ser complicado
escolher o espaco “correto” para um determinado problema. Uma interessante comparacao
mostrando como diferentes escolhas de espacos influenciam as taxas de convergéncia para
um problema de advec¢ao unidimensional pode ser encontrado em [49].

O formalismo do método RFB serve como “guia” para definigao dos espagos variacionais.
Por outro lado, a construcao via RFB também introduz camadas limites espurias no interior
do dominio; impor que a bolha se anula nas arestas é a causa. Sangalli [69] minimizou
este efeito indesejavel introduzindo macrobolhas, encarecendo entretanto as solugoes dos
problemas locais.

O HMM parece uma alternativa viavel, tendo inclusive a vantagem de definir problemas
locais independentes da pequena escala, ao contrario do MSsFEM e do RFB.

Para problemas com coeficientes periddicos, Versieux e Sarkis [72-74] propoem um efi-
ciente método numérico baseado em aproximagoes dos termos da expansao assintética da
solugao. O custo computacional resulta também independente de e.
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