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Prefácio. Neste minicurso serão apresentados tópicos em análise numérica, onde ferra-
mentas de análise e EDPs são essenciais. Será dada enfase em problemas que apresentam
múltiplas escalas, com exemplos de EDPs em domı́nios delgados, EDPs com coeficientes
oscilatórios, e problemas em domı́nios com fronteiras rugosas.

Diferentes técnicas de análise assintótica e de discretização serão abordadas, conside-
rando as seguintes duas questões principais:
(1) Como discretizar de forma ”eficiente” problemas com múltiplas escalas.
(2) Como preservar certas propriedades sob discretização, i.e., como manter propriedades

qualitativas das soluções cont́ınuas quando estas são discretizadas.
Estas notas de aula servem de apoio ao minicurso, mostrando detalhes técnicos que não

serão mostrados durante as apresentações, bem como apontando referências importantes.
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CAPÍTULO 1

Placas linearmente elásticas

Consideramos neste caṕıtulo o problema de modelar placas linearmente elásticas. Uma
placa é um corpo tridimensional fino, e por modelos entende-se equações postas num domı́nio
bidimensional que “aproximem” o problema original.

A necessidade desta modelagem, também conhecida como redução de dimensão, é antiga,
e deveu-se primeiramente a possibilidade de se utilizar técnicas anaĺıticas exclusivas a duas di-
mensões, como variáveis complexas, para atacar problemas tridimensionais de dif́ıcil análise.
A redução de dimensão ganhou nova utilidade com o surgimento de aproximações computa-
cionais, mais baratas em duas dimensões do que em três.

A equação biharmônica, também conhecida por Kirchhoff–Love, para placas, derivada a
partir de argumentos f́ısicos, ficou tão conhecido que é também chamado de equação da placa.
Na verdade este modelo não é o único, e nem de longe o melhor. Nas engenharias, variantes
do modelo do tipo de Reissner–Mindlin são utilizados. Tipicamente, suas derivações são
mais uma vez baseadas em argumentos f́ısicos.

A seguir descreveremos como os modelos biharmônico e de Reissner–Mindlin podem
(deveriam?) ser derivados, a relação entre eles, o quão bom eles são, e aspectos numéricos
pertinentes.

1.1. Introdução

Seja Ω ⊂ R
2 um domı́nio suave, e seja ǫ ∈ (0, 1] a metade da espessura de uma placa

homogênea e linearmente elástica que ocupa o domı́nio P ǫ = Ω × (−ǫ, ǫ). Denotamos seu
lado por ∂P ǫ

L = ∂Ω × (−ǫ, ǫ), e suas partes de cima e de baixo por ∂P ǫ
± = Ω × {−ǫ, ǫ}.

Ω ǫ

∂P ǫ
±

∂P ǫ
L

O deslocamento uǫ : P ǫ → R
3 e a tensão σǫ : P ǫ → R

3×3
sim (espaço das matrizes simétricas

3 × 3) são tais que

(1.1.1)
σǫ = C e(uǫ), div σǫ = −f ǫ em P ǫ,

σǫn = gǫ sobre ∂P ǫ
±, uǫ = 0 sobre ∂P ǫ

L,

onde f ǫ : P ǫ → R
3 e gǫ : ∂P ǫ

± → R
3 representam os carregamentos volumétricos e de tração.

Supomos ainda que não há deslocamento na parte lateral da placa. Denotamos a parte

1



2 1. PLACAS LINEARMENTE ELÁSTICAS

simétrica do gradiente de u por

e(uǫ) =
1

2
(∇uǫ + ∇T uǫ),

i.e., eij(u
ǫ) = (∂iu

ǫ
j + ∂ju

ǫ
i)/2. Além disso, (div σǫ)i =

∑3
j=1 ∂jσ

ǫ
ij. O tensor de elasticidade

C é definido tal que C τ = 2µτ +λ tr(τ)δ, onde µ e λ são as constantes de Lamé, e δ a matriz
identidade 3 × 3.

Estendendo a notação já utilizada, decompomos vetores tridimensionais e matrizes 3× 3
como abaixo:

u =

(

u

u3

)

, σ =

(

σ
∼∼

σ

σT σ33

)

,

onde u, σ, são vetores bidimensionais, σ
∼∼

é matriz 2 × 2, e u3 e σ33 são escalares. Um ponto

arbitrário em P ǫ é dado por xǫ = (xǫ, xǫ
3), onde xǫ ∈ Ω. Notação similar é utilizada para os

espaços de funções e outras variáveis.
O problema de elasticidade tridimensional se desacopla em dois problemas, um rela-

cionado ao alongamento da placa, outro com a flexão. Para uma dada função k em P ǫ ou
∂P ǫ

±, existe uma única decomposição em suas partes pares e ı́mpares com respeito a xǫ
3, i.e.,

k = kpar + k ı́mpar onde

kpar(xǫ) =
k(xǫ, xǫ

3) + k(xǫ,−xǫ
3)

2
, k ı́mpar(xǫ) =

k(xǫ, xǫ
3) − k(xǫ,−xǫ

3)

2
.

Decompomos então

uǫ = uǫs + uǫb , σǫ = σǫs + σǫb , gǫ = gǫs + gǫb , f ǫ = f ǫs + f ǫb ,

onde

uǫs =

(

uǫpar

uǫı́mpar

3

)

, σǫs =

(

σ
∼∼

ǫpar

σǫı́mpar

(σǫı́mpar

)T σǫpar

33

)

,(1.1.2)

uǫb =

(

uǫı́mpar

uǫpar

3

)

, σǫb =

(

σ
∼∼

ǫı́mpar

σǫpar

(σǫpar

)T σǫı́mpar

33

)

,(1.1.3)

gǫs =

(

gǫpar

gǫı́mpar

3

)

, gǫb =

(

gǫı́mpar

gǫpar

3

)

, f ǫs =

(

f ǫpar

f ǫı́mpar

3

)

, f ǫb =

(

f ǫı́mpar

f ǫpar

3

)

.(1.1.4)

É fácil ver que a parte de alongamento uǫs , σǫs é solução de (1.1.1) com gǫ substituido por

gǫs e f ǫ substituido por f ǫs . Similarmente para os termos de flexão uǫb , σǫb . Nestas notas
consideramos apenas os problemas de flexão.

1.2. Resultados de convergência

Consideramos agora a sequência de problemas parametrizados por ǫ, e buscaremos qual-
ificar o comportamento assintótico de uǫ quando ǫ → 0. Seguimos aqui as idéias básicas
apresentadas em [27].

A primeira dificuldade é que o domı́nio P ǫ depende também de ǫ, e esta é superada através
da mudança de variáveis x = (x, x3) = (xǫ, ǫ−1xǫ

3). Definimos então a placa escalonada
P = Ω × (−1, 1), sua lateral ∂PL = ∂Ω × (−1, 1), e suas partes de cima e de baixo por
∂P± = Ω × {−1, 1}.
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Definimos também os deslocamentos escalonados

u(ǫ)(x) =
(

u(ǫ)(x), u3(ǫ)(x)
)

=
(

ǫ−1uǫ(xǫ), uǫ
3(x

ǫ)
)

.

Por simplicidade consideramos o caso em que a única força atuante é f ǫ
3, e consideramos que

f ǫ
3(x

ǫ) = ǫ2f3(x), onde f3 : P → R independe de ǫ. Baseado nas definições acima temos
imediatamente que

(1.2.1)

∫

P

C eǫ(u(ǫ)) : eǫ(v) dx =

∫

P

f3v3 dx para todo v ∈ V (P ),

onde V (P ) = {v ∈ H1(P ) : v = 0 em ∂PL} e

eǫ(v) =

(

e
∼∼
(v) ǫ−1 e(v)

ǫ−1 eT (v) ǫ−2e33(v)

)

.

Temos então o seguinte resultado

Teorema 1.2.1. A sequência de soluções de soluções u(ǫ) de (1.2.1) converge forte para

uKL em H1(P ) quando ǫ → 0, onde

(1.2.2) uKL(x, x3) =

(

−x3 ∇ ζ(x)
ζ(x)

)

e ζ ∈ H2
0 (Ω) é solução fraca de

(1.2.3)
8µ(λ + µ)

3(λ + 2µ)
∆2ζ =

∫ 1

−1

f3(x, x3) dx3 em Ω, ζ =
∂ζ

∂n
= 0 em ∂Ω

DEMONSTRAÇÃO. Dividiremos a demonstração em alguns passos.
Passo 1: De (1.2.1) temos que u(ǫ) e eǫ(u(ǫ)) são limitados em V (P ) e L2(P ), e portanto

existem u ∈ V (P ) e e ∈ L2(P ), e subsequências (que também indexamos por ǫ) convergindo
fraco para u e e, nos respectivos espaços, i.e., u(ǫ) ⇀ u em V (P ), e eǫ(u(ǫ)) ⇀ e em L2(P ).

Passo 2: Mostrar que u ∈ V KL(P ), onde

V KL(P )
def
= {(v, v3) ∈ V (P ) : ∂3v = −∇ v3, ∂3v3 = 0}

=

{(

η(x) − x3 ∇ ζ(x)
ζ(x)

)

∈ V (P ) : η ∈ H1(Ω), ζ ∈ H2
0 (Ω)

}

.

Como u(ǫ) ⇀ u em V (P ), então e(u(ǫ)) ⇀ e(u) em L2(P ). Como e
∼∼

ǫ(u(ǫ)) = e
∼∼
(u(ǫ)), então

e
∼∼

= e
∼∼
(u). Além disto, como eǫ(u(ǫ)) é limitada, então por definição ‖ei,3(u(ǫ))‖L2(P ) ≤ cǫ

para i = 1, 2, 3. Logo ei,3(u(ǫ)) → 0 em L2(P ) e portanto ei3(u) = 0.
As duas formas para se definir V KL são válidas pois de ∂3v3 = 0 e v3 = 0 em ∂PL

implica em v3(x) = η3(x) para algum η3 ∈ H1
0 (Ω). Além disto, ∂3v = −∇ η3 e então

v(x) = η(x) − x3 ∇ η3(x) para algum η ∈ H1(Ω). Como v ∈ V (P ), então η ∈ H1(Ω) e
η3 ∈ H2

0 (Ω).
Passo 3: Mostrar que

e =

(

e
∼∼
(u) 0

0 − λ
2µ+λ

tr(e
∼∼
(u))

)
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Note de (1.2.1) que para v ∈ V (P ),

(1.2.4) ǫ2

∫

P

f3v3 dx = ǫ2

∫

P

C eǫ(u(ǫ)) : eǫ(v) dx

= ǫ2

∫

P

2µ e
∼∼

ǫ(u(ǫ)) : e
∼∼

ǫ(v)+4µ eǫ(u(ǫ))·eǫ(v)+2µeǫ
33(u(ǫ))eǫ

33(v)+λ tr(eǫ(u(ǫ))) tr(eǫ(v)) dx

=

∫

P

2µǫ2 e
∼∼

ǫ(u(ǫ)) : e
∼∼
(v) + 4µǫ eǫ(u(ǫ)) · e(v) + 2µeǫ

33(u(ǫ))e33(v)

+ λ tr(eǫ(u(ǫ)))[ǫ2 tr(e
∼∼

ǫ(v)) + e33(v))] dx.

Como eǫ(u(ǫ)) ⇀ e, então tomando ǫ → 0 acima, obtemos
∫

P

[2µe33 + λ tr(e)]∂3v3 dx = 0,

para todo v3 ∈ H1(Ω) tal que v3 = 0 em ∂PL. Logo e33 = −λ/(2µ + λ) tr(e
∼∼
(u)). Tomando

agora v3 = 0 e dividindo por ǫ em (1.2.4), temos

ǫ

∫

P

f3v3 dx =

∫

P

2µǫ e
∼∼

ǫ(u(ǫ)) : e
∼∼
(v) + 4µ eǫ(u(ǫ)) · ∂3v + λǫ tr(eǫ(u(ǫ))) tr(e

∼∼

ǫ(v)) dx.

Tomando novamente ǫ → 0 temos que e = 0.
Passo 4: unicidade do limite. Para definir o problema que u satisfaz, note que

∫

P

2µ e
∼∼

ǫ(u(ǫ)) : e
∼∼
(v) + λ tr(eǫ(u(ǫ))) tr(e

∼∼

ǫ(v)) dx =

∫

P

f3v3 dx para todo v ∈ V KL(P ).

Logo, tomando ǫ → 0 e usando resultados anteriores, obtemos
(1.2.5)

∫

P

2µ e
∼∼
(u) : e

∼∼
(v) +

2µλ

2µ + λ
tr(e

∼∼
(u)) tr(e

∼∼
(v)) dx =

∫

P

f3v3 dx para todo v ∈ V KL(P ).

Mas este espaço é fechado em V (P ), e a forma (1.2.5) é coerciva em V (P ), portanto u está
unicamente definido. Conclúımos também que toda famı́lia u(ǫ) converge fraco para u, e
não somente subsequências.

Usando que u ∈ V KL, escrevemos u = (ξ(x) − x3 ∇ ζ(x), ζ(x)). Escolhendo v =
(η(x), 0) em (1.2.5), conclúımos que ξ = 0. Escolhendo v = (−x3 ∇ η(x), η(x)) em (1.2.5),
e integrando por partes obtemos (1.2.3).

Passo 5: Convergência forte de u(ǫ). Mostraremos que e(u(ǫ)) converge forte para e(u)
em L2(P ), e deste resultado teremos pela desigualdade de Korn que u(ǫ) converge forte em
V (P ).

Primeiramente note que como ‖ei,3(u(ǫ))‖L2(P ) → 0, e ei,3(u) = 0, a convergência de
ei,3(u(ǫ)) é forte. Note a seguir que

(1.2.6)

∫

P

C[eǫ(u(ǫ)) − e] : [eǫ(u(ǫ)) − e] dx =

∫

P

f3u3(ǫ) dx +

∫

P

C[e−2 eǫ(u(ǫ))] : e dx

→

∫

P

f3u3 dx −

∫

P

C e : e dx =

∫

P

f3u3 dx −

∫

P

2µ(e
∼∼

: e
∼∼
) +

2µλ

λ + 2µ
[tr(e

∼∼
)]2 dx = 0

por (1.2.5). Então eǫ(u(ǫ)) → e, e segue-se que e
∼∼
(u(ǫ)) = e

∼∼

ǫ(u(ǫ)) → e
∼∼

= e
∼∼
(u). ¤
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Observação. Cabe ressaltar que no desenvolvimento acima, os termos devidos ao deslo-
camento de membrana não aparecem. Isto é devido à simplificação no carregamento, dado
somente por f3. Em geral, o deslocamento de membrana é modelado por uma equação
de segunda ordem desacoplada do problema biharmônico. Este desacoplamento é também
um caso particular das propriedades materiais escolhidas. Para laminados por exemplo,
ou mesmo materiais homogêneos porém ortotrópicos, os regimes de flexão e membrana se
acoplam.

Posśıveis cŕıticas à derivação do modelo biharmônico pelo resultado acima são a perda
de contato com o comportamento f́ısico da placa, e que a convergência é dada num domı́nio
não f́ısico, a placa escalonada P . Ao nosso ver entretanto, a demonstração acima é prefeŕıvel
do ponto de vista matemático do que aos clássicos argumentos de que “fibras permacem
normais à superf́ıcie média”, argumentação de provavelmente dif́ıcil formalização lógica.

Mantendo o esṕırito de modelagem assintótica, mas utilizando-se de técnicas de expansões
formais, justificadas somente a posteriori, Dauge e Gruais [31] desenvolveram expansões de
ordem arbitrárias para u(ǫ) na forma

(1.2.7) u(ǫ) ∼ uKL + ǫu1
KL + ǫw1 + ǫ2u2 + ǫ2w2 + · · · .

O primeiro termo da expansão acima é dado como em (1.2.2), justificando novamente o
modelo biharmônico. Os termos subsequentes são u1

KL ∈ V KL, e u2, u3, etc, que não satis-
fazem as condições de contorno corretas em ∂PL. Este erro é compensado pelos corretores
de fronteira w1, w2, etc. Um interessante resultado deste trabalho é a estimativa de erro

‖u(ǫ) − uKL‖H1(P ) ≤ cǫ1/2.

Observação. Em [63] foi utilizado o Teorema de Prager–Synge para demonstrar a
convergência do modelo biharmônico, mas este não é derivado.

1.3. Modelos do tipo Reissner–Mindlin

Um outro modelo para placas linearmente elásticas é o Reissner–Mindlin (tomaremos aqui
a liberdade de denominar por Reissner–Mindlin todas as variantes deste tipo de modelo).
Normalmente este modelo é também obtido com uma certa dose de considerações de ordem
f́ısicas, e se tornou popular na comunidade de engenharia por “incluir cisalhamento”.

Existe entretanto uma derivação [7] totalmente baseada em argumentos matemáticos e
que posiciona o sistema de Reissner–Mindlin numa hierarquia de modelos que se tornam cada
vez mais complexos (e acurados) [71]. A modelagem não tem cunho assintótico, e é baseada
num prinćıpio variacional de Hellinger–Reissner. Uma das vantagens desta modelagem é que
permite o uso do prinćıpio das duas energias (ou Teorema de Prager–Synge) para estimação
do erro de aproximação.

Abaixo mostramos como se pode definir as equações de Reissner–Mindlin, e discutimos
sua “consistência assintótica”, num sentido que deixaremos claro mais a seguir.

1.3.1. Redução de dimensão. O segundo prinćıpio variacional de Hellinger–Reissner

caracteriza a solução (uǫ, σǫ) de (1.1.1) como o único ponto cŕıtico de

L′(v, τ) =
1

2

∫

P ǫ

C−1 τ : τ dxǫ +

∫

P ǫ

div τ · v dxǫ +

∫

P ǫ

f ǫ · v dxǫ
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em V ′(P ǫ) × S ′
0
(P ǫ), onde

V ′(P ǫ) = L2(P ǫ), S ′
0
(P ǫ) = { τ ∈ H(div, P ǫ) : τn = 0 sobre ∂P ǫ

± }.

De forma equivalente, uǫ ∈ V ′(P ǫ) e τ ∈ S ′
0
(P ǫ) satisfazem

∫

P ǫ

C−1 σǫ : τ dx +

∫

P ǫ

uǫ · div τ dxǫ = 0 para todo τ ∈ S ′
0
(P ǫ),

∫

P ǫ

div σǫ · v dxǫ =

∫

P ǫ

−f · v dxǫ para todo v ∈ V ′(P ǫ).

Ao procurar pontos cŕıticos de L′ em subespaços de V ′(P ǫ)×S ′
0
(P ǫ), definimos classes de

modelos. Os subespaços escolhidos são compostos por funções que variam polinomialmente
na direção transversa. Uma possibilidade é escolher

V ′(P ǫ, 1) = {v ∈ V ′(P ǫ) : grau3v = 1, grau3v3 = 2},

S ′
0
(P ǫ, 1) = {τ ∈ S ′

0
(P ǫ) : grau3τ∼∼

= 1, grau3τ = 2, grau3τ33 = 3}.

Por grau3v = 1 indicamos que v é um polinômio linear com respeito à xǫ
3, etc.

Note que pela escolha feita, div S ′
0(P

ǫ, p) = V ′(P ǫ, p) e a condição inf-sup garante a
existência de um único ponto cŕıtico (u, σ) de L′. Segue-se também que não apenas

div σ(p) = −π
V ′f

ǫ,

onde π
V ′f

ǫ é a projeção ortogonal L2 de f ǫ em V ′(P ǫ, 1), mas σ minimiza a energia com-

plementar

Jc(τ) =
1

2

∫

P ǫ

C−1 τ : τ dxǫ

sobre τ ∈ S ′
0(P

ǫ, 1) tais que div τ = −π
V ′f

ǫ.

Observação. Fica claro que a escolha de espaços acima, é só uma das posśıveis para
se obter modelos. Intuitivamente, aumentando o grau dos polinômios escolhidos, ou melhor,
enriquecendo os espaços aproximantes, os modelos tornam-se melhores, porém mais com-
plexos. Há que se prestar atenção também no fato de que nem todas as escolhas de graus
polinomiais gerarão problemas bem postos.

Quanto ao modelo final, por simplicidade levaremos em conta que a única força atuante é
o peso da placa, i.e., existe uma densidade de força volumétrica dada por uma constante f ǫ

3.
Suponha que

(1.3.1) u(xǫ) =

(

−φ(xǫ)xǫ
3

ω(xǫ) + ω2(xǫ)p2(x
ǫ
3)

)

,

onde p2(z) = (3/2)(z2 − ǫ2/5). Então

−
1

3
div C∗ e

∼∼
(φ) + ǫ−2 5λ

6
(φ − ∇ ω) = 0 em Ω,

ǫ−2 5λ

6
div(φ − ∇ ω) = ǫ−2f ǫ

3 em Ω,

φ = 0 ω = 0 sobre ∂Ω,
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onde C∗ e
∼∼
(u) = 2µ e

∼∼
(u) + 2µλ

2µ+λ
tr(e

∼∼
(u)) δ

∼∼
.

Este é um modelo de Reissner–Mindlin model, com fator de cisalhamento 5/6. As outras
incógnitas podem ser calculadas a posteriori por simples substituições. Veja [7], onde as
equações acima são calculadas explicitamente.

1.3.2. Consistência. Dizemos que um modelo de placas é assintoticamente consistente

quando o limite ǫ → 0 é o mesmo do problema original (1.3.1). De forma mais precisa, se
obedecendo aos mesmos escalonamentos do Teorema 1.2.1, o limite em H1(P ) da solução do
modelo é uKL, definido em (1.2.2).

Observação. Outra forma de se definir consistência assintótica para uma sequência de
aproximações uM,ǫ para uǫ é impor

lim
ǫ→0

‖uǫ − uM,ǫ‖L2(P ǫ)

‖uǫ‖L2(P ǫ)

= 0,

para todo carregamento tal que a solução do modelo biharmônico seja diferente de zero. A
vantagem desta definição alternativa é evitar o uso da placa escalonada e estimar a con-
sistência no domı́nio original P ǫ.

No caso de Reissner–Mindlin definido por, basta mostrar que

φ → ∇ ζ, ω → ζ,

forte quando ǫ → 0 (é fácil depois mostrar que o termo ω2, que não foi explicitado nestas
notas, converge para zero). Para mostrar que esta convergência, reescrevemos a solução de
Reissner–Mindlin como

(1.3.2) (φ, ω) = arg min
(v,v3)∈H1

0(Ω)×H1
0 (Ω)

J(v, v3)

onde a energia de Reissner–Mindlin é dada por

(1.3.3) J(v, v3) =
1

3

∫

Ω

C∗ e
∼∼
(v) : e

∼∼
(v) dx + ǫ−2 5λ

6

∫

Ω

|v − ∇ v3|
2 dx −

∫

Ω

f3v3 dx.

Usamos acima o escalonamento f ǫ
3 = ǫ2f3. A fim de calcular o limite quando ǫ → 0, usamos

o seguinte resultado [13,26].

Lema 1.3.1. Sejam X e Z espaços de Hilbert, a : X × X → R forma bilinear simétrica
limitada e não negativa, B : X → Z e F : X → R lineares e limitados. Suponha que exista
c > 0 tal que

a(x, x) + ‖Bx‖2
Z ≥ c‖x‖2

X para todo x ∈ X.

Então,

(1) Para todo ǫ > 0 existe um único xǫ ∈ X que minimiza

Eǫ(x) =
1

2
a(x, x) +

ǫ−2

2
‖Bx‖2

Z − F (x).

(2) Existe um único x0 ∈ N (B) (núcleo de B) que minimiza

E0(x) =
1

2
a(x, x) − F (x).
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(3) lim
ǫ→0

xǫ = x0 em X.

DEMONSTRAÇÃO. A primeira e segunda afirmativas seguem-se do fato que

(x1, x2) 7→ a(x1, x2) + ǫ−2(Bx1, Bx2)Z

define uma aplicação bilinear coerciva e limitada em X, e por Lax–Milgram. Aqui, (·, ·)Z

indica o produto interno em Z. De fato, xǫ ∈ X e x0 ∈ N (B) são as soluções de

a(xǫ, x) + ǫ−2(Bxǫ, Bx)Z = F (x) para todo x ∈ X,

a(x0, x) = F (x) para todo x ∈ N (B).

A seguir note que existe constante c tal que para todo ǫ ≤ 1,

‖xǫ‖2 ≤ c[a(xǫ, xǫ) + ǫ−2‖Bxǫ‖2
Z ] = cF (xǫ) ≤ c‖F‖X∗‖xǫ‖X .

Portanto ‖xǫ‖X e ǫ−1‖Bxǫ‖Z são limitados uniformemente em ǫ. Logo Bxǫ → 0, e existe
subsequência de (xǫ), ainda denotada por (xǫ), convergindo fraco para algum x̄ em X. Note
que Bx̄ = limǫ→0 Bxǫ = 0. Da mesma forma, ǫ−1Bxǫ converge fraco para algum p em Z.
Tomando o limite em a(xǫ, x) = F (x) para x ∈ N (B), temos que

a(x̄, x) = F (x) para todo x ∈ N (B),

e portanto x̄ = x0. Conclúımos então que toda a sequência (xǫ) converge fraco para x0. Para
mostrar que a convergência é forte, usamos que

‖xǫ−x0‖
2
X ≤ a(xǫ−x0, x

ǫ−x0)+ǫ−2‖B(xǫ−x0)‖
2
Z = a(xǫ, xǫ)+a(x0, x0−2xǫ)+ǫ−2‖Bxǫ‖2

Z

= F (xǫ) + a(x0, x0 − 2xǫ) → F (x0) − a(x0, x0) = 0,

e portanto xǫ → x0. Note também que como Bx0 = 0, então ǫ−1Bxǫ → 0. ¤

Aplicamos agora o resultado de convergência acima para a solução de Reissner–Mindlin
definida por (1.3.2). Sejam

X = H1
0(Ω) × H1

0 (Ω), Z = L2(Ω), F (v, v3) =

∫

Ω

f3v3 dx,

a((v, v3); (w∼ , w3)) =
1

3

∫

Ω

C∗ e
∼∼
(v) : e

∼∼
(v) dx, B(v, v3) =

5λ

6

∫

Ω

|v − ∇ v3|
2 dx,

Primeiro observamos que N (B) = {(∇ v3, v3) : v3 ∈ H2
0 (Ω)}. Então por substituição

conclúımos que (φ, ω) → (∇ ζ, ζ), onde ζ é a solução do problema biharmônico (1.2.3).
Portanto, o modelo de Reissner–Mindlin aqui apresentado é assintoticamente consistente,
como queŕıamos mostrar.

Observação. É posśıvel também expandir φ e ω em suas séries assintóticas [16], como
em (1.2.7). Isto gera uma expansão para u (1.3.1) que coincide com a de (1.2.7) em seu
primeiro termo.
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Fig. 1. Discretização e função linear por partes [75].

1.4. Aspectos numéricos

Os dois modelos aqui apresentados, o biharmônico e o de Reissner–Mindlin apresentam
dificuldades distintas porém interligadas, sob o ponto de vista de discretizações com métodos
de Galerkin, em particular com elementos finitos.

Abaixo descrevemos rapidamente o método de elementos finitos “clássico” e a seguir
discutimos a discretização dos modelos para placas.

1.4.1. O método de elementos finitos. O método de Galerkin com elementos finitos
para EDPs baseia-se em formulações fracas. A idéia é satisfazer as formas fracas não no
espaço original, mas sim buscar uma solução aproximada num subespaço deste, em geral
de dimensão finita. Por sua praticidade, o método de elementos finitos popularizou-se nas
últimas décadas.

Para exemplificar o caso mais comum, seja Ω um domı́nio poligonal, e considere uma
triangularização regular Th de Ω, cujos triângulos tenham diâmetro máximo h. Denominamos
de nós os vértices dos triângulos. Seja o espaço Vh(Ω) ⊂ H1(Ω) de funções lineares em
cada triângulo de Th. Ou seja, é o espaço de funções cont́ınuas lineares por partes. Uma
triangularização t́ıpica e uma função linear por partes são representadas na figura 1. Se
a : H1(Ω) × H1(Ω) → R é uma forma bilinear, coerciva e limitada, e u ∈ H1(Ω) satisfaz

a(u, v) = f(v) para todo v ∈ H1(Ω),

onde f ∈ H−1(Ω), então a solução por elementos finitos uh ∈ Vh(Ω) resolve

a(u, vh) = f(vh) para todo vh ∈ Vh(Ω).

Note não somente que o Lema de Lax–Milgram garante existência e unicidade da solução uh,
mas que a(u− uh, vh) = 0 para todo vh ∈ Vh(Ω). Logo, usando a coecividade e continuidade
da forma bilinear temos que

‖u − uh‖
2
H1(Ω) ≤ ca(u − uh, u − uh) = ca(u − uh, u − vh) ≤ c‖u − uh‖H1(Ω)‖u − vh‖H1(Ω)

para todo vh ∈ Vh(Ω). Portanto ‖u − uh‖H1(Ω) ≤ c infvh∈Vh(Ω) ‖u − vh‖H1(Ω), o que garante
uma “certa” optimalidade do método. Usando teoria de interpolação obtemos a desigualdade
clássica

‖u − uh‖H1(Ω) ≤ ch2‖u‖H2(Ω).



10 1. PLACAS LINEARMENTE ELÁSTICAS

1.4.2. Discretizações para Reissner–Mindlin. Como a forma bilinear associada ao
problema biharmônico exige maior regularidades dos espaços aproximantes, discretizações
“clássicas” demandam a construção de funções também com maior regularidade, no caso
funções com derivadas cont́ınuas. Esta construção é não trivial em geral, e existem várias
alternativas (métodos não conformes, mistos, descont́ınuos) na literatura que propõe o uso
de subespaços menos regulares.

Quanto ao sistema de Reissner–Mindlin, uma interessante situação se apresenta. O sis-
tema é de segunda ordem, e a forma bilinear é cont́ınua e coerciva. Portanto, não só a
solução por elementos finitos se aproxima da solução exata quando a dimensão do subespaço
aproximante cresce, como o resultado de melhor aproximação garante que a solução numérica
é a melhor do subespaço, na norma da energia (1.3.3). Em outras palavras, o método de
Galerkin com polinômios de baixa ordem converge quando h → 0.

O problema aqui é que a convergência depende fortemente de ǫ. Isto não chega a ser
surpresa pois o problema limite, quando ǫ → 0, é de quarta ordem, e neste limite a técnica
utilizada para equações de segunda ordem simplesmente não funcionam.

Mais precisamente, dada uma triangularização Th de Ω, sejam Φh ⊂ H1
0(Ω) e Wh ⊂

H1
0 (Ω) espaços das funções cont́ınuas e lineares por partes. Seja

(φh, ωh) = arg min
(v,v3)∈Φh×Wh

J(v, v3)

a solução de Galerkin que minimiza a energia de Reissner–Mindlin (1.3.3). Pelo Lema 1.3.1,
limǫ→0(φh, ωh) → (∇ ω0

h, ω
0
h) ∈ Φh × Wh. Mas como ω0

h ∈ Wh é linear por partes, então
∇ ω0

h é constante por partes. Mas ∇ ω0
h ∈ Φh ⊂ H1

0(Ω) implica que ∇ ω0
h é constante

em Ω e se anula na fronteira ∂Ω. A conclusão é que limǫ→0 φh → ∇ ω0
h = 0. De forma

análoga ∇ ω0
h = 0 e ω0

h ∈ H1
0 (Ω) implicam em limǫ→0 ωh = ω0

h = 0. Logo a solução numérica
“limite” é dada por φ0

h = 0, ω0
h = 0. Para ǫ ≪ h porém não nulo, (φh, ωh) torna-se “quase”

zero, distante da solução exata. A este fenômeno dá-se o nome de trancamento ou locking

numérico.
Uma estratégia bem sucedida na literatura para evitar trancamento é a seguinte. Começa-

se definindo um espaço de elementos finitos Γh ⊃ ∇ Wh, bem como um operador P h : Φh →
Γh. Busca-se então minimizar a energia

(1.4.1) Jh(v, v3) =
1

3

∫

Ω

C∗ e
∼∼
(v) : e

∼∼
(v) dx + ǫ−2 5λ

6

∫

Ω

|P hv − ∇ v3|
2 dx −

∫

Ω

f3v3 dx,

ao invés de (1.3.3). Quando ǫ → 0, a restrição limite torna-se P hφ
0
h = ∇ ω0

h. A introdução
de Γh e P h gera flexibilidade e possibilita definições de esquemas numéricos que não sofrem
com o trancamento [40].

Outra estratégia comum para gerar métodos sem trancamento é a seguinte [14]. Definimos
o cisalhamento

ζ = ǫ−2 5λ

6
(∇ ω − φ),

e reescrevemos a solução (φ, ω, ζ) de Reissner–Mindlin na forma mista, como único ponto
cŕıtico, na verdade de sela, de
(1.4.2)

L(v, v3,γ) =
1

3

∫

Ω

C∗ e
∼∼
(v) : e

∼∼
(v) dx +

∫

Ω

γ · (∇ v3 − v) dx − ǫ2 6

10λ

∫

Ω

|γ|2 dx −

∫

Ω

f3v3 dx,
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em H1
0(Ω) × H1

0 (Ω) × L2(Ω). Note que a reformulação acima elimina o comportamento
singular em ǫ = 0 ao preço de não ser mais um problema de mı́nimo. Ao contrário do método
de Galerkin, discretizações mistas envolvendo (1.4.2) são normalmente livres de trancamento,
mas nem todas as escolhas de espaços de aproximação são bem postas ou estáveis. Em
Galerkin, “qualquer” escolha de espaços é estável, mas o problema de trancamento está
presente.

Nesta linha de pensamento, temos que (φ, ω, ζ) ponto cŕıtico de (1.4.2) resolve em Ω

−
1

3
div C∗ e

∼∼
(φ) − ζ = 0,

− div ζ = f3,

5λ

6
(∇ ω − φ) − ǫ2ζ = 0,

com as condições de contorno φ = 0, ω = 0 sobre ∂Ω. Usando a decomposição de Helmholtz,
existem únicos r ∈ H1

0 (Ω) e p ∈ H1(Ω)/R tais que ζ = ∇ r + curl p, onde curl p =
(∂p/∂y,−∂p/∂x). O sistema torna-se então

−∆r = f3,

−
1

3
div C∗ e

∼∼
(φ) − curl p = ∇ r,

−(φ − ∇ ω) − ǫ2 6

5λ
curl p = ǫ2

∇ r.

ou, na forma fraca,
∫

Ω

∇ r · ∇ ν dx =

∫

Ω

f3ν dx para todo ν ∈ H1
0 (Ω),

1

3

∫

Ω

div C∗ e
∼∼
(φ) : e

∼∼
(ψ) dx −

∫

Ω

curl p · ψ dx =

∫

Ω

∇ r · ψ dx para todo ψ ∈ H1
0(Ω),

∫

Ω

−φ · curl q dx − ǫ2 6

5λ

∫

Ω

curl p · curl q dx = 0 para todo q ∈ H1(Ω)/R,

∫

Ω

∇ ω · ∇ s dx =

∫

Ω

φ · ∇ s dx + ǫ2

∫

Ω

∇ r · ∇ s dx para todo s ∈ H1
0 (Ω).

A discretização do sistema acima torna-se agora mais acesśıvel. De fato, a primeira equação
é a de Poisson. Calculado r, as duas equações seguintes representam um sistema de Stokes
perturbado para (−φ2, φ1). Finalmente temos uma outra equação de Poisson para ω. Para
todos os problemas acima existem eficientes formulações numéricas com elementos finitos.

Mais recentemente, alternativas envolvendo métodos do tipo Galerkin descont́ınuo têm
sido explorados com sucesso [15].





CAPÍTULO 2

Modelagem em domı́nios com fronteiras rugosas

Estamos interessados em EDPs definidas em domı́nios cuja fronteira, ou ao menos parte
dela, é rugosa. Este tipo de problemas tem várias aplicações, e soluções numéricas são
em geral caras computacionalmente pois envolvem a discretização da fronteira com malhas
muito refinadas. Uma sáıda é substituir a EDP original por outra, num domı́nio mais fácil
de ser discretizado. Discutimos este tipo de procedimento, restritos a casos periódicos, na
Seção 2.2. Outra possibilidade, que proporemos na Seção 2.3, é o uso de elementos finitos
multiescalas, que dispensa periodicidade num processo de homogeneização numérica.

Em ambos métodos, técnicas de análise assintótica são ferramentas fundamentais, moti-
vando o desenvolvimento de novos modelos, e ajudando na análise de erro.

2.1. Definição do problema

Considere a sequência de soluções uǫ, parametrizada por ǫ < 1, tal que

(2.1.1)
−∆uǫ = f em Ωǫ,

uǫ = 0 sobre ∂Ωǫ,

onde f ∈ L2(Ωǫ).
Suponha que o domı́nio Ωǫ é um retângulo com um fundo rugoso, como na Figura 1.

Para d > ǫ, seja

(2.1.2) Ωǫ = {x = (x, y) ∈ R
2 : 0 < x < 1, −d + ψǫ

r(x) < y < 1},

onde a função de Lipschitz ψǫ
r é tal que ψǫ

r(0) = ψǫ
r(1) = 0, e ‖ψǫ

r‖L∞(0,1) < ǫ. O gráfico de
ψǫ

r define Γǫ
r, a fronteira inferior de Ωǫ:

Γǫ
r = {(x, y) ∈ ∂Ωǫ : y = −d + ψǫ

r(x)}.

Ωs

Ωǫ
r

Γ

d

Fig. 1. O domı́nio Ωǫ.

13
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Definimos dois subdomı́nios de Ωǫ, um contendo as rugosidades, e outro longe delas, como
na Figura 1. Sejam

(2.1.3) Ωs = (0, 1) × (0, 1), Ωǫ
r = Ωǫ\Ωs, Γ = (0, 1) × {0}.

Note que

(2.1.4) Ωǫ
r = {x = (x, y) ∈ Ωǫ : 0 < x < 1, −d + ψǫ

r(x) < y < 0}.

Por simplicidade supomos que f se anula em Ωǫ
r.

2.2. Modelos baseados em leis de parede

Supomos neste caso que as rugosidades são periódicas, i.e., ψǫ
r(x) = ǫψr(ǫ

−1x1), onde a
função ψr : R → R é independente de ǫ, de Lipschitz e periódica com peŕıodo 1. Sem perda
de generalidade, supomos que ‖ψr‖L∞(R) = 1. Finalmente, Seja

(2.2.1) d = d0ǫ,

onde d0 > 1.

2.2.1. Definição da expansão assintótica. É claro que a solução uǫ depende não
trivialmente de ǫ. O objetivo aqui é tornar esta dependência expĺıcita, e mostrar como se
pode desenvolver modelos para (2.1.1). Procuramos uma expansão formal na forma

(2.2.2) uǫ ∼ u0 + ǫv1(ǫ) + ǫΨ1(ǫ) + ǫ2v2(ǫ) + ǫ2Ψ2(ǫ) + · · · ,

onde os Ψi(ǫ) são “corretores de fronteira”. Os termos vi(ǫ), e Ψi(ǫ) dependem de ǫ, como
a notação indica. Apesar de parecer estranho à primeira vista, sua introdução na verdade
torna o desenvolvimento da expansão mais simples. Numa segunda etapa, é posśıvel reor-
denar (2.2.2) formalmentetal que todos seus termos independam de ǫ.

O procedimento para encontrar os termos da expansão usa argumentos baseados em
“decomposição de domı́nios”, veja a Figura 2, e se baseia no seguinte resultado.

Lema 2.2.1. Seja Ω ⊂ R
2 limitado e de Lipschitz, e seja Γ uma interface que divide Ω

em dois subdomı́nios Ω− e Ω+. Seja e função tal que e = 0 em (∂Ω−\Γ) ∪ (∂Ω+\Γ). Então
existe uma constante c independendente de Ω− e tal que
(2.2.3)
‖e‖H1(Ω−) + ‖e‖H1(Ω+) ≤ c

(

‖∆e‖L2(Ω−) + ‖∆e‖L2(Ω+) + ‖J(e)‖
H

1
2 (Γ)

+ ‖J(∂e/∂n)‖
H−

1
2 (Γ)

)

onde J(·) representa o salto sobre Γ.

DEMONSTRAÇÃO. Sejam e− = e|Ω− , e+ = e|Ω+ . Segue-se da identidade de Green que
∫

Ω−

|∇ e−|2 dx = −

∫

Ω−

e−∆e− dx −

∫

Γ

e−
∂e−

∂n+
dΓ,

∫

Ω+

|∇ e+|2 dx = −

∫

Ω+

e+∆e+ dx +

∫

Γ

e+ ∂e+

∂n+
dΓ,
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Ω−

Ω+

Γ

Fig. 2. Decomposição de um domı́nio.

onde n+ indica o vetor normal (apontando para fora) à ∂Ω+. Combinando as identidades, e
somando e subtraindo

∫

Γ
e−∂e+/∂n+ dΓ, conclúımos que

|e−|2H1(Ω−) + |e+|2H1(Ω+)

= −

∫

Ω−

e−∆e− dx −

∫

Ω−

e+∆e+ dx +

∫

Γ

e−
(

∂e+

∂n+
−

∂e−

∂n+

)

dΓ +

∫

Γ

(e+ − e−)
∂e+

∂n+
dΓ

≤ ‖e−‖L2(Ω−)‖∆e−‖L2(Ω−) + ‖e+‖L2(Ω+)‖∆e+‖L2(Ω+)

+ ‖e−‖
H

1
2 (Γ)

∥

∥

∥

∥

J

(

∂e

∂n

)∥

∥

∥

∥

H−
1
2 (Γ)

+ ‖J(e)‖
H

1
2 (Γ)

‖
∂e

∂n

+

‖
H−

1
2 (Γ)

≤ (‖∆e−‖L2(Ω−) + ‖∆e+‖L2(Ω+))‖e‖L2(Ω)

+ ‖e−‖H1(Ω−)‖J(
∂e

∂n
)‖

H−
1
2 (Γ)

+ ‖J(e)‖
H

1
2 (Γ)

‖e+‖H1(Ω+).

Usamos acima a desigualdade de Cauchy–Schwartz e do traço, e a dualidade entre H−1/2(Γ)
e H1/2(Γ). O lema segue então de uma aplicação da desigualdade de Poincaré. ¤

Aplicamos o Lema 2.2.1 com a decomposição proposta na Seção 2.1. É natural definir
u0, o primeiro termo da expansão assintótica, tal que

(2.2.4)
−∆u0 = f em Ωs,

u0 = 0 on ∂Ωs, u0 = 0 sobre Ωǫ
r.

Usando o Lema 2.2.1 com e = uǫ − u0, vemos que a fonte de erro é o salto J(∂x2
u0):

‖e‖H1(Ωǫ
r) + ‖e‖H1(Ωs) ≤ c‖∂x2

u0‖
H−

1
2 (Γ)

.

Para remediar isto, seja φ0(x1) = ∂x2
u0(x1, 0), i.e., φ0 é a restrição de ∂x2

u0|Ωs sobre Γ. A
mesma convenção vale para ∂u1/∂y(x, 0), etc. Seja χǫ

r a função caracteŕıstica do conjunto
Ωǫ

r, i.e.,

χǫ
r(x) =

{

1 se x ∈ Ωǫ
r,

0 caso contrário.
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Adicionamos então a função −χǫ
r(x)(x2 + d)φ0(x1) à expansão assintótica a fim de corrigir

o salto na derivada x2. Como a condição de contorno de Dirichlet em Γǫ
r não é satisfeita,

adicionamos um corretor à expansão, Ψ1(ǫ) − χǫ
rZ

1(ǫ), onde

−∆Ψ1(ǫ) = −χǫ
r∆[(ǫ−1x2 + d0)φ

0 + Z1(ǫ)] em Ωǫ,(2.2.5)

Ψ1(ǫ) = (ǫ−1x2 + d0)φ
0 + Z1(ǫ) sobre Γǫ

r.(2.2.6)

A introdução de Z1(ǫ) é necessária para garantir o decaimento exponencial de Ψ1(ǫ) para
zero na direção de x2. Note que Ψ1(ǫ) e Z1(ǫ) dependem de ǫ, e que na verdade ainda não
estão nem bem definidos. De fato, definimos em geral Ψi(ǫ) e Zi(ǫ) como expansões formais
em ǫ,

Ψi(ǫ)(x) ∼ ψ0(ǫ−1x)φi−1(x1) + ǫψ1(ǫ−1x)∂x1
φi−1(x1) + ǫ2ψ2(ǫ−1x)∂x1x1

φi−1(x1) + · · · ,

(2.2.7)

Zi(ǫ)(x) ∼ z0φi−1(x1) + ǫz1∂x1
φi−1(x1) + ǫ2z2∂x1x1

φi−1(x1) + · · · .(2.2.8)

Acima, ψi é periódica com peŕıodo ǫ−1 na direção x1, e zi são constantes que dependem da
geometria das rugosidades, mas são independentes de ǫ. Adiamos a definição precisa destes
termos para a Subseção 2.2.2.

Portanto, com o erro e = uǫ −
[

u0 − χǫ
r(x2 + d)φ0 − ǫχǫ

rZ
1(ǫ) + ǫΨ1(ǫ)

]

, temos

‖e‖H1(Ωǫ
r) + ‖e‖H1(Ωs) ≤ ǫ‖Z1(ǫ) + d0φ

0‖
H

1
2 (Γ)

.

Continuamos a definir os termos da expansão. Seja

(2.2.9)
−∆u1 = 0 em Ωs,

u1 = −(d0 + z0)φ0 sobre Γ, u1 = 0 sobre ∂Ωs\Γ, u1 = 0 sobre Ωǫ
r.

Logo, se e = uǫ −
[

u0 − (x2 + d)χǫ
rφ

0 − ǫZ1(ǫ)χǫ
r + ǫΨ1(ǫ) + ǫu1

]

, então

‖e‖H1(Ωǫ
r) + ‖e‖H1(Ωs) ≤ ǫ‖∂x2

u1‖
H−

1
2 (Γ)

+ ǫ2‖z1∂x1
φ0 + ǫ2∂x1x1

φ0 + · · · ‖
H

1
2 (Γ)

.

Definimos φ1 = ∂x2
u1|Γ, e adicionamos −ǫχǫ

r(x2 + d)φ1 + ǫ2Ψ2(ǫ) − ǫ2χǫ
rZ

2(ǫ) à expansão,
onde

−∆Ψ2(ǫ) = −χǫ
r∆[(ǫ−1x2 + d0)φ

1 + Z2(ǫ)] em Ωǫ,

Ψ2(ǫ) = (ǫ−1x2 + d0)φ
1 + Z2(ǫ) sobre Γǫ

r.

Temos agora

e = uǫ −
[

u0 − (x2 +d)χǫ
rφ

0 − ǫZ1(ǫ)χǫ
r + ǫΨ1(ǫ)+ ǫu1 − ǫ(x2 +d)χǫ

rφ
1 + ǫ2Ψ2(ǫ)− ǫ2χǫ

rZ
2(ǫ)

]

,

e
‖e‖H1(Ωǫ

r) + ‖e‖H1(Ωs) ≤ ǫ2‖Z2(ǫ) + d0φ
1 + z1∂x1

φ0 + ǫz2∂x1x1
φ0 + · · · ‖

H
1
2 (Γ)

.

Continuamos ainda um pouco definindo φ2 = ∂x2
u2|Γ, e adicionando

ǫ2u2 − ǫ2(x2 + d)χǫ
r∂x2

u2 + ǫ3Ψ3(ǫ) − ǫ3χǫ
rZ

3(ǫ)

à expansão, onde
(2.2.10)

−∆u2 = 0 in Ωs,

u2 = −(d0 + z0)φ1 + z1∂x1
φ0 sobre Γ, u2 = 0 sobre ∂Ωs\Γ, u2 = 0 sobre Ωǫ

r,
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e

(2.2.11)
−∆Ψ3(ǫ) = −χǫ

r∆[(ǫ−1x2 + d0)φ
2 + Z3(ǫ)] em Ωǫ,

Ψ3(ǫ) = (ǫ−1x2 + d0)φ
2 + Z3(ǫ) sobre Γǫ

r.

O erro agora é

e = uǫ −
[

u0 − (x2 + d)χǫ
rφ

0 + ǫΨ1(ǫ) − ǫχǫ
rZ

1(ǫ) + ǫu1 − ǫ(x2 + d)χǫ
rφ

1 + ǫ2Ψ2(ǫ)

− ǫ2χǫ
rZ

2(ǫ) + ǫ2u2 − ǫ2(x2 + d)χǫ
r∂x2

u2 + ǫ3Ψ3(ǫ) − ǫ3χǫ
rZ

3(ǫ)
]

,

e
‖e‖H1(Ωǫ

r) + ‖e‖H1(Ωs) ≤ ǫ3‖z2∂x1x1
φ0 + z1∂x1

φ1 + z0φ2 + ǫ · · · ‖
H

1
2 (Γ)

.

Os termos subsequentes deste procedimento formal são definidos de forma similar.

2.2.2. O problema do corretor de fronteira. Analisamos agora o problema do cor-
retos em detalhes. Considere o problema de achar Ψ e Z tais que

−∆Ψ = −χǫ
r∆[(ǫ−1x2 + d0)φ + Z) em Ωǫ,(2.2.12)

Ψ = (ǫ−1x2 + d0)φ + Z sobre Γǫ
r.(2.2.13)

Aqui, enquanto φ é uma função dada variando somente com x1, Z é desconhecida a priori,
e é introduzida para garantir que Ψ decaia exponencialment para zero na direção x2. As
soluções Ψ e Z dependem de ǫ não trivialmente, então supomos que formalmente

(2.2.14) Ψ ∼ Ψ0 + ǫΨ1 + ǫ2Ψ2 + · · · , Z ∼ Z0 + ǫZ1 + ǫ2Z2 + · · · ,

As funções em (2.2.12), (2.2.13) não são periódicas em geral. Entretanto fazemos uso da
periodicidade das rugosidades e reescrevemos o problema do corretor como uma sequência
de problemas em domı́nios periódicos. Além disto, motivados pelas variações rápidas das
rugosidades, usamos as coordenadas escalonadas

x̂ = (x̂1, x̂2) = (ǫ−1x1, ǫ
−1x2),

e supomos uma primeira aproximação para Ψ e Z são dadas por

(2.2.15) Ψ0(x) = ψ0(x̂1, d0 + x̂2)φ(x1), Z0(x1) = z0φ(x1),

onde ψ0 é x̂1-periódica, z0 é constante, e tanto Ψ0 como z0 ainda têm que ser determinadas.

Observação. Neste ponto, ainda não há bons argumentos indicando que z0 é constante,
mas note que quanto mais simples Z0 for, melhor. Mostraremos ainda, a posteriori, que a
forma que supomos para Z0 é suficiente para que Ψ0 decaia exponencialmente.

Uma conta rápida mostra que o laplaciano de uma função da forma u(x̂1, x̂2)v(x1) é

(2.2.16) − (∂x1x1
+ ∂x2x2

)(uv) = −ǫ−2
(

∂x̂2x̂2
u + ∂x̂1x̂1

u
)

v − 2ǫ−1∂x̂1
uv′ − uv′′.

Logo,

(2.2.17)
−∆(ψ0φ) = −ǫ−2

(

∂x̂2x̂2
ψ0 + ∂x̂1x̂1

ψ0
)

φ − 2ǫ−1∂x̂1
ψ0φ′ − ψ0φ′′,

−∆(x̂2φ) = −x̂2φ
′′, −∆(z0φ) = −z0φ′′.

Para continuar a descrição da expansão, introduzimos o problema de cela, comum em
homogeneização. Normalmente estes problemas de cela servem para levar informações da
pequena escala para o comportamento macrosópico da solução.
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x̂2

x̂1

ψr

Fig. 3. A cela.

No presente caso, o problema da cela é definida na faixo semi-infinita Ωr, que contém
a geometria das rugosidades, i.e., Ωr ocupa a faixa semi-infinita limitada lateralmente em
x̂1 = 0 e x̂1 = 1, e inferiormente pela fronteira Γ−

r = { (x̂1, ψr(x̂1)) : x̂1 ∈ (0, 1) }, i.e.,

Ωr = {(x̂, ŷ) ∈ R
2 : x̂ ∈ (0, 1), ŷ > ψr(x̂)},

Veja a Figura 3.
Definimos C∞

per(Ωr) restringindo a Ωr as funções C∞(R2) que são 1-periódicas com respei-

to à θ̂. Seja H1
per(Ωr) o fechamento de C∞

per(Ωr) com respeito à norma H1(Ωr). Introduzimos
também o espaço de funções com decaimento exponencial.

S(Ωr) = {w ∈ H1
per(Ωr) : w(x̂, ŷ)eαŷ ∈ H1(Ωr) para algum α > 0} .

Basedo em (2.2.12), (2.2.14), (2.2.15), e (2.2.17), e formalmente igualando as mesmas
potências de ǫ, conclúımos que ψ0 é harmônica. As condições de contorno sobre as rugosi-
dades vêm de (2.2.13), (2.2.14), e (2.2.15). É posśıvel mostrar [9, 60] que existe uma única
ψ0 ∈ S(Ωr), e uma única constante z0 tal que

∂x̂1x̂1
ψ0 + ∂x̂2x̂2

ψ0 = 0 em Ωr, ψ0 = x̂2 + z0 sobre Γ−
r ,

ψ0 é x̂1-periódica, lim
x̂2→∞

ψ0 = 0.

Além disto, 0 ≤ z ≤ ‖ψr‖L∞(0,1), e ‖w‖H1(Ωr) ≤ c, onde c depende somente da geometria da
rugosidade.

Temos então que

−∆[(ψ0 − χǫ
rx̂2 + χǫ

rz
0)φ] = −2ǫ−1∂x̂1

ψ0φ′ − ψ0φ′′ + χǫ
rx̂2φ

′′ − χǫ
rz

0φ′′ em Ωǫ,

ψ0 − x̂2 + z0 = 0 sobre Γǫ
r.

Definimos então Ψ1(x) = ψ1(x̂1, d0 + x̂2)φ
′(x1), Z1 = z1φ′ onde

−[∂x̂2x̂2
ψ1 + ∂x̂1x̂1

ψ1] = 2∂x̂1
ψ0 em Ωr, ψ1 = z1 sobre Γ−

r .

Logo,

−∆[(ψ0 − χǫ
rx̂2+χǫ

rz
0)φ + ǫ(ψ1 + χǫ

rz
1)φ′]

= −ψ0φ′′ + χǫ
rx̂2φ

′′ − χǫ
rz

0φ′′ − 2∂x̂1
ψ1φ′′ − ǫψ1φ′′′ − ǫχǫ

rz
1φ′′′ em Ωǫ,

(ψ0 − χǫ
rx̂2 + χǫ

rz
0)φ + ǫ(ψ1 + χǫ

rz
1)φ′ = 0 sobre Γǫ

r.
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Analogamente, Ψ2(x) = ψ2(x̂1, c0 + x̂2)φ
′′(x1), e Z2 = z2φ′′ onde

−[∂x̂2x̂2
ψ2 + ∂x̂1x̂1

ψ2] = ψ0 − χrx̂2 + χrz
0 + 2∂x̂1

ψ1 em Ωr, ψ2 = z2 sobre Γ−
r ,

onde χr(x̂2) = 1 se x̂2 ≤ c0, e χr(x̂2) = 0 caso contrário. É fácil ver que os lados direitos
das equações ficam mais complicados à medida que avança na determinação dos termos da
expansão. É crucial notar entretanto que as equações não envolvem φ ou suas derivadas.

Concúımos finalmente que

(2.2.18) Ψ(ǫ) ∼ ψ0φ + ǫψ1φ′ + ǫ2ψ2φ′′ + · · · , Z(ǫ) ∼ z0φ + ǫz1φ′ + ǫ2z2φ′′ + · · · .

2.2.3. Derivação das leis de parede. O objetivo é aproximar uǫ usando elementos
finitos (ou diferenças finitas), sem ter que discretizar a fronteira rugosa. Uma solução é
aproximar uǫ somente em Ωs, pois este domı́nio é suave. Aproximaremos então uǫ por

uǫ ≈ u0 + ǫu1.

mas sem ter que resolver os problemas que definem cada termo. As funções u0, u1 são dadas
por (2.2.4), (2.2.9). Heuristicamente, consideraremos somente funções que têm influência no
interior do domı́nio. Sobre Γ temos uǫ ≈ u0 + ǫu1 = −ǫ(c0 + z0)φ0, e ∂x2

uǫ ≈ φ0 + ǫφ1, e
então

uǫ + ǫ(c0 + z0)∂x2
uǫ ≈ ǫ2(c0 + z0)φ1,

e este termo pode ser pequeno dependendo da aplicação.
Definimos então ū aproximando uǫ em Ωs por

(2.2.19)
−∆ū = f em Ωs,

ū + ǫ(c0 + z0)∂x2
ū = 0 sobre Γ, ū = 0 sobre ∂Ωs\Γ.

As estimativas de erro são obtidas expandindo ū em sua série assintótica. De fato,

ū ∼ ū0 + ǫū1 + ǫ2ū2 + · · · ,

onde

(2.2.20)
−∆ūi = δi,0f em Ωs,

ūi = −(c0 + z0)∂x2
ūi−1 sobre Γ, ūi = 0 sobre ∂Ωs\Γ.

Note também que,

(2.2.21)

∥

∥

∥

∥

ū −
n

∑

i=0

ǫiūi

∥

∥

∥

∥

Hk(Ωs)

≤ cǫn+1.

O erro de modelagem é estimado então por

‖uǫ − ū‖H1(Ωs) ≤ ‖uǫ − u0 − ǫu1‖H1(Ωs) + ‖ū − ū0 − ǫū1‖H1(Ωs)

≤ ‖uǫ − u0 − ǫu1 − ǫψ0φ0‖H1(Ωs) + ǫ‖ψ0φ0‖H1(Ωs) + cǫ2 ≤ cǫ1/2,

onde na primeira desigualdade usamos a desigualdade triangular, a as identidades u0 = ū0 e
u1 = ū1.

Podemos também estimar o erro em outras normas, de forma similar. Por exemplo

‖uǫ − ū‖L2(Ωs) ≤ cǫ2.
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Table 1. Estimativas de erro relativo para modelos de ordem 0.

quantidade erro em L2(Ωs) erro em L2(Ω̊s)

u O(ǫ) O(ǫ)

∇u O(ǫ1/2) O(ǫ)

Table 2. Estimativas de erro relativo para modelos de ordem 1.

quantidade erro em L2(Ωs) erro em L2(Ω̊s)

u O(ǫ2) O(ǫ2)

∇u O(ǫ1/2) O(ǫ2)

Uma outra medida importante é o quão bem o modelo aproxima a solução exata no

interior do domı́nio, i.e., considere Ω̊s ⊂ Ωs tal que Ω̊s ∩ Γ = ∅. Então

‖uǫ − ū‖0,Ωs + ‖uǫ − ū‖Hk(Ω̊s)
≤ cǫ2.

A melhora na convergência é porque a camada limite não tem influência “expressiva” longe
das rugosidades.

Comparamos nas tabelas 1 e 2 as estimativas de aproximação do presente modelo (“mod-
elo de ordem um”) com um que aproxima uǫ por u0 (“modelo de ordem zero”). Note as
melhores taxas de convergência na maioria das normas, com exceção da norma em H1. Isto
ocorre porque nenhum dos modelos captura a camada limite exatamente.

Observação. Trabalhando com hipóteses de periodicidade das rugosidades, vários au-
tores propuseram leis de parede do tipo da descrita acima para diferentes operadores [1–6,
10–12, 22, 24, 59, 60]. O procedimento envolve em geral problemas de cela, como é t́ıpico
em homogeneização. Em particular o caso de rugosidades em fronteiras rugosas curvas foi
considerado em [59,60]. O caso randômico foi também considerado recentemente [23].

2.3. Um método de elementos finitos multiescalas

Propomos e analisamos um esquema de elemento finitos multiescalas para lidar com
EDPs em domı́nios com fronteiras rugosas. Não há neccessidade de se supor nenhum tipo
de periodicidade da fronteira, e portanto o método é bastante geral. No caso de fronteiras
periódicas, provamos a convergência do esquema.

Apesar dos avanços obtidos com técnicas como as discutidas acima, o caso não periódico
não foi considerado, com a excessão já mencionada [23].

Por outro lado, como discutido no caṕıtulo 3, vários métodos numéricos para EDPs
com coeficientes oscilatórios forem recentemente considerados na literatura [19, 33–35, 38,
39, 50–53, 69]. Uma propriedade destes métodos é que não há a necessidade de se derivar
equações homogeneizadas para somentente depois se discretizar o problema. Ao contrário,
os métodos tratam do problema em sua forma original.
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Fig. 4. A mesh for Ωǫ, and a patch of elements of Th intercepting Γǫ
r.

O objetivo aqui é discutir um método de elementos finitos multiescalas para se tratar o
problema de fronteiras rugosas (2.1.1).

2.3.1. Definição do método. Variações de métodos numéricos multiescalas (MEFMs)
são usados em diferentes contextos [38, 39, 50–53], as funções de base são soluçõeslocais,
em cada elemento do problema original, e captura as propriedade qualitativas da “pequena
escala”, e trz estas informações para formulações globais, num processo de “upscale”.

Propomos aqui um método de Galerkin onde as funções de base têm suporte local, como
no método de elementos finitos tradicional. Entretanto, o presente método não usa funções
poligonais. Na verdade, aqui, os elementos finitos não são nem poĺıgonos, mas podem ter
uma geometria “rugosa”. A idéia básica por trás do método é que a influência da geometria
deve ser capturada pelas funções de base, sem afetar a dimensão do espaço aproximante.
Portanto, o método é de Galerkin, onde as funções de base são soluções locais do operador
considerado (laplaciano), possivelmente num elemento rugoso.

Sejam N ∈ N e h = 1/(N + 1) > ǫ. Para i = 0, . . . , N , seja Kǫ
i = {(x, y) ∈ Ωǫ

r :
ih < x < (i + 1)h}. Note que estes elementos definem uma partição de Ωǫ

r. Em seguida,
introduzimos uma malha cartesiana para Ωs usando quadrados de lado h. Este procedimento
induz uma partição Th para Ωǫ em elementos finitos, nem todos sendo quadriláteros. De
fato, se K ∈ Th ∩ Ωs, então K é um quadrada de lado h. Caso contrário, K tem um
fundo rugoso, e lados e topo retos, como na figura 4. A malha Th tem como nós o conjunto
N = {(ih, jh) ∈ Ωǫ : i = 1, . . . , N, j = 0, . . . , N}.

Para cada nó xi ∈ N ∩ Ωs, associamos uma função bilinear por partes λi ∈ H1
0 (Ωǫ), tal

que λi(xj) = δij para todo xj ∈ N .
Para cada nó xi ∈ N ∩ Γ, definimos λi ∈ H1

0 (Ωǫ) tal que

(2.3.1)
−∆λi = 0 em ∪N

j=0 Kǫ
j ,

λi(xj) = δij para todo xj ∈ N , λi é linear sobre ∪N
j=0 ∂Kǫ

j ∩ Ωǫ.

Estendemos λi para Ωs impondo que λi seja bilinear por partes em Ωs.
Usando as funções acima, definimos

V ǫ
h = span{λi} ⊂ H1

0 (Ωǫ).

A solução multiescala uǫ
h ∈ V ǫ

h é simplesmente a aproximação de Galerkin de uǫ em V ǫ
h , i.e,

(2.3.2)

∫

Ωǫ

∇ uǫ
h(x) · ∇ vh(x) dx =

∫

Ωǫ

f(x)vh(x) dx para todo vh ∈ V ǫ
h .
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Observação. Observe que o cálculo de cada função de base depende de ǫ, e é portanto
cara computacionalmente. Apesar de ser posśıvel reduzir os custos via computação paralela,
isto é uma desvantagem do método. Entretanto, como observado por Marcus Sarkis [70],
ao menos para problemas bidimensionais, é posśıvel obter matriz de banda reduzida se se
numerar os nós apropriadamente.

Observação. O presente método é particularmente atraente se (2.1.1) tem que ser
resolvido repetidas vezes para diferentes fontes. De fato, as funções de base têm que que ser
calculadas apenas uma vez, e o tamanho das matrizes finais são independentes de ǫ.

2.3.2. Análise numérica. Nesta subseção desenvolvemos uma análise de erro para o
esquema numérico proposto. A análise é baseada em métodos assintóticos, e nos restrigimos
ao caso de periódico. Nos baseamos nos resultados apresentados na Seção 2.2.

Ao contrário de (2.2.1), supomos que existe constantes γ ∈ (0, 1], e c0 positivos tal que

(2.3.3) c0ǫ
1−γ ≤ d.

Lembramos que o parâmetro d entra na definição de Ωǫ. Veja Figuras 1, e também as
equações (2.1.2), (2.1.4).

Observação. A restrição (2.3.3) relaciona-se ao fato que d não deve ser muito pequeno.
De fato, as rugosidade acarreta oscilações em uǫ que decaem exponencialmente quando y/ǫ
cresce, e com (2.3.3) garantimos que a parte oscilatória da solução é no máximo polinomial
em Ωs com respeito à ǫ.

2.3.2.1. Expansão assintótica da solução exata. Redefinimos aqui como uǫ depende de ǫ.
Os termos da expansão são ligeiramente diferente da Seção 2.2, devido à mudança (2.3.3),
como abaixo:

(2.3.4) uǫ(x) ∼







(d + y − ǫW − ǫz)
∂u0

∂y
(x, 0) + (d + y)

∂u1

∂y
(x, 0) + . . . in Ωǫ

r,

u0(x) + u1(x) + . . . in Ωs.

finimos u0 como em (2.2.4) e W (x, y) = ψ0(ǫ−1x, ǫ−1(d + y)) em Ωǫ
r.

Finalmente, seja

(2.3.5)

−∆u1 = 0 em Ωs,

u1 = (d − ǫz0)
∂u0

∂y
sobre Γ, u1 = 0 sobre ∂Ωs\Γ, u1 = 0 sobre Ωǫ

r.

Para

e(x) = uǫ(x) − u0(x) − u1(x) + (y − ǫW )
∂u0

∂y
(x, 0)χǫ

r,

sob as hipótese (2.3.3), existe constante c independente de ǫ tal que

(2.3.6) ‖e‖H1(Ωǫ) ≤ cd3/2, ‖e‖H1(Ωs) ≤ cd2.

Valem ainda as seguintes estimativas.

Lema 2.3.1. Sejam u0, u1, e W como acima. Então existe constante c, independente de
ǫ tal que

‖u0‖H1(Ωs) + d−1‖u1‖H1(Ωs) + ǫ−1/2‖W‖L2(Ωǫ
r) + ǫ1/2‖∇ W‖L2(Ωǫ

r) ≤ c.
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Notamos a seguir que a desigualdade de Poincaré’s vale uniformemente com respeito à
ǫ [60], i.e., existe uma constante c independente de ǫ tal que

‖v‖L2(Ωǫ) ≤ c|v|H1(Ωǫ),

para todo v ∈ H1
0 (Ωǫ). Conclúımos então que o Lema de Céa’s vale uniformemente com

respeito à ǫ.

Lema 2.3.2. [Lema de Céa] Seja uǫ ∈ H1
0 (Ωǫ) solução de (2.1.1), e uǫ

h ∈ V ǫ
h solução

de (2.3.2). Então existe constante c independente de ǫ tal que

‖uǫ − uǫ
h‖H1(Ωǫ) ≤ c inf

vǫ
h∈V ǫ

h

|uǫ − vǫ
h|H1(Ωǫ).

A meta agora é achar uma boa aproximação para uǫ em V ǫ
h . Usaremos as expansões de

uǫ e das funções de base como ferramenta [52]. Apresentamos agora a expansão em Kǫ
i das

funções de base λi definidas em (2.3.1), correspondente ao nó (ih, 0) ∈ Γ ∩ N . A expansão
de λi em Kǫ

i−1 é similar. Em Kǫ
i ,

(2.3.7) λi(x) =
1

h(d − ǫz)

[(

d + y − ǫW − ǫz
)

(xi+1 − x) + ǫθi(x) + ǫri(x)
]

,

onde xi+1 = (i + 1)h, e θi satisfaz

−∆θi = 0 em Kǫ
i ,

θi(x, y) = (xi+1 − x)

[

W (x, y) −
zy

d

]

sobre ∂Kǫ
i \Γ

ǫ
r, θi = 0 on Γǫ

r.

Também

−∆ri = 2
∂W

∂x
em Kǫ

i , ri = 0 sobre ∂Kǫ
i .

Note que a expansão (2.3.4) em Ωǫ
r, e (2.3.7) são similares pois em ambos os casos, os

termos de ordem mais baixa envolvem d + y − ǫW − ǫz vezes uma função de x, no caso,
∂u0/∂y em (2.3.4), e (xi+1 − x)/[h(d − ǫz)] em (2.3.7).

O lema seguinte nos dá uma cota superior para a a norma H1 de ri e θi.

Lema 2.3.3. Sejam ri e θi como acima. Então existe constante c independente de ǫ e h
tal que

‖ri‖H1(Kǫ
i ) ≤ cǫ1/2h1/2, ‖θi‖H1(Kǫ

i ) ≤ ch.

DEMONSTRAÇÃO. Por estimativas clássicas temos ‖ri‖H1(Kǫ
i ) ≤ ‖W‖L2(Kǫ

i ). Argumen-
tando como na demonstraçãodo Lema 2.3.1 obtemos a primeira estimativa. Segue-se também
de estimativas clássicas que ‖∇ θi‖L2(Kǫ

i ) ≤ c‖θi‖H1/2(∂Kǫ
i \Γ

ǫ
r). Note que

‖θi‖H1/2(∂Kǫ
i \Γ

ǫ
r) ≤ h‖W‖H1/2(∂Kǫ

i \Γ
ǫ
r) + hz.

Do decaimento exponencial de W , e das desigualdades de interpolação e do traço, obtemos
que ‖W‖H1/2(∂Kǫ

i \Γ
ǫ
r) ≤ c, e o resultado segue. ¤

Teorema 2.3.4. Seja uǫ siolução de (2.1.1), e uǫ
h ∈ V ǫ

h solução de (2.3.2). suponha

ainda (2.3.3), e que o traço de ∂u0/∂y|Ωs em Γ esteja em H2(Γ), onde u0 resolve (2.2.4).
Então existe constante c independente de ǫ e h tal que

‖uǫ − uǫ
h‖H1(Ωǫ) ≤ c(h + d3/2 + ǫh−1/2 + ǫ3/2h−1).
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DEMONSTRAÇÃO. A demonstração é baseada no Lema 2.3.2 e nas expansões assintóticas
de uǫ e das funções em V ǫ

h . Seja Υ(x) = (y − ǫW )∂u0/∂y(x, h)χǫ
r. Usando a desigualdade

triangular e (2.3.6), obtemos que

(2.3.8) |uǫ − vh|H1(Ωǫ) ≤ |uǫ − u0 − u1 + Υ|H1(Ωǫ) + |u0 + u1 + Υ − vh|H1(Ωǫ)

≤ cd3/2 + |u0 + u1 + Υ − vh|H1(Ωǫ)

para todo vh ∈ V ǫ
h . Escolha vh como uI(x) =

∑

xi∈N
[u0(xi) + u1(xi)]λi(x). Logo em Ωs, uI

é linear por partes, cont́ınua e interpola u0 + u1. Logo,

(2.3.9) |u0 + u1 − uI |H1(Ωs) ≤ ch.

Em Ωǫ
r,

uI(x) =
(

d + y − ǫW − ǫz
)

Ih(
∂u0

∂y
)(x) + RI ,

RI(x) = ǫh−1

N
∑

i=1

∂u0

∂y
(xi, 0)[θi(x) + ri(x)],

onde Ih(∂u0/∂y)(·) é o interpolante linear por partes de ∂u0/∂y(·, 0) em (0, 1). Seja eI(x, y) =
∂u0/∂y(x, h) − Ih(∂u0/∂y)(x) o erro de interpolação. Preisaremos das estimativas [28,68]

‖eI‖L2(0,1) + h‖
∂eI

∂x
‖L2(0,1) + h‖eI‖L∞(0,1) + h2‖

∂eI

∂x
‖L∞(0,1) ≤ ch2‖

∂u0

∂y
‖H2(0,1).

Calculamos

(2.3.10) |Υ − uI |H1(Ωǫ
r) ≤ |yeI |H1(Ωǫ

r) + ǫ|weI |H1(Ωǫ
r) + |d − ǫz||Ih(

∂u0

∂y
)|H1(Ωǫ

r) + |RI |H1(Ωǫ
r).

Estimando cada termo,

|yeI |
2
H1(Ωǫ

r) ≤ d

∫

Ωǫ
r

|
∂eI

∂x
|2 dx +

∫

Ωǫ
r

|eI |
2 dx ≤ cd2h2 + cdh4,

|weI |
2
H1(Ωǫ

r) ≤ ‖eI‖
2
L∞(0,1)|w|2H1(Ωǫ

r) + ‖
∂eI

∂x
‖2

L∞(0,1)|w|2L2(Ωǫ
r) ≤ cǫ−1h2 + cǫ,

|d − ǫz|2|Ih(
∂u0

∂y
)|2H1(Ωǫ

r) ≤ cd2|Ih(
∂u0

∂y
)|2H1(Ωǫ

r) ≤ cd2

∫

Ωǫ
r

|
∂Ih(

∂u0

∂y
)

∂x
|2 dx ≤ cd3.

Usando o Lema 2.3.3 finalmente estimamos

|RI |
2
H1(Kǫ

i ) ≤ cǫ2h−2(‖θi‖
2
H1(Kǫ

i ) + ‖ri‖
2
H1(Kǫ

i )) ≤ c(ǫ2 + ǫ3h−1).

Somando sobre os elementos, obtemos que |RI |H1(Kǫ
i ) ≤ c(ǫh−1/2 + ǫ3/2h−1). Finalmente,

de (2.3.10) obtemos que

(2.3.11) |Υ − uI |H1(Ωǫ
r) ≤ c(dh + d1/2h2 + ǫ1/2h + ǫ3/2 + d3/2 + ǫh−1/2 + ǫ3/2h−1).

O teorema segue de (2.3.3), (2.3.8), (2.3.9), e (2.3.11). ¤



2.3. UM MÉTODO DE ELEMENTOS FINITOS MULTIESCALAS 25

Observação. Se d ≤ c1h
2/3, e ǫ ≤ c2h para constantes c1, c2, então

(2.3.12) ‖uǫ − uǫ
h‖H1(Ωǫ) ≤ ch + cǫh−1/2.

Na prática, o melhor é escolher d pequeno, a fim de reduzir os custos computacionais asso-
ciados aos cálculos das funções de base.

No Teorema 2.3.4 e estimativa (2.3.12), o termo ǫh−1/2 está relacionado com a escolha de
condições de contorno lineares para λi o que acarreta o termo espúrio θi em (2.3.7). Este tipo
de erro de ressonância não é exclusividade deste método. Por exemplo, alguns métodos multi-
escalas propostos para lidar com EDPs com coeficientes oscilatórios, veja Caṕıtulo 3, também
têm o mesmo tipo de problema, e várias estratégias alternativas foram propostas [51–53,69].

Uma estratégia promissora é o oversampling [38,50,51,53]. A meta é evitar a restriçãode
que λi seja linear nas arestas. Considere o elemento Kǫ

i , e o elemento aumentado

K̂ǫ
i = {(x, y) ∈ Ωǫ

r : ih − l < x < (i + 1)h + l},

para algum l > 0. Sejam as funções multiescalas auxiliares ψi, ψi+1 sooluçõesde (2.3.1) em

K̂ǫ
i . Definimos então λi como

λi = c1
i ψi + c2

i ψi+1,

a as constantes c1
i , c2

i são unicamente determinadas das restrições λi(xj) = δij for j = i,
i + 1. A solução numérica é definida por (2.3.2), onde novamente V ǫ

h = span{λi}.
Para concluir a definição do método oversampling, é necessário definir l. Tal constante

precisa ser grande o suficiente para que o efeito em Kǫ
i das condições de contorno em ∂K̂ǫ

i ∩Ωǫ

seja despreźıvel. Por outro lado, aumentando l aumenta-se o custo computacional. Uma boa
escolha seria l = O(ǫ).

Note que o método torna-se não conforme pois λi pode não ser cont́ınua, e então V ǫ
h 6⊂

H1(Ωǫ) em geral.

2.3.3. Conclusões. Nesta seção discutimos um método de elementos finitos multi-
escalas para lidar com EDPs em domı́nios com fronteiras rugosas.

Anteriormoente este problema era tratado com homogeneização, com as exceções con-
hecidas sendo [65,66], com um método aparentemente mais complicado que o nosso.

O método atual é bem geral, e sua definição não depende de nenhuma propriedade
especial das rugosidades. Como o esquema é baseado em soluções de problemas locais,
paralelização é trivial. O método ainda é caro pois os problemas locais dependem de ǫ, mas
é bem mais eficiente que usar funções lineares por partes no domı́nio todo. Entretanto, se
as rugosidade são periódicas, ainda é mais barato usar as leis de parede tradicionais.

Em relação ás estimativas, a analise de erro é restrita ao caso periódico, e a convergência
na norma H1(Ωǫ) é de h+ǫh−1/2. O termo h−1/2 é relacionado a erros de ressonância, também
presente em outros métodos multiescalas aplicados a EDPs com coeficientes oscilatórios [38,
50–53,69]. Técnicas de oversampling podem resolver tal problema.





CAPÍTULO 3

Métodos Numéricos para EDPs com Coeficientes oscilatórios

Apresentamos neste caṕıtulo uma introdução a técnicas numéricas modernas e eficientes
para se aproximar soluções de equações diferenciais parciais (EDPs) com coeficientes alta-
mente oscilatórios. Considerando uma equação simples, estacionária, mas que carrega em si
várias das dificuldades presentes em problemas mais sofisticados, discutimos três alternativas
de modelagem: homogeneização, elementos finitos clássicos, e elementos finitos multiescala.
Mostramos vantagens e desvantagens de cada técnica e apresentamos exemplos numéricos.
Conclúımos mostrando resumidamente outras técnicas que têm sido utilizadas recentemente
para lidar com problemas com múltiplas escalas.

3.1. Introdução

Discutiremos algumas técnicas numéricas para aproximar soluções de problemas com
múltiplas escalas. Apresentamos as idéias no contexto mais simples posśıvel, com um prob-
lema unidimensional com coeficientes oscilatórios e periódicos, tendo em vista que os casos
de interesse ocorrem em dimensões maiores. Apresentamos um método que funciona bem
para estas classes de problemas.

É notório que o método tradicional de Galerkin com elementos finitos e funções polino-
miais por partes não é adequado para resolver problemas na presença de múltiplas escalas.
De fato, o método não resolve as pequenas escalas a custo aceitável e pode não ser uni-
formemente estável [68]. O objetivo da modelagem multiescala é capturar o comportamento
macroscópico sem resolver as pequenas escalas, num sentido que deixaremos claro.

Diferentes estratégias que estendem o método tradicional de elementos finitos foram
desenvolvidas para se tratar destas dificuldades. Uma formulação bem geral e flex́ıvel em
relação às escolhas dos espaços das funções admisśıveis e funções testes foi apresentada por
Babuška e Osborn [20, 21], mas estas escolhas não são triviais em geral pois têm que ser
feitas levando-se em consideração as especificidades do problema.

Uma escolha feita por Hou e Wu [51] foi a de formar o espaço de elementos finitos com

soluções locais do operador. É principalmente sobre esta classe de métodos que concen-
traremos nossa atenção.

A seguir, na Seção 3.1, após motivar a área de multiescala em termos de aplicações e
introduzir algumas notações, descrevemos um problema de interesse e mostramos uma forma
clássica de aproximá-lo, através de expansão assintótica em duas escalas. Na Seção 3.2
apresentamos uma versão unidimensional do problema e descrevemos o comportamento das
soluções homogeneizada. Outra possibilidade de aproximação é discutida na Seção 3.3, e
envolve discretizar o problema usando elementos finitos com funções de base polinomiais
por partes. Esta escolha de método numérico deve-se tanto à aplicabilidade do método em
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Fig. 1. Material com múltiplas escalas

diversos problemas de interesse, como também a facilidade em desenvolver uma análise de
erro que ressalte eventuais dificuldades numéricas.

Uma opção mais eficiente baseada em pesquisa recente [51,52] é o uso de elementos finitos

multiescala. Nesta técnica, descrita na Seção 3.4, funções de base que resolvem o problema
localmente são utilizadas para gerar um espaço de elementos finitos, e automaticamente
levam informações da pequena escala para a grande escala, num processo de homogeneização

numérica.

Finalmente, vários comentários sobre este e outros métodos existentes na literatura apare-
cem na Seção 3.5.

Parte deste texto apareceu originariamente em [57,58,67].

3.1.1. Motivação. Múltiplas escalas são comuns em problemas de interesse prático, e
apresentam um grande e interessante desafio do ponto de vista matemático. Recentemente,
com o aumento da capacidade computacional e com a necessidade de modelagem de novos
materias e sistemas complexo, a área vem recebendo redobrada atenção.

Como exemplo de aplicação, consideramos uma material compósito como na Figura 1
(gentilmente cedida por Roderic Lakes [55]). O material a é um laminado onde cada
lâmina contém fibras dispostas com diferentes orientações, resultando numa determinada
anisotropia. No material b, cada lâmina contém um sub-laminado, representando um mate-
rial altamente heterogêneo.

É fácil perceber que, por exemplo, usar elasticidade não linear para modelar deslocamento
de laminados como os acima descritos é uma tarefa não trivial, pois o comportamento de
cada uma das fibras e sub-laminados teria que ser levado em conta. Uma forma prática
de se obter informações é tomar o comportamento “macrocópico” ou “homogeneizado” do
material. A idéia é então levar em conta a microestrutura material para formular uma
equação homogeneizada que pode ser resolvida mais facilmente.

Outra área onde técnicas de homogeneização são utilizadas é em escoamentos em meios
porosos, em particular para simular poluição de aqúıferos, extração de petróleo, contam-
inação por dejetos radiotivos, etc. Ver o artigo [30], e as referências nele contidas.
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3.1.2. Notações e definições. Usaremos vários conceitos introdutórios de formulações
fracas de equações diferenciais e de espaços de Sobolev. Vários livros tratam destes assuntos
em diversos ńıveis de profundidade [17,18,28,32,54,56].

Começamos por impor algumas razoáveis restrições nos domı́nios que utilizaremos. Con-
sideraremos Ω ⊂ R

2 um aberto, limitado e de Lipschitz. Tipicamente, Ω será um poĺıgono
convexo, e quando houver necessidade de mais regularidade, esta será indicada explicita-
mente. Em particular entendemos por “suave” um domı́nio com fronteira C∞.

Para p ≥ 1, seja Lp(Ω) o espaço das funções mensuráveis v : Ω → R tal que |v|p seja
integrável. Neste espaço usamos a norma

‖v‖Lp(Ω) =

(
∫

Ω

|v(x)|p dx

)1/p

.

Definimos também o espaço das funções essencialmente limitadas :

L∞(Ω) = {v : Ω → R : ‖v‖L∞(Ω) < ∞}, ‖v‖L∞(Ω) = ess sup
x∈Ω

|v(x)|.

Usando a noção de derivadas fracas, definimos para um número inteiro não negativo k,
e para p ∈ [1,∞) ou p = ∞, o espaço W k,p(Ω) das funções v : Ω → R tais que

∂k1+k2v

∂xk1

1 ∂xk2

2

∈ Lp(Ω),

para todo k1, k2 inteiros não negativos tais que k1 + k2 ≤ k. Usando as seminormas

|v|W k,p(Ω) =

( k
∑

k1,k2=0
k1+k2=k

∥

∥

∥

∥

∂k1+k2v

∂xk1

1 ∂xk2

2

∥

∥

∥

∥

p

Lp(Ω)

)1/p

,

equipamos W k,p(Ω) com a norma

‖v‖W k,p(Ω) =

( k
∑

i=0

|v|p
W i,p(Ω)

)1/p

.

Definimos ainda o espaço W k,p
0 (Ω) dado pelo completamento de C∞

0 (Ω) (espaço das funções
infinitamente diferenciáveis e com suporte compacto em Ω) usando a norma de W k,p(Ω).

Denotamos em geral W k,2(Ω) por Hk(Ω), e W k,2
0 (Ω) por Hk

0 (Ω). Quando k = 0 temos
simplesmente H0(Ω) = L2(Ω). Finalmente, temos a desigualdade de Poincaré que garante a
existência de uma constante c, que depende somente de Ω, tal que

‖v‖L2(Ω) ≤ c|v|H1(Ω)

para todo v ∈ H1
0 (Ω).

3.1.3. Expansão assintótica em duas escalas. Dado um domı́nio aberto e limitado
Ω ⊂ R

2, com fronteira suave ∂Ω, uma função f também suave em Ω, considere o problema
de achar uǫ tal que

(3.1.1)
− div

[

aǫ(x) ∇ uǫ(x)
]

= f(x) em Ω,

uǫ = 0 sobre ∂Ω.
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Para cada ǫ > 0, definimos aǫ(x) = a(ǫ−1x), onde a : R
2 → R é suave e periódica com

peŕıodo Q = (0, 1) × (0, 1). Além disto, suporemos que existem constantes β e α tais que
β ≥ a(x) ≥ α > 0 para todo x ∈ Ω.

Algumas perguntas naturais surgem:

(1) A sequência de soluções uǫ converge em algum sentido para alguma função u∗ quando
ǫ → 0?

(2) Em que sentido a convergência ocorre, i.e., qual é a topologia apropriada?
(3) Quão rápida é esta convergência em relação a ǫ?
(4) Finalmente, qual é a equação que determina u∗?

Chamaremos a função u∗ de solução homogeneizada, e o problema por ela satisfeito de
problema ou equação homogeneizada.

Ao menos formalmente, não é dif́ıcil começar a obter algumas respostas. Usando as idéias
de expansão assintótica em duas escalas, começamos supondo que

(3.1.2) uǫ(x) ∼ u0(x, ǫ−1x) + ǫu1(x, ǫ−1x) + ǫ2u2(x, ǫ−1x) + . . . ,

onde as funções

ui : Ω × R
2 → R

(x,y) 7→ ui(x,y)

estão ainda indeterminadas. Impomos ainda uma condição extra nos termos ui, que sejam
Q-periódicos com respeito a y. Apesar destas condições de contorno parecerem ad hoc, elas
fazem com que a expansão assintótica “funcione” e que seus termos sejam bem definidos.
Além disto, estas condições são intuitivas, no sentido que como a pequena escala é periódica,
parece natural também impor condições periódicas na variável y.

A expansão (3.1.2) deve ser entendida como uma identidade formal, e nenhum sentido

de convergência pode sê-la atribuida, por enquanto. É válido se perguntar o porquê de tal
forma para a expansão. Respostas só podem ser dadas a posteriori, quando mostrarmos
que a expansão assintoticamente aproxima uǫ. Entretanto uma posśıvel justificativa é que
existem duas escalas importantes no problema, a macroescala descrita pela variável x ∈ Ω,
e a microescala descrita pela variável y ∈ R

2.
Usando a regra da cadeia temos

∇[ui(x, ǫ−1x)] =
[

∇x ui(x,y) + ǫ−1
∇y ui(x,y)

]

∣

∣

∣

∣

y=ǫ−1x

,

e similarmente, definindo o operador

(3.1.3) Lǫ v = div(aǫ
∇ v),

para funções v : Ω → R suficientemente suaves, temos

(3.1.4)
(

Lǫ ui
)

(x) =
{

ǫ−2 divy[a(y) ∇y ui(x,y)] + ǫ−1 divx[a(y) ∇y ui(x,y)]

+ ǫ−1 divy[a(y) ∇x ui(x,y)] + divx[a(y) ∇x ui(x,y)]
}

∣

∣

∣

∣

y=ǫ−1x

,
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onde ∇x e ∇y denotam o gradiente com respeito às variáveis x e y, respectivamente.
Notação similar se aplica para divx e divy. Substituindo formalmente (3.1.2) em (3.1.4),
temos

(3.1.5)
(

Lǫ uǫ
)

(x) =
{

ǫ−2 divy[a(y) ∇y u0(x,y)] + ǫ−1 divy[a(y) ∇y u1(x,y)]

+ ǫ−1 divx[a(y) ∇y u0(x,y)] + ǫ−1 divy[a(y) ∇x u0(x,y)]

+ divy[a(y) ∇y u2(x,y)] + divx[a(y) ∇y u1(x,y)] + divy[a(y) ∇x u1(x,y)]

+ divx[a(y) ∇x u0(x,y)] + ǫ divy[a(y) ∇x u2(x,y)] + ǫ divx[a(y) ∇y u2(x,y)]

+ ǫ divx[a(y) ∇x u1(x,y)] + ǫ2 divx[a(y) ∇x u2(x,y)] + . . . .
}

∣

∣

∣

∣

y=ǫ−1x

.

Vale observar que todos os termos multiplicados por ǫ−2, ǫ−1 e ǫ0 estão presentes. Faltam
entretanto termos em ǫ, ǫ2, etc, pois estes dependeriam de u3, etc.

Utilizando (3.1.1) e (3.1.5), e agrupando os termos multiplicados por ǫ−2 temos

(3.1.6) divy[a(y) ∇y u0(x,y)] = 0 em Ω × Q.

Note que propomos a equação (3.1.6) para todo y ∈ Q e não apenas em y = ǫ−1x, como
em (3.1.5). Deste modo temos uma equação em Q, parametrizada por x ∈ Ω. Portanto,
conclúımos de (3.1.6) que u0 independe de y, i.e., existe uma função u∗ : Ω → R, tal que

u∗(x) = u0(x,y).

Agrupando os termos multiplicados por ǫ0 em (3.1.5) resulta em

(3.1.7) divy[a(y) ∇y u2(x,y)] + divx[a(y) ∇y u1(x,y)]

+ divy[a(y) ∇x u1(x,y)] + divx[a(y) ∇x u∗(x)] = f em Ω × Q.

Observe que (3.1.7) tem condição de compatibilidade resultante de integração em Q com
respeito a y:

(3.1.8) divx

∫

Q

a(y)[∇y u1(x,y) + ∇x u∗(x)] dy = f em Ω.

Para determinar u∗, juntamos os termos em ǫ−1 e conclúımos que

(3.1.9) divy[a(y) ∇y u1(x,y)] = −∇y a(y) · ∇x u∗(x) em Ω × Q.

Note que resolvendo

(3.1.10) divy[a(y) ∇y Hj(y)] = −
∂a

∂yj

(y) em Q, Hj(·) periódico com peŕıodo Q,

para j = 1, 2, vemos facilmente que

(3.1.11) u1(x,y) =
2

∑

j=1

Hj(y)
∂u∗

∂xj

(x)

satisfaz (3.1.9). Finalmente, substituindo em (3.1.8), conclúımos que

divx A∗
∇x u∗ = f em Ω, u∗ = 0 sobre ∂Ω,(3.1.12)
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onde

A∗
i,j =

∫

Q

a(y)

[

∂Hj

∂yi

(y) + δij

]

dy.

Os problemas definidos por (3.1.10) são denominados problemas de célula, e são funções
apenas do comportamento “local” de a(·), não dependendo de ǫ, Ω ou f . Depois de
resolvido (3.1.10), o problema (3.1.12) está bem-definido, e é também independente do
parâmetro ǫ.

Observação. Mesmo sendo isotrópico o problema original (3.1.1), a equação homo-
geneizada resultante é anisotrópica em geral.

3.1.4. Justificando a expansão assintótica. Apesar de não se poder concluir da
derivação formal acima que u∗ é de fato o limite de uǫ, existem técnicas apropriadas para
provar convergência de uǫ para u∗, justificando assim (3.1.12). Citamos por exemplo o método
de funções testes oscilatórias de Tartar, bem como o método de duas escalas de Nguetseng
e Allaire [8, 29]. Apresentamos aqui uma argumentação mais simples e de escopo mais
limitado [50], porém suficiente para nossos propósitos. Por outro lado, exigimos suavidade
do domı́nio e dos coeficientes que não ocorre na maioria dos problemas de interesse prático.

Seja z = uǫ−(u∗+ǫu1+ǫ2u2). Note que tanto u∗ como u1 estão bem definidos por (3.1.12)
e (3.1.11). Como a condição de compatibilidade (3.1.8) é satisfeita, então existe solução
para (3.1.7). Por substituição direta temos Lǫ z = r, onde

r(x) =
{

ǫ divy[a(y) ∇x u2(x,y)] + ǫ divx[a(y) ∇y u2(x,y)]

+ ǫ divx[a(y) ∇x u1(x,y)] + ǫ2 divx[a(y) ∇x u2(x,y)]
}

∣

∣

∣

∣

y=ǫ−1x

.

Supondo a, Ω e f suficientemente suaves, temos que ‖r‖L∞(Ω) ≤ cǫ. No bordo de Ω temos
z = −ǫu1 − ǫ2u2, logo ‖z‖L∞(∂Ω) ≤ cǫ. Aplicando o prinćıpio do máximo [48] para z, u1 e
u2, conclúımos que

(3.1.13) ‖uǫ − u∗‖L∞(Ω) ≤ ‖uǫ − (u∗ + ǫu1 + ǫ2u2)‖L∞(Ω) + ‖ǫu1‖L∞(Ω)‖ǫ
2u2‖L∞(Ω) ≤ cǫ.

Logo, a solução exata de (3.1.1) não só converge para a solução homogeneizada (3.1.12), como
o erro decresce linearmente com ǫ em L∞(Ω). Temos portanto respostas para as perguntas
da Subseção 3.1.3.

Um resultado de convergência como o dado por (3.1.13) pode ser obtido sob condições
mais fracas. Seja θ ∈ H1(Ω) solução fraca de

(3.1.14)
− div

[

aǫ(x) ∇ θ(x)
]

= 0 em Ω,

θ(x) = u1(x, ǫ−1x) para x ∈ Ω.

Temos então o seguinte resultado [52, Lema 3.1, Corolário 3.2, Observação 3.3].

Teorema 3.1.1. Seja Ω ⊂ R
2 aberto limitado com fronteira ∂Ω Lipschitz e a ∈ W 1,p(R2),

p > 2, periódica com peŕıodo Q. Suponha que f ∈ L2(Ω), e seja uǫ solução de (3.1.1).
Sejam u∗, u1 e θ definidos por (3.1.12), (3.1.11) e (3.1.14) respectivamente. Então existe
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uma constante C independente de f e de ǫ tal que

‖uǫ − u∗ − ǫu1 + ǫθ‖H1(Ω) ≤ Cǫ‖u∗‖H2(Ω),

‖uǫ − u∗‖H1(Ω) ≤ Cǫ‖u∗‖H2(Ω).

Normalmente, em aplicações, a(·) é pouco regular. Em compósitos por exemplo, o coe-
ficiente é de fato descont́ınuo, refletindo a inclusão de materiais com propriedades distintas
do meio predominante.

3.2. Um modelo unidimensional

Para descrever as propriedades qualitativas e dificuldades relacionadas com problemas
que apresentam caráter oscilatório, consideramos o seguinte modelo unidimensional:

(3.2.1)
−

d

dx

(

a(x/ǫ)
duǫ

dx
(x)

)

= f(x) em (0, 1),

uǫ(0) = uǫ(1) = 0.

onde a(·) é suave e periódica com peŕıodo 1, e existem β, α reais tais que β ≥ a(x) ≥ α >
0. Estamos interessados somente no caso em que ǫ ≤ 1, portanto supomos também esta
desigualdade.

Neste caso unidimensional, é fácil obter uma solução anaĺıtica para (3.2.1):

uǫ(x) = −

∫ x

0

1

a(ξ/ǫ)

(
∫ ξ

0

f(t) dt + c0

)

dξ,

c0 = −
1

∫ 1

0
1

a(ξ/ǫ)
dξ

∫ 1

0

(

1

a(ξ/ǫ)

∫ ξ

0

f(t) dt

)

dξ.

3.2.1. Solução exata. Nos nossos exemplos, consideramos

(3.2.2) f(x) = 1, a(x) =
1

2
(β − α)(1 + sin(2πx)) + α, α =

1

2
, β =

5

2
.

Seja a sequência de problemas onde ǫ = 1/4, ǫ = 1/8 e ǫ = 1/16. É fácil notar pelas
Figuras 2, 3 e 4 deste exemplo, que crescem as oscilações de a(·/ǫ) quando ǫ → 0. Em
geral, não é posśıvel obter soluções anaĺıticas para dimensões maiores. Motivados por esta
dificuldade, investigaremos agora como encontrar soluções aproximadas para (3.2.1).

Uma possibilidade explorada na Seção 3.2.2 é o uso de técnicas de homogeneização. Como
vimos, a idéia básica apoia-se no fato de que, quando ǫ → 0, a solução exata converge para
a solução homogeneizada. Espera-se então que para valores de ǫ pequenos, a aproximação
pela solução homogeneizada seja boa o suficiente.

3.2.2. Solução homogeneizada. Considere uǫ solução de (3.2.1), e o problema homo-
geneizado

(3.2.3) −
1

M(1/a)

d2

dx2
u0 = f(x) em (0, 1), u0(0) = u0(1) = 0,

e

M(1/a) =

∫ 1

0

1

a(x)
dx.
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Fig. 2. Gráficos de a(·/ǫ) e da solução exata para ǫ = 1/4.
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Fig. 3. Gráficos de a(·/ǫ) e da solução exata para ǫ = 1/8.

Em uma dimensão, é fácil calcular u0 analiticamente:

(3.2.4) u0(x) = M(1/a)

[

−

∫ x

0

∫ ξ

0

f(t) dt dξ + x

∫ 1

0

∫ ξ

0

f(t) dt dξ

]

.

Pela versão unidimensional do Teorema 3.1.1, temos convergência de uǫ para u0.
Supondo (3.2.2), comparamos agora como a solução homogeneizada se comporta. Con-

sidere a sequência de exemplos onde ǫ = 1/4, ǫ = 1/8 e ǫ = 1/16. Pode-se notar pelas
Figuras 5 e 6 que para valores de ǫ pequenos, a solução homogeneizada u0 torna-se uma boa
aproximação para a solução exata uǫ.

Apesar de serem extremamente úteis em várias aplicações, as técnicas de homogeneização
apresentam algumas limitações. Por exemplo, sua aplicabilidade está limitada a valores de ǫ
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Fig. 4. Gráficos de a(·/ǫ) e da solução exata para ǫ = 1/16.
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Fig. 5. Soluções exatas e homogeneizadas para ǫ = 1/4 e ǫ = 1/8.

pequenos, como fica aparente na Figura 5. Outras dificuldades surgem em casos mais gerais,
por exemplo quando a(·) é não periódico.

3.3. Aproximação por Elementos Finitos

A forma fraca para (3.2.1), temos que uǫ ∈ H1
0 (0, 1) é tal que

(3.3.1)

∫ 1

0

a(x/ǫ)
duǫ

dx
(x)

dv

dx
(x) dx =

∫ 1

0

f(x)v(x) dx para todo v ∈ H1
0 (0, 1).

A existência e unicidade de soluções para (3.3.1) se segue imediatamente do Lema de Lax–
Milgram.



36 3. MÉTODOS NUMÉRICOS PARA EDPS COM COEFICIENTES OSCILATÓRIOS
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Fig. 6. Comparação entre as soluções exata e homogeneizada para ǫ = 1/16.

3.3.1. Discretização por Elementos Finitos. No método de Galerkin, escolhemos
um subespaço de H1

0 (0, 1) e buscamos soluções aproximadas de (3.3.1) dentro desse sube-
spaço. Para usar elementos finitos, primeiro discretizamos o domı́nio (0, 1) em N + 1 ele-
mentos definindo os nós 0 = x0 < x1 < · · · < xN+1 = 1, onde xj = jh, e h = 1/(N + 1) é o
tamanho da malha. A seguir, definimos o espaço de dimensão finita de funções lineares por
partes V h

0 ⊂ H1
0 (0, 1), onde

V h
0 =

{

vh ∈ H1
0 (0, 1) : vh é linear em (xj−1, xj) for j = 1, . . . , N + 1

}

.

A aproximação por elementos finitos de uǫ é uh ∈ V h
0 tal que

(3.3.2)

∫ 1

0

a(x/ǫ)
duh

dx
(x)

dvh

dx
(x) dx =

∫ 1

0

f(x)vh(x) dx para todo vh ∈ V h
0 .

Mais uma vez, a existência e unicidade de soluções para (3.3.2) é consequência imediata do
Lema de Lax–Milgram.

Observação. Note que uh também depende de ǫ, apesar desta dependência não estar
explicitada na notação.

Observe que uma função em V h
0 pode ser caracterizada de forma única pelos seus valores

nos nós x1, x2, etc. Em vista disto, introduzimos uma base em V h
0 dada pelos φi ∈ V h

0 tal
que φi(xj) = δij para j = 1, . . . , N . Temos então V h

0 = span {φ1, . . . , φN}.

Finalmente, se uh(x) =
∑N

i=1 uiφi(x), então reescrevemos (3.3.2) como

(3.3.3)
N

∑

i=1

ui

∫ 1

0

(

a(x/ǫ)
dφi

dx
(x)

dφj

dx
(x)

)

dx =

∫ 1

0

f(x)φj(x) dx para j = 1, . . . , N.

Note que uj = uh(xj) é o valor de uh no nó xj.
As aproximações numéricas para (3.2.1), onde a é dada por (3.2.2) apresentam resultados

variados. Para ǫ = 1/4 e h = 1/32, o método de elementos finitos aproxima razoavelmente
bem a solução exata, como mostra a primeira comparação na Figura 7. Entretanto, a
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Fig. 7. Solução exata e sua aproximação com h = 1/32 para ǫ = 1/4 e ǫ = 1/8.
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Fig. 8. À esquerda: ǫ = 1/16 e h = 1/32. À direita: ǫ = 1/8 e h = 1/64.

aproximação se deteriora quando ǫ se torna menor. Veja os gráficos para h = 1/32, mas
ǫ = 1/8 na Figura 7, e ǫ = 1/16 na Figura 8 (à esquerda). A aproximação melhora se
refinarmos a malha. Por exemplo, tomando o caso ǫ = 1/8, mas com h = 1/64, temos uma
melhoria na aproximação, como mostra a Figura 8.

O ponto que queremos ressaltar é que o método de elementos finitos converge, mas a

convergência depende de ǫ. Isto pode ser um problema em dimensões maiores, quando o uso
de malhas refinadas torna-se caro computacionalmente.

3.3.2. O que dá errado? A fim de entender melhor porque o método de elementos
finitos clássico não funciona bem, desenvolvemos uma análise de erro para esse problema.
Denotamos por c uma constante independente de ǫ, h, f , α e β.
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A análise é baseada no Lema de Céa, que indica que, a menos de uma constante multi-
plicativa, a aproximação dada pelo método de Galerkin é a melhor posśıvel.

Lema 3.3.1 (Lema de Céa). Sejam uǫ e uh soluções de (3.2.1) e (3.3.2). Então existe
uma constante universal c tal que

‖uǫ − uh‖H1(0,1) ≤ c
β

α
‖uǫ − vh‖H1(0,1) para todo vh ∈ V h

0 .

DEMONSTRAÇÃO. Para facilitar a notação, definimos as formas bilineares

b(u, v) =

∫ 1

0

a(x/ǫ)
duǫ

dx
(x)

dv

dx
(x) dx, (f, v) =

∫ 1

0

f(x)v(x) dx.

Temos então que a solução exata uǫ ∈ H1
0 (0, 1) e sua aproximação por elementos finitos

uh ∈ V h
0 satisfazem

b(uǫ, v) = (f, v), b(uh, vh) = (f, vh),

para todo v ∈ H1
0 (0, 1) e para todo vh ∈ V h

0 . Portanto b(uǫ − uh, vh) = 0. Na nossa análise,
usamos o fato que β ≥ a(x) ≥ α > 0. Começamos por investigar a continuidade da forma
bilinear b(·, ·). Segue-se de sua definição que

(3.3.4) b(u, v) ≤ β‖u‖H1(0,1)‖v‖H1(0,1) para todo u, v ∈ H1
0 (0, 1).

A seguir, estimamos a coercividade:

(3.3.5) b(v, v) ≥ α

∫ 1

0

(

dv

dx

)2

dx ≥ cα‖v‖2
H1(0,1) para todo v ∈ H1

0 (0, 1),

onde usamos a desigualdade de Poincaré no último passo. Podemos agora obter estimativas
de erro. Usando (3.3.5), e depois (3.3.4), conclúımos que

(3.3.6) ‖uǫ − uh‖2
H1(0,1) ≤

c

α
b(uǫ − uh, uǫ − uh) =

c

α
b(uǫ − uh, uǫ − vh)

≤ c
β

α
‖uǫ − uh‖H1(0,1)‖u

ǫ − vh‖H1(0,1) para todo vh ∈ V h
0 .

¤

A fim de de aplicar o Lema de Céa (Lema 3.3.1) usamos uma estimativa clássica de erro
de interpolação garantindo que

(3.3.7) ‖uǫ − Ihuǫ‖H1(0,1) ≤ ch|uǫ|H2(0,1),

onde Ihuǫ =
∑N

j=1 uǫ(xj)φj é o interpolador de uǫ em V h
0 . Fazendo vh = Ihuǫ em (3.3.6),

conclúımos que

‖uǫ − uh‖H1(0,1) ≤ c
β

α
h|uǫ|H2(0,1).

Obtemos finalmente o teorema a seguir usando a estimativa

(3.3.8) |uǫ|H2(0,1) ≤
cβ

α2ǫ
‖f‖L2(0,1),

onde supomos |a′(x)| ≤ cβ.
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Teorema 3.3.2. Seja f ∈ L2(0, 1), e seja uǫ solução de (3.2.1). Então existe uma

constante c independente de ǫ, f ,α, β tal que

(3.3.9) ‖uǫ − uh‖H1(0,1) ≤ c
β2

α3

h

ǫ
‖f‖L2(0,1).

Interpretando a estimativa obtida, percebemos de imediato que o método converge quando

h → 0. De fato, para ǫ fixo, o erro vai a zero quando o tamanho da malha vai a zero. O
problema é que a convergência em h não é uniforme em ǫ.

Logo, para ǫ pequeno, a menos que a malha seja muito refinada (h ≪ ǫ), a estima-
tiva (3.3.9) indica que o erro na norma H1(0, 1) é grande. Isto faz com que o método de
elementos finitos tradicional seja deficiente para este tipo de problema, e explica os maus
resultados das Figuras 7 e 8 (à esquerda).

3.4. Elementos Finitos Múltiescala

Mais recentemente, Hou e Wu [51] propuseram uma nova forma de aproximação numérica
para EDPs em duas dimensões com coeficientes oscilatórios. A idéia básica é mudar as
funções de base do espaço de elementos finitos. Ao invés de usar funções lineares por partes,
a técnica de elementos finitos multiescala usa funções que resolvem localmente (em cada
elemento) a equação em questão.

Apresentamos aqui as idéias no caso unidimensional. Em quase todos os aspectos, in-
cluindo a análise de erro, a extensão para duas dimensões é natural. Comentamos ao fim
desta seção alguns pontos onde esta generalização não é trivial.

Ressaltamos que apesar da definição do método feita na Subseção 3.4.1 independer da
periodicidade de a(·), a análise apresentada na Subseção 3.4.2 baseia-se nesta propriedade.

3.4.1. Definição do método. A fim de definir o método, construimos as funções de
base. Seja ψi tal que

(3.4.1) −
d

dx

(

a(x/ǫ)
dψi

dx
(x)

)

= 0 em ∪N+1
j=1 (xj−1, xj), ψi(xj) = δij

para i = 1, . . . , N . Definimos então o espaço de elementos finitos multiescala como sendo

V h,ǫ
0 = span {ψ1, . . . , ψN}.

Duas funções de base t́ıpica são apresentadas na Figura 9. No gráfico à esquerda os parâme-
tros são ǫ = 1/4 e h = 1/32. Note que a função se parece muito com a função de base do
método de elementos finitos usual. Isto é bom, pois neste caso o parâmetro de malha h é
bem menor do que ǫ, e a função de base tradicional ainda funciona bem, vide a primeira
comparação na Figura 7. No caso oposto, quando ǫ é bem menor que h, temos que a função
de base tem caráter oscilatório, como é mostrado no gráfico à direita na Figura 9, para
ǫ = 1/128 e h = 1/32.

Definimos então a solução de elementos finitos multiescala uh,ǫ ∈ V h,ǫ
0 onde

(3.4.2)

∫ 1

0

a(x/ǫ)
duh,ǫ

dx
(x)

dvh,ǫ

dx
(x) dx =

∫ 1

0

f(x)vh,ǫ(x) dx para todo vh,ǫ ∈ V h,ǫ
0 .

Testando então a aproximação para ǫ = 1/16 e h = 1/10, vemos na Figura 10 que a solução
aproximada pelo método de elementos finitos multiescala interpola a solução exata nos nós.
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Fig. 9. Para h = 1/32, gráficos de ψ1 com ǫ = 1/4 e ǫ = 1/128.
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Fig. 10. Gráficos de uǫ e de sua aproximação por elementos finitos multi-
escala, com ǫ = 1/16 e h = 1/10.

Isto não é uma coincidência, mas sim uma caracteŕıstica de métodos de elementos finitos que
utilizam funções que são soluções locais da própria EDP que estão aproximando, em uma
dimensão . Em dimensões maiores essa propriedade é, infelizmente!, perdida.

3.4.2. Análise de erro. A análise de erro desenvolvida em [52] baseia-se no Lema de
Céa, como feito na Subseção 3.3.2.

Lema 3.4.1 (Lema de Céa). Sejam uǫ e uh,ǫ soluções de (3.2.1) e (3.4.2). Então existe
uma constante universal c tal que

‖uǫ − uh,ǫ‖H1(0,1) ≤ c
β

α
‖uǫ − vh,ǫ‖H1(0,1) para todo vh,ǫ ∈ V h,ǫ

0 .

No método de elementos finitos clássico, encontramos uma função em V h
0 que “aproximava

bem” uǫ e estimamos o erro de aproximação. No caso, a função em V h
0 era o interpolador de

uǫ. Utilizando o Lema de Céa (Lema 3.3.1) obtivemos a estimativa final.
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Similarmente, o desafio agora é achar uma aproximação para uǫ no espaço multiescala
V h,ǫ

0 . A análise divide-se em dois casos distintos, dependendo se a malha é refinada o sufi-
ciente ou não, em relação a ǫ. Na verdade, em uma dimensão, esta divisão em casos distintos
não faz sentido. Mesmo assim, mantemos a análise dividida nestes dois casos, pois em
dimensões maiores a análise de erro dá informações qualitativas diferentes dependendo se
h ≪ ǫ ou ǫ ≪ h.

Caso I: h ≪ ǫ. Neste caso em que supomos a malha suficientemente refinada, obtemos
a seguinte resultado de convergência, que a menos de constantes, é o mesmo que o do
Teorema 3.3.2. Ou seja, para malhas refinadas, o método multiescala funciona tão bem

quanto o método tradicional.

Teorema 3.4.2. Seja f ∈ L2(0, 1) e seja uǫ solução de (3.2.1). Então existe uma

constante c independente de ǫ, f , α e β tal que

‖uǫ − uh,ǫ‖H1(0,1) ≤ c
β

α2
h‖f‖L2(0,1).

O teorema acima segue-se facilmente do Lema de Céa (Lema 3.4.1) e do seguinte resultado
de interpolação [52].

Lema 3.4.3. Seja uǫ solução de (3.2.1), e seja Ih,ǫuǫ =
∑N

j=1 uǫ(xj)ψj interpolador de uǫ

em V h,ǫ
0 . Então existe uma constante c independente de ǫ, f , α e β tal que

‖uǫ − Ih,ǫuǫ‖H1(0,1) ≤ c
h

α
‖f‖2

L2(0,1).

DEMONSTRAÇÃO. Note que

α|uǫ − Ih,ǫuǫ|2H1(xj−1,xj)
≤

∫ xj

xj−1

d

dx
(uǫ − Ih,ǫuǫ)a(x/ǫ)

d

dx
(uǫ − Ih,ǫuǫ) dx

= −

∫ xj

xj−1

(uǫ − Ih,ǫuǫ)
d

dx

[

a(x/ǫ)
d

dx
(uǫ − Ih,ǫuǫ)

]

dx

= −

∫ xj

xj−1

(uǫ − Ih,ǫuǫ)
d

dx

[

a(x/ǫ)
d

dx
uǫ

]

dx

=

∫ xj

xj−1

(uǫ − Ih,ǫuǫ)f dx ≤ ‖uǫ − Ih,ǫuǫ‖L2(xj−1,xj)‖f‖L2(xj−1,xj).

Mas a desigualdade de Poincaré nos dá que ‖v‖L2(xj−1,xj) ≤ ch|v|H1(xj−1,xj) para todo v ∈
H1

0 (xj−1, xj), e então

α|uǫ − Ih,ǫuǫ|2H1(xj−1,xj)
≤ ch|uǫ − Ih,ǫuǫ|H1(xj−1,xj)‖f‖L2(xj−1,xj).

Logo,

|uǫ − Ih,ǫuǫ|H1(xj−1,xj) ≤ c
h

α
‖f‖L2(xj−1,xj).

Para encontrar uma estimativa global, basta somar a desigualdade acima em todos os ele-
mentos

‖uǫ − Ih,ǫuǫ‖2
H1(0,1) ≤ ch2

N
∑

j=1

1

α2
‖f‖2

L2(xj−1,xj)
= c

h2

α2
‖f‖2

L2(0,1),
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e tirando ráızes dos dois lados da equação obtemos o resultado. ¤

Observação. A estimativa obtida no Teorem 3.4.2 é particular ao caso unidimensional.
Em duas dimensões, a demonstração do Lema 3.4.3 tem que ser modificada pois uǫ − Ih,ǫuǫ

não mais se anula no bordo dos elementos. O preço final a se pagar é uma estimativa que se
comporta como h/ǫ, ou seja não é mais uniforme em ǫ como aqui.

Caso II: ǫ ≪ h. Mesmo quando ǫ é pequeno em relação à malha, e o método de elementos
finitos lineares não funciona a contento, os elementos finitos multiescala aproximam bem a
solução exata. Abaixo apresentamos uma estimativa de erro. Para indicar uma constante
que pode depender de α ou β, mas não de ǫ, h ou f , utilizamos a letra maiúscula C.

Teorema 3.4.4. Seja f ∈ L2(0, 1), e seja uǫ solução de (3.2.1). Então existe uma

constante C independente de ǫ e f tal que

‖uǫ − uh,ǫ‖H1(0,1) ≤ C(ǫh−1/2 + h)‖f‖L2(0,1).

Para estimar o erro de aproximação do presente método, temos que encontrar uma função
em V h,ǫ

0 que aproxime uǫ para então aplicar o Lema de Céa (Lema 3.4.1). Nosso candidato

é uI , interpolador de u0 em V h,ǫ
0 . Note que no Caso I (quando h ≪ ǫ), tomamos como

candidato o interpolador de uǫ, diferentemente do que fazemos agora.
Para entender porque este o método multiescala funciona bem para ǫ ≪ h, é necessário

usar a expansão assintótica de uǫ. Isto é posśıvel se calcularmos os primeiros termos da
expansão assintótica assim como foi feito no caso bidimensional (3.1.10), (3.1.11), (3.1.12).
De fato, seja u0 como em (3.2.3), e H solução de

(3.4.3)

−
d

dy

(

a(y)
dH

dy
(y)

)

=
da

dy
(y) em (0, 1),

H periódica com peŕıodo 1,

∫ 1

0

H(y) dy = 0.

Além disso, seja

(3.4.4) u1(x) = −H(x/ǫ)
du0

dx
(x).

e θ tal que

(3.4.5)
−

d

dx

(

a(x/ǫ)
dθ

dx
(x)

)

= 0 em (0, 1),

θ(0) = u1(0), θ(1) = u1(1).

Temos então o seguinte resultado, que é a versão unidimensional do Teorema 3.1.1.

Teorema 3.4.5. Suponha que f ∈ L2(0, 1), e seja uǫ solução de (3.2.1). Sejam u0, u1

e θ definidos por (3.2.3), (3.4.4) e (3.4.5) respectivamente. Então existe uma constante C
independente de f e de ǫ tal que

‖uǫ − u0 − ǫu1 + ǫθ‖H1(0,1) ≤ Cǫ‖u0‖H2(0,1).
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Hou, Wu e Cai [52] notaram que a expansão acima vale tanto para a solução exata como
para os elementos da base de elementos finitos multiescala. Logo, para i = 1, . . . , N a função
ψi pode ser aproximada por ψ0

i + ǫψ1
i − ǫθi, onde

−
d2

dx2
ψ0

i = 0 em ∪N+1
j=1 (xj−1, xj), ψi(xj) = δij

e ψ1
i = H(x/ǫ)dψ0

i /dx. Finalmente

−
d

dx

(

a(x/ǫ)
dθi

dx
(x)

)

= 0 em ∪N+1
j=1 (xj−1, xj), θi(xj) = ψ1

i (xj).

Observação. Note que ψ0
i = φi nada mais é que a função de base linear por partes.

Como acima, uI pode ser aproximado por u0
I + ǫu1

I − ǫθI , onde

u0
I =

N
∑

i=1

u0(xi)ψ
0
i , u1

I = H(x/ǫ)du0
I/dx.

Além disto,

−
d

dx

(

a(x/ǫ)
dθI

dx
(x)

)

= 0 em ∪N+1
j=1 (xj−1, xj), θI(xj) = u1

I(xj).

Temos então que

(3.4.6) ‖uǫ − uI‖H1(0,1) ≤ ‖uǫ − u0 − ǫu1 + ǫθ‖H1(0,1) + ‖u0 − u0
I‖H1(0,1)

+ ǫ‖u1 − u1
I‖H1(0,1) + ǫ‖θ‖H1(0,1) + ǫ‖θI‖H1(0,1) + ‖uI − u0

I − ǫu1
I + ǫθI‖H1(0,1).

A desigualdade

(3.4.7) ‖uǫ − u0 − u1 + ǫθ‖H1(0,1) ≤ Cǫ‖u0‖H2(0,1)

é apresentada no Teorema 3.4.5. Já

(3.4.8) ‖uI − u0
I − u1

I + ǫθI‖H1(0,1) ≤ Cǫ‖u0‖H2(0,1)

baseia-se no Teorema 3.4.5 e na estimativa ‖u0
I‖H2(xj−1,xj) ≤ C‖u0‖H2(xj−1,xj) (ver os detalhes

em [52]). Para obter

(3.4.9) ‖u0 − u0
I‖H1(0,1) ≤ Ch‖u0‖H2(0,1),

basta observar que u0
I é a interpolação de u0 por funções lineares por partes. A seguir,

usamos

‖u1 − u1
I‖H1(xj−1,xj) =

∥

∥

∥

∥

H(·/ǫ)
d(u0 − u0

I)

dx

∥

∥

∥

∥

H1(xj−1,xj)

≤ ǫ−1

∥

∥

∥

∥

dH

dx

∥

∥

∥

∥

L∞(0,1)

‖u0 − u0
I‖H1(xj−1,xj) + ‖H‖L∞(0,1)‖u

0 − u0
I‖H2(xj−1,xj)

≤ Cǫ−1‖u0 − u0
I‖H1(xj−1,xj) + C‖u0‖H2(xj−1,xj).

Somando o quadrado da desigualdade acima entre j = 1 e j = N + 1 temos

(3.4.10) ‖u1 − u1
I‖H1(0,1) ≤ C(ǫ−1h + 1)‖u0‖H2(0,1).
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Finalmente temos

(3.4.11) ‖θ‖H1(0,1) ≤ C(|u1(0)| + |u1(1)|) ≤ C‖H‖L∞(0,1)

(∣

∣

∣

∣

du0

dx
(0)

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

du0

dx
(1)

∣

∣

∣

∣

)

≤ C‖u0‖H2(0,1),

e

‖θI‖
2
H1(xj−1,xj)

≤ Ch−1(|u1
I(xj−1)| + |u1

I(xj)|)
2

≤ Ch−1‖H‖2
L∞(0,1)

(∣

∣

∣

∣

du0
I

dx
(xj−1)

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

du0
I

dx
(xj)

∣

∣

∣

∣

)2

≤ Ch−1‖u0‖2
H2(xj−1,xj)

.

Somando a desigualdade acima entre j = 1 e j = N + 1, conclúımos que

(3.4.12) ‖θI‖H1(0,1) ≤ Ch−1/2‖u0‖H2(0,1).

DEMONSTRAÇÃO. (do Teorema 3.4.4.) Para obtermos a estimativa, basta juntar o resul-
tado do Lema 3.4.1 e as desigualdades (3.4.6)–(3.4.12), e o resultado de regularidade (3.3.8).

¤

Observação. A taxa de convergência do Teorema 3.4.4 é melhor que o que foi anunciado
em [64], onde a convergência alegada é

‖uǫ − uh,ǫ‖H1(0,1) ≤ C1h‖f‖L2(0,1) + C2(ǫ/h)1/2.

A diferença aparece nas estimativas de θ e θI , que é diferente em uma ou duas dimensões.

3.4.3. Comentários adicionais. Uma importante diferença entre uma e duas dimensões
na técnica de elementos multiescala é que no caso bidimensional não é claro que condições
de contorno deve-se impor nas arestas na definição das funções de base ψi, ver (3.4.1). Em
uma dimensão este problema não existe, já que não existe aresta.

Uma primeira idéia no caso de elementos poligonais seria impor ψi sendo linear nas
arestas. Porém esta imposição de condições de contorno nas arestas dos elementos causa
o surgimento de camadas limites puramente numéricas no interior do domı́nio, ausentes na
solução exata, fenômeno chamado de ressonância.

Nos artigos [51, 52] surge a interessante proposta de que as funções de base também
deveriam satisfazer uma “restrição unidimensional” do operador diferencial que define a
EDP, ao longo das arestas. Esta proposta é ad hoc, assim como a definição do que seja
uma restrição unidimensional de um operador bidimensional, mas parece funcionar bem
numericamente. A demonstração de convergência em [52] foi feita supondo-se que as funções
de base são lineares nas arestas.

Outra solução proposta em [51] para a ressonância, e analisada em [38] foi o uso de uma
técnica de oversampling, o que torna o método não conforme.

Finalmente, em [53] aparece a proposta de se usar o método de Petrov–Galerkin a fim de
diminuir ainda mais o efeito das camadas limites internas. O uso de Petrov–Galerkin para
minimizar efeitos de camadas limites espúrias foi em proposto independentemente em [42,43].

Para problemas eĺıticos não lineares, os autores de [37,39] propõem e analisam um método
de homogenização numérica. Através de técnicas de G-convergência, os autores provam
que seu esquema converge (a menos de uma subsequência). Eles reescrevem suas propostas
usando uma formulação de Petrov-Galerkin, e funções num espaço não linear. Torna-se claro
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então que seu método, denominado nonlinear multiscale finite element method (NMsFEM)
é uma generalização do MsFEM de Hou e Wu [51].

3.5. Métodos alternativos

Outros métodos baseados em elementos finitos vêm sendo propostos recentemente na
literatura. Apresentamos aqui alguns deles, com uma pequena lista de referências.

Nos métodos descritos abaixo consideramos o domı́nio Ω ⊂ R
2 como sendo um poĺıgono

convexo. Neste domı́nio definimos uma partição regular de Ω em elementos finitos Th = {K}.
O tamanho da malha h é definido como o diâmetro máximo de todos elementos da partição.
Definimos ainda V1 ⊂ H1

0 (Ω) como sendo o espaço das funções lineares por partes em relação
à partição Th.

3.5.1. Residual Free Bubbles (RFB). A fim de tratar problemas com múltiplas
escalas de forma sistemática, o método de Residual-Free Bubbles (RFB) foi proposto em [25,
41, 44–47]. A motivação é que funções polinomiais por partes não são capazes de capturar
os efeitos das pequenas escalas, e portanto o espaço de elementos finitos é enriquecido com
“bolhas”, que são funções de H1

0 (Ω) que se anulam na fronteira de cada elemento. Através de
um formalismo, conclui-se que as “bolhas” resolvem a equação diferencial em cada elemento,
onde o lado direito destes problemas vem do reśıduo devido à parte polinomial da solução
numérica. Na prática, estas soluções locais são calculadas de forma exata ou aproximada.
A seguir apresentamos de forma breve o método RFB. Ver também [50], onde o método é
descrito.

Em geral, para problemas com múltiplas escalas, é posśıvel decompor a solução como

usolução = umacro + umicro,

onde umacro descreve o comportamento macroscópico da solução, e umicro o comportamento
microscópico. No método RFB, a decomposição é

uRFB = ulinear + ub,

onde ulinear é a parte linear por partes, e a “bolha” ub captura informações sobre a mi-
croescala.

Como exemplo consideramos o problema (3.1.1) e sua correspondente formulação fraca:
achar u ∈ H1

0 (Ω) tal que

b(u, v) = (f, v) para todo v ∈ H1
0 (Ω).

onde b(u, v) =
∫

Ω
aǫ ∇u·∇ v dx. Definimos ainda Lǫ como em (3.1.3). Para definir o método,

não é necessário supor que aǫ seja periódica.
Seja o espaço enriquecido Vh := V1 ⊕ B, onde

B = {v ∈ H1
0 (Ω) : v|K ∈ H1

0 (K) para todo K ∈ Th}

é o espaço das “bolhas”. O método consiste em achar uh ∈ Vh onde

a(uh, vh) = (f, vh) para todo vh ∈ Vh.

Escrevendo uh = u1 + ub, onde u1 ∈ V1 e ub ∈ B temos

a(u1 + ub, v1) = (f, v1) para todo v1 ∈ V1,(3.5.1)

a(u1 + ub, vb) = (f, vb) para todo vb ∈ B.(3.5.2)
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Tomando em (3.5.2) funções teste vb com suporte em um elemento arbitrário K, e integrando
por partes, temos que ub é solução forte do problema local

Lǫ ub = −Lǫ u1 + f em K, ub = 0 sobre ∂K.

para todo elemento K. Escrevendo ub = T (−Lǫ u1 + f), substituindo em (3.5.1), e usando
a linearidade do problema, a formulação final é: achar u1 ∈ V1 onde

a(u1, v1) − a(T Lǫ u1, v1) = (f, v1) − a(Tf, v1) para todo v1 ∈ V1.

Uma primeira forma de se interpretar a formulação acima é como um método estabilizado

livre de parâmetros:
Uma outra forma é se olhar como uma técnica de “upscaling” numérico: achar u1 ∈ V1

onde

a∗(u1, v1) =< f∗, v1 > para todo v1 ∈ V1,

e a∗(u1, v1) = a((I − T Lǫ)u1, v1), e < f∗, v1 >= (f, v1) − a(Tf, v1). Na interpretação
multiescala, V1 é o espaço macro, enxerga apenas as propriedades “macro”, e B é o espaço
micro, capturando o efeito das pequenas escalas.

Finalmente, é posśıvel ver esta formulação “quase” como um método de Petrov–Galerkin.
Se {φi}

N
i=1 é uma base de V1 e u1 =

∑N
i=1 uiφi, então

N
∑

i=1

uia(λi, φj) = (f, φj) − a(Tf, φj) para j = 1, . . . , N,

onde λi = (I − T Lǫ)φi, i.e.,

Lǫ λi = 0 em K, λi = φi sobre ∂K,

As funções de base do espaço das funções admisśıveis resolvem o operador localmente, e as
funções teste continuam as mesmas.

Recentemente, Sangalli [69] aplicou a idéia de RFB em problemas com coeficientes os-
cilatórios com excelentes resultados.

3.5.2. Heterogeneous Multiscale Method (HMM). Uma proposta diferente é o
heterogeneous multiscale method (HMM) descrita em [33–36,62]. Damos uma breve descrição
do método considerando mais uma vez o problema (3.1.1). Se existir matriz efetiva A que
incorpore os efeitos das microescalas, a forma bilinear

∫

D

(A∇V ) · ∇W dx para V,W ∈ V1,

seria adequada para se buscar uma aproximação para a solução original. Considerando para
um elemento K ∈ Th a quadratura

∫

K

p(x) dx ≈
L

∑

l=1

wlp(xl),

temos então
∫

D

(A∇V ) · ∇W dx ≈
L

∑

l=1

wl[(A∇V ) · ∇W ](xl).
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Aproximamos [(A∇V ) · ∇W ](xl) da seguinte forma. Considere Iδ(xl) o quadrado de
tamanho δ centrado em xl, e, dado V ∈ V1 ache vl = R(V ) tal que

− div[aǫ(x)∇ vl(x)] = 0 em Iδ(xl),

vl = V sobre ∂Iδ(xl).

Tome então

[(A∇V ) · ∇W ](xl) ≈
1

δ

∫

Iδ(xl)

[aǫ(x)∇ vl(x)] · ∇wl(x) dx,

onde vl = R(V ) e wl = R(W ).

Observação. A escolha de δ depende do problema em questão. Por exemplo, para
problemas periódicos, δ pode ser o próprio peŕıodo. As condições de contorno para se definir
o operador R(·) também podem ser mudadas para, por exemplo, V − R(V ) periódico em
Iδ(xl).

No caso periódico, o erro de aproximação é dado por

‖U − UHMM‖H1(D) ≤ C(h + ǫ),

desde que o problema de célula seja escolhido apropriadamente.

3.5.3. Comentários adicionais. O uso de soluções exatas ou aproximadas para con-
struir os espaços variacionais com em [19–21,51,52] não é simples, já que pode ser complicado
escolher o espaço “correto” para um determinado problema. Uma interessante comparação
mostrando como diferentes escolhas de espaços influenciam as taxas de convergência para
um problema de advecção unidimensional pode ser encontrado em [49].

O formalismo do método RFB serve como “guia” para definição dos espaços variacionais.
Por outro lado, a construção via RFB também introduz camadas limites espúrias no interior
do domı́nio; impor que a bolha se anula nas arestas é a causa. Sangalli [69] minimizou
este efeito indesejável introduzindo macrobolhas, encarecendo entretanto as soluções dos
problemas locais.

O HMM parece uma alternativa viável, tendo inclusive a vantagem de definir problemas
locais independentes da pequena escala, ao contrário do MsFEM e do RFB.

Para problemas com coeficientes periódicos, Versieux e Sarkis [72–74] propõem um efi-
ciente método numérico baseado em aproximações dos termos da expansão assintótica da
solução. O custo computacional resulta também independente de ǫ.
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