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Resumo: Investigamos o processo de homogeneizacdo em uma dimensao, enfatizando as-
pectos tedricos e numéricos. Apresentamos uma equagao simples mas que carrega em si
varias das dificuldades presentes em problemas mais sofisticados. A seguir discutimos trés
alternativas de modelagem para a equagado em discussao: homogeneizagao, elementos finitos
classicos, e elementos finitos multiescala. Procuramos mostrar e vantagens e desvantagens
de cada técnica e apresentamos varios exemplos numéricos. Finalmente concluimos mos-
trando resumidamente outras técnicas, além de uma outra dificuldade presente quando o
problema perde coercividade.

Palavas Chave: Homogeneizagao, Elementos Finitos Multiescala

1 Introdugao

Nestas notas discutiremos algumas técnicas numeéricas para aproximar solugoes de problemas com
miultiplas escalas. Apresentamos as idéias no contexto mais simples possivel, com um problema
unidimensional com coeficientes oscilatorios, tendo em vista que os casos de interesse ocorrem em
dimensoes maiores. Apresentamos um método que funciona bem para estas classes de problemas.

E notério que o método de Galerkin tradicional nio é adequado para resolver problemas na
presenga de multiplas escalas. De fato, o método nao resolve as pequenas escalas a custo aceitavel
e pode nédo ser uniformemente estavel [30]. O objetivo da modelagem multiescala é capturar o
comportamento macroscopico sem resolver as pequenas escalas.

Diferentes estratégias que extendem o método de Galerkin tradicional foram desenvolvidas para
se tratar destas dificuldades. Uma formulacao bem geral flexivel em relagao as escolhas dos espagos
das fungdes admissiveis e fungdes testes foi apresentada por Babuska e Orborn [2, 3], mas estas
escolhas tém que ser feitas levando-se em consideragao o problema especifico.

A seguir, descrevemos o problema e mostramos uma forma classica de aproximé-lo, através de
homogenizagao. A seguir apresentamos e analisamos as deficiéncias do método de elementos finitos
classico, antes de apresentar e analisar o método de elementos finitos multiescala. Finalmente,
concluimos com varios comentarios sobre este e outros métodos existentes na literatura.

Boa parte deste texto apareceu originalmente em [29].

IDedico estas notas introdutérias ao amigo Marcio Murad, por sua dedicagio e apoio ao ensino e difusdo do
conhecimento cientifico.
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Fig. 1: Graficos de a(-/¢) e da solugdo exata para e = 1/4.

2 Um modelo

Para descrever as propriedades qualitativas e dificuldades relacionadas com problemas que apre-
sentam carater oscilatorio, consideramos o seguinte modelo unidimensional:

i (0% @) = 1@

u(0) =u(1) =0.

em

@), W

onde a(-) é suave e periddica com periodo 1, e 8 > a(z) > a > 0, para «, [ reais. Estamos
interessados somente no caso em que € < 1, portanto assumiremos também esta desigualdade.
Neste caso unidimensional, ¢ facil obter uma solugdo analitica para (1):

com [

1
a(¢/e)

1

¢ d d
/0 £ t+co) T

Nos nossos exemplos, consideraremos

;(ﬂ —a)(1 +sin(27z)) + «,

) dé /o1 (a(fl/e) /o5 1) dt) de.

Seja a seguinte sequéncia de problemas, onde ¢ = 1/4, ¢ = 1/8, e ¢ = 1/16, e veja as figuras 1, 2
e 3. E facil notar neste exemplo que crescem as oscilaces de a(-/¢) quando ¢ — 0.

Em dimensoes maiores, é extremamente dificil obter solugoes analiticas. Motivados por esta
dificuldade, investigaremos agora como encontrar solugoes aproximadas para (1).

Uma possibilidade explorada na Secao 3 é o uso de técnicas de homogeneiza¢cao. Como vimos, a
idéia basica apoia-se no fato de que, quando € — 0, a solugao exata converge uma fungao chamada

de solugao homogeneizada. Espera-se entao que para valores de € pequenos, a aproximagao pela
solugao homogeneizada seja boa o suficiente.
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Fig. 2: Graficos de a(-/¢) e da solugao exata para e = 1/8.
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Fig. 3: Graficos de a(-/¢) e da solucdo exata para € = 1/16.
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Outra possibilidade é o discretizar o problema usando elementos finitos. Esta escolha de método
numérico deve-se tanto & aplicabilidade do método em diversos problemas de interesse, como tam-
bém a facilidade em desenvolver uma analise de erro que ressalte eventuais dificuldades numéricas.
Estas questoes sao analisadas na Segao 4.

Uma outra opgao baseada em pesquisa recente [24, 25] & o uso de elementos finitos multiescala.
Nesta técnica, descrita na Segao 5, funcoes de base que resolvem o problema localmente sao utiliza-
das para gerar um espago de elementos finitos, e automaticamente levam informacoes da pequena
escala para a grande escala, num processo de homogeneizacdo numérica.

3 Solugao homogeneizada

Seja u€ solugao de (1). E possivel entdo mostrar que u¢ converge para u’, onde

1 d?
_m@uo = f(z) em (0,1), 3)
u®(0) = u’(1) =0,
1
M(1/a)=/0 e

Em uma dimensdo, é facil calcular u° analiticamente:

() = M(1/a) {—/Om/jf(t)dtdgm/ol/jf(t)dtdg}

A convergéncia ocorre usando norma do espago L?(0,1). Este espago é composto por fungdes
v: (0,1) — R “quadrado integraveis”, i.e.,

L*(0,1) = {v : v & fungio real definida em (0,1) e v* & integravel}.

[v]lL2(0,1) = (/Ol[v(x)}zdx>

Observagao 1 Acima, e no restante deste texto, o adjetivo “integrdvel” quer dizer na verdade

Neste espaco definimos a norma

1/2

integravel no sentido de Lebesgue, uma idéia um pouco mais abrangente que a de integracdo no
sentido de Riemann. Entretanto, € suficiente neste texto ter a intuicdo de fungoes integrdveis como
sendo Riemann integrdveis.

O seguinte resultado de convergéncia justifica o uso da solugdo homogeneizada [27].

Teorema 3.1 Seja f € L*(0,1), e seja u® solugdo de (1). Entdo existe uma constante c indepen-
dente de €, f,a, B tal que

€
[[u — u®|p2(0,1) < CaHfHL?(O.,l)'

Comparamos agora como a solugdo homogeneizada se comporta, assumindo (2). Considere a
seguinte sequéncia of exemplos, onde ¢ = 1/4, ¢ = 1/8, e ¢ = 1/16, e veja as Figuras 4, 5 e 6.
Pode-se notar que quando € — 0, a solugdo homogeneizada u° torna-se uma boa aproximagdo para
a solucao exata u°.

Apesar de serem extremamente tteis em varias aplicagoes, as técnicas de homogeneizagao apre-
sentam algumas limitagoes. Por exemplo, sua aplicabilidade esta limitada a valores de € pequenos,
como fica aparente na figura 4. Outras dificuldades surgem em casos mais gerais, por exemplo
quando a(-) é ndo periddico.
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Fig. 4: Comparagédo entre as solugdes exatas e homogeneizada para ¢ = 1/4.

4 Aproximagao por Elementos Finitos

O primeiro passo para apresentar o método é reescrever (1) na sua forma fraca. Se multiplicarmos
a equagao por uma fun¢ao v suficientemente suave e que se anule em z =0 e z = 1 e integrarmos

por partes, temos que
[ (st @ @) o= [ s (@

Note que se u€ é solugdo de (1), entdo a identidade acima vale para todo v suficientemente suave.

E possivel também inverter a ordem desse raciocinio, i.e., gostariamos de buscar uma fungio u°
que satisfizesse (4) para toda v suficientemente suave, e depois poderfamos mostrar que também
resolve (1). Para tal, buscaremos a solu¢do num espago de fungdes que sejam continuas, que tenham
derivadas (no sentido fraco), e que se anulem em z =0 e = 1. Além disso, exigiremos que essas
fungdes e suas derivadas sejam quadrado integraveis, i.e., podemos integrar tanto v? como (v')2.
Chamaremos esse espago de

H3(0,1) = {v € C[0,1] : v(0) =v(1) =0; v*e (v')? sdo integraveis},

e introduzimos a norma

pllon = ( [ e + [ 2] | dx>1/2.

Como exemplo de fungdes que estao em H{(0,1), temos a importante classe de fungdes suaves
por partes, como por exemplo a funcio mostrada na figura 7. Note que a funcao v” 14 representada
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Fig. 5: Comparagao entre as solugbes exatas e homogeneizada para ¢ = 1/8.

é continua, se anula em x = 0 e x = 1, e além disso s6 deixa de ser suave num nimero finito de
pontos.

O importante no momento é que é possivel provar que existe uma fungao u¢ € Hi(0,1) sa-
tisfazendo (4) para todo v € Hi(0,1). Além disso, no caso de f ser suave, esta solugio também
resolve (1). Ou seja, essas duas formulagdes sao equivalentes.

4.1 Discretizagao por Elementos Finitos

No método de elementos finitos, escolhemos um subespago de H{(0,1) e buscamos fungdes que
satisfacam (4) dentro desse subespago. N6s primeiro discretizamos o dominio (0,1) em elementos
finitos definindo os nés 0 = zp < 21 < --- < &y41 = 1, onde z; = jh, e h =1/(N+1) éo
parametro de malha. A seguir, definimos o espago de dimensao finita V' C H{(0, 1), onde

Vi = {vh € H}(0,1) : v" & linear em (z;_1,2;) for j =1,...,N + 1}.

Chamamos V! de espago de fungdes lineares por partes. Uma funcio de V! tipica é representada
na figura 7. A aproximagdo por elementos finitos de u¢ é u”* € V! tal que

/0 1 (a(:v/e) CZ;’ @)‘Sf(@) da = /0 " f@)o (@) dr para todo o® € V. (5)

Observacao 2 Note que u" também depende de €, apesar desta dependéncia néio estar explicitada
na notagao.
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Fig. 6: Comparagao entre as solugoes exatas e homogeneizada para ¢ = 1/16.
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Fig. 7: Exemplo de funcao linear por partes
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Fig. 8: Uma fungao da base do espago de elementos finitos

Observe que uma funcao em Voh pode ser caracterizada de forma tinica pelos valores que assume
nos noés i, ra, etc. Em vista disto, podemos introduzir uma base no espago Voh. Seja ¢; € Voh tal

que
1 sei=y,
9:(;) {0 se i # j,

para j = 1,..., N. Uma fungdo de base tipica esta representada na figura 8. Temos entdo V' =

Span {¢17 SRR (bN}
Finalmente, se u"(z) = vazl u;¢;(x), entdo reescrevemos (5) como

N 1 d¢ d(b 1
Zm/ <a(x/e) : (I)J(I)> dz = / f(x)¢;(x)dr paraj=1,...,N. (6)
o1 0 dx dx 0
Note que u; = u"(z;) é o valor de u” no né z;.
O método de elementos finitos para (1) consiste entdo em achar u = (uy,...,uy)’ € RV tal
que

Mu=f

3

onde a matriz M = (M, ;) € RV*N e o vetor f = (f1,..., fn)T € RY sdo dados por

1 1
M; ;= / <a(x/e) dos (x)d%(x)) dz, fi :/ f(x)pj(z) de.
0 dx dx 0

As aproximagbes numéricas para (1), onde a é dada por (2) apresentam resultados variados.
Para ¢ = 1/4 e h = 1/32, o método de elementos finitos aproxima razoavelmente bem a solucdo
exata, como mostra a figura 9. Entretanto, a aproximagcao se deteriora quando € se torna menor.
Veja os graficos para h = 1/32, mas ¢ = 1/8 na figura 10, e ¢ = 1/16 na figura 11.

A aproximagio melhora se refinarmos a malha. Por exemplo, tomando o caso ¢ = 1/8, mas
com h = 1/64, temos uma melhoria na aproximagdo, como mostra a figura 12.

O ponto que queremos ressaltar é que o método de elementos finitos converge, mas a tazra de
convergéncia depende de €. Isto pode ser um problema em dimensées maiores, quando o uso de
malhas refinadas torna-se caro computacionalmente.
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Fig. 9: Graficos de u¢ e de sua aproximagao por elementos finitos, com ¢ = 1/4 e h = 1/32.

4.2 O que da errado?

A fim de entender melhor porque o método de elementos finitos classico nao funciona bem, desen-
volvemos uma anéilise de erro para esse problema. Aqui e no restante deste capitulo, ¢ denota uma
constante universal, independente de €, h, f, @ e §. Quando queremos indicar uma constante que
pode depender de a ou (3, mas nao de €, h ou f, utilizamos a letra maiascula C'.

Para facilitar a notagao, definimos as formas bilineares

bo) = | 1 (a(z/@fjj <m>j§;<x>) . (fo= | ' fla)o(a) de.

Temos entdo que a solugio exata u¢ € H{(0,1) e sua aproximagdo por elementos finitos u" € VJ*
satisfazem

b(uf,v) = (f,v) para todo v € Hj(0,1), b(u", v") = (f,v") para todo v € V.

Logo
b(u® —u" v") =0 para todo v" € V.

Na nossa analise, usamos o fato que 8 > a(z) > « > 0. Comegamos a investigar a continuidade
da forma bilinear b(-,-). Segue-se de sua defini¢ao que

b(u,v) < Bllullgro,)l|vlla10,1) para todo u,v € H(0,1). (7)

A seguir, estimamos a coercividade:

1 2

d

b(v,v) > a/ (dv> dx > ca||v||§p(0 1) Ppara todo v € H&(O, 1), (8)
0 T ’
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Fig. 10: Graficos de u€ e de sua aproximagao por elementos finitos, com e =1/8 e h = 1/32.

onde usamos a desigualdade de Poincaré

/01@2@))20@ > c/ol [(v(aﬁ))Q + (z(x)ﬂ do
no tltimo passo.

Podemos agora obter estimativas de erro. Usando (8), e depois (7), concluimos que

|l — uh||%11(0,1) < éb(uE —ul ot —ul) = éb(uE —ul uf —oh)

B

< ca||uE — 1/L||Hl(0’1)\|uE - vh||H1(0,1) para todo v" € VOh. (9)

Mostramos assim o Lema de Cea.

Lema 4.1 (Lema de Cea) Sejam u¢ e u” solucées de (1) e (5). Entdo ewiste uma constante
universal ¢ tal que

[ — u"|| 10,0y < c§||u6 — "\ 10,1y para todo v" € V.
A seguir, usando estimativas classicas de interpolagao, temos que
Hu6 — IhueHHl(OJ) < Ch|u6‘H2(0’1), (10)

onde I"u¢ = Zf;l u(z;)¢; é o interpolador de u¢ em V', e

1 2w 2 1/2
2 = — d .
s ([ 5679
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Fig. 11: Graficos de u€ e de sua aproximagao por elementos finitos, com ¢ = 1/16 e h = 1/32.

Fazendo v" = I"u¢ em (9), concluimos que

54
[uf — u"|| 10,1y < Cah|U€|H2(o,1)-

Obtemos finalmente o teorema a seguir usando a estimativa

B
W lm20,0) < 5 I llz200, (11)
onde assumimos |a’(z)| < ¢f.

Teorema 4.2 Seja f € L*(0,1), e seja u¢ solugdo de (1). Entdo existe uma constante c indepen-
dente de €, f,a, O tal que

¢ B> h
f|lu® — Uh”Hl(o,l) < C?;”fHLQ(O,l)- (12)

Paramos por um momento agora para interpretar a estimativa obtida. Antes de mais nada, o
método converge quando h — 0. De fato, para € fixo, o erro vai a zero quando o tamanho da malha
vai a zero. O problema é que a convergéncia em h nao é uniforme em e.

Logo, para € pequeno, a menos que a malha seja muito refinada (h < €), a estimativa (12)
indica que o erro na norma H!(0,1) é grande. Isto faz com que o método de elementos finitos
tradicional seja deficiente para este tipo de problema, e explica os maus resultados das figuras 10
e 11.
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Fig. 12: Graficos de u€ e de sua aproximagao por elementos finitos, com e =1/8 e h = 1/64.

5 Elementos Finitos Multiescala

Mais recentemente, Tom Hou e seus colaboradores [24, 25] propuseram uma nova forma de apro-
ximagao numérica para EDPs em duas dimensoes com coeficientes oscilatérios. A idéia béasica é
mudar as fung¢bes de base do espago de elementos finitos. Ao invés de usar fungoes lineares por
partes, a técnica de elementos finitos multiescala usa fungdes que resolvem localmente (em cada
elemento) a equagdo em questao.

Apresentamos aqui as idéias no caso unidimensional. Em quase todos os aspectos, incluindo a
analise de erro, a extensao para duas dimensoes é natural. Comentamos ao fim desta segao alguns
pontos onde esta generalizagao nao é trivial.

Nés comecamos a definir o método construindo as fungoes de base. Seja ; tal que

i(a(m/e) CZZZ (x)) =0 em Uj'vjl1 (zj-1,25), bi(x;) = {

1 sei=y,
0 sei##j,

(13)

para i =1,...,N. Definimos entdao o espaco de elementos finitos multiescala como sendo

Voh’6 = span {¢1,..., YN}

Uma funcdo de base tipica é apresentada na figura 13 para e = 1/4 e h = 1/32. Note que a
fungao se parece muito com a fungao de base do método de elementos finitos usual. Isto se explica
pois neste caso o parametro de malha h é€ bem menor do que ¢, e a fungao de base tradicional ainda
funciona bem, vide figura 9. No caso oposto, quando € é bem menor que h, temos que a fungao de
base tem carater oscilatorio, como é mostrado na figura 14, para ¢ = 1/128 e h = 1/32.
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Fig. 13: Gréaficos de ¢y com e =1/4 e h =1/32.

Usando o espago acima definido, o método de elementos finitos multiescala busca u/€ € Voh’6
tal que

/0 1 (a(x/e) dul e 20 (a:)) da = /0 CF@)he(@)dr para todo oh € V. (14)

dx dx
Matricialmente, temos que se u>¢(z) = Zf\il ustp;(z), entdo u = (us,...,usy)T € RY & tal
que
M€u€ — f€7
onde a matriz M = (M; ;) € RN*N e o vetor f¢ = (ff,..., fi;)" € RV sao dados por

s, = [ (a0 @) = [ @

Testando entdo a aproximagio para ¢ = 1/16 e h = 1/10, vemos na figura 15 que a solugio
aproximada pelo método de elementos finitos multiescala interpola a solugao exata nos nés. Isto
nao é uma coincidéncia, é apenas uma caracteristica em uma dimensao de métodos de elementos
finitos que utilizam fungoes que sdo solugdes locais da propria EDP que estdao aproximando. Em
dimensées maiores essa propriedade é (infelizmente) perdida.

5.1 Analise de erro

A analise de erro desenvolvida em [25] baseia-se no Lema de Cea, como feito na Subsecdo 4.2.
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Fig. 14: Graficos de ¢; com € =1/128 e h = 1/32.

Lema 5.1 (Lema de Cea) Sejam u¢ e u™*

universal ¢ tal que

solugoes de (1) e (14). Entao existe uma constante

|lu® — uh’6||H1(071) < c§||u6 — vh76||H1(071) para todo v e Vbh’e.
o

No método de elementos finitos classico, encontramos uma func¢do em VOh que “aproximava
bem” u€ e estimamos o erro de aproximagao. No caso, a fungdo em Voh era o interpolador de €.
Utilizando o Lema de Cea (Lema 4.1) obtivemos a estimativa final.

Similarmente, o desafio agora é achar uma aproximagao para u® no espaco multiescala VOh’E.
A anélise divide-se em dois casos distintos, dependendo se a malha é refinada o suficiente ou nao,
em relagdo a €. Na verdade, em uma dimensdo, esta divisdo em casos distintos nao faz sentido.
Mesmo assim, mantemos a analise dividida nestes dois casos, pois em dimensoes maiores a anéalise
de erro da informacgoes qualitativas diferentes dependendo se h < € ou € < h.

Caso I: h < e. Neste caso em que assumimos a malha suficientemente refinada, obtemos a
seguinte resultado de convergéncia, que , a menos de constantes, € o mesmo que o do Teorema 4.2.
Ou seja, para malhas refinadas, o0 método multiescala funciona tao bem quanto o método tradicional.

Teorema 5.2 Seja f € L*(0,1), e seja u¢ solugdo de (1). Entdo existe uma constante c indepen-
dente de €, f,a, B tal que

p . B
[ = | 0,1y < C@thHLZ(m)-

O teorema acima segue facilmente do Lema de Cea (Lema 5.1) e do seguinte resultado de interpo-
lagao [25].
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Fig. 15: Graficos de u® e de sua aproximagdo por elementos finitos multiescala, com ¢ = 1/16 e

h =1/10.

Lema 5.3 Seja u€ solucio de (1), e seja I u¢ = E;\Ll u(z;)1p; interpolador de u¢ em Ve
Entao existe uma constante c independente de € e f tal que

h
l|lu® — Ih’euEHHl(o,U < Ca”f”?ﬂ(o,l)'

Dem.: Note que

I d
alu® — Ih’€u€|%p(z]_71@j) < /x %(uE - Ih’euﬁ)a(sc/e)%(u6 — I"euf) da

Jj—1

- _/:j (u — ]h,eue)di [a(x/g)dﬂi(ue B Ih,eue)} e _/:j e Ih’ﬁus)% [a(m/g)dciue} .

X

j—1 j—1

T
= / (ue - Ih)eue)fd‘r < ”u6 - Ih)€u6||L2($j—l7xj)||fHL2(7/'j—17-75j)'

-1

Mas a desigualdade de Poincaré nos da que ([v|p2(e; ,2,) < ch|v|mi(e,_,,) Para todo v €
H}(zj_1,2;), e entdo

ofu = I" Ui oy < chlut = Iu oy o) L2 (0 )
Logo,

h
|ue _ Ih’6u€|Hl($j71,‘Tj) < Ca||f||L2(xj7171:j).
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Para encontrar uma estimativa global, basta somar a desigualdade acima em todos os elementos

N
1 h2
lu = 1w G 0,0) < €h® Y T2, 1y = €51 12200,
Jj=1

e tirando raizes dos dois lados da equagao obtemos o resultado. [

Observagao 3 A estimativa obtida no Teorem 5.2 é particular ao caso unidimensional. Em duas
dimensées, a demonstragio do Lema 5.3 tem que ser modificada pois u¢ — I™u¢ nio mais se anula
no bordo dos elementos. O preco final a se pagar é uma estimativa que se comporta como h/e, ou
seja mao € mais uniforme em € como aqus.

Caso II: € < h. Mesmo quando € é pequeno em relagao & malha, e o método de elementos
finitos lineares nao funciona a contento, os elementos finitos multiescala aproximam bem a solugao
exata. Abaixo apresentamos uma estimativa de erro.

Teorema 5.4 Seja f € L?(0,1), e seja u® solugdo de (1). Entdo existe uma constante C indepen-
dente de € e f tal que
f|lu® — Uh’6||H1(0,1) < C(eh™? + P 122 (0,1
Para estimar o erro de aproximacao do presente método, temos que encontrar uma fungao
em Voh’6 que aproxime u° para entdo aplicar o Lema de Cea (Lema 5.1). Nosso candidato é uy,
interpolador de u® em Voh’e. Note que no Caso I (quando h < €), tomamos como candidato o
interpolador de u€, diferentemente do que fazemos agora.

Para entender porque este o método multiescala funciona bem quando € < h, é necessario usar
uma melhor aproximagao assintética (inclusive com estimativas de erro) de u°. Isto é possivel se

calcularmos os primeiros termos da expansio assintética. De fato, seja u® como acima e H solucio
de
d dH da
- — = — 0,1
(W) =5 o,
1 (15)
H periodica com periodo 1, / H(y)dy = 0.
0
Além disso, seja
() = —Hz/o "™ (@) (16)
dx
e 0 tal que
d dé
——la(z/e)—(x) ] =0 em (0,1),
i (o0 f) 0.1 -

Temos entao o seguinte resultado [27].

Teorema 5.5 Assuma que f € L?(0,1), e seja u¢ solugdo de (1). Sejam u°, u' e 0 definidos
por (3), (16) e (17) respectivamente. Entao existe uma constante C independente de f e de € tal

que

0

|u —u” — eul + 69||H1(0,1) < C€||“0||H2(0,1)'



Modelagem Computacional Multiescala de Meios Porosos

Hou et al. [25] notaram que a expansdo acima vale tanto para a solu¢do exata como para os
elementos da base de elementos finitos multiescala. Logo, para ¢ = 1,..., N a fungao 1; pode ser
aproximada por
Oy + e — €b;,
onde
d2

1 sei=yj,
*@ﬂ’? =0 em U;-V:Jrll (Tj-1,75), Yi(;) = {

0 sei##j,
e ! = H(x/e)dy) /dx. Finalmente

_4
dzx

(a(m/e) Cclli:l (m)) =0 em Uj-vjll (j—1,25), bi(x;) = wll(ac])

Observagao 4 Note que no caso unidimensional, 1Y nada mais é que a funcdo de base linear por
partes @;.

: : 0 1 0 _ vV o 0 1 _
Como acima, u; pode ser aproximado por uj + eu; — ef, onde uy = Y .0 u’(z;)}, e uy =

H(z/€)du?/dx. Além disso,

(0@ ) =0 em UX (@), Ba(e) = uble)

Temos entao que

0

[u = urll a0 < llu —u® = eut +ebl| iy + lu® = ufllmro) + ellu’ —upllmo)

+ €)|0] rr20,1) + €ll0rl 2 (0,1) + llur — uf — eup + €br|lgro,1)  (18)

A desigualdade

Ju = u® = u + €]l 11 0,0) < Cellul| 20,1 (19)
é apresentada no Teorema 5.5. J&
lur — 9 — u} + ebrlzr1(0,1) < Cellu|| 20,1y (20)

baseia-se no Teorema 5.5 e na estimativa [[uf||p2(0,_,.2,) < Cllu’l|g2(w,_1.2,) (ver os detalhes
em [25]). Para obter
lu® = w7l 0,1y < Chllu®|lm2(0,1), (21)

basta observar que u é a interpolagdo de u° por fungdes lineares por partes.

A seguir, usamos

ar
dzx

0~ uf)

dxr

(u <!

HuO - u(I)”Hl(fljj—lyJ/’j)
L= (0,1)

d
It = e, ) = HH(-/@ \
HY (w5-1,7;5)

+ ||H||L°°(U,1)Hu0 - u?HHz(I]‘—l,Ij) < C€_1||UO - u(}HHl(Ij_hwj) + C||u0||H2(Ij—17$j)'
Somando o quadrado da desigualdade acima entre j =1e j = N + 1 temos
lut = upll o1y < Cle h+ 1) [|u’| gr2(0,1)- (22)

Finalmente temos

du®
&))< Clllmon. (@)

du®

101172 0,1y < C(Ju' (0)] + [u' (1)]) < OH||L°°(0,1)(
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du® du®
dT; (zj-1) chI (z;)

< O )

v )

Tj_1,T5)

10207 @,y ) < CRT (Jup(aj—1)| + fup (a)])* < Ch1|H||2L°°(0,1)<

Somando a desigualdade acima entre j =1 e j = N + 1, concluimos que
10716110,y < Ch™Y2 ][ 1r2(0,1)- (24)

Dem.: (do Teorema 5.4) Para obtermos a estimativa, basta juntar o resultado do Lema 5.1 e
as desigualdades (18)—(24), e o resultado de regularidade (11). O

Observagdo 5 O resultado do Teorema 5.4 € melhor que o demonstrado em [27], onde a taza de
convergéncia alegada €

Ju€ — w1 0,1) < Crhl| fll 20,1y + Ca(e/h)2.

A diferenca aparece nas estimativas de 0 e 0, que é diferente em uma ou duas dimensaes.

5.2 Outros Comentarios

Uma importante diferenca entre uma e duas dimensoes na técnica de elementos multiescala é que
no caso bidimensional nao é claro que condi¢oes de contorno deve-se impor nas arestas na defini¢ao
das fungdes de base 1;, ver (13). Em uma dimensdo este problema nfo existe, jA que nao existe
aresta.

Uma primeira idéia no caso de elementos poligonais seria impor v; sendo linear nas arestas.
Porém esta imposicao de condi¢oes de contorno nas arestas dos elementos causa o surgimento
de camadas limites puramente numéricas no interior do dominio, ausentes na solugao exata. Os
autores chamam este fenémeno de ressonéncia.

Nos artigos [24, 25] surge a interessante proposta de que as fungdes de base também deveriam
satisfazer uma “restricdo unidimensional” do operador diferencial que define a EDP, ao longo das
arestas. Esta proposta é ad hoc, assim como a definicao do que seja uma restricao unidimensional
de um operador bidimensional, mas parece funcionar bem numericamente. A demonstracao de
convergéncia em [25] foi feita assumindo que as fungGes de base sdo lineares nas arestas.

Outra solugdo proposta em [24] para a ressonancia, e analisada em [14] foi o uso de uma técnica
de oversampling, o que torna o método nao conforme.

Finalmente, em [26] aparece a proposta de se usar o método de Petrov—Galerkin a fim de dimi-
nuir ainda mais o efeito das camadas limites internas. O uso de Petrov—Galerkin para minimizar
efeitos de camadas limites esptrias foi em proposto independentemente em [17].

Para problemas eliticos ndo lineares, os autores de [15, 13] propdem e analisam um método
de homogenizagao numeérica. Através de técnicas de G-convergéncia, os autores provam que seu
esquema converge (a menos de uma subsequéncia). Eles reescrevem suas propostas usando uma
formulagao de Petrov-Galerkin, e fungoes num espago nao linear. Torna-se claro entao que seu
método, denominado nonlinear multiscale finite element method (NMsFEM) é uma generalizagao
do MsFEM de T.Y. Hou and X.H. Wu [24].

6 Outros Métodos

Outros métodos vém sendo propostos recentemente na literatura. Apresentamos aqui alguns deles,
com uma pequena lista de referéncias.
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6.1 Residual Free Bubbles (RFB)

A fim de tratar problemas singularmente perturbados de forma sistematica, o método de Residual-
Free Bubbles (RFB) foi proposto em [4, 16, 19, 18, 20, 21]. Estas “bolhas” sdo fung¢bes com suporte
local que resolvem, exata ou aproximadamente, a equagao diferencial em cada elemento. O lado
direito destes problemas vem do residuo devido a parte polinomial da solugdo numérica. Outro
fator é que as bolhas se anulam no bordo de cada elemento.

A seguir apresentamos de forma breve a idéia central do RFB. Ver também [23], onde o método
é descrito.

Em geral, para problemas com maultiplas escalas, é possivel decompor a solugao como

Usolugao = Umacro + Umicro
No método RFB, a decomposigao é
URFB = Ulinear T Ub

onde Uineqr € a parte linear por partes, e a “bolha” u; captura informagoes sobre a microescala.
Considerando o problema abstrato

Lvy=f emQ,
u=0 em 01,

e sua formulagao fraca: achar u € H}(Q) tal que
a(u,v) = (f,v) paratodo v € Hj(Q).

Aqui, 2 é um poligono, € > 0 representa a pequena escala, e

()= [ fodx

Tomamos como exemplo

Lu = —div(K(z) Vu),

e
a(u,v) = /Q(Kf(:v) Vu)-Voudx.
Considere a particao de €2 em elementos finitos, e o espaco enriquecido associado
Viw:=V1 ¢ B,
onde

e Vi C HE() é o espago das fungdes lineares ou bilineares por partes
e B C H(9) é o espago das “bolhas”, fungdes que se anulam no bordo dos elementos

O método consiste em achar uy € V), = V7 & B onde
a(up,vn) = (f,vr) para todo vy, € V.
Escrevendo uj, = u1 + up temos

a(uy + up,v1) = (f,v1) para todo v1 € V7,
a(uy + up,vp) = (f,vp) para todo v, € B.
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Logo, a segunda equagao é vilida em cada elemento:
a(uy + up, vp)|x = (f,v)|x  para todo v, € Hy(K),
para todo elemento K. A parte da bolha é solugao forte do problema local

LUy =—Lu1+f em K,
up, =0 em OK.

Escrevendo up = T'(— L u; + f) e usando condensagdo estatica, temos

a(ur +up,v1) = (f,v1) = a(ur + T (= L w1 + f),v1) = (f,v1)
= a(ur — T Lup,v1) = (f,v1) —a(Tf,v1) = a((I =T LYur,v1) = (f,v1) — a(Tf,v1)

para todo v, € Vi,
Uma primeira forma de se interpretar a formulagao acima é como um método estabilizado livre
de paramétros: achar u; € V; onde

a(uy,v1) —a(T LYuy,v1) = (f,v1) —a(Tf,v1) paratodo v, € V.
Uma outra forma é se olhar como uma técnica de “upscaling” numérico: achar u; € V; onde

a*(uy,v1) =< f*,v1 > para todo vy € V7,

a*(ug,v1) = a((I =T LYuy,v1), < f*ov >= (f,v1) —a(Tf,v1).
Na interpretacao multiescala:
e 1/ é o espago macro, enxerga apenas as propriedades “macro”
e B é o espaco micro, capturando o efeito das pequenas escalas
Finalmente, é possivel ver esta formulagao “quase” como um método de Petrov—Galerkin. Se
{t;} & uma base de V1, e u; = vazl u;1;, entao

N
Zuz’a((f =T L) 5) = (f,45) — (T, 45)

N
— Y wahi, ;) = (f,15) — a(Tf, 1), onde A = (I =T L),
=1

Entao,

£E/\i:0 em K, Ai:wi em 8K,

As fungoes de base do espago das fung¢bes admissiveis resolvem o operador localmente, e as fungoes
teste continuam as mesmas.

Recentemente, Giancarlo Sangalli aplicou a idéia de RFB em problemas com coeficientes osci-
latorios também com excelentes resultados [31].
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6.2 Heterogeneous Multiscale Method (HMM)

Uma proposta diferente é o heterogeneous multiscale method (HMM) descrita em [6, 7, 8, 9, 11,
10, 12, 28]. Damos uma breve descri¢do do método considerando o problema

—divja®(z) Vus(x)] = f(z) em Q C R?
u® =0 em 0f,

ode € < 1 “representa” o tamanho das pequenas escalas, e a¢ : Q — R?*2, Seja 7;, uma triangu-
larizagao de ) com parametro de malha h, e P1(7},) o espago das fungdes continuas e lineares por
partes com respeito a 7;,. Se existir matriz efetiva A que incorpore os efeitos das microescalas, a
forma bilinear

/D(AVV) -V Wdx paraV,W € Py(T),

seria adequada para se buscar uma aproximacgio para a solugao original.
Para um elemento K € 73, considere a quadratura

L
/Kp(x) dx ~ ;wlp(zl).

Logo

L
/D(AVV) VW ~ Zwl[(AVV) -V W] ().
=1

Aproximamos [(AV V) -V W]|(x;) da seguinte forma. Considere I5(x;) o quadrado de tamanho
§ centrado em 1wy, e, dado V € P¢(7;,) ache v; = R(V) tal que

—div[a“(x) Vu(z)] =0 em Is(x;),
vy =V em 0ls(x;).

Tome entao

[(AVV) - VW|(z) ~ %/I . )[as(x)Vvl(x)] -V (x)dz,

onde v; = R(V') e w; = R(W).

Observagao 6 A escolha de § depende do problema em questao. Por exemplo, para problemas
periddicos, 6 pode ser o proprio periodo. As condigdes de contorno para se definir o operador R(-)
também podem ser mudadas para, por exemplo, V. — R(V') periédico em Is(x;).

6.3 Outros Comentarios

O uso de solugbes exatas ou aproximadas para construir os espagos variacionais com em [1, 2, 3,
24, 25] ndo é simples, ja que pode ser complicado escolher o espago “correto” para um determinado
problema. Uma interessante comparacao mostrando como diferentes escolhas de espagos influen-
ciam as taxas de convergéncia para um problema de advecg¢ao unidimensional pode ser encontrado
em [22].

O formalismo do método RFB serve como “guia” para definicao dos espagos variacionais. Por
outro lado, a construgao via RFB também introduz camadas limites espurias no interior do dominio;
assumir que a bolha se anula nas arestas é a causa.
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Fig. 16: Graficos de a(-/¢) e da solugao exata para ¢ = 1/8.

7 Uma dificuldade extra

Um outro problema que pode surgir quando tratamos de modelagem de meio heterogéneos, é a
perda de coercividade. De fato, se « é muito pequeno em (1), o problema torna-se mais dificil de
ser tratado. Consideramos aqui o exemplo dado por (2) mas com « = 0.01, e e = 1/8. Na figura 16
mostramos o grafico de a(-/€) e u®.

Mesmo para € pequeno a aproximagao pela solugao homogeneizada ja nao é satisfatéria. Com-
parando-se as figuras 5 e 17, percebe-se a deterioragao da aproximacao no ultimo caso, como ja
era previsto pelo Teorema 3.1.

Esta deterioragao é ainda mais aparente se utilizarmos elementos finitos lineares, como mostram
as figuras 12 e 18. Note que, desta vez, a origem da dificuldade nao é a magnitude de ¢, mas sim a
de a. De fato, mesmo para € relativamente grande, a aproximagao por elementos finitos falha. Na
figura 19 apresentamos um exemplo numeérico para e = 1/2 e h = 1/64. Mais uma vez esta piora
era indicada por estimativas de erro. No Teorema 4.2, a constante é proporcional a o~ >.

Finalmente, por manter a caracteristica de interpolar a solucao exata em uma dimensao, o
método de elementos finitos multiescala nao se degrada mesmo com « pequeno, como pode ser
visto na figura 20.
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