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Introducao: um modelo

Descricao: Nesta breve secao apresentamos o problema,
unidimensional que iremos considerar nesta parte do curso. E uma
equacao que tem coeficientes oscilatorios. Mostraremos como as
solucoes se comportam quando esses coeficientes variam cada vez
mais bruscamente. Mostraremos também diversas possibilidades
para aproximarmos estas solucoes em problemas com uma ou mais

dimensoes.




Introducao: um modelo

Considere o problema parametrizado por ¢ < 1:

_% (a(x/g)ci;f (:I:)) = f(z) em (0,1),

u®(0) = u(1) = 0.

onde

e a(-) é suave e peridédica com periodo 1. Logo a(-/e) é periddica

com periodo g, pois a((z +¢)/e) = a(x/e + 1) = a(x/e)
e existem dois nimeros reais «, 3 tais que 8 > a(x) > a >0

e f é suave




Introducao: um modelo

Em 1D, temos solucao analitica:

ue(:v)—/x oE (/ £t dt+co>ds
RK a,(sl/s) ds/O (a(s/s)/o 1) dt) o

Nos nossos exemplos numéricos, consideraremos

%(ﬁ —a)(1+sin(2mx)) +a, a= 5’

A seguir tomaremos € =1/4, ¢ =1/8, e ¢ = 1/16.
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Fig. 1: Graficos de a(-/e) e da solucao exata para ¢ = 1/4.
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Fig. 2: Graficos de a(-/e) e da solucao exata para ¢ = 1/8.
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Fig. 3: Graficos de a(-/e) e da solugao exata para e = 1/16.




Introducao: um modelo

Algumas observacoes:

e E facil notar nestes exemplos que quando € — 0, a funcao

a(-/€), e portanto u®, oscilam com maior frequéncia.

e Neste caso, quando € — 0, a solucao u® “parece convergir” para

uma funcao limite: é a solucao homogeneizada.

e Fm dimensoes maiores, apenas em casos particulares é possivel
obter solucoes analiticas. Deve-se entao buscar métodos que

permitam o calculo de solucoes aproximadas.




Introducao: um modelo

Idéias para obtencao de solucoes aproximadas:

1. Técnicas de homogeneizacao: quando € — 0, a solucao exata
converge para a solucao homogeneizada. Espera-se entao que
para valores de € pequenos, a aproximacao pela solucao

homogeneizada seja boa o suficiente.

Discretizacao por elementos finitos cldssicos: esta escolha de
método numérico é devido tanto a flexibilidade do método
como também a facilidade em desenvolver uma andalise de erro

que ressalte eventuais dificuldades numéricas.




3. Elementos finitos multiescala: a idéia aqui é estender o método
de elementos finitos classicos a fim de melhorar sua
performance em alguns problemas mais complicados. Como
exemplo descreveremos um método em que funcoes que
resolvem o problema localmente sao utilizadas para gerar um

espaco de elementos finitos, e automaticamente levam

informacoes da pequena escala para a grande escala, num

processo de homogeneizacao numérica.
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Solucao homogeneizada

Descricao: Nesta parte, apresentamos a solucao homogeneizada
para o problema unidimensional com coeficientes oscilatoérios.
Mostramos um resultado que garante que as solucoes exatas
convergem para a homogeneizada quando € — 0. A seguir,
ilustramos este resultado de convergéncia com alguns exemplos

NnuMeEricos.




Lembre-se que u® é solucao de
du®
@)

E possivel mostrar que u® converge para u’

, onde

em (0,1),

1
a(r)

dr. Em uma dimensao, é facil calcular "

e M(1/a) :/01

analiticamente:

u’(z) = M(1/a) [—/Ox/ogf(t)dtd&x/ol /(ff(t)dtd{].




A convergéncia ocorre usando norma do espaco L?(0,1). Este
espaco é composto por fungoes v : (0,1) — IR “quadrado

integraveis”, i.e.,
L?(0,1) = {v : v é funcdo real definida em (0,1) e v* é integravel}.

Neste espaco definimos a norma

lollL20,1) = </01[v(w)]2dx>1/2.

Observacao Aqui, o adjetivo “integrdvel” quer dizer integravel no

sentido de Lebesgue, uma idéia um pouco mais abrangente que a de
integracao no sentido de Riemann. Entretanto, € suficiente ter a

intuicao de funcoes integrdvets como sendo Riemann integrdveis.




Solucao homogeneizada

O seguinte resultado de convergeéncia justifica o uso da solucao
homogeneizada [Moskow e Vogelius, 1997].
Teorema. Seja f € L?(0,1). Entdo existe uma constante c

independente de € e f tal que
Ju® — uOHL2(0,1) < Cf’?HfHL2(0,1)-

Comparamos agora como a solucao homogeneizada se comporta.

Consideraremos a seguir a sequéncia de exemplos, para € = 1/4,

e=1/8,eec=1/16.




1-D Homogenization

0 ©

——— exact solution _
°© o o o o o homogenized solution

Fig. 4: Comparacao entre as sols. exata e homogen. para ¢ = 1/4.




1-D Homogenization
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Fig. 5: Comparacao entre as sols. exatas e homogen. para ¢ = 1/8.




1-D Homogenization

——— exact solution _
°© o o o o o homogenized solution

Fig. 6: Comparacao entre as sols. exata e homogen. para ¢ = 1/16.




Solucao homogeneizada

Pode-se notar que quando € — 0, a solucdo homogeneizada u°

torna-se uma boa aproximacao para a solucao exata u®.

Apesar de serem extremamente Uteis em varias aplicacoes, as
técnicas de homogeneizacao apresentam algumas limitacoes. Por
exemplo, sua aplicabilidade esta limitada a valores de € pequenos,
como fica aparente nos exemplos anteriores. Outras dificuldades
surgem em casos mais gerais, por exemplo quando a(-) é nao

periodico.
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Aproximacao por Elementos Finitos Classicos

Descricao: Dividimos esta secao em trés partes. Primeiro
introduzimos o conceito de formulacao fraca, apresentamos o
método de elementos finitos classico e depois o aplicamos ao
problema elitico com coeficientes oscilatérios. Vemos que quando
sao poucas as oscilacoes, a aproximacao ¢ boa. Entretanto, quando
aumenta a frequéncia das oscilagoes (¢ — 0), o método de elementos

finitos classico resulta em aproximacoes pouco satisfatorias.

Em seguida, analisamos o erro de aproximacao e percebemos que de

fato parametro ¢ interfere de forma negativa na estimativa de erro.




Formulacao fraca

O primeiro passo para apresentar o método é reescrever

(a9 @) = f@) em 0,1)

u(0) =u®(1) =0,

(1)

na sua forma fraca. Multiplicando (1) por uma funcao v suave e

que se anule em x = 0 e x = 1 e integrando por partes, temos que

/Ol(a@z/e)fm() )dx—/ fla

Note que se u® é solucao de (1), entao a identidade acima vale para

todo v suficientemente suave tal que v(0) = v(1) = 0.




Formulacao fraca

E possivel também inverter a ordem desse raciocinio, i.e., se

u®(0) =u®(1) =0 é tal que

(a0 @) % @) ) de= [ s
[ (starer o) s = [

para todo v suficientemente suave tal que v(0) = v(1) = 0, entao

- (e @) = @) em 0,0),

u®(0) = u(1) = 0.

Chamamos (2) de formulagao fraca e (3) de formulagao forte.




Buscaremos a solucao da formulacao fraca num espaco de funcoes
que sejam continuas, que tenham derivadas (no sentido fraco), e que
se anulem em x = 0 e x = 1. Exigiremos que essas funcoes e suas

derivadas sejam quadrado integraveis. Chamaremos esse espaco de

H3(0,1) ={v e C[0,1] : v(0) =v(1) =0; v*e (v')? sdo integrdveis}

e introduzimos a norma

vl 0,0y = (/01{[’0(56)]2 + [j;(w)r} dw)l/Q.

Como exemplo de fungoes que estao em Hj(0,1), temos as fungoes

suaves por partes. Mostramos um exemplo a seguir.




Fig. 7: Exemplo de funcao linear por partes




Formulacao fraca

Note que a funcao da figura é continua, se anulaem r =0e x =1,

e além disso s6 deixa de ser suave num numero finito de pontos.

O importante no momento é que é possivel provar que existe uma
funcao u® € H}(0,1) satisfazendo a formulagao fraca. Além disso,
no caso de f ser suave, esta solucao também resolve a formulacao

forte, ou seja, essas duas formulacoes sao equivalentes.
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Discretizacao por Elementos Finitos

A idéia do método de elementos finitos é escolher um subespaco de
H2(0,1) e buscar fungoes que satisfacam a formulacao fraca dentro
desse subespaco. Primeiro discretizamos o dominio (0, 1) definindo
osnos 0 =z9p <y <---<xzny41 =1, onde x; = jh, e

h=1/(N + 1) é o parametro de malha. A seguir, definimos o

espaco V' C H}(0,1), onde
Vi = {’Uh’ € H}(0,1) : v" é linear em (xj_1,2;) for j =1,... ,N+1}.

Chamamos V' de espaco de funcoes lineares por partes.




Uma funcao de V' tipica é representada abaixo.

3

Fig. 8: Exemplo de funcao linear por partes




Discretizacao por Elementos Finitos

A aproximacao por elementos finitos de u¢ é dada por u” € VJ* tal

que

/0 1@@/@%(@%(@) iy — /0 e (a) da

para todo v" € V.

Observacao Note que u" também depende de €, apesar desta

dependéncia nao estar explicitada na notacao.




Discretizacao por Elementos Finitos

Observe que uma funcao em VJ* pode ser caracterizada de forma
Unica pelos valores que assume nos noés i, T2, etc. Em vista disto,
podemos introduzir uma base no espaco V. Seja ¢; € VJ tal que

1 se1=17,

¢i(x;) = 0 seii

para 7 = 1,..., N. Uma funcao de base tipica esta representada na

figura a seguir.




I I
Li—1 Lj Ti41

Fig. 9: Uma funcao da base do espaco de elementos finitos




Discretizacao por Elementos Finitos

Temos entdo V' = span{¢1,...,dn}.

Finalmente, se u"(z) = Zfil u; @i (x), entao

Zu1/<x/ed¢z )% )d —/f 2)5(a

para j =1,..., N.

Note que u; = u"(x;) é o valor de u" no né z,.




Discretizacao por Elementos Finitos

O método de elementos finitos consiste entao em achar

u=(u,...,uny)’ € R" tal que
Mu =f{,

onde a matriz M = (M; ;) € R"*" e o vetor

f=(f,...,fn)" € RY sdo dados por

/01 (a(x/s) CCZZ;% (a:)%(x)) dz, fi = /01 f(2)6;(x) dx.




Discretizacao por Elementos Finitos

As aproximacoes numéricas apresentam resultados variados. Para
e=1/4e h=1/32, o método de elementos finitos aproxima
razoavelmente bem a solucao exata, como mostra a figura 10.
Entretanto, a aproximacao se deteriora quando € se torna menor.
Veja os gréficos para h = 1/32, mas € = 1/8 na figura 11, e

e = 1/16 na figura 12.




solucao exata o
solucao por elementos finitos

Fig. 10: u® e sua aproximacao, com ¢ =1/4 e h =1/32.




solucao exata o
solucao por elementos finitos

Fig. 11: u® e sua aproximacao, com ¢ = 1/8 e h = 1/32.




solucao exata o
solucao por elementos finitos

Fig. 12: uf e sua aproximacao, com € = 1/16 e h = 1/32.




Discretizacao por Elementos Finitos

A aproximacao melhora se refinarmos a malha. Por exemplo,
tomando o caso € = 1/8, mas com h = 1/64, temos uma melhoria

na aproximacao, como mostra a figura 13.




solucao exata o
solucao por elementos finitos

Fig. 13: u® e sua aproximacao com ¢ = 1/8 e h = 1/64.




Discretizacao por Elementos Finitos

O ponto que queremos ressaltar é que o método de elementos
finitos converge, mas a taxa de convergéncia depende de . Isto
pode ser um problema em dimensoes maiores, quando o uso de

malhas refinadas torna-se caro computacionalmente.
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Analise de erro: o que da errado?

A fim de entender melhor porque o método de elementos finitos
classico nao funciona bem, desenvolvemos uma analise de erro para
esse problema. Aqui, ¢ denota uma constante universal,

independente de ¢, h e f.




Para facilitar a notacao, definimos a forma bilinear

/O : (a(x/e)j—i(x)j—i(z)) dz.

Entao, a solucao exata u® € Hj(0,1) e sua aproximagao por

elementos finitos u” € VJ* satisfazem

1
f(x)v(x)dx para todo v € Hy(0,1),

1

f(z)v"(x)dx para todo v € V.
0

Logo, como VJ* ¢ H3(0,1),

b(u® — u",v") =0 para todo v" € V.




Analise de erro: o que da errado?

Precisamos dos resultados a seguir.

Lema (Continuidade da forma bilinear b(-,-)). Se a(x) < 33,

entao
b(u,v) < Bl|ull g l|vllzr0.1)  para todo u,v € Hy(0,1).

Lema (Coercividade). Se a(z) > «, entdo existe uma constante

c tal que

b(v,v) > chqul(O’l) para todo v € Hy(0,1).




Analise de erro: o que da errado?

Lema (Continuidade da forma bilinear b(-,-)). Se a(x) < (3,

entdo b(u,v) < Bllullgronl|vll a1 0,1y para todo u, v € Hy(0,1).

Demonstragao. Como a(x) < 3, entao

/1(<x/e>‘ﬁlw<> )dw<ﬁ/ |—
<o [/ (] ae) ([ e dw)/

< Bllullar o llvllzr 0,1,

para todo u,v € H}(0,1).

[]




Analise de erro: o que da errado?

Lema (Coercividade). Se a(z) > «, entdo existe uma constante

c tal que
b(v,v) > chHip(O,l) para todo v € Hy(0,1).

Demonstracao. Note que

/ “ala/a)| % @)

2/0[

onde usamos a desigualdade de Poincaré. []




Analise de erro: o que da errado?

Temos entao
1. b(u® —u™, ") =0 para todo v € V.
2. b(u,v) < Bllu|l g0, llv]a10,1) para todo u,v € H}(0,1).
3. b(v,v) > CH?}H%F(O’U para todo v € Hy(0,1).
Logo, usando 3., 1., e 2., temos
|u® — uhHip(O’l) < ceb(u® —ul, u® —ul) = cb(u® —u, ut — ")

< cl|u® — uhHHl(O,l)HuE — UhH[_Il(O,l) para todo v € V.




Analise de erro: o que da errado?

Mostramos assim o Lema de Cea.

Lema (Lema de Cea). Sejam u® e u” solucdes exata e por

elementos finitos. Entao existe uma constante c tal que

|u® — /U/hHHl(O’l) < cl|u® — fuh||H1(0,1) para todo v € V.




A seguir, usando estimativas classicas de interpolacao, temos que

||’U,8 — IhugHHl(O’l) S ch|u5|H2(071),

onde ["uf = Zj.v:l uf(x;)p; é o interpolador de u® em V7, e

1 2 2 1/2
d“v
2 = — d .
V| p (0,1) (/0 [d$2 (5’3)] 95)

Fazendo v = I"u® no Lema de Cea, concluimos que
e ,h < chluf
Hu u HHl(O,l) ~ C ”U, ’HQ(O,l)'
Obtemos finalmente o teorema a seguir usando a estimativa

C
u|m2(0,1) < g”fHL?(O,l)-




Teorema. Seja f € L?(0,1), e sejam u® e u" solucoes exata e por

elementos finitos. Entao existe uma constante c tal que

. h
Ju® — Uh||H1(0,1) < Cg”fHL?(o,U-

e 0 método converge quando h — 0. De fato, para ¢ fixo, o erro
vai a zero quando o tamanho da malha vai a zero. O problema

é que a convergencia em h nao é uniforme em ¢.

e Logo, para € pequeno, a menos que a malha seja muito refinada

(h < €), a estimativa acima indica que o erro é grande.

e Concluimos que os elementos finitos classicos sao ruins para

este tipo de problema, e explica os maus resultados anteriores.
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Elementos Finitos Multiescala

Descricao: Comecamos explicando como elementos finitos
multiescala podem ser gerados. Babuska (1983) propds, e mais
recentemente, Tom Hou e seus colaboradores (1997, 1999, 2003,
2004) extenderam uma forma de aproximacao numérica para EDPs
em duas dimensoes com coeficientes oscilatérios. A idéia basica é
mudar as funcoes de base do espaco de elementos finitos. Ao invés
de usar funcoes lineares por partes, a técnica de elementos finitos
multiescala usa funcoes que resolvem localmente (em cada

elemento) a equacao em questao.




Apresentamos aqui as idéias no caso unidimensional. Em quase
todos os aspectos, incluindo a analise de erro, a extensao para duas

dimensoes é natural. Comentamos ao fim alguns pontos onde esta

generalizacao nao é trivial.




Introducao aos EFMs

No6s comecamos a definir o método construindo as funcoes de base.

Seja 1; tal que

d dip;
—%<a(aj/s) dzf; (az)) =0 em Uj.vjll (Tj—1,25),

1 se1=17,

vilz;) = 0 sei# 7,

parat=1,..., V.

Definimos o espaco de elementos finitos multiescala como sendo




Introducao aos EFMs

Uma funcao de base tipica é apresentada a seguir para ¢ = 1/4 e

h = 1/32. Note que a fungao se parece muito com a fung¢ao de base
do método de elementos finitos usual. Isto se explica pois neste
caso o parametro de malha A é bem menor do que €, e a funcao de

base tradicional ainda funciona bem.




001 002 003 004 005 0.06

Fig. 14: Gréfico de ¢y com e =1/4 e h =1/32.




Introducao aos EFMs

No caso oposto, quando € é bem menor que h, temos que a funcao

de base tem carater oscilatério, como é mostrado a seguir, para

e=1/128 e h=1/32.




001 002 003 004 005 006

Fig. 15: Gréfico de 1 com € = 1/128 e h = 1/32.




Introducao aos EFMs

Usando o espaco acima definido, o método de elementos finitos

multiescala busca u"¢ € Voh’e tal que

/01 (ate/o Wy () do - /O Fla)o"* (2) da

para todo v € Vj"°.




Introducao aos .

Matricialmente, temos que se u¢(z) =

usy)T € RY é tal que
MEUE — f€

onde a matriz M® = (M; ) € RY*N e o vetor

fe = (f5,..., f5)7 € RY sdo dados por

v = [ | (ate/) @ 2@ dn, i | f(@)s(a) do.




Introducao aos EFMs

Testando entao a aproximacao para ¢ = 1/16 e h = 1/10, vemos na
figura a seguir que a solucao aproximada pelo método de elementos
finitos multiescala interpola a solucao exata nos noés. Isto nao é
uma coincidéncia, é apenas uma caracteristica em uma dimensao de
métodos de elementos finitos que utilizam funcoes que sao solugoes
locais da propria EDP que estao aproximando. Em dimensoes

maiores essa propriedade é (infelizmente) perdida.




exact solution _
Multiscale finite element solution

Fig. 16: u® e sua aproximacao, com € = 1/16 e h = 1/10.
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Analise de erro

A analise de erro baseia-se no Lema de Cea, como feito no caso de

elementos finitos classicos.

h,e

Lema (Lema de Cea). Sejam u® e u™® solugoes exata e por

elementos finitos multiescala. Entao existe uma constante c tal que

o — " 0) < cllu = 0"\l ia0)  para todo v"* € Vo,




Analise de erro

No método de elementos finitos classico, encontramos uma funcao
em VJ' que “aproximava bem” uf e estimamos o erro de
aproximacao. No caso, a funcao em V' era o interpolador de u®.

Utilizando o Lema de Cea obtivemos a estimativa final.

Similarmente, o desafio agora é achar uma aproximacao para u° no

. h e . . . o e
espaco multiescala V3. A andlise divide-se em dois casos distintos,

dependendo se a malha é refinada o suficiente ou nao, em relacao

ao parametro €.




Analise de erro

Caso I: h < . Neste caso em que assumimos a malha
suficientemente refinada, obtemos a seguinte resultado de
convergeéncia, que, a menos de constantes, ¢ o mesmo que o do caso
de elementos finitos classico. Ou seja, para malhas refinadas, o
método multiescala funciona tao bem quanto o método tradicional.

h,e

Teorema. Sejam u® e u™*® solucoes exata e por elementos finitos

multiescala. Entao existe uma constante c independente de € e f

tal que

Ju® — uh’€|\H1(o,1) < ch|| fllz20,1)-




Analise de erro

O teorema acima segue facilmente do Lema de Cea e do seguinte

resultado de interpolacao.

Lema. Seja u® solucdo exata, e seja I™*u® = Zj\;l u® ()1,

interpolador de u® em Voh’g. Entao existe uma constante c tal que
h, 2
[ = I u® 1 (0,1) < bl fll720,1)-

A constante ¢ € independente de € e f.




Demonstracao. Note que

€ h,e, €2
Oé’u ] u |H1($j_1,$j)

g d d
< € h,e_ & € h,e_ &
/x —(u® — I""*u)a(x/e)—(u® — I"°u®) dx

j—1

Ti d d
€ h,e € € h.c €
_— - Y - _ - 9
= /le(u I"*u) [a(m/s) (u® — Iy )] dx

d d

= —/ (uE—Ih’eue)% [a(w/s)%usl dr = / (uf —I™*u®) f do

J— J—

< ||lu® — Ih7€u€HL2(£Ej_1,iEj)HfHLQ(wj—laxj)
< ch|u€ — Ih’gug‘Hl(CCj_l,xj)||fHL2(xj—17mj)>7

pois a desigualdade de Poincaré nos da que

1)l £2(@; 1 05) < ChlV|b1(z, ,,2,) Para todo v € Hy(x;j—1,2;).




Temos entao

u® — Ih’eus‘Hl(xj—1,$j> < Cth”LQ(:Bj_l,wj)' (4)

Para encontrar uma estimativa global, basta somar a desigualdade

acima em todos os elementos:

Ju® — Ih’sueuill(o,m < clu® — Ih’gusﬁfl(o,l)

N N
h, 2
— c g ‘Ug — 1 gugﬁil(xj—hxj) < ch’ Z HfHLQ(xj—bxj)
j=1 =

= ch?[| flIZ2(0,1):

onde usamos a estimativa de interpolacao (4). Tirando raizes dos

dois lados da equacao acima obtemos o resultado.




Analise de erro

Caso II: ¢ < h. Mesmo quando € é pequeno em relacao a malha, e
o método de elementos finitos lineares nao funciona a contento, os
elementos finitos multiescala aproximam bem a solucao exata.
Abaixo apresentamos uma estimativa de erro.

e solucdes exata e por elementos finitos

Teorema. Sejam u® e u
multiescala. Entao existe uma constante c independente de € e f

tal que

luf — w101y < Ceh™2 + )| fllz20.1)-




Analise de erro

Para estimar o erro de aproximacao do presente método, temos que

~ h . ~ .
encontrar uma fun¢ao em V,"° que aproxime u® para entdo aplicar

o Lema de Cea. Nosso candidato é uy, interpolador da solucao
homogeneizada u’ em Voh’s. Note que no Caso I (quando h < ¢),
tomamos como candidato o interpolador de u®, diferentemente do

que fazemos agora.

Para entender porque o método multiescala funciona bem quando
e < h, é preciso usar uma boa aproximacao assintotica para uc.

Usamos entao os primeiros termos da expansao assintotica de u°.




Analise de erro

0 a solucao homogeneizada e H solucao de

De fato, seja u

d dH da
(1) = W em ),

1
H periodica com periodo 1, / H(y)dy =
0

Além disso, seja

w(e) = ~H(/2) 2 (@),

e 0 tal que

(ate/e) o 2)) =0 em (0,1),

0(0) = u'(0), 6(1)=u'(1).




Analise de erro

Temos entao o seguinte resultado [Moskow e Vogelius, 1997].

Teorema. Assuma que f € L*(0,1), e seja u® solucdo exata.

Sejam u®, u' e O como definidos anteriormente. Entdo existe uma

constante c independente de f e de € tal que

Hua _uO

— Eul —+ 5‘9||H1(0,1) < C&H’LLOHHz(O’l).

Hou et al. [Hou, Wu, Cai, 1999] notaram que a expansao acima vale

tanto para a solucao exata como para os elementos da base de

elementos finitos multiescala.




Logo, para ¢t =1,..., N a funcao 9; pode ser aproximada por
%0 T ngl o 8(91'7

onde

d2
dx?

0 N+1
¢z’ =0 em Uj:—Ii (SCj_l,ZCj),

e ] = H(x/e)dy?/dx. Finalmente

d db;
—@(“W%x(x)):“ em U (z5-1,25),  Oilwy) = ¥

Observagao. Note que no caso unidimensional, ¥ nada mais é

que a funcao de base linear por partes ¢;.




Analise de erro

. . ~ . h
Seja uy interpolador da solugao homogeneizada u® em V,"*

Como acima, u; pode ser aproximado por u% + eur — €6, onde

wd =SV ud(z)y?, e ub = H(z/e)dud/dx. Além disso,

1

(ate/) @) =0 em USY! (myoai2) a(e) = (o)

Temos entao que

0

[u® = urllgigo,) < flu” —u” — cu’ + el m1(0,1) + |lu® — U?HHl(O,l)

+ellu' —uzllmro) +ellfll a1y + ell0rll a0,

+ HU] — U/? — E’UJ} -+ 89[”1{1(071)




Analise de erro

A desigualdade

0

Ju® —u® —u' + el 1 (0,1) < C5HUOHH2(0,1)

é apresentada no Teorema 1. Ja

0

lur = up = up + €01l 0,) < cellu’m2(0,)

baseia-se no Teorema 1 e em ||u}||g2(s, 1 2.) < cllu’|m2@, 1.0,

Usando que u} é a interpolagao de u’ por fungoes lineares por

partes, obtemos

[u® — w101y < ch||u’] z2(0.1)-




A seguir, usamos

lut = urll (o ey) =

|H1(£Cj1,$j)

dH
s¢€ 1 dx L>(0 1)HUO_U?HH1(%—1%)

+ HHHLOO(OJ)‘ u’ — U?HHZ(%—L%)

< 05_1”“0 - u?HHl(a@j_l,wj) + CHUOHHZ(%—L%)'

Somando o quadrado da desigualdade acima entre j =1 e

7 =N +1 temos

lut — gl a1y < ele™ h+ D][u’lg2(0,1)-




Finalmente temos

1001711 (0,1) < e(ju (0)] + [u* (1)])

du® du®

< CHHHLoo(o 1)( dr (O)‘ T E(l)D < C||UO||H2(0,1),

C

1011171 2y < 7 (g (zi—1)] + g (z5)])*

c du du o 5
_HHHLOO(O 1) dr (xj 1) + %(33]) < EHU H2(z;_1,2;)"

Somando a desigualdade acima entre j =1e 3 = N + 1, temos

101 21 (0,1) < Ch_1/2||uo|\H2(o,1)-




Usando as desigualdades acima, obtemos o seguinte resultado.

Teorema. Sejam u® e u™®

solucoes exata e por elementos finitos
multiescala. Entao existe uma constante c independente de € e f

tal que

luf — w101y < Ceh™ 2+ )| fllz20.1)-

Observacao. O resultado acima € melhor que o demonstrado

em [Hou, Wu, Cai, 1999/, onde a taxa de convergéncia alegada €
|uf — w1 0.0) < Cihl|fll 2201y + Ca(e/B)2.

A diferenca aparece nas estimativas de 0 e 01, que € diferente em

uma ou duas dimensoes.




Introducao: um modelo

Solucao homogeneizada

Aproximacao por Elementos Finitos Classicos

Elementos Finitos Multiescala
Introducao aos Elementos Finitos Multiescala
Analise de erro

Outros Comentarios
e Uma dificuldade extra

e Conclusoes




Outros Comentarios

e Uma importante diferenca entre uma e duas dimensoes na
técnica de elementos multiescala é que no caso bidimensional
nao é claro que condicoes de contorno deve-se impor nas
arestas na definicao das funcoes de base ;. Em uma dimensao

este problema nao existe, ja que nao existe aresta.

Uma primeira idéia seria impor ); linear nas arestas. Nos
artigos de Hou e colaboradores surge a proposta que as funcoes
de base deveriam satisfazer uma “restricao unidimensional” do

operador diferencial que define a EDP, ao longo das arestas.




e Eista proposta é ad hoc, assim como a definicao do que é uma
restricao unidimensional de um operador bidimensional, mas
parece funcionar bem numericamente. A demonstracao de
convergéncia em [Hou, Wu, Cai, 1999] foi feita assumindo que

as funcoes de base sao lineares nas arestas.

Ainda mais recentemente, Sangalli (2003) aplicou a idéia de

Residual Free Bubbles em EDPs com coeficientes oscilatorios
com excelentes resultados. A idéia é também fazer com que o
método numeérico automaticamente leve em conta as oscilacoes

presentes, e guarda forte similaridades com o presente método.




Homogeneizacao e aproximacao
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Uma dificuldade extra

Um outro problema que pode surgir quando tratamos de

modelagem de meio heterogéneos, é a perda de coercividade.

Lembre-se que assumimos a existéncia de um numero « tal que
a(x) > a > 0. Se a é muito pequeno, o problema torna-se mais

dificil de ser tratado. Consideramos aqui o exemplo dado por

e=1/8, e

;(6 —a)(l+sin(27x)) +a, a=0.01, [= g

Na figura a seguir, mostramos o grafico de a(-/¢) e u®.




Fig. 17: Graficos de a(-/¢) e da solugao exata para € = 1/8.




Uma dificuldade extra

Mesmo para € pequeno a aproximacao pela solucao homogeneizada
ja nao é satistatoria. Olhando-se a figura a seguir, percebe-se a
deterioracao da aproximacao. Esta piora é prevista pelo seguinte
resultado de convergéncia que leva a coercividade em consideracao.
Teorema. Seja f € L?(0,1), e seja u® solucao exata e u® solugdo
homogeneizada. Entao existe uma constante c independente de &,

f, a tal que

E
Ju® — UOHL2(0,1) < Ca”fHL?(O,l)-




Fig. 18: Comparacao entre as solucoes exatas e homogeneizadas para
e=1/8.




Uma dificuldade extra

Esta deterioracao é ainda mais aparente se utilizarmos elementos

finitos lineares, como mostra a figura a seguir.




Fig. 19: Graficos de u® e de sua aproximacao por elementos finitos,
come=1/8 e h=1/64.




Uma dificuldade extra

Note que, desta vez, a origem da dificuldade nao é a magnitude de
e, mas sim a de «. De fato, mesmo para ¢ relativamente grande, a
aproximacao por elementos finitos falha. Na figura a seguir

apresentamos um exemplo numérico para € = 1/2 e h = 1/64.




Fig. 20: Graficos de u® e de sua aproximacao por elementos finitos,
come=1/2eh=1/64.




Uma dificuldade extra

Mais uma vez esta piora era indicada por estimativas de erro. Um

Teorema de convergéncia mostra que o erro é proporcional a o 3.

Teorema. Seja f € L?(0,1), e sejam u® e u®

solucoes exata e por
elementos finitos. Entao existe uma constante c independente de €,

f, a, tal que

1 h
€ h
— 1 < c—— > ,
Ju® —u”|| g (0,1) > 0&3 - 1fllz (0,1)




Uma dificuldade extra

Finalmente, por manter a caracteristica de interpolar a solucao
exata em uma dimensao, o método de elementos finitos multiescala
nao se degrada mesmo com « pequeno, como pode ser visto na

figura a seguir.




Solucao Exata
© oo oo o Solugao por elementos finitos multiescala

Fig. 21: Graficos de u® e de sua aproximacao por elementos finitos
multiescala, com € = 1/8 e h = 1/16.
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Conclusoes

e Analisamos como aproximar solucoes de equacoes diferenciais

que tém coeficientes oscilatoérios.

e Vimos que além da técnica usual de homogeneizacao, elementos
finitos multiescala sao uma boa opcao numérica. Vimos
também que os elementos finitos classicos nao aproximam bem

a solucao exata, e vimos o motivo.




e O problema com os elementos finitos classicos esta na escolha
dos espacos de funcoes. Isto é superado com os elementos
finitos multiescala, onde as funcoes “incorporam” as pequenas

escalas presentes no problema.

A andlise de erro do método multiescala ¢é sofisticada

(principalmente em 2D). A grande (tinica) diferenca para o caso

de elementos finitos lineares estd na estimativa de interpolacao.

As diferencas em uma e duas dimensoes nao sao muitas. Em
2D, aparece o fenomeno de ressonancia, quando h ~ . Isto é

curado pelo Tom Hou et al. com “oversampling”.




e Mais recentemente, Tom Hou (2004) apresenta a idéia de usar

método de Petrov—Galerkin. Esta idéia ja esta presente em
[Franca, Madureira, Tobiska, Valentin, 2004], para um outro

operador.

e Eista é uma ativa e promissora area de pesquisa. Tem varios
aspectos a serem investigados tanto do ponto de vista de

matematica como de aplicacoes.
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