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REsuMoO. Estas notas de aula sao relativas ao curso de preparagdo promovido pela FGV
para a parte de mateméatica do exame da ANPEC. Estas notas devem servir de apoio, e
certamente nao eliminam a necessidade de se usar os ja classicos, aprimorados e varios livros
didaticos. Mencionamos alguns deles na biliografia.

Neste curso apresento alguns topicos de algebra linear, calculo e anélise que estao pre-
sentes no exame da ANPEC, e que sdo importantes para uma formagdo mais solida de
futuros pos-graduandos em economia. Espero apresentar algum rigor matematico aos alu-
nos, e mostrar como este deve ser utilizado em conjunto com a intuigdo matematica, nunca
esquecendo o objetivo que é aprimorar a arte de resolver questoes.

Uma particularidade das notas é que, ao fim destas ha solu¢oes de questoes das provas
da ANPEC de matemaética dos tltimos anos. Isto nao seria possivel sem a ajuda de Gustavo
Lopo Andrade, Gustavo Pereira, e Lucas Alves, que gentilmente concordaram em apresentar
suas solugoes em TEX. Acho que estas solugoes serao uteis para a grande comunidade de
alunos que se prepara para os exames da ANPEC. Meus agradecimentos mais sinceros a
estes trés jovens!

Eu tomei a liberdade de modificar minimamente a notagao usada em algumas das ques-
toes, a fim de torné-la homogénea e coincidir com as notagoes usadas nestas notas. Editei
também minimamente as questoes submetidas pelos alunos, a fim de tornar suas (deles)
solugoes mais proximas do estilo, linguagem e notagoes usadas no restante das notas.

Sao usadas estas notas varias ideias e notagbes de outros livros, como [4}/15}22] em
algebra linear. A bibliografia basica sugerida pela ANPEC é dada por [41|6125], e a com-
plementar é [1}10}/11}[15}/30].
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SUMARIO

Os topicos destas notas seguem a orientacao da propria ANPEC. Sao eles:

(1) Nogao de Conjunto
Relagao de pertinéncia. Relacao de inclusao, operacoes de intersecao, uniao,
diferenga. Produto cartesiano. Relagoes.
(2) Nogoes de Geometria Analitica
Coordenadas no plano e no espago. Formulas de distancia. Vetores livres no
plano e no espago. Produto escalar, produto vetorial, perpendicularidade. Equacgoes
da reta no plano e no espaco, equagoes de planos. Inequacoes lineares. Parébola e
hipérbole.
(3) Fungdes
Funcgoes injetoras, sobrejetoras e bijetoras. Representacao gréafica. Soma,
diferenca, produto, quociente e composicao de fungoes.
(4) Algebra Linear
Operagoes com matrizes. Matriz inversa, transposta e adjunta. Resolugao de
sistemas lineares. Determinantes. Regra de Cramer. Espagos vetoriais. Subespacos.
Base e dimensao. Produto interno, ortogonalidade. Projecoes. Transformacgoes
lineares. Nucleo e imagem. Matriz de uma transformacao linear. Autovalores
e autovetores. Polindmios caracteristicos operadores diagonalizéveis. Operadores
auto-adjuntos, operadores ortogonais. Formas bilineares.
(5) Fungoes de uma variéavel real -
Limites. Funcgoes continuas. Fungoes derivaveis. Reta tangente e reta normal.
Regras de derivagao: derivada da soma, do produto, do quociente, regra da cadeia,
derivada da inversa. Elasticidade. Derivadas sucessivas. Funcoes trigonométricas.
Fungao exponencial e logaritmica. Regra de L’Hopital. Intervalos de concavidade e
convexidade. Ponto de inflexao. Polinomio de Taylor.
(6) Integrais
Teorema fundamental do calculo, primitivagao por partes e por substituicao.
Areas planas. Integrais improprias.
(7) Sequéncias e séries
Convergéncia e divergéncia de seqiiéncias e séries. Série geométrica, teste da
comparacao, da razao, da raiz, teste da integral. Séries alternadas.
(8) Matematica financeira
Juros simples. Juros compostos. Desconto e taxa de desconto. Séries de
pagamento. Fluxo de caixa. Sistema de amortizagao.
(9) Fungbes de varias variaveis reais
Derivadas parciais. Diferencial total. Gradiente. Regra da cadeia. Funcoes
implicitas. Teorema do envelope. Fungoes homogéneas. Teorema de Euler. Con-
dicoes de 1% e 2% ordens para méaximos e minimos de funcoes de varias variaveis
reais. Condicoes de 1% e 22 ordens para otimizacao condicionada com restricoes
de igualdade e desigualdade. Integrais duplas. Mudanga de variaveis em integrais
duplas.
(10) Equagoes diferenciais e em diferengas
Equacoes lineares de 1? ordem e equacoes lineares de 22 ordem com coefici-
entes constantes. Sistema de duas equagdes lineares de 12 ordem homogéneo com
coeficientes constantes.



CAPITULO 1

Conjuntos e Funcgoes

g

Esta parte do texto pretende apenas expor algumas dificuldades bésicas, da parte talvez
mais fundamental da matematica (excluindo-se a logica). Duas referéncias também introdu-
torias, mas muito mais completas, sao os livros do Terence Tao 28|, e do Paul Halmos [19).

A primeira dificuldade encontrada é definir o que é um conjunto. Uma saida (questi-
onavel) é simplesmente dizer que um conjunto é uma “cole¢ao” ou familia de objetos (ou
elementos ou membros). Se um objeto = faz parte de um conjunto A, dizemos que ele per-
tence & A e escrevemos = € A (o simbolo ¢ indica que quando um elemento nao pertence a
um conjunto).

Espera-se que o uso da palavra "colegao"acima nao traga confusdes. O termo cole¢ao
serd a seguir utilizado para conjuntos cujos elementos sao também conjuntos.

1.1. Definigcoes basicas
Repetimos aqui o Axioma que garante a existéncia do conjunto vazio.

AXIoMA 1.1.1 (do conjunto vazio). Existe um conjunto que nao contém nenhum ele-

mento, i.e,
(V) (x ¢ 0).

Considere agora dois conjuntos A e B.

e Dizemos que A esta contido em B e escrevemos A C B se todo elemento de A é
elemento de B. Pode-se também escrever B O A (1é-se B contém A) para indicar
AC B.

e Se A nao esta contido em B escrevemos A € B.

e Dizemos que dois conjuntos A e B sao iguais, e escrevemos A = Bse A C B e
B C A.

e Se nao forem iguais, dizemos que sao diferentes e escrevemos A # B.

e Também escrevemos A C B se A C B mas A # B. Dizemos neste caso que A esté
propriamente contido em B.

O seguinte axioma é importante, nos garante que a “forma usual” de definir conjuntos é
“segura,” ou seja, quando definimos um conjunto obtemos um e apenas um conjunto (mesmo
que seja vazio).

AXIOMA 1.1.2 (da especifica¢@o). Seja A um conjunto, e para cada x € A, seja P(x)

uma proposi¢ao. Entao existe um tnico conjunto B composto de todos os elementos x de A
tais que P(z) seja verdade.

10ltima Atualizagao: 25/11/2019
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O conjunto acima é denotado por {z € A : P(x)}. Quando o conjunto A ¢é claro pelo
contexto, podemos escrever simplesmente {x : P(x)}. Este conjunto é formado por todos os
elementos = que estejam em A e tais que a propiedade P(z) seja verdadeira. Uma ultima
forma de denotar os conjuntos é simplesmente descrever seus elementos entre as chaves.

Por exemplo, o conjunto dos niimeros pares pode ser denotado por

{z € Z : x é divisivel por 2}.

Pode-se ainda usar a defini¢ao construtiva {2z : = € Z}, ou, sendo um pouco menos formal,
enumerar todos os elementos do conjunto: {...,—4,—-2,0,2,4,6,...}.

Vale aqui descrever uma situacdo interessante dada pelo Paradozo de Russel. E natural
perguntar-se o quao grande podem ser conjuntos. Por exemplo, existe um conjunto U tal
que todos os conjuntos existentes sejam elementos de U? Se U existe, entao, pelo Axioma
da especificagao (Axioma podemos formar

R={x€U: z é&conjunto e = ¢ x}.
Entao R ¢ U. De fato, se R € U, entdao R € R ou R ¢ R. Vamos dividir em dois casos:

(1) Se R € R, entdao R ¢ R pois por defini¢ao, R é formado pelos conjuntos que nao se
autocontém.

(2) Se R ¢ R, entdo R nao satisfaz as propriedades que definem R. No caso de ndo se
autoconter. Logo R € R.

Em ambas possibilidades (1) e (2) obtemos absurdos. Logo R ¢ U. Mas U é exatamente o
conjunto que contém todos os outros.... Somos levados a concluir que tal conjunto U nao
pode existir.

O préximo passo é definir as operagoes usuais. Por incrivel que possa parecer, o mais
dificil é definir a uniao entre dois conjuntos, e para isto é necessario um axioma.

AXIOMA 1.1.3 (da unido). Para qualquer cole¢do de conjuntos, existe um conjunto que
contém todos os elementos pertencentes a pelo menos um conjunto da colecao.

Podemos agora definir a uniao entre dois conjuntos A e B. Para tanto, note que pelo
Axioma da uniao, existe um conjunto U que contém todos os elementos de A e de B.
Definimos entdo AUB ={zx € U: z € Aoux € B}.

Observe entretanto a seguinte armadilha. O Axioma da unido nao garante que o tal
conjunto contendo A e B é tinico, somente garante que existe. Podemos ter por exemplo um
outro conjunto U contendo A e de B. Seja agora C' = {z € U:z€Aouzxe B}. Para a
uniao ser definida de forma tnica, temos que garantir que C' = AU B. Isto é verdade, e para
provar basta argumentar que C C AUBe (C D AU B.

Com o Axioma da especificagao, podemos definir as seguintes operacoes.

e O conjunto intersegao entre Ae Bé ANB ={x € A: x € B}. Dizemos que dois
conjuntos A e B sao disjuntos se AN B = ().

e O conjunto diferenca A menos B ¢ A\B ={z € A: x ¢ B}. O conjunto resultante
também denotado por A — B e chamado de complemento de B em relagao a A.

e Quando é claro quem ¢é o conjunto A, denotamos A\ B por C(B), e o chamamos de
complemento de B.
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OBSERVACAO. E facil generalizar os conceitos acima para unides e intersecoes arbitrarias
de conjuntos. Por exemplo, dado n € N e conjuntos Ay, ..., A,, definimos

P A ={r: v € A paraalgumie {1,...,n}}.
Outra forma é definir I = {1,...,n} e escrever
P A =UierA; = {x @ existe ¢ € [ tal que = € A;}.
E simples generalizar o conceito acima para conjuntos A;, As, ..., bastando para tal consi-
derar [ = N:
1A = UjenA; = {x : existe i € N tal que z € A;}.

Em termos de operacoes entre conjuntos, é util a regra de De Morgam, que diz que para
conjuntos FE,,, onde n € N, temos que

(1.1.1) C(UienEn) = Nien C(EL), C(NienEon) = Uien C(Ey).

Outro conceito util é o de par ordenado. Dados dois elementos, ou objetos a e b, formamos
o par (a,b), e chamamos a e b de (primeiro e segundo) componentes de (a,b). Dizemos
(definimos) que um par ordenado ¢é igual a outro se os respectivos componentes forem iguais,
ie., (a,b) =(a,V)sea=d eb=1"V.

Do ponto de vista axiomatico, nao é claro que dados dois elementos, exista o par ordenado
formado por eles. Uma forma de se definir o par ordenado (a,b) ¢ por {a,{a,b}}.

LEMA 1.1.4. Dados elementos a, b, defina o par ordenado (a, b) como o conjunto {a, {a,b}}.
Mostre entao que (w,z) = (y, z) se e somente se w =y e y = z.

O mais importante na verdade, é como pares ordenados sao formados (por elementos de
dois conjuntos) e quando sao iguais (quando os componentes sao iguais).

Definimos agora produtos cartesianos. Dados dois conjuntos A e B, definimos o conjunto
Ax B={(a,b): a€ A, be B} como sendo o composto pelos pares ordenados.

OBSERVACAO. A extensao destes conceitos para n-iplas ordenadas e produtos cartesianos
com n conjuntos ¢ natural.

1.2. Relacoes e partigoes

Chamamos R de relacdo entre A e B se R é subconjunto de A x B. Similarmente, dizemos
que a € A e b € B sao relacionados se (a,b) € R. Uma rela¢ao bindria num conjunto A é
um subconjunto R C A x A. Dado a, b € A, denotamos (a,b) € R por aR b, e (a,b) ¢ R por

aRb.

EXEMPLO 1.1. Nos reais, =, >, <, etc definem rela¢oes binarias. Considere por exemplo
A={1,2,3}, e defina <C A x A por <=1{(1,2),(1,3),(2,3)}. Entao 1 <2, 1 <3e2<3.

DEFINICAO 1.2.1. Dizemos que uma rela¢ao R em A é:

i) completa: para todo a, b € A tem-se a Rb oubRa

i) transitiva: para todo a, b, ¢ € A tais que a Rb e b Rc tem-se a Rc
ii1) reflexiva: para todo a € A tem-se a Ra
i) simétrica: para todo a, b € A tais que a Rb tem-se bRa
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v) assimétrica: para todo a, b € A tais que a Rb tem-se b R a
vi) antissimétrica: para todo a, b € A tais que a Rb e bRa tem-se a =b

Uma relagao de equivaléncia ~ num conjunto A é uma relagao binaria reflexiva, simétrica
e transitiva. Um exemplo trivial de relacao de equivaléncia é a relagao de igualdade =.

EXEMPLO 1.2. Seja Z* = Z\{0}. Entao a relagao
(a,b) ~ (¢,d) <= ad = bc
¢é de equivaléncia. De fato, note que ~ é

(1) reflexiva: (a,b) ~ (a,b) pois ab = ba.

(2) simétrica: seja (a,b) ~ (¢,d). Entao, por defini¢ao, ad = be. Entao (¢,d) ~ (a,b)
pois bc = ad.

(3) transitiva: seja (a,b) ~ (¢,d) e (¢,d) ~ (m,n). Segue-se por defini¢do que ad = bc e
cn = dm. Quero mostrar que an = bm. Mas adn = ben = bdm. Como d # 0, temos
que adn = bdm. Portanto, (a,b) ~ (m,n).

Seja agora um conjunto nao vazio X e P(X) o conjunto das partes de X, i.e., é a colegao
contendo todos os subconjuntos de X:

P(X)={A: AC X}.
Dada uma relagao de equivaléncia em X e z € X, podemos definir a classe de equivaléncia
de x como sendo
2] ={te€X:&~uzx}
Denotamos o conjunto de todas as classes de equivaléncia de X por X/ ~C P(X), onde
X/ ~={[z]: v € X}.

TEOREMA 1.2.2 (|13]). Seja ~ uma relagao de equivaléncia definida num conjunto nao-
vazio X. Entao
(1) para todo x € X, x € [x]
(2) para todo z, y € X, x ~ y se e somente se [x] = [y]
(3) para todo z, y € X, x ¢y se e somente se [z] N [y] =0

O teorema acima nos diz que as classes de equivaléncia “dividem” ou “particionam” um
conjunto X. Considere a seguinte defini¢ao formal. Uma cole¢ao 7 C P(X) é uma parti¢ao
de X se

(1) 0¢T
(2) para todo A, B€ T, temos A=BouANB=10
(3) para todo = € X existe conjunto A € T tal que x € A

Por exemplo, {Rg, {0}, R-¢} define uma partigao de R.

COROLARIO 1.2.3 (do Teorema [l.2.2)). Seja ~ uma rela¢ao de equivaléncia definida num
conjunto nao-vazio X. Entao X/ ~ é uma partigao de X.

A volta do corolario acima também vale, ou seja, uma particao define uma relagao de
equivaléncia, como nos mostra o teorema a seguir.
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TEOREMA 1.2.4 (|13]). Seja X conjunto nao vazio, e T wma particio de X. Seja a
relagao de equivaléncia ~ dada por

r~y <= (FAeT)(re Any e A),

para quaisquer x, y € X. Além disto, as classes de equivaléncia definidas por ~ sao exata-
mente os elementos de T, i.e., X/ ~=T.

1.3. Funcoes

Da defini¢ao de relagao vem o importante conceito de fungao. Uma funcao entre A e B
nada mais é que uma relacao entre A e B, e sendo assim f C A x B. Esta relacao entretanto
satisfaz a seguinte restri¢do: para todo a € A existe um tnico b € B tal que (a,b) € f.
Denotamos esta relagao especial por f: A — B. Dado a € A, b € B, dizemos que f(a) =b
se (a,b) € f.

Comumente nos "esquecemos"desta definicao e tratamos func¢oes de forma mais informal e
direta. Este pecadilho matematico nao chega a atrapalhar nossos objetivos, mas é importante
ter em mente a defini¢gao formal. Na “pratica”, uma fungao é uma regra que associa a cada
elemento x € A, um elemento f(z) € B. Chamamos o conjunto A de dominio da fungao f e

o denotamos por D(f). Chamamos o conjunto B de contradominio da fungao f. Escrevemos
f: A— B, ou ainda

f:A—B

Se E C A, chamamos de tmagem de E ao conjunto

f(E) ={f(x): z e E}.

Similarmente, dado um conjunto H, chamamos de imagem inversa de H o conjunto
fHH) =A{z: f(x) € H}.

Se f(A) = B dizemos que f é sobrejetiva (ou simplesmente sobre). Dizemos que f é
injetiva (ou biunivoca ou um a um ou 1-1) quando, dados a, a’ € D(f), se f(a) = f(a)
entdo a = a/. Numa forma mais compacta, escrevemos que para todo a, a’ € D(f) temos

fla) = f(a) = a=d.

Se f é injetiva e sobre, a chamamos de bijetiva ou de uma bijecao.

Dado f: A — B e um subconjunto A’ C A, podemos definir a funcao restri¢io g = f|a
onde g : A’ — B é dada por g(a’) = f(da’) para todo a’ € A’. Da forma anéloga, dizemos que
h: A" — B é uma eztensao de f se A C A” e h(a) = f(a) para todo a € A.

Dados conjuntos A, B e C' e fungoes f : A — B e g : B — (|, definimos a funcao
composta h : A — C por h(a) = g(f(a)) para todo a € A. Denotamos a fun¢do composta
por h= fog.

Dizemos que g : B — A é fungdo inversa de f se

g(f(x)) =x paratodo z € A, flg(y)) =y paratodoy € B.

Quando esta existir, denotamos a inversa de f por f!.
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OBSERVACAO. Note que a definicao de imagem inversa independe de existir ou nao a
fungio inversa. Por exemplo, a funcio f : R — R dada por f(z) = x? nao tem inversa.
Entretanto f~'(R) = R.

EXEMPLO 1.3. Seja
f:0,4) =R
T = T

Entdao o dominio é (0,4) e a imagem ¢ (0,2). Note que f nao é invertivel pois f néo é
sobrejetiva. Entretanto as imagens inversas

FH2) =14, d2h =4 (=20)=0  [0)=0.

sao bem-definidas.

A seguir nos concentramos sobre a importante questao da existéncia de uma fungao
inversa. Considerando f : A — B, note que se f nao for sobrejetiva, nao existird uma
inversa f~!. De fato, se existe b € B tal que f(a) # b para todo a € A, entdao f(g(b)) # b
para qualquer fungao g : B — A. De forma analoga, se f nao for injetiva, i.e., se existirem
a # a em A tais que f(a) = f(a’) = b € B, entao nao é possivel definir g(b) tal que
g(f(a)) =ae g(f(a')) = a'. Estes argumentos mostram que sobrejetividade e injetividade
sao condi¢oes emphnecessarias para a exiténcia de inversa. Na verdade, estas condi¢oes sao
também equivalentes, como mostra o lema abaixp.

LEMA 1.3.1. Sejam A e B conjuntos e considere a fungao f : A — B. Entao f é invertivel
se e somente se é sobrejetiva e injetiva.

DEMONSTRAGAO. (=) Suponha que f seja invertivel, e denote ¢ = f~' : B — A.
Sejam a,a’ € A tais que f(a) = f(a'). Entao a = g(f(a)) = g(f(a’)) = o’. Logo f é injetiva.

Seja agora b € B, e seja a = g(b). Enao f(a) = f(g(b)) = b, e portanto f é sobre.

(<=) Suponha agora f uma bijecao, i.e., sobrejetiva e injetiva. Logo, dado b € B, existe
um unico a € A tal que f(a) = b. Defina entdo g(b) = a. Note que f(g(b)) = f(a) =be
g(f(a)) = g(b) = a. Como b é arbitrario, definimos a funcdo g : B — A. O

1.4. Exercicios

EXERCcICIO 1.1. Mostre que
(1) {xreR: 22 >0} =R
2){reR:2>0}C{reR: z? >0}
B)RZ{reR: 22 >0}.

EXERCICIO 1.2. Mostre a regra de De Morgam dada em (|1.1.1)).
EXERcICIO 1.3. Mostre que {a,a} = {a}.

EXERCICIO 1.4. Sejam A e B dois conjuntos disjuntos, i.e., ANB = (). Seja X = AUB.
Mostre que A = X\B e B = X\ A.

EXERCICIO 1.5. Sejam A e B dois conjuntos, e C' = (A\B) U (B\A). Mostre que
C=(AUB\(ANB)eque CNANB=4.
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EXERCICIO 1.6. Sejam X, Xs,..., conjuntos tais que X; C X;,; para todo ¢« € N.
Mostre que N;enX; = Xj.

EXERCICIO 1.7. Dado um conjunto A, mostre que A x () = ().

EXERCICIO 1.8. Sejam A, B e C conjuntos. Mostre que Ax (BUC) = (Ax B)U(Ax ()
e Ax (BNC)=(AxB)Nn(Ax ().

EXERcCICIO 1.9. Sejam A, B, C e D conjuntos. Mostre que (A x B) U (C x D) C
(AUC) x (BUD). Mostre que, em geral, a inclusdo nao é propria.

EXERCICIO 1.10. Seja a relagao ~ em R? dada por (x1,y1) ~ (22, y2) se 23 +yi = 23 +y3.
Mostre que ~ ¢é uma relagao de equivaléncia. Interprete geometricamente a relagao ~.

EXERcCICIO 1.11. Tentando generalizar a relacao de equivaléncia do exercicio [1.10, dada
uma funcao f : R? — R, defina a relagdao (z1,v1) ~ (72,52) se f(x1,y1) = f(z2,ys). Deter-
mine se é verdadeiro ou falso que ~ seja de equivaléncia. Prove suas afirmativas.

EXERCICIO 1.12. Interprete ~ do exercicio considerando as curvas de nivel ¢(t) =
{(z,y) : f(z,y) =t}. Mostre que {c(t) : t € R} determina uma parti¢ao de R?.

EXERcCIcIO 1.13. Seja X conjunto nao vazio e ~ uma relacao de equivaléncia em X.
Mostre que X/ ~ define uma partigao de X.

EXERCICIO 1.14. Seja X um conjunto e = uma preordenacdo em X, i.e., € uma relagao
reflexiva e transitiva. Defina a relacao ~ tal que a ~ b se a=b e b=a. Mostre que ~ é
relagao de equivaléncia.

EXERcicIO 1.15. Sejam A, B conjuntos e f : A — B bijecao. Se f~': B — A for a
funcao inversa de f, mostre que f~! é bijecao.

EXERCICIO 1.16. Sejam A, B e C conjuntos e f : A — B, g : B — C bije¢oes. Mostre
que a fungiao composta go f : A — C dada por go f(z) = g(f(z)) é bijegao. Se f~e g!
forem as fungoes inversas de f e g, quem é (g o f)~1? Justifique suas conclusoes.

EXERcCICIO 1.17. Seja A um conjunto e f : A — B injetiva. Mostre que a funcgao
f:A— f(A) é bijecao.

EXERCICIO 1.18. Seja g : X — Y sobrejetiva. Mostre que existe f : ¥ — X tal que
go f(y) =y paratodoy € Y.






CAPITULO 2

Nocoes de geometria analitica

B

Neste capitulo falaremos sobre noc¢oes como coordenadas, distancia, vetores, produtos
escalar e vetorial, perpendicularidade, equacgoes da reta no plano e espaco, equagoes de
planos, inequagoes lineares, parabolas, hipérboles. Uma boa referéncia ¢ [26]

Consideraremos o R™ o como o conjunto das n-uplas ordenadas de niimeros reais, como
definido abaixo.

DEFINIGAO 2.0.1. Seja R™ o conjunto das n-iuplas ordenadas de nimeros reais, i.e,
R"={x=(21,...,2,): ®; € R parai=1,...,n}.
Definimos entao as operacoes produto por escalar e soma da sequinte forma:
ax = (axy,...,qr,), Xx+y=(x1+Y1,- s Tn+ Yn),

onde x = (x1,...,2,) ey = (Y1,...,yn) estao em R", e « € R. Pode-se checar que R™ ¢
espago vetorial com as operagoes acima descritas.

2.1. Coordenadas

Seja B{v1,Vs,...,v,} base do R". Entao, segundo o Teorema [3.5.11} todo vetor do R"
pode ser escrito de forma tinica como combininacao linear dos vetores de B, i.e., dado um
vetor w € R qualquer, existem niimeros reais aq, ..., a, que sao os Unicos tais que

W =Q1V] + -, V,.

Dizemos entao que aq, ..., a, sao as coordenadas de w na base B.
A base mais simples que existe é a base canénica, dada por {ei,...,e,}, onde, para
i € {1,...,n}, o vetor e; é definido tal que a iésima coordenada vale um e as demais

coordenadas valem zero, i.e.,
e; = (1,0,0,...,0), ey =(0,1,0,...,0), ..., e,=(0,0,...,0,1).

Chamamos este vetores de vetores da base candnica. Note que podemos escrever um ponto
x = (r1,%2,...,%,) € R" como x = x1€1 + x9€9 + - - - + z,€,. Neste caso, x1,...,x, sdo as
coordenadas de X na base candnica.

10ltima Atualizagao: 11/04,/2020
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Existe uma identificacao natural dos pontos em R™ com suas coordenadas na base cano6-
nica. Usaremos neste texto a seguinte notagao. Para cada x = (x1,...,z,) € R", indicare-
mos por X € R™! a matriz coluna das coordenadas na base canénica dada por

X1

e
(2.1.1) %=

T
Na verdade nao seremos tao preciosistas e escreveremos que X € R™ também.

EXEMPLO 2.1. Nem sempre as bases sao tao simples. Por exemplo, {(1,1);(0,1)} deter-
mina uma base em R2. Para determinar as coordenadas de um vetor (a,b) qualquer em R?,
temos que achar aq,as € R tais que

(a,b) = ai(1,1) + ay(0,1).

Nesta base, o vetor (1,1) tem 1 e 0 como coordenadas, e o vetor (0,1) tem 0 e 1 como
coordenadas, pois

(1,1) =1-(1,1)+0-(0,1),

(0,1)=0-(1,1)+1-(0,1).

Ja o vetor (—2,—1) tem —2 e 1 como coordenadas, pois se
(—=2,-1) = a1 (1,1) + a(0, 1),

entao a; = —2 e a; +as = —1. Logo ay = 1.

2.2. Distancia, norma, produtos escalar e vetorial

Dados dois vetores x = (z1,22) e y = (y1,y2) do R?, a distancia d(x,y) entre eles é dada
pelo “tamanho” do vetor x —y = (1 — 41, 2 — y2). Para medir tamanho de vetores, usamos
a nogao de norma. No R?, definimos a norma de um vetor x = (1, z3) por

x| = /21 + 3.

Esta é a norma euclidiana, que no caso mais geral, em R", é dada por

(1, mn) | = ot 4o+ 2

Voltando ao conceito de distancia, temos que a distancia entre dois pontos do R? dados por
X e y, nas varias normas, é dada por

Ix =yl = V(21— 11)? + (22 — 12)?, [x = ¥lloo = max{|z1 — y1], |2 — 12}
EXEMPLO 2.2. Considere o vetor (3,4). Entao [|(3,4)]| = v9+ 16 =5¢ ||(3,4)] = 4.

Os dois exemplos de norma acima sao casos particulares da nocao mais geral de norma,
que se aplica em espagos vetoriais em geral, ver a Definicao [3.6.2]

Uma outra importante ferramenta matematicas quando se trabalha em espagos vetoriais
¢é o conceito de produto interno.
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Em R?, se x = (71, 23), e y = (y1, ¥2), 0 produto interno canénico ¢ dado por
Xy =Xy = z1y1 + Tolo.
Em R" para x = (21,...,%,), € Y = (Y1, ..., Yn), definimos
X y=X'y=zy1 +  + Tl

Note que podemos definir as normas euclidianas usando o produto interno

Assim como no caso de norma, um produto interno nao precisa ser o candnico, basta
obedecer algumas “regras”. Veja a Definigao [3.6.1] O que ¢ interessante ¢ que a relacao entre
norma e produto interno vista em é somente um exemplo do caso mais geral. Sempre
que temos um produto interno, podemos definir uma norma. Isto sera visto no Capitulo [3
Abaixo temos a desigualdade de Cauchy—Schwartz no R". Deixaremos a demonstragao para
o caso geral visto no Teorema

TEOREMA 2.2.1. Considere a norma e o produto interno canénicos do R"™. Entao vale a
desiqualdade de Cauchy—Schwartz

(2.2.2) Ix-y| < |Ix]||l¥]] para todo x,y € R™.

Além disto, a igualdade |x - y| = ||x||||y]|| vale se e somente se x = oy para algum o € R.
Note que da desigualdade de Cauchy—Schwartz obtemos a desigualdade triangular:

(2.2.3) [+ vl < [l + llyll

sempre que || - || for dada por (2.2.1)).
Finalmente, dados dois vetores x, y do R", definimos o cosseno do angulo formado por
eles por [26]

X'y

(2.2.4) cosf) = ———.
Iyl

Dizemos entao que dois vetores x, y sao ortogonais, ou perpendiculares, se x -y = 0. Note
que devido a desigualdade de Cauchy-Schwartz (2.2.2]) que o cosseno toma sempre valores
entre —1 e 1.

2.3. Projecao de vetores

Considere os vetores dados por x e y. Definimos a projecao ortogonal de x em y como
sendo o vetor w = ay tal que x — w ¢é ortogonal a y. Logo

x-y |Ix]||cos@
Iyl Il
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2.4. A reta no plano e espago

Uma reta » do R™ é um conjunto de pontos que pode ser definido por um ponto x; a ela
pertencente, e a uma direcao v dada, e portanto r pode ser parametrizada por

r={xo+tv:teR}

Analogamente, se x, y sao dois pontos de r, entdo v = x — y determina a direcao da reta.

Em duas dimensoes, é possivel obter as equacoes cartesianas da reta, i.e., dado um
ponto (z,y) da reta, é possivel determinar uma rela¢ao entre as coordenadas. Suponha que
(20, o) + t(v1, v2 seja uma parametrizagao de uma reta r. Entao qualquer ponto (z,y) pode
ser dado por

T =z + tuy, Y = Yo+ tvs

para algum t € R. Multiplicando a primeira equacao por v,, a segunda por vy e tirando a
diferenca obtemos

Vo — V1Y = C,

onde ¢ = voxg — V1Yo-
De forma anéloga, se uma reta r no plano é determinada por ax + by + d = 0, onde a e
b nao sao simultaneamente nulos, entao temos a seguinte dituacgao:

(1) caso b =0, temos que a reta é simplesmente dada por x — d/a = 0, ou seja, é a reta
vertical dada por x constante, i.e.,

r={(d/a,0) +tey: t € R}.

(2) suponha agora b # 0. Para determinarmos sua dire¢do, vamos achar dois pontos
pertencentes a r. Para tal, basta determinar o valos de y quando x for igual a zero
e a um, por exemplo. No caso temos que (0, —d/b) e (1, (—d— a)/b) pertencem & r.
Logo, (1,(—d—a)/b) —(0,—d/b) = (1, —a/b) é paralelo a r e entdo v = b(1, —a/b) =
(b, —a) também o é. Logo
r={(0,—d/b)+tv:teR}
Note que —a/b é exatamente o nimero que indica a inclinag¢ao de r.
E interessante e ttil notar que, em ambos os casos, (a,b) é vetor perpendicular & 7 e que

v = (b, —a) é diregao da reta.

OBSERVAGAO. Vemos portanto que em duas dimensoes, podemos escrever a reta via
parametrizacao ou usando as equagoes cartesianas, e que de uma forma obtemos a outra.

EXEMPLO 2.3. Seja r; reta dada por
ri={(1,2)+t3,-1): t e R}

Ache ry passando por (1, 1) e paralela a ry.
Solugao. A solucao é simples pois como 75 é paralela & 1, ambas tem a mesma direcao,
que no caso ¢ (3,—1). Como (1,1) € ry, entao r, = {(1,1) +¢(3,—1) : t € R}.

O exemplo abaixo lida com intersegao de retas.
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EXEMPLO 2.4 (interse¢do de retas). Determine se as retas 1 = {(0,0,1) +¢(1,—1,3) :
teR}ery={(1,2,0)+1¢(0,3,—1) : t € R} se interseptam, e em qual ponto.

Solugao. Note que as retas se interseptam se e somente se elas tiverem um ponto em
comum, ou seja se existirem ¢, s tais que (1,—2,1) +¢(1,—1,3) = (1,2,0) + s(0,3, —1). Isto
equivale a resolver o sistema

14+t=1; —2—t =2+ 3s; 143t =—s.
Este sistema de equagoes pode ter uma, zero ou infinitas solugoes.

EXEMPLO 2.5 (4ngulo entre retas). Determine o &ngulo entre as retas dadas por y = ax+b
ey=cr+d.

Solugao. Vimos acima que (1,a) e (1, ¢) determinam as dire¢oes destas retas. Portanto,
se 0 é o angulo entre as duas retas, temos que

(1,a)-(1,¢) _ 1+ ac
1L )l ol /(1 +a2)(1+c2)

Note que (1,a) - (1, ¢) indica que este calculo resultara no cosseno do maior dngulo, e que
portanto pode ser conveniente utilizar como resposta ™ — 6.

cosf =

EXEMPLO 2.6 (distancia de ponto a reta). Ache a distancia d entre um ponto p € R? e
a reta r determinada por by + ax + ¢ = 0.

Solugao. Sem perda de generalidade, suponha b = 1. Sabemos que r tem diregao
v = (1, —a). Seja q € r tal que p — q seja perpendicular a v. Portanto p —q = a(a, 1) para
algum o € R, e a distancia é dada por d = ||p — q|| = |a|(1 + a?)'/2. Como q € r, entdo

G2 = —aq; — G, P1 — q1 = aq, P2 — G2 = Q.

e obtemos da segunda equagao:

@1 =p1—a(p2 — @2) = p1 — apz — a’q — ac
Portanto ¢; = (p1 — apa — ac)/(1 + a?). Logo

p1 —aps —ac _ _ap1a+p2+0

—ao = — =—
P+ @ P+ 1+ a2 1+ a2

Se a # 0, temos « = pya + ps + ¢/(1 + a?), e portanto a distancia ¢ dada por

_ Ipra + ps + ¢

V1+a?

Note que pelas contas acima, se a = 0, entao ¢ = p1 e ¢o = —c. Entao a = py + ¢, e a
formula acima se aplica mesmo neste caso.
Em geral, se a reta é dada por ax + by + ¢ = 0, entao a distancia é dada por

d

lapy + bps + ¢
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2.5. Conicas no plano

Uma conica no plano é o conjunto de pontos {(x,y) € R?: az?+bxy+cy*+dr+ey+f =
0}, onde a, ..., f € R. Pedimos ainda que a, b ou ¢ seja diferente de zero. Uma outra forma
de exigir isto ¢ impor que |a| 4 |b] + |¢| # 0. Se definirmos a forma quadratica Q(z,y) =
az? + bzy + cy?, e a forma linear F(x,y) = dx + ey, temos que Q(x,y) + F(x,y)+ f =0. A
seguir mostramos exemplos de conicas em sua forma reduzida.

EXEMPLO 2.7.
o ‘ 22 P - , ’
o + =i 1 (elipse), il 1 (hipérbole), x* — ey = 0 (parabola).
No caso da elipse e da hipérbole, impomos que a e b sejam nao nulos. No caso da pardbola,
a imposicao é que e seja nao zero.

Podemos ainda ter casos degenerados, como o exemplo a seguir nos mostra.

EXEMPLO 2.8. O caso da hipérbole degenerada ¢ dado, para a e b nao nulos, por (z%/a*)—
(y*/b*) = 0, o que implica em y = +bx/a.

No caso da parabola degenerada, para a # 0, temos az?— f = 0, e portanto z = ./ f/a.

Elipses degeneradas sao dadas por az? + by? = 0, com a e b positivos. Logo z =y =0 ¢
0 Tnico ponto da conica.

Finalmente, temos conicas dadas por conjuntos vazios (elipses e parabolas degeneradas),
sear? +by? +1r2=0er#0,a>0eb>0,eaoubsio nio nulos.

Como dissemos, todos os exemplo acima estao em sua forma reduzida, mas este nao é a
forma mais geral possivel. Porém, todas as conicas podem ser reescritas em forma reduzida
apos mudangas de coordenadas. Veja o exemplo abaixo.

EXEMPLO 2.9. ([4]) Seja a conica dada por 222 + 2y + 4oy + 4422 + 12v/2y — 8 = 0.
Para reescrevé-la na forma reduzida, seguimos os passos abaixo.
Passo i: reescrever a conica em forma matricial:

B y]Aer[zL\/ﬁ 12/3] m—szo, ondeA:[g 3}

Passo ii: diagonalizar a matriz A. Primeiro vemos que A tem como autovalores Ay =0 e
Ao = 4 e os correspondentes autovetores
V2 {—1] o V2 H
v , vV = )

2

- 1 7 |1

Note que se definirmos a matriz M = [Vv' V2], entdao M~ =M e

0 0] 1.,
[0 4]_1\4 AM = MAM.

Se (x1,y1) sao as coordenadas de (z,y) na base {v!,v?}, ie., se

X =1,V + y1‘72 =M {xl} )
n

entao

=l dafl] =t waman[o] = tn w5 2]



2.5. CONICAS NO PLANO 15

Passo iii: reescrever a parte linear em termos de (21, z2). Note que temos
W3 1243 m 43 1243 M [‘;1]
1

Passo iv: eliminar as constantes. Note que em termos de (z1,x2) a conica é dada por
0 Of |7 1
4v2 124/2| M —-8=0.
= vl {0 4} [@h] v M

Reescrevendo a expressao acima em sua forma nao matricial, temos que
Y2+ 22y + 4y, —2=0.
Completando quadrados temos que (y3 + 4y, +4) + 2x; — 6 = 0, e portanto
(y1 +2)* +2(z; — 3) = 0.
Introduzindo novas coordenadas y, = y; + 2 e x9 = x1 — 3 obtemos que
Y3 +2w9 =0,
e a codnica é uma parabola.

As contas acima podem ser feitas em geral, como mostra o resultado abaixo.

TEOREMA 2.5.1. Seja a conica definida por ax® + bxy + cy? +dv +ey+ f =0, i.e.,
b/2
Al +1d a:]+ =0, dA——[a ],
[x y} [y} [ e} [y f onde b2

Cc

e sejam Ay e Ay 0s autovalores de A. Entao
(1) se \yAy >0, entdo a conica € uma elipse
(2) se My <0, entdo a conica € uma hipérbole
(3) se MiAg =0, entdo a conica € uma pardbola

COROLARIO 2.5.2. Como o sinal de A\ Ay ¢ 0 mesmo de —(b* — 4ac), podemos concluir
que
(1) se b* — 4dac < 0, entdo a conica é uma elipse
(2) se b* — 4ac > 0, entdo a conica é uma hipérbole
(3) se b* — 4ac = 0, ent@o a conica ¢ uma parabola

Olhemos com mais cuidado as propriedades de cada conica.

2.5.1. Elipses. Dados dois pontos f,, f, (0s focos da elipse) e r > d(f,, f5), a elipse
sera dada pelos pontos x € R? tais que

d<X7 fl) + d(X> f2) =T
Considere por simplicidade os focos situados no eixo = e equidistantes da origem, i.e.,
fi1=(=¢0), fy = (¢,0), para algum a > 0. Entao tomando a = r/2, obtemos os pontos
Ay = (—a,0) e Ay = (a,0) da elipse e formamos seu eizo maior. Similarmente, tomando
b > 0 tal que 2(b* + ¢)'/2 = r, obtemos os pontos B; = (0, —b) e By = (0,b) da elipse e
formamos seu eizo menor. Neste caso temos que r = d(A;, Ay) = 2a e um ponto P = (z,y)
qualquer da elipse satisfaz

d(Pv fl) + d(P> f2) = d<A17A2)'
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Logo v/(z — ¢)2 + 42 + \/(x + ¢)? + y% = 2a, e entdo

(z—c)+y?=2a—(r - +y°

Elevando ao quadrado e rearrumando a expressao, obtemos a? — cx = ay/(z — ¢)? + y2.

Elevando novamente ao quadrado, obtemos
a2(a? — ) = (a® — A)1? + a’y?
Usando agora que a? = b? + ¢2, obtemos a?b?® = b%z% + a?y?, i.e.,
2 v,
2.5.2. Hipérboles. Dados dois pontos f,, f, (0s focos da hipérbole) e r < d(f, f5),
a hipérbole sera dada pelos pontos x € R? tais que

|d(X7 fl) - d(X7 f2)| -
Caso os focos da hipérbole estejam situados em (—c, 0), (¢, 0), sua equagao sera dada por
2 2
r v
a?  b?
2.5.3. Parabolas. Dado um ponto f e uma reta r, a pardbola é definida como o con-
junto de pontos x tais que
d(x, f) = d(x,7),
onde d(x, ) indica a distancia de x a reta . O ponto f é denominado foco da parabola, e
r sua diretriz.

2.6. Produto vetorial

Uma outra operacao com vetores é o produto vetorial. Sejam X, y vetores em R3. Entdo
definimos
X Xy = (Toys — T3Y2, T3y — T1Y3, T1Y2 — TalY1)-
Uma outra forma de escrever é

X Xy = |(det T2 T , —det s ,det T ,
Y2 Y3 Y1 Y3 Y1 Y2

onde det(A) denota o determinante da matriz A. Algumas propriedades do produto vetorial
sao dadas abaixo:
) XXy =—-y XX

X Xy é ortogonal ax ey

(ax) Xy =a(x xy) =x X (ay), para todo o € R

(x+y)Xz=xX2z+Yy Xz

(1
(2)
(3)
(4)
(5) x> ylI* = Ix*yl]* — (x - y)?
(6)
(7)

I x vl = [[x][[ly[| sin ¢
xxx=0
X 1 X9 I3
(8) (produto misto) x- (y xz)=det [y | =det | y1 y2 3
VA Z1 R2 Z3

(9) x x y = 0 se e somente se x = oy para algum o € R
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(10) e; X eg =e3, €3 X €3 = €1, €3 X €] = €9

Uma interessante aplicacao das propriedades do produto vetorial é na determinacao de
areas e volumes. Considere o paralelograma gerado pelos vetores nao colineares u, v. Entao
o paralelograma gerado temarea ||u||h, onde h é a altura do parelograma. Mas h = ||v|| sin 6,
sendo 0 o Angulo gerado pelos dois vetores. Portanto a area é dada por |[ux v||, onde usamos
a propriedade @ acima.

Considere agora o paralelepipedo formado por veotres nao linearmente dependentes u, v
e w. Para calcular o volume, usaremos o produto misto acima. De fato, o volume é dada
pela area ||u x v|| do palelograma formado por u e v, vezes a altura do paralelepipedo vezes
|w||| cos @|, onde a é o angulo formado por u x v e w. Logo o volume é dado por

|(uxv)- w| i T2 T3

luxvl[[wllcosa = flux v[[|w]i——rim—r = [(ux V) - W| = |det | y1 4> us
[[a > vif[[wl]

Z1 k9 Z3

2.7. Planos no espaco

Um plano no espaco é definido por um ponto a ele pertencente e a um vetor ortogonal
ao plano. Seja ¥ um plano, X € ¥ e n vetor perpendicular a . Entao

Y={xeR*: (x—%) -n=0}.

Expandindo nas coordenadas, temos que para X = (1,22, 23), € n = (ny,ng,n3), que um
ponto qualquer de ¥ satisfaz (x; — Z1)ny + (22 — T2)n2 + (23 — Z3)n3 = 0. Reescrevemos esta
equacao como nix + NoX + N3x = TNy + Tang + Tznz = X - n, que é da forma geral

axy, + bry + crs = d,
coma=mny,b=n9, c=n3, d=X-n.

EXEMPLO 2.10. Ache a menor distancia do ponto p = (1,0,1) ao plano dado por = +
20—z = 2.
Solugao.
Passo i: precisamos primeiro achar algum ponto pg pertencente ao plano. Por exemplo
(1,1,1).
Passo ii: Seja v = (1,1,1) — (1,0,1) = (0,1,0). Entao a proje¢ao de vem n = (1,2, —1)
¢é dada por
n-v 1
w = n=-n.
[m* 3
Entao a distancia de p ao plano é dada simplesmente pela norma de w, o seja, a distancia
¢ de ||l = /3 = V/6/3.
Passo iii: para achar o ponto p,s do plano que tem distancia minima até p, basta notar
que py + W = p, e portanto

Py =D—W.
EXEMPLO 2.11. Ache a menor distancia do ponto p = (z, v, 2) ao plano dado por ax +
by +cz+d=0.
Solucao.
Passo i: considere um ponto py = (o, Yo, 20) pertencente ao plano.
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Passo ii: Seja v = (x — x9,y — Yo, 2 — 20). Entdo a proje¢do de v em n = (a,b,c) é dada
por
n-v
w = n.
[
Entao a distancia de p ao plano é dada simplesmente pela norma de w, o seja, a distancia
é de

la(x — 20) +0(y — yo) + c(z — 20)| _ |ax + by + cz + d|

lwll = 272 1 2 7112 12
va?+ b +c va*+ b +c
ja que d = —(axg + by + czo).
Portanto, a distancia minima entre o ponto (xg, ¥o, 2z0) € o plano definido por azx + by +

cz 4+ d =0 é dada pela formula acima.

Outra forma de se definir um plano é, dados trés pontos nao colineares a ele pertencentes,
definir um vetor normal ao plano via produto vetorial. De fato, se x, y, z pertencem a um
plano, entdo n = (y — x) X (z — x) é perpendicular a este mesmo plano.

EXEMPLO 2.12. Dadas duas retas r = {p* +td' : t € R} e ry = {p* +td? : t € R},
onde d! e d? nao sdo colineares, ache pontos x! € r; e x? € 7, que tém distancia minima.

Solugao. Antes de mais nada, observe que como d! e d? nio sio colineares, o problema
tem solucao tinica. Note também que os pontos de distancia minima sao tais que x! — x?
sao ortogonais as retas r; e 7. Portanto, escrevendo x! = p! + td! e x% = p? + sd?, temos
que achar t e s tais que

(Pt +td") — (p? +td?)]-d' =0,  [(p' + sd!) — (p*+ sd?)]-d% = 0.

Como temos duas equagoes e duas incognitas, podemos resolver o sistema acima. A distancia
minima é dada por ||x! — x?||.

2.8. Desigualdade lineares

As vezes precisamos otimizar uma certa funcao definida no R” em dominios que satisfazem
alguma restri¢ao, por exemplo que as coordenadas sejam todas nao negativas, i.e. x; > 0 para
1 =1,...,n. Estes tipos de restrigao sao dadas por desigualdade lineares. Por simplicidade,
ficaremos apenas no caso do plano, quando n = 2, mas o caso geral é analogo.

Em geral as desigualdades lineares sao dadas na forma ax; + bxs + ¢ < 0, onde a, b, ¢ sao
nimeros reais (para evitar trivialidades, suporemos sempre que a ou b sdo nao nulos). Estas
desigualdades determinam a regiao do plano {(z,y) € R? : ax + by + ¢ < 0}. Tendo vérias
desigualdades, podemos considerar a intersecao entre os dominios por elas determinados, a
chamada regiao admissivel. Esta intersecao pode ser nula, nao limitado, ou limitada. Neste
ultimo caso, a regiao serd dada por um poligono.

EXEMPLO 2.13. Ache os pontos de R? tais que
3r+4y —5 <0,
y <1,
x>0,
y > 0.
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E um problema tipico tentar agora minimizar uma func¢ao linear nalguma regiao como a

dada no exemplo [2.13]

EXEMPLO 2.14. Ache o minimo de p(x,y) = 2z + 3 — 5 na regiao determinada no exem-
plo [2.13

Solugao. Note que as curvas de nivel da funcao p sao dadas por retas no plano. Neste
caso, para achar os pontos de maximo e minimo de p, basta procurar entre os vértices. Este
é apenas um exemplo do caso geral, como enunciado no resultado a seguir.

TEOREMA 2.8.1. Se uma regiao admissivel D definida por desigualdades lineares € li-
mitada, entdo mdzrimos e minimos de p(x,y) = ax + by + ¢ em D ocorrem nos vértices de

D.

2.9. Exercicios

EXERCICIO 2.1. Ache as coordenadas de um vetor (uq, us) qualquer na base exemplo .
Mostre que sao unicamente determinados por uy e us.

EXERCICIO 2.2. No R", seja B = {vy,va,...,v,}. Mostre que os vetores de BB sao line-
armente independentes se e somente se as coordenadas de todo vetor do R™ sao unicamente
determinadas.

EXERCICIO 2.3. Mostre que |[|x]| — [|y]|| < [x — y|| (isto vale para qualquer norma) e
que ||[x —y||* = [|x||* — 2x -y + ||y||? (isto vale para qualquer norma que venha de produto
interno) para todo x, y do R".

ExXERcicIO 2.4. Considere uma norma vinda de produto interno. Prove o Teorema de
Pitagoras.

EXERCICIO 2.5. Mostre que a norma euclidiana, e a norma do exemplo sao de fato
normas, segundo a defini¢ao [3.6.2

EXERCICIO 2.6. Mostre que existe uma constante ¢ € R tal que
[xlloe < Ix[ < ¢l[x]|o

para todo x € R2. Mostre que o mesmo vale para vetores do R". Como é que esta constante
depende de n?

EXERCICIO 2.7. Mostre que o angulo # entre a diagonal de um cubo e as suas arestas é
tal que cosf = 1/+/3.

EXERCICIO 2.8. Verifique que o trangulo com vértices em (0, —1,), (—1,1), (2,0) é re-
tangulo.

EXERCICIO 2.9. Mostre a lei dos cossenos, que diz que um triangulo com lados de ta-
manho a, b e ¢, e com os lados de tamanho a e b determinando um angulo #, obedecem a
relagao:

A =a*>+b* —2abcosh

EXERCICIO 2.10. Seja y vetor nao nulo. Mostre que se z é a projecao de x em y, i.e.,
z=aye(x—z)y=0,entao a =x-y/|yll* e ||z| = ||x]| cos¥.
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EXERCICIO 2.11. Mostre que a area do paralelograma determinado pelos vetores x e y
¢ dada por ||x x y||.

EXERcCIcIO 2.12. Usando a notacao do Exemplo [2.12] ache a distancia entre as duas
retas, com p! = (0,0,0), d! = (1,0,1), p?> = (-1,1,2) ed® = (—1,—1,0).



CAP{TULO 3

Algebra Linear

g

Neste capitulo trataremos resumidamente de varias noc¢oes de algebra linear, como ope-
ragoes com matrizes, matriz inversa, transposta e adjunta, resolucao de sistemas lineares,
determinantes, regra de Cramer, espagos vetoriais e subespagos, base e dimensao, produto
interno, ortogonalidade, projecoes, transformacoes lineares, nticleo e imagem, matriz de uma
transformacao linear. Autovalores e autovetores, polinémios caracteristicos, operadores dia-
gonalizaveis, operadores auto-adjuntos, operadores ortogonais, e formas bilineares.

3.1. Operagoes com matrizes

Denotaremos por R™*™ o espago das matrizes reais com m linhas e n colunas. Se A €
R™*™ Denotaremos por A;; o elemento da i-ésima linha e j-ésima coluna de A. A soma
e multiplicacao de matrizes é definida da forma usual, isto é, se A, B € R™*", entao C' =
A+ B € R™™ ¢ dada por C;; = A;; + B;;. A multiplicacao para matrizes D € R™*",
E € R"*° & definida tal que C = AB € R™*° ¢ dada por C;; = > ,_, Aix B ;.

Chamaremos de matriz identidade, e denotaremos por I, & matriz tal que I;; = 1 e
I,;=0sei#j,parai,j=1,...,n.

3.2. Matriz inversa, transposta e adjunta

Dada A € R™", se existir B € R™™" tal que AB =1 e BA = I, entao dizemos que A é
invertivel e que B é a inversa de A. Escrevemos ainda B = A~ L.

Uma forma de se computar a matriz inversa de A, quando esta existir, é via matriz dos
cofatores. Seja Abi e Rr=1n=1 ghtida de A “retirando” de A sua i-ésima linha e j-ésima
coluna. Por exemplo, dada

temos que

A171_56 A172_46 A173_45 A2’1_23 A2,2_13
A _{89}’14 —{791"1 lrs) AT s o) A7 o)

A2’3 _ |:1 2:| A?)’l _ |:2 3:| A372 _ |:]. 3:| A373 _ |:|. 2:|
7 8 ) ) ) .

10ltima Atualizagao: 18/06,/2012
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Definimos A € R™™ como sendo a matriz cofator de A, onde A;; = (—1)""7 det A%/, No

caso do exemplo acima, temos

det ALY —det A2 det A13 -3 6 -3
A= |—det A2! detA%22 _—detA23| =6 —12 6
det A3t —det A3?  det A33 -3 6 -3

OBSERVACAO. A matriz AT é também chamada de adjunta. E um péssimo nome, que
provavelmente deriva de uma traducao infeliz do inglés adjugate. O termo matriz adjunta é
utilizado mais comumente como sendo simplesmente a transposta de uma matriz (no caso
real). Entretanto, na ANPEC, pode aparecer o termo “matrix adjunta” para denominar A”.

Apo6s o computo de A temos que se A for invertivel, entao

-1 AT
~ det A
No exemplo acima temos que det A = 0, e portanto a matriz nao é invertivel. Na verdade
temos o importante resultado que afirma que A é invertivel se e somente se seu determinante
é nao nulo.

Note que para conferir se uma matriz é ou nao inversa de outra, basta executar a mul-
tiplicacao matricial e checar se resulta na matriz identidade. Por exemplo, se A e B sao
invertiveis, entdao (AB)™' = B~'A™! pois

(AB)(B'A™ )Y =ABB'A' =AA'=1, (B 'AYAB)=BAA'B'=BB =1

Voltando ao caso geral, dada A € R™*" definimos a matriz transposta de A denotada
por A’ (ou AT), onde Aj; = Aji. Neste caso, as linhas se tornam colunas, e as colunas se
tornam linhas. Note que se A € R™*™ e B € R"*°, e além disto, C' = AB, entdao ¢/ = B’ A’

pois
1 =Chi = ZAJkBkZ > B A
k=1

No caso mais geral, considere dois espagos vetoriais V' e W, que tenham produtos internos
(v e (-, Yw,esejaT:V — W operador linear. Definimos entéo a transposta de T' como
sendo 7" : W — V tal que

(3.2.1) (v, T'w)y = (Tv,w)y paratodoveV,weW.

Na verdade, na definicao acima estamos considerando Espac¢os de Hilbert, mas isto é outra
conversa. No caso V = W = R" com o produto interno usual, se tomarmos v =e; e w = e;
em (3.2.1), temos [T; ; = [T];; (onde [T] é a representacdo matricial de 7" na base canonica).

3.3. Resolugao de sistemas lineares

Seja A € R™*™ ¢ b € R™. Queremos descobrir se existe, e neste caso, quem é, X € R"”
tal que AX = b (chamado de sistema linear). Este problema pode néo ter solugdo (0z = 1),
ter solugao tnica (2 = 1), ou ter infinitas solugoes (z +y = 1). Note entretanto que se A
for invertivel, entao o sistema tem solugao tinica dada por X = A Db,
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Em célculos manuais, a melhor forma de se descobrir se um sistema tem solugao é
reduzindo-o a uma forma triangular superior, usando a matriz ampliada, como nos mos-
tra o exemplo abaixo |4, pag.33].

Seja

r1+4xe + 323 =1,
211 + dxy + 4wy = 4,
xry — 31’2 - 21’3 = 5.

Obtemos entao a matriz ampliada, que reduzimos a uma forma triangular superior:

1 4 3 1 1 4 3 1 1 4 3 1

2 5 4 4 -0 -3 -2 2| - |0 -3 =2 2

1 -3 =25 0 -7 =5 4 0O 0 -1/3 —-2/3
Voltando a forma de equacgoes, temos da tltima linha que x3 = 2. Usando a segunda linha
obtemos 3 = —2. Finalmente, da primeira linha temos z; = 3.

3.4. Determinantes e a regra de Cramer

O determinante é uma funcao R™*" — R tal que se uma matriz A € R™" é dada
por A = [V] ... V,], entdo det(-) é a (Gnica) forma “multilinear alternada” definida em
Vi X -+- X V,, = det(A) e tal que det(I) = 1. Por multilinear quer-se dizer que é uma
func@o linear em cada uma das colunas de A. Por alternada quer-se dizer que trocando-
se duas linhas de lugar, o determinante ¢ multiplicado por —1, ver |17]. Denotaremos o
determinante de A por det(A) ou |A|.

Uma outra forma de se definir determinantes é usando-se permutacoes. Seja [, =
{1,...,n} e 0 : I, — I, uma bijegao tal que o(1,...,n) = (01,...,0,) € I,. Considere
S, o conjunto de todas as permutagdes de I, e denote por sgn(o) o sinal ou assinatura de
o €S, ie.,sgn(o) = 1seénecessario um numero par de inversoes para se obter (o1, ...,0,)
de (1,...,n). Analogamente sgn(c) = —1 se é necessario um numero impar de inversoes.
Entao

det(A) = Z sgn(0)a1 oy - - - Ang,, -

Como exemplos, note que se n = 2, ha duas permutacoes possiveis:
o(1,2) =(1,2), o(1,2)=(2,1).

Portanto o determinante de uma matriz A que seja 2x2 é dado por det(A) = a1 1a29—a4 2a21.
J& uma matriz 3 x 3 tem como permutacoes

0(1,2,3) = (1,2,3), o(1,2,3)=(2,1,3), o(1,2,3)=(1,3,2), o(1,2,3) =(3,2,1),
o(1,2,3) = (3,1,2), o(1,2,3) = (2,3,1).

Finalmente, note que sao sempre n! permutagoes possiveis, no caso de matrizes n X n.
Algumas propriedades fundamentais de determinantes sao dadas abaixo, supondo-se que
A=1[v ...V,
(1) Se existir alguma linha ou coluna zero, entao o determinante se anula.
(2) det A det AT portanto propriedades que valem para linhas, valem para colunas.
(3) |y .. g ..Vn|—a|V1...Vn|.
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()w vl—l—w Tl = [T T Tl A [T W
(6) det(AB) = det(A) det(B)

E importante notar que det(A + B) # det(A) + det(B). O contraexemplo mais simples ¢
dado por

R (| P e

Uma interessante proprledade de determlnantes é dada pelo desenvolvimento de Laplace
(ver a notagao para A; j ha pégina 2

(341) det A = 1,1 det Al,l —ai2 det 1211’2 R = a1 N det ANJ
=a10A 10 F a2 10+ FaNAN1T = a1 A+ ai2Dio -+ a NAng.

Considere agora o sistema linear AX = b, onde A € R™"™ é invertivel. Entao

. Ay oo Apa] [
X=A"b= SR :
d t A . . .
AL o Awad b
Usando (3.4.1]) temos que
1 1 by Q12 -+ Q1n
b1 A b,Ap1) = :
1= Gera Bt ela) = 2
n Qp2 - QApn
Analogamente,
B 1 a’l,l .. bl DRI a’l,n
T et A
an71 P bn DY a'n7n
para i =1,...,n. Esta identidade é conhecida como Regra de Cramer.

EXEMPLO 3.1 (Tirado de [4]). Seja o sistema linear dado por AX = b, onde

2 -3 7] [t
A=11 0 3|, b=]|5
0 2 -1 0

Como det A = —1, entao, pela Regra de Cramer,

s 291 7 9 —3 1
m=5 0 3|=-49, x=|15 3|=0 z=|l 0 5 =18
ctAdly 2 1 00 —1 0 2 0
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3.5. Espacos vetoriais, subespacos, base e dimensao

O exemplo mais comum e intuitivo de espago vetorial é o R", ver Defini¢ao [2.0.1] Entre-
tanto, uma definicao mais geral é de grande utilidade. A menos que explicitamente mencio-
nado, neste texto nos restringiremos a espagos vetoriais sobre o corpo dos reais.

DEFINICAO 3.5.1. Um espaco vetorial V' sobre os reais € um conjunto cujos elementos
chamamos de vetores, com duas operacoes bindrias, soma vetorial e multiplicacao por escalar
tais que

(1) x+y=y+x, para todo x,y € V

(2) (x+y)+z=y+ (x+2), para todo x,y,z € V

(8) Existe um elemento 0 € V tal que 0+ x = x, para todo x € V
(4) Para todo x € V, existe um elementoy € V tal que y + x =
(5) 1x = x, para todo x € V

(6) (a+ B)x = ax + %, para todo o, € R e para todo x € V
(7) a(px) = (af)x, para todo «, 5 € R e para todo x € V

(8) a(x+y) = ax+ ay, para todo a € R e para todo x,y € V

Alguns resultados podem ser obtidos imediatamente:

LEMA 3.5.2. Seja V um espaco vetorial sobre os reais. Entao temos que

(1) O vetor zero ¢ tnico

(2) Todo elemento de x € V' tem um tnico negativo dado por (—1)x
(3) 0x = 0 para todox € V

(4) @0 = 0 para todo « € R

DEMONSTRAGAO. Demonstraremos apenas a primeira afirmativa. As demais ficam como
exercicios. Para demonstrar (1), suponha que 0y e 0y sejam dois zeros de V. Logo
0; =05+ 0; =0y + 05 = 0o,
onde usamos que a hipotese de que 0 ¢ zero e a propriedade (3) da Defini¢ao [3.5.1] seguida

da propriedade (1). Na ultima igualdade usamos a hipdtese de que 01 é zero e novamente a
propriedade (3) da Defini¢ao de [3.5.1] O

EXEMPLO 3.2. O espaco das matrizes m X n reais denotado por R"™*™ é um espago
vetorial com a definicao usual de soma de matrizes e multiplicagao por escalar.
EXEMPLO 3.3. O espaco F' das fungoes de R em R, com as operacoes
(u+v)(z) = u(x) +v(z) para todo x € R e todas u,v € F,
(au)(z) = au(z) para todo z € R, toda u € F e todo a € R,
¢é espaco vetorial, ver Exercicio |3.1]
3.5.1. Subespacgo vetorial. Seja IV um espago vetorial e W C V. Entao dizemos que

W é subespago vetorial de V se W for também um espago vetorial. Para que isto aconteca,
basta que

(1) W#0
(2) seu,ve W,entaiou+veW
(3) seac € Reue W, entdo au e W
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Note se W ¢ subespaco de V', entao o vetor nulo 0 € W pois como W ¢é nao vazio, entao
existe algum u € W. Mas entdo 0 = Ou € W, por causa de (3).

FHHK por figura mostrando subespaco vetorial e nao subespaco vetorial *****

EXEMPLO 3.4. Note que {(0,v,2) : y,2 € R} é subespago vetorial do R?®, mas que
{(0,y,2) €R3: y >0, 2> 0} ndo o é.

EXEMPLO 3.5. O espago das matrizes diagonais n x n é subespago do espaco vetorial das
matrizes n X n.

EXEMPLO 3.6. O espaco dos polindmios quadraticos é subespago vetorial do espago das
funcgoes.

EXEMPLO 3.7. Se V' é espaco vetorial e vq,...,v, € V, entao

span{vy,...,v,} o {agvi+ -+ apvg : aq,...qp € R}

é subespacgo vetorial de V. Chamamos o termo a;vy + - - - + ag vy de combinacao linear de
Vi,...,Vg.

Os proximos resultados respondem & pergunta natural: interse¢oes e unioes de subespacos
sao ainda subespacos?

LEMA 3.5.3. Sejam W; e W5 subespacos vetoriais de um espacgo vetorial V. Entao WiNW,
¢é subespaco vetorial de V.

DEMONSTRACAO. Como W, e Wj sdo ambos subespacos, entao 0 € Wy e 0 € W,. Logo
0 € Wi, NWsy e entao Wi NWy # (.

Além disto, se u, v.€ Wy N Wy, entao u, v.€ Wy e u, v € Wy. Logo, pela propriedade
(2) de subespagos vetoriais, u+v € Wy e u+v € W,. Mas entdo u+v € Wy N Wa.

Da mesma forma, se « € R e u € W; N W, entao, pela propriedade (3) de subespagos
vetoriais, au € W; e au € Ws. Logo au € W, N Ws. O

Como podemos ver no exemplo a seguir, a uniao de subespacos vetoriais nao € subespaco
vetorial.

EXEMPLO 3.8. Sejam A; = {(z,0) : z € R} e Ay = {(0,2) : = € R} subespacos de
R% Seja A = AjU Ay = {(x,y) : £ = 0ouy = 0}. Logo (1,0) € Ae (0,1) € A, mas
(1,0) +(0,1) = (1,1) ¢ A

Apesar da uniao nao ser necessariamente subespagos, hd uma forma de se “juntar” su-
bespacgos vetoriais e obter outro subespago, como vemos no resultado a seguir.

LEMA 3.5.4. Sejam W; e W, subespagos vetoriais de um espago vetorial V. Seja o

conjunto

Wl—i‘ngéf{Wl—FWQC W1€W16W2€W2}.

Entao Wi + W, é subespaco vetorial de V.
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DEMONSTRAGAO. Note que 0 € W + Wy, logo Wi + Wy # (). Sejam agora u, v €
W1+ Ws. Logo existem u; € Wy e uy € Ws tais que u = u; + uy, pela definicao de Wy + Wh.
Da mesma forma, existem v € Wi e vo € W5 tais que v = vi 4+ vo. Mas entao

u+v=u+u+vy+vy=(ug+vy)+ (ug + vy)

¢ a soma de um vetor de Wy, dado por u; + vy, com outro de W5, dado por us + v,. Logo
ut+veWw + W
Analogamente, se & € R e u € Wy + W, entao existem u; € Wi e uy € Wy tais que
u = u; + u,. Mas entao
au = a(uy + uy) = au; + auy
¢ a soma de um vetor de W com outro de W5. Logo au € W; + Wj,. O

OBSERVACAO. Algumas observacoes quanto a soma de espacos. A primeira é que W1 +Ws
é apenas uma notacgao, afinal soma de conjuntos nao é uma operacao que faca sentido em
geral. A segunda observacao diz respeito ao importante caso W; N Wy = ). Neste caso
dizemos que a soma é direta e a representamos por Wy @ Ws. Note que podemos estender a
noc¢ao de soma direta para mais que dois espagos, como em Wy & Wy & --- @ Wy. Note que
R'=R®ER®--- PR é a soma direta do R repetida n vezes.

3.5.2. Base e dimensao. Sejam vy, ..., vy vetores de um espaco vetorial V. Se
v+ Favp=0 = ag=---=a,=0
entao dizemos que vy, ...,V sao linearmente independentes, ou L.I.. Vetores que nao sao
L.I. sao chamados de L.D., ou linearmente dependentes. Outra forma de dizer que vy,..., vy
sao L.D. é quando existirem escalares aq, ..., ax, nem todos nulos e tais que

vy + 4 apvg = 0.

Com o conceito de independéncia linear, podemos definir o que é uma base de um espaco
vetorial. Dado um espago V', dizemos que vy,...,v, € V é base de V se
(1) span{vy,...,v,} =V
(2) {vy,...,vp} e LL
OBSERVACAO. Trataremos aqui sempre de espagos vetoriais de dimensao finita, e isto

quer dizer que existe uma base finita para os espagos.
A seguir enunciamos alguns resultados sobre bases.

TEOREMA 3.5.5. Se V = span{vy,...,v,}, entdo € sempre possivel extrair uma base de
{vi,...,vp}.

TEOREMA 3.5.6. Se V' = span{vy,...,v,} entdo o conjunto {wy,...,w,,} é L.D. sempre
que m > n.

COROLARIO 3.5.7. Qualquer base de V' tem sempre o mesmo niimero de elementos.

O corolério acima tem grande importancia pois nos diz que existe um nimero inerente
a V', que nao depende da escolha da base. A este nimero chamamos de dimensao de V', ou

dim V.

TEOREMA 3.5.8. Qualquer conjunto L.1. de vetores pode ser completado a fim de formar
uma base.
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COROLARIO 3.5.9. Se dim V' = n, qualquer conjunto L.I. com n vetores é base.
TEOREMA 3.5.10. Sejam Wy e Wy subespagos de V. Entao

dim(W; + Ws) = dim Wy 4+ dim Wy — dim(W; N Ws).
Pelo resultado acima, se a soma é direta, entao dim(W; & Ws) = dim W; + dim W5.

TEOREMA 3.5.11. Seja {vy,...,v,} base de V. Entao todo vetor de V pode ser escrito
de forma tunica como combinacao linear de vy,...,Vv,.

OBSERVAGAO. Caros alunos: rever mudanga de bases!

3.6. Produto interno, ortogonalidade e projecoes

Duas importantes ferramentas matematicas quando se trabalha em espagos vetoriais sao
produtos internos e normas.

DEFINICAO 3.6.1. Seja V' espaco vetorial sobre os reais. Um produto interno € uma
funcao de V xV — R, denotado por x,y — x -y e tal que

(1) x-x >0 para todox € V comx # 0

(2) x-y =y-xX para todo x, y € V

(3) (ax) -y = a(x-y) para todo o € R e todo x, y € V

(4) (x+y) - z=x%x-z+Yy- -z para todox,y,z€V
Outra notagao usual para produtos internos € (-, ).

Note que da definigao acima concluimos imediatamente que para todo x € V/,
0-x=(00)-x=0(0-x)=0.

EXEMPLO 3.9. Em R?, se x = (z1,72), e y = (y1, ¥2), 0 produto interno canénico é dado
por

Xy =Xy =z + Tous.
Em R", para x = (21,...,%,), € Y = (Y1, ..., Yn), definimos
Xy =Xy =z1y1+ -+ Tnyn.

EXEMPLO 3.10. Em R?, a operacao
2 -1
(561,952) : (?/1,92) = (371 $2) (_1 4 ) (z;) = 2m1Y1 — T1Y2 — Tay1 + 4w2Y
define um produto interno. De fato, a primeira propriedade (positividade) é verdadeira pois
(21, 12) - (21, 19) = 20° — 22129 + da5 = 2[(11 — 2/2)* + Ta5/4] > 0,

se (r1,79) # (0,0). As outras propriedades do produto interno sao mais faceis de serem
checadas.

EXEMPLO 3.11. Considere o espago vetorial das fung¢oes continuas em [0, 1], com as
operagoes de multiplica¢do por escalar e soma como no Exemplo [3.3] Entao a operagao dada
pela integral de Riemann

fg= / f(2)g(x) dz

define um produto interno deste espaco.
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FIGURA 1. Conjunto {x € R?: ||x| = 1}.

FIGURA 2. Conjunto {x € R?: ||x|l =1}

Introduzimos agora a nocao de norma. Num espaco vetorial, uma boa forma de se medir
distancias entre vetores é através de normas. Em particular, o conceito normas ajuda na
defini¢ao canoénica de conjuntos abertos e fechados, como veremos a seguir.

DEFINIGAO 3.6.2. Dado um espago vetorial V, uma norma € uma fungao de V em R,
denotada por x — ||x]|, e tal que

(1) |Ix+yl < Ix|l + |lyll para todo x, y € V' (desigualdade triangular)
(2) |lax|| = |a|||x|| para todo x € V', e para todo o € R
(3) ||x|| > 0 para todo x € V tal que x # 0

Quando um espacgo vetorial V' tem uma norma associada, dizemos que é um espaco
normado.

EXEMPLO 3.12. Em R?,

(1, z2)l| = /2] + 23

define uma norma. Na Figura 1| temos que o conjunto de pontos x tais que ||x|| =1 é dado
por um circulo. No caso mais geral, em R",
(1, -l = \foi 4+ + ]
também define uma norma.
EXEMPLO 3.13. Outra norma em R" é dada por

||(ZE17 o 7In)||oo = lrgjag}%kf”

Na Figura[2] vemos que o conjunto de pontos x tais que [|x||s = 1 ¢ dado por um quadrado.
Compare com a Figura

O resultado abaixo é importante pois mostra que todo produto interno induz uma norma.
TEOREMA 3.6.3. Seja V' um espaco vetorial com produto interno. Entao
x| = VX%
define uma norma em V. Além disto, vale a desigualdade de Cauchy-Schwartz

(3.6.1) x-y < Iyl para todo x,y € V.
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DEMONSTRACAO. Como o produto interno garante que sempre teremos x-x > 0, entao a
operagao acima esté bem definida. Mostraremos primeiro (3.6.1]). Sejaz = x—(x-y)y/|ly|*
Entao

_ Xy _
Z-y—x-y—wy-y—(),

0< HZH2:z~Z:z~x:X~x—ﬁx~y.
Logo
(x-y)* < IxIPllyll*,
e (3.6.1) vale.
Para mostrar a propriedade (1) da defini¢do de norma, note que
Ix+yl* = (x+y) - (x+y) =x-x+2x-y+y-y < x>+ 2lx/lly] +lylI* = (x| +[ly])*

e assim temos (1). As propriedade (2) e (3) seguem-se imediatamente da definigdo e das
propriedades do produto interno. 0]

OBSERVAGAO. Note pela demonstragao acima que a igualdade |x - y| = [|x||||y]| vale se
e somente se x = ay para algum o € R. Ver exercicio [3.3]

Bem como no caso do R", ver (2.2.4]), podemos definir cossenos de “angulos entre dois
vetores” nao nulos x e y € V por

(3.6.2) cosf = ﬂ,
/[yl
que toma valores entre —1 e 1 devido a desigualdade de Cauchy-Schwartz . Dizemos
também que x, y sao ortogonais, ou perpendiculares, se x -y = 0.
Outra generalizacao interessante é dada por projecoes. Dados u e v € V nao nulos,

chamamos w de projecao ortogonal (ou simplesmente de projecao) de u em v se

(1) w = av para algum a € R

(2) (u—w)-v=0
Note que para w ficar bem definido, basta calcular a. Mas note que de (1) e (2), temos que
(u—av)-v=0,eportanto av - v =u-v. Como v é nao nulo,

~u-v _ |ufcosd _ JJuf| cos @

R vl

onde cos @ ¢ como em (3.6.2). A norma de w ¢ dada por ||w|| = ||ul| cos6.

3.7. Transformacoes lineares, nicleo, imagem e representacoes matriciais

Dados dois espagos vetoriais V] e V5, dizemos que uma funcao 7' : Vi — V5 é uma funcao,
transformacgao ou aplicagao linear se

T(x+ay)=T(x)+aT(y) para todo x, y € Vj e todo a € R.
Note que em particular, para toda aplicac¢ao linear linear temos 7'(0) = 0, pois

7(0) = T(00) = 07(0) = 0.
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Seja L(V, W) o espago das aplicagoes lineares T : V' — W para as quais existe M € R
tal que
ITx[lw < M|[x]lv,

Neste caso dizemos que T é limitada. Se V e W forem de dimensao finita, entao toda
transformacao linear é limitada, ver exercicio . E possivel definir operacoes candnicas de
multiplica¢do por escalar e soma em L(V, W) de tal forma que este seja um espago vetorial,
ver exercicio 3.2

O exemplo principal de transformacao linear em espagos de dimensoes finitas é dado
por multiplicacdo de matrizes. De fato, seja T : R™ — R™ definida por T'(d) = Au, onde
A e R™™. Entao T ¢ linear pois T'(d + av) = A(d + av) = Au + oAV = T (1) + oT'(V).

Observe que para definir uma aplicacao linear qualquer T' : R™ — R™, basta defini-
la numa base {vy,...,v,} do R™ i.e., basta conhecer T(vy),...,T(v,). De fato, se x =
aivy + - -+ a,v,, entao

T(x)=T(nvi+ -+ a,vy) =T (vy) + -+ a,T(vy).

Num certo sentido, todas as transformacoes lineares em espacgoes de dimensoes finitas
sao dadas por matrizes. De forma mais precisa, seja {vy,...,v,,} base de Ve {wy,...,w,}
base de W. Entao, se x € V' é dado por x = a1 vy + - - - + a;, vV, €ntao

T(x)=oa1T(vi)+ -+ T (V).

Seja A;; a j-ésima coordenada de T'(v;) na base {wy,...,w,}, i.e.,
(371) T(Vz> = Al,iwl +--+ An,iwn-
Logo

T(x)=o(Aawr+ -+ A awy,) + -+ an (AL Wy + - + Ap W)
=(qAig+ -+ anAi )W+ + (Oé1An,1 + A A )Wy = bWy + -+ B Wy,
onde
B Aig 0 A aq
(3.7.2) : : : :

/Bn An,l An,m (079
Se w = T'(u), entdo a matriz A € R™™ com coeficientes A, ; mapeia as coordenadas de
u nas coordenadas de v. Note que a matriz A depende fortemente das bases de V e W.

Dizemos que A é a representagao de ou matriz associada a 1" nas bases V = {vy,...,v,} e
W = {wy,...,w,}. Por vezes, esta representagio ¢ também escrita como [T]},.

Um exemplo importante é quando as bases sao canonicas. Neste caso, basta ver de (3.7.1))
que A;; é dada pela j-ésima coordenada de T'(e;).

Dois importantes conjuntos relacionados a uma aplicacao linear 7" : V' — W sao seu
nucleo e sua imagem, dados por

NT)={veV:T(v)=0}CV, Im(T)={T(v): veV} CW.

O ntcleo recebe também a notagao ker(7'), do inglés kernel, e a imagem de V' por T' também
recebe a notagado T'(V') ou R(T') (do inglés range). E importante notar que tanto o nicleo
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como a imagem de uma transformacao linear sao espagos vetoriais. Para tal, basta checar
que estes sao subespacos de V' e W respectivamente. Ver exercicio [3.6|
Se Im(V') = W dizemos que T ¢ sobrejetora. Se

Tu)=T(v) = u=yv,
entao dizemos que 7' é injetora, ou 1 — 1. Temos também o seguinte resultado.
TEOREMA 3.7.1. N(T) =0 se e somente se T € injetiva.
DEMONSTRAGAO. ( = ) Suponha que N(T') = 0. Sejam u, v € V tais que T'(u) =
T(v). Entao T'(u — v) = 0 e portanto u — v = 0. Logo T ¢é injetiva.
(«<=) Suponha T injetora e T'(u) = 0. Entao T'(u) = 0 = 7'(0). Como T ¢ injetora,
entao u = 0. 0

Temos a seguir um importante resultado.

TEOREMA 3.7.2 (Teorema do nucleo e da imagem). Seja T : V. — W aplicagao linear,
onde Ve W sao espagos vetoriais. Entao dim N(T) + dimIm(V) = dim V.

COROLARIO 3.7.3. Considere as hipoteses do Teorema acima. Temos entao que
(i) Se dim V' = dim W, ent@o T" ¢ injetora se e somente se 1" é sobrejetora.
(i) Se T for injetora, entdo T leva vetores LI em vetores LI. E se além disto dim W = dim V/,
entao 7' leva base em base.

Note que hé relagao entre as dimensoes do niicleo e imagem de uma transformagao linear
T e o posto e nulidade da matriz que representa esta transformacao (em quaisquer bases):

dim Im(7") = posto([T}}y), dim N(T) = nulidade de ([T]},,).
Note que pelo Teorema |3.7.2 que
dim N(T') = nulidade de ([T]}},) = ntimero de colunas de [T']};, — posto([T]},).

3.8. Autovalores, polindmios caracteristicos e operadores diagonalizaveis

Nesta secao falaremos sobre autovalores, autovetores, e suas propriedades. Por absoluta
falta de espago/tempo, ndo faremos contas, mas a forte recomendagao para quem tem difi-
culdades ou nao se lembra direito como se calcula autovalores, e autovetores é que olhe, por
exemplo, o livro [4].

3.8.1. Autovalores, autovetores e polindmios caracteristicos. Seja T : V — V
transformacao linear. Dizemos que A € C é um autovalor de T se existe vetor nao nulo,
chamado de autovetor, v € V tal que Tv = Av. Chamamos ainda (\,v) de autopar.

Seja A autovalor de T'. Entao o conjunto

Ey={veV:Tv=J\v}

¢ um subespaco vetorial de V', chamado autoespaco de A. Ver Exercicio |3.7

Suponha agora um operador linear dado por uma matriz A € R™*", definindo a aplicagao
linear X — AX. Para achar autovalores e autovalores de A, basta achar solugoes nao triviais,
i.e., ndo nulas, para o sistema (A — AI)X = 0. Isto s6 sera possivel de det(A — XI) = 0.
Note que det(A — AI) é um polindmio em termos de A, ao qual damos o nome de polinémio
caracteristico, ¢ denotamos por P(\). O problema de achar autovalores resume-se entao
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ao problema de encontrar as raizes de P(\). Isto é sempre possivel, segundo o teorema
fundamental da Algebra, desde que admita-se autovalores complexos.

Depois de encontrado um autovalor A, pode-se encontrar os autovetores correspondentes
resolvendo-se (A — A\I)X = 0. Note que este sistema sempre tem solucoes nao triviais, ja
que A — A nao é invertivel, ver o exercicio |3.8|.

Vamos agora, nos exemplos abaixo, ver o conceito de multiplicidade algébrica e geomé-
trica.

EXEMPLO 3.14. Seja A = 21. Entéo, se A for autovalor, temos que det(27 — ) = 0, i.e.,
(A—2)2 = 0. Logo A = 2 é o tinico autovalor. Como autovetores temos que (21 — A\I)X = 0,
ou seja, 0X = 0. Portanto todo X € R? ¢ autovetor, e neste caso, o autoespacgo tem dimensao
dois. Dizemos que A tem multiplicidade algébrica dois, e multiplicidade geométrica dois.

EXEMPLO 3.15. Seja agora a matriz
2 1
55
O polinémio caracteristico é dado por P(A\) = (2—\)?, o mesmo do exemplo e portanto
A = 2 & o tnico autovalor. Entretanto ao calcular os autovetores vemos que se (B—2)X = 0,

s dE-1)

Logo o = 0, e os autovetores sao multiplos de [1,0]7. Dizemos entdao que A tem multiplici-
dade algébrica dois, e multiplicidade geométrica um.

3.8.2. Operadores diagonalizaveis. Seja 7' : V — V operador linear e V' espago
vetorial de dimensao finita. Uma caracteristica interessante de autovalores é que, quando
estes formam uma base de V, a matriz que representa T é diagonal. De fato, observe

em (3.7.1) que se v; é autovetor, entao
T(Vl) = )\VZ',

onde tomamos w; = v; para todo j. Conclua entao que a matriz A em é diagonal.

Como é bastante conveniente representar um operador por uma matriz diagonal, é natural
perguntar se, dado um operador linear, ele é diagonalizdvel, i.e., se existe uma base tal que
sua representacao nesta base é uma matriz diagonal. De forma mais simples, dizemos que
um operador T : V' — V' é diagonalizdvel se existe uma base de V' formada por autovetores.
Isto nao seré sempre possivel, como pode ser visto no exemplo |3.15

O resultado abaixo é importante para garantir tal base. Ele garante que autovetores
correspondentes a autovetores distintos sao LI.

TEOREMA 3.8.1. Sejam Ay, ..., \p autovalores distintos de T'. Entao os correspondentes
autovetores vy, ...,V sao LI.

DEMONSTRAGAO. Suponha que ayvy + - + apvy = 0. Para mostrar que estes vetores
sao LI, temos que mostrar que o = --- = a3 = 0. Aplicando T' — A\ & combinacao linear
acima, obtemos

a1(A = A)vi +as(Aa = A)ve + -+ (A — M) v = 0,
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e portanto ag(Ay — A1)va + -+ - + ap(Ap — A1) v = 0. Aplicamos agora T — A\2I e obtemos
az(Az — A1) (A2 = Ag)va + az(Az — A1) (A3 — Aa)va + -+ + (A — A1) (A — Ag) vy = 0,
e obtemos que ag(A3 — A1)( Az — A2)vs + -+ (A — A1) (Ax — A2) v, = 0. Procedendo desta
forma, aplicando T"— A3l, ..., T — A\x_11 temos que
arMe — A1) (Mg — A2) oo (Mg — Ap_1)ve = 0.

Como os autovalores Ai,..., A\, sao distintos entre si, obtemos que a5 = 0. Voltando os
passos anteriores, é possivel ver que a1 = -+ = a; = 0. 0

COROLARIO 3.8.2. Se uma transformacao linear em espagos de dimensao n tiver n au-
tovalores distintos, entao existe uma base formada por autovetores.

Outra forma de se definir matrizes diagonalizaveis, é exigir que sejam similares a uma
matriz diagonal. Dizemos que duas matrizes A e B sao similares se existe uma matriz
P invertivel tal que B = P71AP. O resultado abaixo trata de propriedades de matrizes
similares.

TEOREMA 3.8.3. Matrizes similares tém o mesmo determinante, mesmo trago, mesmo
polindomio caracteristico, e mesmos autovalores.

Outro resultado interessante é que similaridade forma uma relagao de equivaléncia, ver
exercicio B.10l

Note que se a matriz A é diagonalizédvel e D = P~1AP ¢é diagonal, entdo as colunas de
P sao exatamente os autovetores de A. Para ver isto, suponha que

AN 0O 0 -0
0 X O -+ 0

— . . . :P_lAPa
0O 0 --- 0 M\,

onde P = [V, ...V,]. Entdo PD = AP e \;v; = AV,.

3.9. Operadores auto-adjuntos, operadores ortogonais

Na secao anterior, pouco pudemos dizer a respeito de que matrizes sao diagonalizaveis
ou nao. Em casos especiais é possivel conseguir resultados mais interessantes.

Dizemos que uma transformagao linear T' é auto-adjunta ou simétrica se T" = T. Uma
definigao equivalente em espagos com produto interno V' é dizer que (T'u,v) = (u, Tv) para
todou, veV.

Caso T~ = T", dizemos que T é ortogonal. A mesma definicao e terminologia é empre-
gada no caso de matrizes.

Um exemplo de matriz ortogonal e simétrica é a identidade, e de ortogonal e nao simétrica

cosf@ —sinf
sinf cos@ |’

se 0 # k.
Note que se A é ortogonal, entao

(det A)? = det Adet A’ = det(AA") =det I =1,
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e portanto det A = £1.
Segue-se imediatamente da definicao de matrizes ortogonais, que os seus vetores colunas
e vetores linhas sao ortonormais (ou seja, sdo ortogonais entre si e todos tém norma um).
Outro resultado importante para operadores auto-adjuntos vem abaixo.

TEOREMA 3.9.1. Seja T : V — V auto-adjunto, e \1, vi € \g, Vo autovalores e autove-
tores de T'. Se Ay # Ao entdo vy e vy sao ortogonais: vy - vy = 0.

DEMONSTRACAO. Note que
AMvy vy = (Tvy) - vo =vy - (Tvs) = Aavy - V.
Logo (A1 — A2)vy - vy = 0. Como Ay # Ay entdo vy - vy = 0. O
Uma importante propriedade de operadores auto-adjuntos é dada pelo resultado a seguir.

TEOREMA 3.9.2. Seja T : V — V auto-adjunto. Entao existe uma base ortonormal de
V' formada por autovalores de T

Note que o resultado acima nao diz que toda base de autovalores de operadores auto-
adjuntos é ortonormal, apenas que existe uma base ortonormal. De fato, por exemplo, para
a matriz identidade n-dimensional, todo vetor de R™ é autovetor. Entretanto nem toda base
do ¢ R™ ortonormal.

Finalmente, o resultado abaixo serve para caracterizar quais matrizes sao ortogonais.

TEOREMA 3.9.3. Seja T : V — V. Entao as afirmativas abaizo sio equivalentes.

(1) T ¢ ortogonal

(2) T leva bases ortogonais em bases ortogonais

(3) T preserva produtos internos, i.e., (Tu,Tv) = (u,v), para todou, v € V.
(4) T preserva normas, i.e., ||Tu|| = ||lu|| para todou € V.

3.10. Formas lineares e bilineares

Uma forma linear definida um espaco vetorial V' é simplesmente um operador linear
F:V — R. Note que se {vy,...,v,} é base de V, entao
g
F(v)=Flagvi+ -+ a,v,) = F(vi)+ -+ a,F(v,) = [F(Vl) F(Vn)} L
O,
ou seja, dada uma base, a forma F’' num vetor v pode ser caracterizada simplesmente como o
produto interno do vetor formado pelos valores de F' nos vetores da base com as coordenadas
de v na base.

Uma forma bilinear B é um operador definido em V' x V' e tomando valores em R, e que
seja linear em cada um dos argumentos, i.e.,

V:VxV-=>R
(x,y) = R,

onde B(x + ay,z) = B(x,z) + aB(y,z) ¢ B(x,y + az) = B(x,y) + aB(x,z), para todo
x,y,z€VeaecR Se B(x,y) = B(y,x) para todo x, y € V, dizemos que a forma B ¢é
simétrica.
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Dada uma matriz A € R™*", o exemplo usual de forma bilinear ¢ defnido por (X,¥y) —
X - Ay. Se A for simétrica, esta forma assim definida sera simétrica.

Finalmente, assim como no caso de formas bilineares, se {vy,...,v,} é base de V, entao
B(vy,vy) -+ B(vy,vp)] [ur
B(u,v):[ul un} : : S
B<Vn7V1) e B("nv"n) Un,

onde u=u;vyi+- -+ u,vp, € Vv=0v1Vvy + -+ 0,V,.
3.11. Exercicios

EXERcCICIO 3.1. Mostre que o espaco das funcgoes, definido no Exemplo [3.3| é de fato um
espago vetorial.

EXERCICIO 3.2. Defina operagdes de multiplicagdo por escalar e soma em L£(V;, V3), tais
que este seja um espaco vetorial com estas operagoes.

EXERcICIO 3.3. Dado um espago vetorial com produto interno x -y e norma ||x|| =

(x - x)'/2, mostre que |x - y| = ||x]|||y|| se e somente se x = ay para algum « € R.
EXERCICIO 3.4. Seja V espago vetorial normado e de dimensao finita. Seja {vy,...,v,}
base de V, e o = [oq, e ,ozn]T o vetor formado pelas coordenadas de v € V nesta base.

Mostre que existem constantes cg, ¢1, que dependem da base mas nao de v tais que
coll e < [Ivily < e ef|rn-
Acima, || - ||g» denota a norma candnica do R™.

EXERCICIO 3.5. Mostre que se V' e W forem espacos vetoriais de dimensao finita, entao
toda transformacao linear 7' : V' — W ¢ limitada.

EXERCICIO 3.6. Sejam V' e W espacos vetoriais, e T': V' — W aplicacao linear. Mostre
que N(T) e Im(V) sao subespacos vetoriais de V' e W respectivamente.

EXERcCIcIO 3.7. Seja T' : V. — W operador linear e A autovalor de T. Mostre que
{v €V : Tv = Av} é um subespago vetorial de V.

—

EXERCICIO 3.8. Seja A € R™*" e A autovalor de A. Mostre que o sistema (A— X)X =0
sempre tem solugoes nao triviais.

EXERcCICIO 3.9. Faca os detalhes da demonstracao do teorema no caso k = 3.

EXERcIcIO 3.10. Mostre que similaridade forma uma relacao de equivaléncia.



CAPITULO 4

Limites de funcoes

EIA fim de discutirmos a nogao de continuidade de fungoes, precisamos entender limites de
fungoes. Este conceito serd importante quando falarmos em derivagao. Antes entretanto de
definirmos limites de fung¢oes, daremos algumas defini¢oes basicas relacionadas aos ntimeros
reais.

4.1. Definicoes basicas envolvendo funcgoes

Um dos conceitos mais importantes em Matematica é o de fungoes. Apesar de termos
apresentado na pagina [5| uma definicao de fungao como um caso particular de relagao entre
conjuntos, a descricao mais usual é dizer que uma funcao é uma regra que associa elemen-
tos enter dois conjuntos de uma forma especifica. Para nossos propoésitos entretanto, esta
“definicao” bastara.

Sendo mais especifico, considere A e B dois conjuntos, e uma fun¢ao denominada f entre
A e B. Entao f é uma regra que associa a cada elemento z € A, um elemento f(z) € B.
Chamamos o conjunto A de dominio da fun¢ao f e o denotamos por D(f). Chamamos o
conjunto B de contradominio da funcao f. Escrevemos f: A — B, ou ainda

f:A—B
x— f(z).

Se £ C A, chamamos de imagem de E ao conjunto
f(E)={f(z): z € E}.
Similarmente, se H C B, chamamos de imagem inversa de H o conjunto
fTHH) =A{z: f(x) € H}.
dizemos que f é sobrejetiva (ou simplesmente, sobre) se f(A) = B, i.e., se para todo
y € B existe x € A tal que f(z) =v.
Dizemos que f é injetiva (ou biunivoca ou um a um ou 1-1) quando, para a, a’ no dominio
da f,
fla)=f(a') = a=d.
Outra forma de se definir injetividade é quando
a#d = f(a)# f(a').
Se f é injetiva e sobre, a chamamos de bijetiva ou de uma bijecao.

Dizemos que g : B — A é fungao inversa de f se

g(f(x)) =x paratodo x € A, f(g(y)) =y paratodoy € B.

10ltima Atualizagao: 02/07/2012
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Quando esta existir, denotamos a inversa de f por f~!. Note que uma funcdo tem inversa
se e somente se é sobrejetiva e injetiva, ver problema 4.1} Portanto, se f : A — B é injetiva,
entao restringindo o contradominio B a imagem de A por f, teremos f sobrejetiva. Em
outras palavras, seja f : A — f(A). Entao f é claramente sobre. Se for também injetiva,
havera a inversa f~': f(A) — A.

EXEMPLO 4.1. Seja f : (0,1) — R dada por f(z) = 2+ 1. Entdo f nao tem inversa pois,
apesar de ser injetiva, nao é sobrejetiva. Mas como f((O, 1)) = (1,2), entao se definirmos

f:(0,1) = (1,2)
z — 2
entdo teremos f sobrejetiva. Logo existe a inversa f~!: (1,2) — (0,1).

OBSERVACAO. Note que a definicao de imagem inversa independe de existir ou nao a
fungao inversa. Por exemplo, a func¢io f : R — R dada por f(z) = 2% nao tem inversa.
Entretanto f~!(R) = R.

Existem varias operagoes com fungoes, entre elas a composi¢ao. Sejam A, B e C' conjun-
tos,e f: A— Beg:B — C fungbes. Entao podemos definir uma fungao h : A — C dada

pela composicao de f e g, i.e., h(z) o g(f(z)), onde = € A. Neste caso usamos a notagao
h =go f, e dizemos que h é a composta da f com a g.

Outra operagao que pode ser muitas vezes executada é soma, diferenca, produto, divisao,
de funcoes. Por exemplo, sejam A conjunto e f : A — Re g: A — R fungoes. Entao
podemos definir a funcao h = f + g tal que

h(z) = f(x) + g(x) para todo = € A.

Da mesma forma podemos definir fg por (fg)(xz) = f(z)g(x). Outras operagoes sao definidas
analogamente.

Temos que tomar cuidado entretanto se a definicao faz sentido. Por exemplo, se f: A —
R se anula em algum ponto de A, entdao nao podemos definir ¢ : A — R por ¢(z) = 1/f(x).
[gualmente, nao faz sentido definir 1/g, se g : A — R™, paran > 1, pois nao podemos dividir
por vetores.

OBSERVACAO. A vizualiagao de fungoes é possivel, via graficos. Por exemplo, o grafico
de uma equagao que depende de (z,y) é simplesmente o conjunto de pontos do plano que
satisfazem esta equagao. Por exemplo, o grafico de uma funcao f : R — R é dado pelo
conjunto {(z,y) € R?: y = f(x)}. J4 o grafico de 2% +1? = 3 é formado por todos os pontos
de R? que tém norma igual a v/3.

4.2. Intervalos na reta

Neste capitulo, falaremos sobre intervalos na reta. Falaremos também sobre vizinhancas,
cuja nogao é baseada na fungado valor absoluto (que nada mais é que uma norma nos reais).
Intervalos na reta serao conjuntos como os abaixo:

(1) Intervalo aberto: (a,b) ={z € R: a <z < b}
(2) Intervalo fechado: [a,b] ={x € R: a <x < b}
(3) [a,b) ={r €eR: a<x<b}
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4) (a,b)) ={zr eR:a<xz<b}

la,+o0) ={z €R: a <z}
(a,40)={r €R: a<x}
(—oo,b] ={zeR: z <b}
(—oo,b) ={zx €eR: z < b}

(9) (—o0,+00) =R

Prosseguimos no sentido de definirmos vizinhangas. Para tal precisamos da nocgao de
distancia entre dois pontos = e y da reta, que é dada pelo valor absoluto de x — ¥, i.e., por
|z — y|. Para um namero real a, o valor absoluto (ou modulo) de a é dado por

a se a > 0,
|a| =

—a sea<0.
EXEMPLO 4.2. Por defini¢ao |5| =5, e | — 5| = —(=5) = 5.

LEMA 4.2.1. Algumas propriedades dos ntimeros reais:
(1) | — a| = |a| para todo a € R.
(2) |ab| = |al||b|] para todo a, b € R.
(3) Dados a, k € R temos que |a| < k se e somente se —k < a < k.
(4) —la|] < a < |a| para todo a € R.

DEMONSTRAGAO. (1) Sea =0, entao [0 =0=|—0]. Sea >0, entdo —a < 0 e
logo | —a|=—(—a)=a=|al. Sea <0, entdo —a>0e|—a|=—a=|al

(2) Exercicio.

(3) Exercicio.

(4) Tome k = |a| no item (3) do lema. Entao |a| < |a|] = —|a| < a <]al.

LEMA 4.2.2 (Desigualdade Triangular). Para todo a, b € R temos
ja + 6] <[a] + 0.
DEMONSTRAGAO. Sabemos que —|a|] < a < |a| e —|b] < b < |b]. Logo, —|a|] — |b] <

a+b < la| +|b|. Pelo item (3) do Lema temos que |a + b < |a| + |b|, como queriamos
demonstrar. 0

Seja a € R e considere o intervalo
B(a)={z€R: |z —a|] <e}=(a—¢€a+e).

Uma vizinhanga de a é qualquer conjunto contendo B.(a) para algum € > 0.

4.3. Funcgoes inversas

Investigaremos mais de perto agora quando uma funcao é invertivel. Em particular nos
concentraremos nas fungoes monotonos, i.e., fungoes que sao crescentes ou decrescentes, que
definiremos a seguir.

Seja I C R. Diremos que uma funcao f : I — R é crescente se dados dois pontos x, y de
I tais que = < y tem-se que f(z) < f(y). Se x < y implica em f(x) < f(y), diremos que f
¢ nao decrescente.
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Analogamente, g : I — R é decrescente se # < y implica em f(x) > f(y), e ndo crescente
se x < y implica em f(z) > f(y). Se uma fungao é crescente ou decrescente, a chamamos de
mondtona.

OBSERVAGCAO. A terminologia acima nao é unanime. Alguns autores preferem cha-
mar fungoes crescentes como definidas acima como estritamente crescentes, fungoes nao-
decrescentes como crescentes.

Note que toda funcao monoétona é injetiva. A volta vale também, mas sob a condigao
da funcao ser continua. Isto é, toda funcao continua definida num intervalo e injetiva é
monotona, ver Exercicio [4.3]

TEOREMA 4.3.1. Seja I um intervalo e f: I — R continua. Entao
(1) se f for mondtona, entao f(I) ¢ intervalo, e a funcio inversa f~': f(I) - R ¢
continua
(2) se f for injetiva entdao é mondtona.

4.4. Limites de fungoes

Seja I = (a,b) um intervalo nao vazio e f : I — R, e seja ¢ € [a,b]. Dizemos que L é o
limite de f em c se para todo € > 0 existir 6 > 0 tal que

r€(c—dc+d)NI, z#c¢c = f(r)e(L—¢L+e).

Neste caso, escrevemos L = lim,_.. f(z), e dizemos que f converge para L no ponto c¢. Outra
forma de escrever a defini¢ao acima é dizendo que para todo € > 0, existe 6 > 0 tal que

rel, 0<|r—c<d = |f(z)-L|<e

Uma observacao a respeito da definigao acima é que o valor do limite em ¢ independe do valor
que f assume em c. Na verdade, f nao precisa nem estar definida neste ponto. Somente
quando discutirmos continuidade é que o valor em ¢ serd importante, mas isto fica para o
proximo capitulo.

Antes de comegarmos a calcular limites, é interessante também ver que as seguintes
defini¢oes sao equivalentes, e qualquer uma delas pode ser usada no estudo de limites.

LEMA 4.4.1 (Critérios equivalentes para limites). Seja I = (a,b) e f : I — R, e seja
¢ € [a,b]. Entao as afirmativas sdo equivalentes:
(1) lim,. f(x) = L.
(2) Seja (x,) sequéncia em I com z,, # ¢ para todo n e lim,,_, 2, = ¢. Entao (f(a:n))
converge e lim, o (f(2,)) = L.
DEMONSTRAGAO. (1) = (2) Seja € > 0, e (x,) em I'\{c} tal que lim,_, x, = ¢. Por
hipo6tese existe 0 tal que
(4.4.1) rel, 0<|r—c<d = |f(z)-L|<e
Seja N € N tal que |z, —¢| < § se n > N. Entao, por (4.4.1) tem-se |f(z,) — L] < e e
conclui-se que a sequéncia (f(z,)) converge para L.
(2) = (1)(por contradigao) Assuma que (2) valha, e que (1) seja falso. Logo existe
vizinhanga 6 > 0 tal que para todo n € N existe z,, € (¢ — 1/n,c+1/n) NI, com x, # c e

f(x,) ¢ (L—8, L+46). Isto é uma contradicdo pois por (2) terfamos que ter lim, o (f(2,)) =
L. U
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EXEMPLO 4.3. Seja f(z) = . Entao lim,_,. f(z) = c¢. De fato, dado € > 0, tome § = ¢,
pois
O<|z—c|<déd = |f(x)—flo)|=|r—c<d=e

EXEMPLO 4.4. Seja f : R — R definida por

_Jx, sexeQ
f(a:)—{()’ se r € R\Q

Entao f tem limite bem definido em ¢ = 0, mas nao nos demais pontos. Dado € > 0, seja
d =€ Se |zr|] <0, entao |f(z)|=0<|z|] <d=ccasox € R\Q, e |f(x)] =|z] <d=¢ccaso
z € Q. Logo |z — 0] < ¢ implica em |f(xz) — f(0)| = |f(x)|] < e. Portanto f tem limite no
Zero.

Nos demais pontos tal limite nao existe pela densidade dos racionais nos irracionais e
vice-versa. De fato, dado = € R, existe (z,) sequéncia em R\Q e (y,) sequéncia em Q,
ambas convergentes para x com x, # x e y, # x para todo n € N. Mas lim,,_,, f(z,) =0e
limy, 00 f(yn) = lim, oo (yn) = © # 0. Portanto f nao tem limite para x # 0.

EXEMPLO 4.5. Ache lim, o f(z) de f: RT — R dada por

xsin% sex € QNRT,
flz) = N
0 se z € RT\Q.

Primeiro note para x € R* que se x € Q, entdo |f(x)| < |z| pois |sinl/x| < 1. Se z ¢ Q,
entdo |f(z)] = 0 < |z|. Em ambos os casos temos |f(x)| < |z|. Entado, dado € > 0, seja
d =e. Entaose z € RT e

O<|z|<d=€¢ = |f(zx)—0] <|z| <e.
Logo f tem limite no zero e o limite é zero, i.e., lim,_,o f(z) =0

LEMA 4.4.2 (Unicidade do limite). Seja I = (a,b) e f: I — R, e seja ¢ € [a,b]. Entao f
pode ter, no maximo, um limite em c.

DEMONSTRAGAO. Sejam L; e Ly dois limites de f em c¢. Portanto, dado € > 0 existem
01 e 0o tais que

[

reA O0<|z—cl<d = |f(zx)— L] < 7
reA 0<|z—c<d = |f(x)—Ls| < g
Tome § = min{d;, do}. Entdo tomando-se 0 < |z — ¢| < ¢ implica em
Ly = Lo| < [Ly = f(2)| + [f(2) = Lao| <e.
Como € é arbitrario, temos L, = Ls. O

EXEMPLO 4.6. Seja
1 se x > 0,
sgn(x) =<0  sex=0,
—1 sexz <0.
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Tomando-se as sequéncias (—1/n) e (1/n), ambas convergindo para ¢ = 0 mas nunca atin-
gindo este valor, tem-se (f(—1/n)) = —1e (f(1/n)) = 1. Entao esta fun¢do nao tem limite
em ¢ = 0, pois se o limite existe, este tem que ser tnico.

Assim como no caso de sequéncias, podemos definir operagoes com func¢oes, como soma,
subtragao, etc. Se f: I - Reg: I — R, entao definimos (f+g¢) : I — R por (f+g)(z) =
f(z) + g(z). De forma analoga definimos (f — g)(z) = f(z) — g(z) e (fg)(z) = f(x)g(z).
Se g ¢ tal que g(x) # 0 para todo x € I, definimos também (f/g)(x) = f(x)/g(x). Valem
entao resultados como o limite da soma é a soma do limite, etc.

LEMA 4.4.3. Seja I = (a,b). Sejam f: I - Reg: I — R, esejac € [a,b]. Suponha
que existam os limites lim,_,. f(z) e lim,_. g(z). Entao
(1) limgoe(f + 9)(z) = limg f(2) + lim, . g(x)
(2) hm:{:—)c(f - g) (33) = lim, . f(.il?) — limg . g(x)
(3) hmx%c(fQ) (37) = lim, . f(.?l') limg . g(x)
(4) limg.(f/g9)(x) = lim,. f(z)/lim,,.g(x), se g for tal que g(z) # 0 para todo
z €1, elim,,.g(x)#O0.

Os resultados acima podem ser estendidos para um ntmero finito de operagoes.

DEMONSTRAGAO. Demonstraremos apenas (1). As demais demonstragoes sao similares.

Seja (x,) sequéncia em [ com z, # c para todo n € N e lim, ,,,x, = c¢. Entao
(f+9)(x,) = f(xn)+ g(z,) converge pois é soma de sequéncias convergentes e lim,, (( [+
9)(@n)) = lmsoo (f () +1limyo (g(20)).- O

EXEMPLO 4.7. Seja n € N. Entao lim,,. 2" = (lim,_,.z)" = ¢".
EXEMPLO 4.8. Se ¢ > 0, entao lim, . 1/x = 1/(lim,_.x) = 1/c.

Uma condicao extra tem que ser imposta quando lidamos com composicao de funcoes.
E natural perguntar, supondo-se que lim, . g(x) = L, quando

lim f(g(x)) = f(lim g(x)) = f(L)

ocorre. E a resposta é que a igualdade acima é verdadeira se lim,_,;, f(y) = f(L). Em outras
palavras, basta que f seja continua em L.

Uma outra propriedade de func¢oes que tém limite em um ponto é a de limitagao local,
i.e., a funcao é limitada numa vizinhanca do ponto. Observe que uma funcao localmente
limitada nao necessariamente ¢ globalmente limitada, como veremos mais a seguir.

DEFINIGAO 4.4.4. Seja I = (a,b) e f: I — R e c € [a,b]. Dizemos que f ¢ limitada
numa vizinhanga de ¢ se existem d > 0 e constante M tais que

re(c—d0,c+6)NI = |f(z) < M.
Dizemos também que [ € localmente limitada em c.

Para mostrar que se f : I — R tem limite em ¢ de [ entao f ¢é localmente limitada em
¢, basta primeiro tomar € = 1. Dado L = lim,_.. f(x), existe § > 0 tal que

xel, O0<|zr—c<d = |f(x)—L|<1.
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Neste caso, temos |f(z)| < |f(x) — L|+|L| <14 L. Sec ¢ [ defina M =1+ |L|. Sec¢ |
defina M = max{|f(c)|,1+ |L|}. Em qualquer dos casos temos que

rel, |jx—c<d = |f(x)] <M.

Da discussao acima concluimos imediatamente que f(z) = 1/x é localmente limitada em
todo ponto ¢ # 0. Além disso concluimos que f nao tem limite em ¢ = 0 pois nao é limitada
localmente em torno deste ponto.

Alguns resultados que valem para sequéncias podem ser estendidos para limites de fun-
¢oes. Por exemplo, do Lema tiramos o seguinte resultado. Sua demonstragao ¢ um
exercicio.

LEMA 4.4.5 (limite de sanduiches). Sejam I = (a,b) e f, g e h func¢oes de I em R, e seja
¢ € [a,b]. Suponha que para todo x € I com = # ¢ tivermos f(x) < g(z) < h(z), e que
lim, . f(x) = lim,_,. h(x) = L. Entao lim,_,. g(x) = L.

LEMA 4.4.6. Sejam [ = (a,b) e f: I — R, e seja ¢ € [a,b]. Suponha que para todo x € I
com x # ¢ tivermos a < g(x) < b, e que existe o limite de f em ¢. Entao a < lim, . f(z) <b.

4.5. Limites laterais, infinitos e no infinito

Assim como na segao anterior, assumimos que I = (a,b) C Re f: I — R. Seja agora
¢ € [a,b]. Dizemos que L é limite a direita de f em ¢ se para todo € > 0 existe 0 > 0 tal que

rel, 0<z—c<d = |f(z)-L|<e

Neste caso escrevemos que lim, .+ f(z) = L.
Definigao similar vale para limite a esquerda (e escrevemos lim, .- f(z) = L).
E possivel mostrar que se ¢ ponto de acumulacio tanto de 1N (¢, +00) como de IN(—00, ¢),
entao
(4.5.1) lim f(z) = L <= lim f(z) = lim f(z) = L.
T—C T—ct T—c™

EXEMPLO 4.9. Seja f(x) = sgn(x), como no exemplo Como lim, ,o+ f(z) = 1 e
lim, ,o- f(z) = —1, entdo nao existe limite de f no zero.

Outra definicao importante é a de limite infinito. Dizemos que f tende a 400 em c se
para todo a € R existe § > 0 tal que
zel, 0<|z—c<d = f(z)>a.
Escrevemos entao que lim,_,. = 4o00.
Definigao similar vale para f tende a —oo em c.
EXEMPLO 4.10. lim,_, 1/2% = +o00. De fato, dado a > 0, tomando § = 1/y/a temos
1 1
0<[z]<d = "<’ ==- = S >a
Q@ x

EXEMPLO 4.11. Seja g : R\{0} — R. Entao g nao tende a —0o ou a 400 no zero pois
g(r) <0sex<0eg(x)>0sex>0.
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Finalmente definimos limites “no infinito”. Sejaa € Re f: (a,+00) — R. Dizemos que
L € R é limite de f quando z — 400 se para todo € existe k > a tal que

r>k = |f(z)—L| <e
Analogamente podemos definir limite de f quando x — —o0.
EXEMPLO 4.12. lim, , o 1/2 = lim,_,, 1/2 = 0.

EXEMPLO 4.13. Nem sempre existe limite “no infinito. Tome por exemplo sin(z).

4.6. Exercicios

EXERCICIO 4.1. Mostre que uma funcao tem inversa se e somente se é sobrejetiva e
injetiva.

EXERCICIO 4.2. Demonstre os ftens (2) e (3) no Lema [4.2.1]

EXERCICIO 4.3. Construa f : (0,1) — R injetiva e ndo mondétona.

EXERCICIO 4.4. Mostre que se x # y s@o nimeros reais, entao existem vizinhangas U de
zeVdeytaisque UNV = 0.

EXERcICIO 4.5. Demonstre o Lema [4.4.5]
EXERCICIO 4.6. Demonstre o Lema [4.4.6l
EXERCICIO 4.7. Demonstre a equivaléncia [£.5.]



CAPiTULO 5

Continuidade e Funcoes Continuas

E]A partir das defini¢oes de limites de fungoes do capitulo anterior, fica mais facil definir
continuidade e estudar suas propriedades.

5.1. Introducgao e exemplos

Seja ACRe f: A— R. Dizemos que f é continua em ¢ € A se para todo € > 0 existe
0 > 0 tal que

r€(c—€ec+e)NA = f(z) € (c—d,c+0).
Finalmente, dizemos que f é continua em B C A se f for continua em todos os pontos de
B.

OBSERVAGAO. Note que, quando lim,_,. f(z) estd bem definido,

f € continua em ¢ <= f(c) = lim f(x).
Tr—cC

OBSERVAGAO. Note uma diferenga na definigao de limite de fungao e continuidade num
ponto c. Para definir limite, a func¢ao nao precisava nem estar definida em c, e se estivesse,
o valor de f(c) ndo tinha importancia.

LEMA 5.1.1. Seja A C Re f :— R. Seja c € A. Entao as afirmativas abaixo sao
equivalentes.
(1) f é continua em c.
(2) Para todo € > 0 existe § > 0 tal que
reA, |Jr—c<d = |f(z)— flc)] <e
(3) Se (z,) é tal que x,, € A para todo n € N e lim,,_,o, z, = ¢, entao lim, o f(z,) =

f(e).

Outro resultado 1til é o seguinte critério de descontinuidade: assumindo as hipoteses do
Lema [5.1.1] temos que f ndo é continua em c se e somente se existe sequéncia (x,) em A
convergindo para ¢ mas (f(z,)) ndo convergindo para f(c).

EXEMPLO 5.1. g(z) = x é continua em R. De fato, para todo ¢ € R, temos lim,_,. g(x) =
c=yg(c).
EXEMPLO 5.2. A fun¢do sgn(x) (ver exemplo [4.6) nao é continua no zero, ja que nao
existe lim,_, sgn(x).
10ltima Atualizagao: 23/06,/2012
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EXEMPLO 5.3. Seja f: R — R dada por

fla) = {1 se x € Q,

0 caso contrario,

¢ descontinua para todo x € R. Para mostrar isto, assuma = € Q, e uma sequéncia (x,) em
R\Q convergindo para z. Neste caso, lim,_(f(z,)) =0# 1 = f(z). Da mesma forma, se
z ¢ Q, tomamos uma sequéncia (z,) em Q convergindo para z, e temos lim, o (f(zn)) =

1#0= f(x).

As vezes, é possivel estender uma funcao de forma continua para pontos “fora” do dominio
original. Por exemplo, seja I = (a,c) e f: I — R. Se existir lim,_,. f(x), entdo definimos
f(c) como sendo este limite, e f serd continua em c.

EXEMPLO 5.4. Considere a funcdo similar ao problemaf4.4] mas desta vez definida apenas
para reais positivos:

z, sex € RtNQ,

[iRT =R f(@) = {O se z € RT\Q.

Entao lim, o f(z) = 0 e podemos estender f continuamente no zero definindo
x), sex € RT,
g: RTU{0} =R, gx)= f(@)
0, se r = 0.
Entao temos ¢ continua no zero (e somente no zero).

EXEMPLO 5.5. E claro que nem sempre tal extensao continua é possivel. Por exemplo no
caso de f : Rt — R dada por f(z) = 1/x, nao se pode definir f(0) tal que f : RTU{0} - R
seja continua.

5.1.1. Composicao de fungoes. Em geral, se f e g sao continuas, entao f+g, f — g,
fg também o sdo. Da mesma forma, se h(zx) # 0 para todo x do dominio, entao f/h &
continua. O proximo resultado garante que a composicao de fungoes continuas também é
continua.

TEOREMA 5.1.2. Sejam A, BC R, ef: A— Beg: B—R. Assuma f continua em
c € A eg continua em f(c) € B. Enao a composi¢ao go f: A — R € continua em c.

EXEMPLO 5.6. A fungao g(x) = |z| é continua em R. Realmente, como

l9(x) — g(W)| = [|lz] = y[| < |z —yl,

se (x,) converge para z entao

l9(2n) — g(z)| < |2n — 2| = lim (g(z,)) = g(x).

n—oo

Portanto, se f : A — R ¢é continua em ¢ € A, entao h(z) = |f(z)| também o é, pois
h = go f é composi¢ao de fungoes continuas.
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5.2. Fungoes Continuas em intervalos fechados e limitados

Um resultado com varias aplicagoes diz que fungoes continuas definidas em conjuntos
fechados e limitados sao limitadas e atingem seus pontos extremos. Chamamos um intervalo
de fechado limitado quando é da forma [a,b], para a < b. Na verdade, todos os resultados
abaixo, excetuando-se o Teorema [5.2.5] valem em conjuntos mais gerais, por exemplo em
unioes finitas de intervalos fechados e limitados.

DEFINICAO 5.2.1. Dizemos que f : A — R € limitada em A se existe M € R tal que
|f(z)| < M para todo x € A.

EXEMPLO 5.7. sinx é limitada em R pois |sinz| < 1 para todo = € R.

EXEMPLO 5.8. 1/x ndo é limitada em R*. Entretanto 1/z é limitada em (1/2, +00) pois
|1/z| < 2 para todo z neste intervalo.

TEOREMA 5.2.2. Seja I = [a,b], e f: I — R continua em I. Entao f é limitada em I.

Outra nogao importante é o de maximos e minimos. Dizemos que f: A — R tem valor
méaximo em A se existe z* € A tal que f(z*) é cota superior de f(A). De forma anéloga
dizemos que f tem valor minimo em A se existe z, € A tal que f(x,) é cota inferior de f(A).
Chamamos x* de ponto de valor maximo e x, de ponto de valor minimo.

OBSERVACAO. Se uma funcao f como acima definida assume seus valores maximo e
minimo em A, entao f é limitada em A.

EXEMPLO 5.9. f: (—1,1) — R dada por f(z) = 1/(1 — 2*) nao ¢ limitada em (—1,1),
mas é limitada em [—1/2,1/2] por exemplo.
EXEMPLO 5.10. f(z) = z ¢ continua e limitada em (—1, 1), mas nao assume valor maximo

nem minimo em (—1,1). Entretanto f assume seus valores maximo e minimo em [—1, 1].

EXEMPLO 5.11. h(z) = 1/(1+2?) é limitada em R, assume seu valor méximo em z* = 0,
mas nao assume seu valor minimo. Isto porque inf A(R) = 0 # h(z) para todo x € R.

OBSERVACAO. Note que pontos de maximo e minimo nao sao unicos em geral. Por
exemplo, f(z) = 2? tem —1 e 1 como seus dois pontos de maximo em [—1,1].

TEOREMA 5.2.3 (Pontos Extremos). Seja I = [a,b], e f: I — R continua em I. Entdo
f tem pelo menos um ponto de mdximo e um de minimo em I.

Outro resultado de grande importancia é o Teorema do Valor Intermediario que garante
a preservacao de intervalos por fungoes continua.

TEOREMA 5.2.4 (Teorema do Valor Intermediario). Sejam a < b e f : [a,b] — R conti-
nua. Se existe d € R tal que f(a) < d < f(b), entao existe ¢ € (a,b) tal que f(c) = d.

Concluimos esta parte com uma importante consequéncia dos resultados anteriores.

TEOREMA 5.2.5. Seja I intervalo fechado limitado e f: I — R funcdao continua. Entao
f(I) € intervalo fechado limitado.

5.3. Exercicios

EXERCICIO 5.1. Determine os pontos de continuidade da fungao [z], que retorna para
cada = € R o maior inteiro menor ou igual a z. Por exemplo, [2] = 2, [2.5] = 2, [-2.5] = —3.






CAPIiTULO 6
Diferenciacao

E|Neste capitulo vemos a nogao de diferenciabilidade e suas aplicagoes.

6.1. Definigoes e Exemplos

Seja f: I — R, onde I é um intervalo em R. Dizemos que f é diferenciavel em ¢ € I se
existe um nimero real L onde dado ¢ > 0 existe § > 0 tal que

fx) = f(o)

rel, 0<|z—c<i =
r—c

—L‘<e

Chamamos L de derivada de f em ¢, e escrevemos L = f(c).
Note que se f é diferenciavel em ¢, entao

f/(C) — lim f(.l‘) B f(C)

Se f é diferenciavel em todo ponto de I dizemos que f é diferenciavel em I. Neste caso note
que a derivada f’ é uma funcao de I em R.

EXEMPLO 6.1. Se f(z) = 2%, entdo para ¢ € R tem-se
2 _ 2 _
f'(c) = lim T 7% lim w = lim(z + ¢) = 2c.
r—c T — C T—rc r —C T—C

TEOREMA 6.1.1. Se f: I — R, onde I é um intervalo em R é diferencidvel em c € I,
entao f € continua em c.

DEMONSTRAGAO. Seja L = f’(c¢). Dado € > 0, existe 6 > 0 tal que

fx) = f(c)

Tr —cC

rel, 0<|r—¢<d = L—e€< < L+e

Seja 6 = min{é,¢/(L + €)}. Entdo

|t —c| < (L+e€)d<e
r —C

xel, O<‘:c—c|<5 _— ’f(:l:)—f(c)’:’f(x)_f(d

Logo f é continua em c. 0

OBSERVACAO. Pelo teorema acima, diferenciabilidade implica em continuidade. O in-
verso entretanto ndao é verdade em geral. Seja por exemplo f : R — R onde f(z) = |z|.
Entao f é continua em R mas nao é diferenciavel em zero pois para x # 0 temos

’f(l’):g(o)‘_m_{l se x> 0,

oz -1 sex <.

10ltima Atualizagao: 26,/06,/2012
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Logo o limite quando = — 0 nao existe.

6.2. Propriedades da Derivada
Seja f e g fungoes de I — R, onde I é um intervalo em R, ambas diferenciaveis em ¢ € I.
Entao

(1) (af)(c) = af'(c), onde a € R. De fato, se x # ¢, entao
(@N)@) ~ (@) _f) = J(e)

Tr —cC r —cC

(2) (f +9)'(c) = f'(c) +g'(c)
(3) Se p = fg, entdo se = # c,

p(x) —=ple)  flx)g(z) — f(c)g(c)  f(x)g(z) — f(c)g(x) + flc)g(x) — f(c)g(c)

::ﬂQ:Z@)<>+ﬂdM2:z@

Logo existe lim,_,.(p(x) — p(c))/(z —¢) e

p10) = i P2 [ 1200 )] 2 =21
= f'(c)g(c) + f(c)g (c).

(4) Se g(x) # 0 para todo x € I, entdo seja h(z) = f(x)/g(z). Logo se x # c,

r—c r—c (z = c)g(x)g(c)
_ f(@)g(c) = f(e)gle) | fl)gle) — f

(x —c)g(z)g(c) x —c)g(w)g(c) (@—c) g() glz)gle) z-c
Logo existe lim,_,.(h(z) — h(c))/(x —c) e
/ _imh(x)_h(cz "¢ 1 _f(c> "¢
(o) = i M= = plo) s - Ly )

EXEMPLO 6.2. Pela regra acima temos que se f(x) = 2", para n € N, entdo f é diferen-
ciavel e f'(c) = na™ L.

Observe que f : I — R ¢é diferenciavel em ¢ € I com f'(c) = L se e somente se existir
uma funcao r tal que

r(h)

flx)=fle)+(x—c)L+r(x—c), com lim ——= =0.
h—0 h
De forma equivalente escrevemos h =x —c e
- r(h)
flc+h)=f(c)+hL+r(h) com lim —— =0.

h—0
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TEOREMA 6.2.1 (Regra da Cadeia). Sejam I e J intervalos em R e g : I — R e
f:J—=R, onde f(J) CI. Se f € diferencidvel em ¢ € J e g € diferencidvel em f(c), ent
ao go f € diferencdvel em c e

(g0 f)(c) =g (f(e)f(c).

DEMONSTRAGAO. Seja d = f(c). Note que para h tal que c+h € Je k tal que d+k € I,
temos

fle+h)=f(c)+hf'(c)+r(h) com }1}2{1}% = 0.
g(d+k)=g(d) + k¢'(d) + p(k) com hiI(l) p(:) = 0.

Definindo k£ = f(c+ h) — f(c¢) = hf'(c) + r(h), temos

go fle+h)=g(flc+h)) =g(d+k) = g(d) +kg'(d) + p(k)
= g(d) + (hf'(c) + r(h))g'(d) + p(f(c+ h) = f(c) = g(d) + hf'(c)g'(d) + q(h)
onde q(h) = r(h)g'(d) + p(f(c+h) = f(c)).

p(
H ( ) 9'(d)£g0$+}1l%p(f(c+z>—f(C))‘

Se f(c+ h) = f(c) numa V1zmhan(;a de ¢, entao p(f(c+ h) — f(c)) = 0. Caso contrario,
_p(fleth)—fle) .. pflcth)—f(c)),. [fleth)—[(c)
Hm h = R e h) = flo) h h

De qualquer forma concluimos que

Finalmente,

=0.

lim =0.
h—0

p(f(c+h) = fc))
h

EXEMPLO 6.3. Seja
2?sint, sex #0
x) = z’
/(@) {0, se x = 0.
Logo, para = # 0 temos f'(z) = 2zsinl/z — cos1/z. Em 2 = 0 usamos a definicao:
Sl = fO)
/ = _— = —_ =
f(O)—ilg(l) =0 ilir(l):csmm 0.
Logo f é diferenciavel em R mas f’ nao é continua no zero.
TEOREMA 6.2.2 (Derivada da Fungao Inversa). Seja I C R intervalo, f : I — R continua

e invertivel com inversa g : J — R continua, e J = f(I). Se f ¢é diferencidvel em c € I,
entio g € diferencdvel em d = f(c) se e somente se f'(c) # 0. Neste caso,

,_1_1
9 =50 = Fle@)
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DEMONSTRAGAO. Tendo que g é continua. Al'em disso, se y € J\{d}, entdo g(y) # c.
Logo, se f'(c) # 0,

—1
i IW =9 @) _ o g9ly)—e lim(f(g(y)) - f(0)> _ /1 |
yod Yy —d y=d f(g(y)) — fle)  w=d\ gly) —c /()
Logo g é diferenciavel em d e ¢'(d) = 1/ f'(c). Analogamente, se g é diferenciavel em d, entao
usando a regra da cadeia e que g(f(x)) = x, temos

g(f(e)f () =1,
e entao f'(c) # 0. O

EXEMPLO 6.4. Seja f : Rt — Rt dada por f(z) = 2", onde n € N. Entao f tem inversa
g: R*Y - R*, eg(y) = /y. Para y > 0 temos entao

Note que g nao é diferenciavel no zero pois f'(0) =

6.3. Aplicacoes

Uma primeira e importante aplicacao diz respeito a pontos extremos locais. Dizemos que
uma funcaof : I — R, onde I C R é um intervalo, tem um mdximo local em ¢ € I se existe
0 > 0 tal que

r€(c—dc+d)NI = f(x) < f(o).

Defini¢ao analoga serve para minimo local. Chamamos um ponto de maximo ou minimo
local de ponto extremo local.
O resultado a seguir descreve condicao necessaria para um ponto ser extremo local.

TEOREMA 6.3.1 (Ponto extremo interior). Seja f: I — R, onde I C R é um intervalo,
e ¢ € I ponto extremo local. Se f € diferencidvel em ¢, entio f'(c) = 0.

DEMONSTRAGAO. Sem perda de generalidade, assuma ¢ ponto de maximo local. Entao,
se f'(c) > 0 temos
N (0 B B O (O T
T—C Tr — C r —C
numa vizinhanga de c¢. Logo, para = > ¢ tem-se f(z) > f(c), contradigao pois ¢ é ponto de
méximo local. De forma semelhante nao podemos ter f’(c) < 0. Logo f'(¢) = 0. O

A seguir apresentamos um resultado com importantes por si e por suas consequéncias.
E o Teorema do Valor Médio, que vemos a seguir na sua versao mais simples, o Teorema de

Rolle.

TEOREMA 6.3.2 (Teorema de Rolle). Seja a < b € R e f : [a,b] = R continua e
diferencidvel em [a,b]. Assuma ainda que f(a) = f(b) = 0. Entao existe ¢ € (a,b) tal que

f'(e)=o.
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DEMONSTRAGAO. Se f ¢ identicamente nula em [a, b], entdo o resultado é verdadeiro.
Caso contrario, entdao f assume algum valor positivo ou negativo em (a,b). Sem perda de
generalidade, suponha que f assuma algum valor positivo. Como [a,b] é intervalo fechado
e limitado, entdo f atinge seu méximo em algum ¢ € (a,b). Mas pelo Teorema do Ponto
extremo interior , f'(¢) = 0, como queriamos demonstrar. O

TEOREMA 6.3.3 (Teorema do Valor Médio). Sejaa <be R e f: [a,b] = R continua e
diferencidvel em [a,b]. Entao existe ¢ € (a,b) tal que

f(b) = f(a) = f'(c)(b - a).

DEMONSTRAGAO. Seja
f(b) — f(a)

o) = () - flo) - L=

Entao ¢(a) = ¢(b) = 0. Como f é diferenciavel em |[a, b, entdo ¢ também o é no mesmo
intervalo. Logo, pelo Teorem de Rolle existe ¢ € (a,b) tal que ¢'(¢) = 0. Portanto

= 1O 10)

(x —a).

O

Uma primeira aplicagao do Teorema do Valor Médio garante que se uma funcao definida
num intervalo tem derivada identicamente igual a zero, entao a funcao é constante.

LEMA 6.3.4. Assuma que f : [a,b] — R seja continua em [a, b], onde a < b, e diferenciavel
m (a,b). Se f'(xz) =0 para todo z, entdo f ¢ constante em [a, b].

DEMONSTRAGAO. Seja a < x < b. Pelo Teorema do Valor Médio existe ¢ € (a,x)
tal que f(x)— f(a) = f'(¢)(x —a). Como f'(c) =0, temos f(x) = f(a). Como x é arbitrario,

temos f constante em (a,b). Mas continuidade temos f constante em [a, b]. 0

Observe que pelo resultado acima, se f, g sao fungoes diferenciaveis que tem a mesma
derivada, entao f e g diferem por uma constante.

A aplicagao seguinte do Teorema do Valor Médio garante condigoes necessarias e sufici-
entes para uma funcao ser crescente num intervalo.

LEMA 6.3.5. Seja I C R intervalo e f : I — R diferenciavel em I. Entao
(1) f é crescente em I se e somente se f'(x) > 0 para todo = € I.
(2) f é decrescente em I se e somente se f'(z) < 0 para todo z € I.

DEMONSTRAGAO. Assuma f crescente.
(=) Paraz, cel,

r<couzxr>c — MZO.
r—c
Portanto
1'(c) zlimM > 0.

T—>C xr—c
(= ) Assuma f'(z) > 0 para todo z € I. Sejam x; < x5 com x; < x5 € I. Usando o
teorema do valor médio existe ¢ € (xy, z3). O
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OBSERVACAO. E possivel modificar a demonstracdo acima e mostrar que f’ () > 0

implica em f estritamente crescente. Entretanto, mesmo fungoes que tem derivada nula em

alguns pontos podem ser estritamente crescentes, como por exemplo f(z) = z3.

OBSERVAGAO. Nao é verdade que se f’(¢) > 0 para algum ponto ¢ no dominio da f
implique em f crescente numa vizinhanca de ¢. Como exemplo considere

(2) T4 22%sins  sex #0,

g\x) =
0 se x =0,

é diferenciavel em zero com ¢’(0) = 1, mas nao é crescente e, nenhuma vizinhanga do zero.
Outra aplicagao do Teorema do Valor Médio segue no exemplo abaixo.

EXEMPLO 6.5. Seja f(z) = exp(z). Entao f'(z) = exp(z). Queremos mostrar que

(6.3.1) exp(z) > 1+ x para todox # 0.
Seja z > 0. Entao aplicando o Teorema do Valor Médio em [0, z] temos que existe ¢ € (0, )
tal que

exp(x) — exp(0) = exp(c)(z — 0).
Como ¢ > 0, entao exp(c) > exp(0) = 1. Logo

exp(z) > 1+ x.

Para x < 0, os argumentos sdo semelhantes e portanto a desigualdade (6.3.1]) vale.

6.4. Teorema de Taylor e Aplicagoes

Uma ferramenta poderosa em anéalise com varias consequéncias é o Teorema de Taylor,
que é na verdade também uma aplicacao do Teorema do Valor Médio.

A expansao de Taylor aproxima localmente uma funcao que pode ser complicada por um
polinémio. Suponha que f: I — R onde I C R tenha n > 0 derivadas num ponto zy € I.
Defina
2

Po(x) = f(xo) + ['(w0)(x — 20) + f”<xo>@

onde usamos a notacaoque g(’“)(c) indica a k-ésima deriva de g num ponto c.

(x — o)™

o )
+ -+ f(20) TR

Note que com a defini¢do acima, temos f*)(xq) = pw (xo) para k = 1,...,n. Chamamos
P, de polindémio de Taylor de ordem n para f em zg, e o resultado abaixo diz o quao boa é
a aproximagcao de uma funcao por seu polinémio de Taylor.

TEOREMA 6.4.1 (Formula de Taylor com resto de Lagrange). Sejan > 0 e I = [a, b,
coma <b. Seja f: I — R n vezes diferencidvel em I com f™ continua em I e tal f+)
exista em (a,b). Se xo, x € I entdo existe & € (xg,x) N (x,x0) tal que

(x — 20)?
2

(x — xo)"
n!
(x — x)" !

(n+1)!

(6.4.1) f(x) = f(zo) + ['(o)(x — 20) + f(10) o fU ()

+ fD ()
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DEMONSTRACAO. Sejam g, x € I. Sem perda de generalidade, assuma x > xq. Defina
J = [xo, 2] e seja F': J — R dada por

(=)
n!

Fo).
Logo

Definindo G : J — R por

temos G(x¢) = G(x) = 0. Pelo Teorema de Rolle existe & € (g, x) tal que
(z —&)"

0=G"(& =F 1)————————F .
© = F(© + e+ D P
Portanto
1 (z—xo)"*! 1 (z =)™ (="
F(xg) = — F'(&) = (n+1)
r—xo)" T
_ B0 g
(n+1)!
[
EXEMPLO 6.6. Seja f: I — R, onde I = [a,b] C R, com a < b. Assuma que f e suas
derivadas f/, f”,..., f"*1) existam e sejam continuas em I. Se f("*V(z) = 0 para todo
rele f(zg) = f(xg) == f™(x) = 0 para algum zy € I, entdo f(x) = 0 para todo
x € I. De fato, pelo Teorema de Taylor [6.4.1], dado = € I, existe £ entre x e x( tal que
_ / " (m — ‘TO)Z (n) (‘T — x())n
f(@) = f(wo) + f'(xo)(x — 20) + f (%)T + At f (xO)T
n+1
(n+1) (x — @p)""
+r (& (n+1)!
Mas por hipétese, f)(xg) parai=0,...,n, e f®*) =0em I. Em particular, como ¢ € I,

temos f("*1(¢) = 0. Portanto, f(x) = 0 para todo z € I.
Uma primeira aplicagao refere-se a caracterizagao de extremos locais.

TEOREMA 6.4.2. Seja a < b € R el = [a,b]. Sejam xy € (a,b) e k > 2 nimero
inteiro. Supondo que f',...,f%) existam, que sejam continuas em I, e que f'(zo) = -+ =
FEV(2) =0 mas f*) (xq) # 0, temos que

(1) Se k ¢ par e f®)(x0) > 0, entdo f tem minimo local em xq.
(2) Se k € par e f*)(zy) <0, entio f tem mdrimo local em .
(8) Se k é impar, entdo xo nao € mdximo nem minimo local.
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DEMONSTRACAO. Pelo Teorema de Taylor, para x € [ existe & entre z¢ e x tal que

_ ’ B 7 (x — xO)Q o (k—1) (l‘ — x(])(k_l)
fla) = flzo) + f(zo)(x — @o) + fH(wo) ————+ -+ [ (20) 1)
ke (= 20)" _ by (T = 20)"
+ O Flwo) + A

Assumindo agora que f*)(z) > 0, como f*) ¢ continua entdo existe § > 0 tal que f*)(x) > 0
para todo x € U = (29 — 6,20 + 9). Se x € U, entdo £ € U e entdo f&(x) > 0. Se n é par,
entao para x # xy temos
k
el s
Logo
reU\{z} = f(z)— f(z0) >0 = 1z é minimo local,

e portanto (1) esta demonstrado.

Para demonstrar (2) o argumento é semelhante.

Finalmente, se k é impar, entao (z—x)/k! é positivo para z > xy e negativo para x < zg.
Logo f(x) > f(x¢) ou f(z) < f(xo) dependendo do sinal de = — xy. Logo a proposigao (3) é
verdadeira. O

Uma segunda aplicacao diz respeito a funcoes convexas. Seja I C R um intervalo.
Dizemos que f: I — R é convexa em [ se para todo t € [0,1] e x1, x5 € I temos

F((L =)z +tas) < (L—1t)f(z1) + tf(22).
Graficamente, uma funcao é convexa se o grafico de f entre x; e x5 esta abaixo da reta que
une os pontos (z1, f(21)) e (22, f(x2)).

TEOREMA 6.4.3. Seja I intervalo aberto e f : I — R. Entao f € convexa se e somente
se f"(x) > 0 para todo x € I.

DEMONSTRAGAO. ( <= )Assuma que f”(z) > 0 para todo x € I. Sejam z; < x9 € [
e 0 <t < 1. Definindo xy = (1 — t)z; + txs, pelo Teorema de Taylor existe & € (z1,x) e
& € (g, x2) tais que

Flan) = Fao) + (o) — z0) + 3 F(€0) (a1 — o),

f@2) = f(zo) + f'(z0)(x2 — 7o) + %f”(&)(@ — x0)”.
Como f"(&) > 0e f"(&) > 0, entdo
(L =) f(z1) +tf(x2)

= f(wo) + [(1 = t)zy + twg — x| f'(w0) + Mf”(fl)(f’ﬁl —x0)” + Ef”(iz)(ﬂﬁz — 1)?

2 2

= f(xo) + @f”(fl)(ﬂfl — x0)* + %f”(fz)(fw —x0)* > f(wo).

Logo f & convexa.
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(=) Sejam zy < x < x5 € [. Entdo x = (1 —t)xy +toy parat = (f(xg) — f(x1)) /(22—
x1). Logo, se f é convexa,

f(z) = f(x1) < (I —1t)f(z1) +tf(z2) — f(21) _ f(z2) — f(z1)
T — T - t(zy — 1) Ty — T1
e
fls) = flx) o flas) = [(1 = O)f (1) +1f(2o)] _ flza) = fl)
To—2 (1 —1t)(xe — 1) To—T1
Portanto,
$1<$<$2:>f(x)_f(xl)gf(%)—f(xl)Sf(l'z)_f(x)’
r — I To — X1 To — X
e Py — i HE = F) ) = fa) ) =@
T—T1 r — I To — X1 T—T2 To — X
Logo f’ é funcao crescente em I e entao f”(x) > 0 para todo = € I. O

6.4.1. pontos de inflexao e concavidades. Seja f uma funcao real duas vezes di-
ferenciavel. Dizemos que um ponto é de inflexao se este “separa” curvas de concavidades
contrarias. Se ¢ é ponto de inflexdo entao f”(c¢) = 0. Para descobrir se um ponto ¢ onde
a segunda derivada se anula é de inflexdo, basta checar se f” muda de sinal no intervalo
(¢ —€,c+ €), para todo € > 0.

Quanto a concavidades, dizemos que f é concava (para baixo) em (a,b) se f” < 0 em
(a,b). Dizemos que f é convexa (concava para cima) em (a,b) se f” > 0 em (a,b).

6.5. Regra de L’Hopital

Considere o problema de achar
. sinx
lim ,
z—=0 T
se este limite existir. Surpreendentemente, vale a regra de que, nestes casos, o limite da

razao das fungoes é igual ao limite da razao das derivadas das fungoes.

TEOREMA 6.5.1. Sejam [ e g duas fungoes reais diferencidveis definiddas na intervalo
(a,b). Suponha também que g e ¢' seja nao nula e que

lim f(z) = limg(z) =0, ou que lim f(z) = lim g(z) = +o0.
z—b z—b z—b T—b

Temos entao que

/
. x " . X
se hmf( ) = «, entao hmm =«
z—b g'(x) z—b g()
Mesmo se o for —oo ou oo, o resultado continua valendo. Vale também se x — a, ou mesmo
para pontos interiores, onde basta tomar os dois limites laterais.

EXEMPLO 6.7.
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EXEMPLO 6.8. Nunca usar I’Hospital cegamente! Aplicando I’'Hospital:

. sin x . CcCosS X
lim ——— = lim —
z—n— 1 —cosSx  z—n— SINT

= —OQ.

Isto esta errado! Note que o numerador lim,_,,- sinx = 0. Entretanto, o denominador
lim, ,.- (1 — cosz) = 2. Logo

sin x lim,_,,- sinx

lim =0.

esr— 1 —cosx  lim, - (1 — cosz)

Considere o limite lim,_,, f(z)g(z). Se lim,_,, f(x) = 0 e lim,_,, g(x) = 0o, temos limites
de produtos indeterminados do tipo “co - 0”. Escrevemos o produto como uma das opcoes

abaixo
g
fg — 3/ — 10
/g 1/f
e depois aplicamos I’Hospital.
EXEMPLO 6.9. 1 )
limzlnz = limﬂ = imﬁ = —limz =0.
x—0 x—0 ]_/:L‘ x—0 —1/1‘2 x—0

O caso de diferencga indeterminada “oo — o0” pode ser calculado da seguinte forma.
Suponha que lim,_,, f(z) = oo e lim, ,, g(z) = oo. Entao lim,_,[f(x) — g(x)] pode ser
calculado manipulando-se algebricamente f — g para obter um limite da forma oo/oc ou 0/0.

EXEMPLO 6.10. ) )
) ) 1 sin ) 1 —sinz _ —CcosxT
lim (secx —tanz) = lim ( — = lim ——— = lim

= 0.
o (m/2)~ z—(m/2)~ COSXT  COST z—(m/2)~ COSZ z—(r/2)~ —sinx

Poténcias indeterminadas 0°, co®, 1°°, podem surgir quando calculamos limites do tipo
f(2)9®) . Nestes casos tomamos logaritimos:

ou escrever f(x)9@) = ed(@)nf(z)

EXEMPLO 6.11. O lim, ,o+(1 + sindz)®** pode ser calculado definindo-se y = (1 +

sin 42)°'* e portanto
Iny = cot xIn(1 + sin4x)
e entao
In(1 + sin 4x oo Lo
lim Iny = lim cotzIn(l + sin4z) = lim In(1 +sin 47) = lim L _ gy
20+ o0+ a0+ tanz z—0+ sec?x

Note que lim, ,o+ Iny = 4, entao
lim (1 4+ sin4z)®"” = lim y = lim ey = et
z—0t z—0t z—0t

zlnz

EXEMPLO 6.12. Para calcular lim,_,q+ ” escrevemos x* = e , € entao

lim 2% = lim e*% =0 = 1.
r—0Tt z—0t

Note que usamos lim,_,g+ xlnx = 0.
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6.6. Exercicios

EXERCICIO 6.1. Assuma f : R — R diferenciavel em ¢ € R e f(c) = 0. Mostre entao
que g(z) = |f(z)] é diferenciavel em ¢ se e somente se f'(c) = 0.

EXERCICIO 6.2. Seja f: R — R dada por

n
flx) =) (& —c)
i=1
onde ¢; € Rparai=1,...,n, en € N. Ache um ponto de minimo relativo de f. Mostre
que ¢ unico.
EXERCICIO 6.3. Seja I C R um intervalo e f : I — R diferenciavel. Mostre que se f’ é
positiva em I, i.e., f’(xz) > 0 para todo = € I, entdao f é estritamente crescente.






CAP{TULO 7

Funcoes trigonométricas, logaritmicas e exponenciais

g

Neste capitulo descrevemos algumas fungoes especiais, como as fung¢oes trigonométricas,
o logaritmo e a exponencial.

7.1. Funcgoes trigonométricas

Definimos aqui algumas fungoes trigonométricas, comecando pelas func¢oes seno e cosseno.
Nossas defini¢oes diferem das defini¢oes geométricas “usuais”, pois usamos séries de poténcias.
Entretanto sao as mesmas fungoes, como pode ser visto em |Djairo Figueiredo].

7.1.1. Senos e cossenos. Definimos as fungoes sin e cos de R — R através das séries
de poténcias

o0 2n+1 3 .5 o0 n 2 .4
sinx = ;(—1)”% = x—%—l—%—. o CosT = ;(—1)”(5n)! = 1—%—#%—. .
A derivagao termo a termo nas séries de poténcias acima é valida, e portanto
, 0 . 2n , 0 . p2n—1 .
sin’ x = nZ:O(—l) (2n + l)m = COS T, cos' T = nZ:O(—l) 2n o) = —sinz.
Note que das definigoes, a func¢do sen é fmpar (sin(—x) = —sinz), e a fun¢ao cosseno é

par(cos(—z) = cosx). Temos ainda uma igualdade fundamental, dada pelo resultado abaixo.
LEMA 7.1.1. Para todo z € R, tem-se que sin?z + cos® z = 1.

DEMONSTRAGAO. Seja f(z) = sin® z+cos?. Entdo f'(r) = 2sinz cosz—2cos zsinz = 0.
Logo f é constante. Basta agora ver que f(0) = 1, e entédo

1= f(0) = f(z) = sin? x + cos®.

COROLARIO 7.1.2. Para todo = € R, temos que |sinz| <1 e |cosz| < 1.
Valem também as identidades abaixo.
LEMA 7.1.3. Para todo € R, tem-se que

sin(a + b) = sinacosb + sinbcos a, cos(a + b) = cosacosb — sinasinb.

Finalmente, uma propriedade importante destas fungoes sao suas periodicidades. Dize-
mos que uma fun¢ao f : R — R é periddica, com periodo T se f(x +T) = f(x) para todo
x eR.

10ltima Atualizagao: 22/06,/2020
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LEMA 7.1.4. As funcgoes sin e cos sao peridédicas com periodo 27.

7.1.2. Outras fungoes trigonomeétricas. Seja tanz = sinz/cosx definida em R
excetuando-se {£7/2,£37/2,...}. Note que tanz é periédica com periodo 7, pois

sin(x + 7 —sinx
tan(x 4+ m) = ( ) = = tanzx.
cos(x +m) —cosw
Outras fungoes trigonométricas sao:
cos T 1 1
cotr = — , secr = , CSCT = — .
sinx cos T sinx

7.1.3. Fungoes trigonométricas inversas. Note que como a fungao sinx é crescente
em [—7/2,m/2], entdo ela possui uma fungao inversa, que é denominada de arcsinz. Mais
especificamente,

arcsin : [—1,1] — [-7/2,7/2]
Y > arcsin y.
Esta funcgao é diferenciavel e
1 1

d_y arcsimy = sin’ (arcsin y) - cos(arcsiny)’

Mas usando que cos?(arcsiny) = 1 — sin?(arcsiny) = 1 — y?, concluimos que

d , 1
—arcsiny = ——.
dy /1— 2
Analogamente temos as fungoes arccos : [—1,1] — [0, 7] com
—1
— arccosy = ———,
dy Y /1= 42
e arctan : [—00, 00| = [—7/2,7/2], com
; 1 1 1
— arctany = = =
dy Y tan’(arctany)  sec?(arctany) 1+ y?’

pois sec? x = 1 + tan? x. Existem ainda as funcoes trigonométricas inversas para a cot z, a
sec X e a c¢scx, sobre as quais nao nos extenderemos.

7.2. Fungoes log e exponencial

Duas fungoes que tém importancia fundamenal na matemaética sao dadas pelo logaritmo
e sua inversa, a funcao exponencial. Ha formas diversas de definirmos estas fungoes, e
escolhemos aquela que nos parece mais direta.
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7.2.1. O logaritmo. Definimos, para x > 0,

1
ln:c:/ —ds.
.S

Observamos diretamente da definigdo que se > 1, entao Inz > 0 e que se z € (0,1), entao

v o
lnx:/ —ds:—/ —ds < 0.
1 S xs

Segue ainda de definigao que In1 = 0. Temos ainda os seguintes resultados:

(1) Inx é crescente

2) Inzx é continua

yIn'z =1/x

) In(zy) =Inx +Iny
)Inz" =rlnzx, parar € Q
) lim, oo Inx = 00

(7) lim, ,olnz = —oc0

(

(3
(4
(5
(6

As demonstragoes dos resultados acima nao sao complicadas. O resultado vem do fato
que se x > y>0, entao Inx — Iny = fyx 1/sds > 0. Os fatos dados por e sao
resultados diretos da definigdo do In e as propriedades das integrais. Para demonstrar ({4]),
definimos f(x) = In(xy), e portanto f'(z) = 1/ = In'x. Logo f(z) — Inz ¢ constante.
Como f(1) —In1 = Iny, obtemos o resultado. A identidade ¢é verdadeira para r = 0 pois
In1 = 0. Para r natural, aplicamos r — 1 vezes, pois 2" = x---x. Se r = 1/n, entdo
usamos () novamente com z = 2'/" ... 2'/". O caso geral para racionais positivos vem de
™™ = g™z'/" Para expoentes negativos, note que se 7 > 0 por exemplo, 0 = In(z"z™") =
Inx" + In2z~". Portanto, Inz™ = —Inaz" = —rlnx.

OBSERVACAO. Vale a pena ressaltar que vale também para qualquer r real, mas esta
afirmativa esbarra no fato de que ainda nao temos uma definicao para =", quando r nao é
racional. Este lapso sera resolvido somente em .

Finalmente, para @ , basta usar que o logarimo é funcao crescente e considerar as
sequéncias In 2" e In27".

Podemo definir a logaritmo “na base b” via

1 =
Ogb(x) ln(b) ’
para b # 1 positivo.

7.2.2. A exponencial. Como a fun¢ao In ¢é estritamente crescente, ela ¢ invertivel.

Denominando esta inversa por exp x, onde exp : R — (0, +00), note que
(1) exp(0) = 1

2) >0 = expzr >1
3) <0 = expxr <1
4) expz é continua
5) exp x é diferenciavel e exp’ x = expx
6) exp(x +y) =expx -expy
7) exp(ax) = (expx)®, para a € R

(
(
(
(
(
(
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A demonstracao da féormula em ¢ dada por
1

, —_—
o= In’(exp z)

= expzx.

Com a ajuda das fungoes acima descritas, podemos definir
(7.2.1) a® = exp(blna) para a > 0e b € R.
Definimos o nimero especial e = exp 1. Note entao de que

expa = exp(al) = (exp1)® = e” para a € R.



CAPITULO 8

Integracgao

g

Sem entrar em detalhes a respeito da defini¢ao de integral (Riemann), enunciamos algu-
mas properiedades importantes. Consideraremos inicialmente (Segao somente fungoes
limitadas em intervalos limitados, mas nao necessariam,ente continuas e aplicacoes para de-
terminar areas Segao . Fungoes nao limitadar e/ou intervalos limitados serao considerados

na segao seguinte (Segao

8.1. Propriedade basicas de integrais de fungoes limitadas

Primeiros veremos algumas propriedades fundamentais de fungoes diferenciaveis, e a se-
guir abordaremos a importante relacao entre integrabilidade ew diferenciabilidade. Na tl-
tima segao falaremos um pouco sobre técnicas que podem ajudar nos calculos de algumas
ingtegrais.

8.1.1. Algumas propriedades fundamentais. Considere abaixo f : [a,b] — R e
g : [a,b] — R limitadas, a < b nimeros reais . As integrais serdo sempre no dominio [a, b].
Temos entao os seguintes resultados.

(1) Se f for continua, entdo ¢ diferenciavel

(2) Se f for monotona (i.e., for func¢do crescente ou decrescente), ela ¢ integravel

(3) A integral da soma de fungoes é a soma das integrais. O mesmo vale para diferenca
e produto por escalar o € R:

/af(a:)—l—g(:c)d:c:a/ f(ac)d:c—i—/g(:c)dx,
(4) fabf(x) de =— [ f(z)dx e f:f(x) de = [7 f(x) d:l:—l—fcbf(x) d.

(5) Se f e g sao integraveis, entao o produto fg é integravel
(6) Existem fungoes nao integraveis. Por exemplo:

fz) =

1 sex €Q
-1 sez e R\Q

(7) O exemplo do item 5 mostra que f? pode ser integravel, mesmo que f nao o seja
(8) Se f ¢ integravel, e g(x) = f(z) a menos de um ndimero finito de pontos, entao g é

integravel e
b b
[ @ = [ gta)as

65
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(9) Podemos sempre decompor uma func¢do como a soma de suas partes positivas e
negativas. Sejam

f+(x):{f(x) se f(z) >0 f_(x):{o se f(z) >0

P 7 s Y
0 caso contrario —f(z) caso contrario

Note que f* e f~ assumem somente valores positivos, e que, por construgao, f(z) =
fH@)—f(z)e|f(z)| = fH(x)+f (). Quanto a integrabilidade, se f for integravel,
entdo f*, f~ e |f| s@o integraveis. Note que |f| ser integravel nao implica em f
integravel, como nos mostra o exemplo apresentado no item 5.

(10) Se f(x) > g(x) para todo = € (a,b) (ou a menos de um nimero finito de pontos),

entao , ,
/Gf(m)dxz/a g(z)dz

Se f(z) > g(z) entdo a integral de f é estritamentente maior que a integral de g.
Uma consequéncia imediata ¢ que se ag < f(z) < ayq, onde ag e @ sdo nimeros
reais, entao

apg(b—a) < / f(z)dx < ay(b—a)

(11) O modulo da integral é menor ou igual a integral de modulo:

[ 1wwls [rwlae

(12) Se f é fungao para e g é fungaoimpar, entao

/_Zf(x)dx:2/0af(:c)da:, /—Zg<x>dx:0'

EXEMPLO 8.1. Diga se é verdadeiro ou falso:

2 2
/ (ax2+bx+c)dw:2/ (az* + c) dx

2 —2
Resposta: verdadeiro, pois

2 2 2 2 2 2
/ (am2—|—b:v—|—c)dx:/ axde—i—/ bxdx—i—/ cd:zc:2/ axQdm—i—Z/ cdz
—2 -2 -2 -2 0 0

2
:2/ (az® + c) dx

2

8.1.2. Primitivas e o Teorema Fundamental do Calculo. Provavelmente o resul-
tado mais importante em se tratando de integrais é o Teorema Fundamental do cdlculo.
Suponha que f : [a,b] — R seja integravel, e defina F': [a,b] — R por

b
F(m):/f(s)ds para x € |a, b|.

Entao F é continua em [a,b]. Além disto, se f for continua em ¢ € [a,b], entdo F &
diferenciavel em ¢ e F'(c) = f(c). Se f for continua em todos os pontos de seu dominio,
entao F' é chamada de primitiva da f.
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A continuidade da f ¢é essencial para a diferenciabilidade de F'. Por exemplo, considere

f:[-1,1] — R dada por
f@:{o sex<0.

1 sexz>0
Entao
v 0 sex<0
= / fz)de = :
1 rz sex >0
Note que F' é continua em [—1,1], mas nao diferenciavel em x = 0, ponto em que f é
descontinua.

Veja também que duas primitivas de uma funcao diferem por uma constante. Seja f :
la,b] > Re Fe F' suas primitivas. Entao F' = P = f em todos os pontos do dominio.
Logo, (F' — F/) = 0 e portanto F’ = F’ + ' para alguma constante C.

Denotamos a primitiva de f por

[ s,
também chamada de integral indefinida da f.

TEOREMA 8.1.1 (Fundamental do Calculo (parte 1)). Seja f continua. Entao
0=/t

TEOREMA 8.1.2 (Fundamental do Célculo (parte 2)). Seja f integrdvel. Se F' é primitiva
de f, entao

¢ diferencidvel e F'(x) = f(x).

/b f(z)dz = /b F'(z)dz = F(b) — F(a).

DEMONSTRAGAO. Seja g(z f f(s) ds + F(a) pelo Teorema Fundamental do Célculo
(parte 1), temos que ¢'(z) = ( ) = F'(x). Logo g(xz) = F(x) + C para alguma constante
C. Como g(a) = F(a), entao C' =0 e g(z) = F(z). Logo,

/f )ds + F(a).

E muito comum a notacio
F|'=F]'= F(b) - F(a).

Ha que se tomar cuidado com o uso de TFC. Por exemplo, se

= /;2 f(z)dx

entéo falso que g (x) = f(2%). A forma correta de se calcular ¢’ é a seguinte. Seja h(z) = 22
= [y f(z)dzx. Entéo I'(s) = f(s) e como g(x) = I(h(z)), temos pela regra da cadeia

g'(x) = I'(h(2))W (2) = f(h(x))2z = 22 f(2?).
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Considere agora o caso geral.

LEMA 8.1.3. Seja p, q fungoes diferenciaveis em toda reta, e

q()

g(x) = ft)dt

p(x)
Entao ¢'(z) = f(q(2))q () — f(p(x))p'(2).
DEMONSTRACAO. Note primeiro que
a(x) q(x)
o) = [ syi= / I dt+/0 (0 / fdet [ fd
Seja I(s) = [; f(t)dt. Entdo g(z) = —I(p(z)) + I(g(x)), e portanto
) =

g’( ) = =I'(p(x))p' () + I'(q(x))q (x) = —f(p(x)p'(z) + f(a(x))d (z).
O

Um resultado importante é dado pela féormula do valor médio. O valor médio da integral
de fla,b] — R é dado por

1
fmed = b

TEOREMA 8.1.4 (Formula do valor médio para integrais). Seja f[a,b] — R continua em
la,b]. Entao existe ¢ € |a,b] tal que

f(C) = fmed-
DEMONSTRAGAO. Como f é continua, entao existe m (valor minimo de f em [a,b]) e M
(valor méximo de f em [a,b]), m < f(x) < M para todo = € [a,b]. Logo,
m<d<M, onded——/f ) dz.

Mas pelo Teorema do valor intermediario, existe ¢ € (a, b) tal que f(c) = d. O

TEOREMA 8.1.5 (Férmula de Taylor com resto integral) Sejan >0 el = [a,b], com
a<b. Seja f: I — R n vezes diferencidvel em I com f™ continua em I e tal f™+Y) exista
m (a,b). Se xy, x € I entdo

f(x) = f(xo) + f'(xz0)(x — x0) + f”(xo)w NI f(n)(x(])w
o [0 e e de

Note que do Teorema acima obtemos a Formula de Taylor com resto de Lagrange se f"+1
for continua. De fato, usando o Férmula do valor médio para integrais, existe s € (0, 1) tal
que

FO ) (2o + s(x — mg)) = /1(1 — )" f D (o + t(x — o)) dt.
0

Denotando & = xy + s(z — xp), obtemos a formula (6.4.1)).
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8.1.3. Calculo das integrais. Pode-se notar depois de algumas tentativas que achar
primitivas ou calcular o valor de integrais nao é tarefa facil. Aqui falaremos de duas técnicas
comumente usadas nesta tarefa. Consideraremos aqui somente fungoes integraveis.

8.1.3.1. Integragao por partes. A primeira técnica, bem simples, é dada executando-se
integragao por partes. Sejam f e g diferencidveis. Entao

b
m\—/( M—/f M+/f@ﬂ@m
b b
/ F(@)g(x) dz = F(b)g(b) — f(a)g(a) - / f(2)g/(x) du

Um exemplo onde este truque pode ser usado é no calculo de fo% sin? z dz. Note que

2w 2w 2m
/ sin? x dex = / sinz sinx dx = —/ cos’ xsinx dx
0 0 0

9 2 2w 2

. ™ . .

:—cosxsmx‘o +/ cosxsm’xdx:/ coszxdx:/ 1 —sin?zdx
0 0 0

2
= 27r—/ sin? x d.
0

Passando fo% sin? z dx para o lado esquerdo temos que fo% sin®z dx = .

8.1.3.2. Regra da substitui¢cao. Outro resultado que é bastante ttil é a mudanca de va-
ridveis no dominio de integracao. Seja f : [a,b] — R integréavel, e ¢ : [c,d] — [a, b] derivavel,
com ¢(c) = a e ¢(d) = b, e tal que ¢’ seja integravel. Entao

(8.1.1) /f s)ds = Wf d:c—/f

(c)

A formula é prética pois pode ser mais simples integrar f(z) do que (¢(s))¢’(s). Para lembrar
a formula basta definir u(s) = ¢(s), e entao du/ds = ¢'(s), i.e., “du = ¢'(s)ds”, e

/ 7o )dsz/u(c) f(u) du

Em boa parte das aplicacoes, usamos ¢ invertivel. Se denotarmos u = ¢!, temos que

@' (s) = 1/u/(¢(s)) e portanto, de (8.1.1]), temos
_[fw) MY f)
[ rmae= [ L= [ =

A forma de lembrar é usando ds/dz = u’ implica formalmente em dx = ds/u’.
Nos exemplos abaixo, vemos como usar estas identidades.

Logo

EXEMPLO 8.2. Para calcular [" 2% dx, notamos que sinaz = — cos’ z e usamos u(z) =
cosz. Entao du = —sinzdx e

T sinx ST 1 1
s dr = — —du=—
o COs®x cos0 U 2u

-1
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Na verdade, a integral acima poderia ser calculada diretamente observando-se por simetria

que
™2 sinx T sinzx

3 de = — 3 dx
o cosdx x/2 COSP T

EXEMPLO 8.3. Para calcular foﬁ/ % cos?(z) sin®(z) dz, primeiro notamos que

cos?(z) sin®(z) = cos®(x) sin?(z) sin(z) = cos®(x)(1 — cos?(z)) sin(z).

Entao definimos u = cosz, e entdo du = —sinzdx. Como u(0) = cos(0) = 1 e u(w/6) =
cos(m/6) = v/3/2, obtemos

/6 V3/2 3.5\ 7V3/2 11

_—11V3 2
160 15
Para integrais indefinidas, nao se esquecer de substituir novamente “o valor de u”, como
no exemplo abaixo.

sin(In(z)

EXEMPLO 8.4. Para calcular [ ) dx, usamos a substituicio u = In(z), e como

du = (1/x)dz, obtemos

/M dx = /sin(u) du = —cos(u) + C' = —cos(In(x)) + C.
x
8.2. Areas planas

Como as integrais definidas dao a area (com sinal) sob determinadas curvas, nada mais
natural que usar integrais para calculo de areas [9|.

EXEMPLO 8.5. Por exemplo, para calcular a area entre a curva f(x) = 2z, os pontos
x=0ex =3, eoeixo dado por y = 0, hd duas maneiras. Podemos usar a formula da area
do triangulo (base x altura/2) e ver que A =3 x 6/2 = 9. Usando integrais,

3
A—/ 2:de:x2|2:9,
0

como era de se esperar.

E claro que nem todos célculos de areas sao tao simples como o do exemplo acima.
Podemos por exemplo, calcular areas determinadas por curvas mais sofisticadas.

EXEMPLO 8.6. Para calcular a area A determinada pela curva f(z) = sinx e os pontos
r=mex =27 e o eixo dado por y = 0, basta ver que

27
. 27
/ sinx dx = —COS?L’LT = COST — COS 2T = —2.
s

E claro que uma area nao pode ser negativa. O que da “errado” neste exemplo é que a fungao
sin é sempre negativa entre m e 2. A area determinada ent@o é simplesmente o negativo da
integral, i.e., A = 2.
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Um cuidado extra tem que ser tomado se a fungao tomar valores positivos e negativos no
intervalo de interesse. Por exmplo, no exemplo acima, para achar a area de sin entre z = 0
e x = 2w, nao se pode simplesmente calcular

27
/ sinx dx = 0.

Tem que se dividir o dominio que se quer integrar nas partes onde a funcao é positiva e onde
é negativa. A éarea é dada na verdade por

T 27
A:/ sinxdm—/ sinx dx = 4.
0 T

OBSERVACAO. A area dada pela integral sem considerar os sinais é chamada as vezes
de drea algébrica, que pode ser negativa ou nula. A area que é sempre postiva, como as
determinadas acima, é por vezes chamada drea geométrica.

Outro problema mais interessante relacionado a éareas é o de dreas entre curvas (na
verdade, os exemplos acima ja sdo deste tipo, mas uma das curvas é dada por y = 0).
Considere as fungoes reais f e g, definidas em R. Pode-se perguntar qual é a area entre as
curvas f(z), g(z), x = a e x = b. Neste caso, se f(x) > g(x) entre a e b, entao a area ¢ dada
por

b
A= [ @) - g(a) s

Se f for maior que g apenas em parte do dominio, a integral tem que ser “quebrada” em
partes para que nao surjam “areas negativas”. Uma forma geral de se escrever a éarea é

b
A= [ 15(a) = gla)| e
Neste caso, ndo precisamos nos preocupar se f(z) > g(x) ou nao.

EXEMPLO 8.7. Seja f(x) = 2x + 3, e g(x) = x*. Determine a 4rea compreendida entre
fegeentrez =1ex =3 Note que em [1,3], temos f(x) > g(z), e portanto podemos
integrar f — g para calcular a area:

3 23
A:/ (2243 — 2% dx = <a72+3a:—§)
1

EXEMPLO 8.8. Considere a seguinte questao Anpec 2016, que envolvia calcular a area
entre as curvas y = —x2 + 6 e y = x. Para resolver temos que achar os pontos de intersecao
entre as curvas, i.e., resolver —x? + 6 = z, i.e., v € {2,—3}. Note que no intervalo (—3,2)
temos —x? + 6 > x (para ver isto, basta calcular o valor das duas fun¢desnum ponto; z = 0
por exemplo). A éarea ¢ entao dada por

3 1 16
—949-9—-1-3+- ="
) 33

2 3 2
9 T x 9 8 8 9
- 6 —rdr=(————+6 =(—5—z+12)—-(9—=-—18
[ e ro—rde = (< TR = (55 + 12— (0- 3 = 18)

8 9 16 102 27 103

B T S S
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8.3. Integrais improprias

Integrais improprias sao integrais de funcoes ilimitadas, ou em dominios ilimitados, e
seus valores sao dados através de limites, se estes existirem. Nestes casos, dizemos que as
integrais existem, ou convergem.

Em dominios ilimitados, as integrais podem ser

/a fdx_hm/fda; /b fdr = lim_ bfd:zc,
/fdx—/ fd:zc+/ fdz.

E importante atentar para um detalhe nas integrais em (—o0, c0). Para esta existir, tem que

existir o limite limy_, fob fdx e o limite lim,_, fao fdx, separadamente. Note que isto é
diferente de escever

oo a
fdxr = lim f dx.
a— 00

OBSERVAGAO (Isto nao cai na ANPEC). O valor acima é conhecido como valor principal
de Cauchy, usado em alguns ramos da matemaética. Para ver a diferenca entre as duas
definigoes, considere a fungao sinal de = dada por f(z) = sgn(z). Isto é, f(z) = 1 para
nimeros positivos e f(xr) = —1 para nimeros negativos. Entdo f nado é integravel em
(—00,00) pois nao existe limy o fob fdr = limp_s b nem lim,_,_ fao fdr = —lim,_,_ a.
Mas o valor principal de Cauchy esta bem definido pois ffa fdx =0 para todo a e entao

a

fdr = lim fd:c—O

a—00

X

Integrais de fungoes com assintotas verticais sao definidas de forma analoga. Seja f :
(a,b) — R e suponha f integravel em [a + 0, b] para todo ¢ > 0. Definimos entao

b b
/ fdr=lim fdx
a 6—0 a+s

quando este limite existir. Quando a fung¢ao é ilimitada numa vizinhanca de b, a definigao é
analoga:

b—5
/fdx—hm fdx

O dltimo caso é quando a singularidade fica no interior do intervalo. Por exemplo, seja
¢ € (a,b) tal que f seja integravel em (a,c— ) e em (¢ + 6,b). Definimos entéo

c—9 b
/fd:r:—/fda:+/fdas—hm fdx+ lim fdx.
d—0t 46

Novamente, no caso acima, os dois limites tém que existir. Por exemplo, a fun¢ao dada em
[—1,1] por f(0) =0e, se x # 0 por f(x) =sgn(x)/z nao é integravel, apesar de termos

-1 11
hm(/ —diE—i—/ —dx):O.
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EXEMPLO 8.9. A integral impropria fol 1/y/x dx esta bem definida pois

1
1
lim/ ﬁdx—11m2\/_‘5—2

EXEMPLO 8.10. As integrais improprias fol 1/xdz e [ 1/ dx ndo existem pois
1 b

1 1
lim —dzr = lim logx|;: ~+00, lim —dr = lim log:c = +00.
=0 Js T 6—0 b—oo J1 T b—o0

Vemos neste exemplo que lim, ., f(z) = 0 ndo garante que f seja integravel.

EXEMPLO 8.11. Considere agora a fun¢ao f(z) = 1/xP. Veremos que o caso p =1 ¢é o
“caso limite”. Vamos calcular

1 e
a) / 2P dx, b) / aP dx.
0 1

Note que a primitiva de z7? é dada por Inz se p=1, e z'"?/(1 — p) se p # 1, e portanto
b1 In(b/a) sep=1,
—pdl' pl—P_gl—p
a T # sep # 1.
Primeiro, considerando integrais entre 0 e 1, temos que
In(b/a) sep=1 +oo sep>1,
gl =
% sep#1 fp sep<1.
Para integrais no intervalo (1,400) temos

oo b In(b =1 <1
/ idx—hm idx—hm{mE) Sep —{+OO P>
1

1-p_
TP boo |, P booo | Bt sep # 1 L sep>1.

p—1

— da: = lim da: = lim
a—0 TP a—0

EXEMPLO 8.12. Calcule fl = = dx.

Solucgao: observe que a 1ntegral ¢ impropria pois o integrando tem uma assintota vertical
em = = 1. Usando a defini¢ao, temos

5o
=1
/1 \/iB—l dz aigl*/ v —1
como
3
1
de =2(z — DY?P =2(v2 = Va—1),
| == 2e =1 =2V - Va=T)
temos

3 1 3
=1 = lim 2 — —
/1 \/mda: lim i \/m_dzz: lim (V2—=+va—1)=2V2.

Integrais improprias envolvendo assintotas verticas tém que ser calculadas tomando li-
mites, mesmo que pareca desnecessdrio. Considere o exemplo abaixo.



74 8. INTEGRACAO

EXEMPLO 8.13. Calcule f02 —- dx, se possivel.
Solugao: Note que comoo existe uma assintota vertical em z = 1, temos que calcular

2 1 2
1 1 1
/ d:c:/ d:c—l—/
o *—1 o *—1  v—1

e a integral & esquerda so existird se ambas integrais & direita forem convergentes. Note
entretanto que

dx,

b “ 1 o
/ dxr = lim dz = lim (In|z —1|)|; = lim (Infa — 1| = In1) = —o0.
0 ]_ 0 a—1—

rz—1 a—1" Jog T — a—1—
. ~ ~ L. 2 1
Logo, a integral nao converge, e nao ¢ nem necessario calcular fl — d.

. 2 . .
Note entretanto que se tentéssemos calcular fo ﬁdx diretamente, o resultado seria
errado:

2
1
/ dx:ln|m—1|)‘(2):1n1—ln1:0.
0 T — 1
A exemplo de séries, dizemos que uma integral impropria de uma funcao f converge
absolutamente se |f| for integravel. Temos entao o seguinte resultado.

TEOREMA 8.3.1. Suponha [ continua. Se a integral de f converge absolutamente, entao
a integral de f converge. Em outras palavras, |f| integrdvel implica em f integravel.

Um resultado importante é dado pelo Teorema da Comparacao abaixo. O resultado
pode auxiliar na decisao de quando uma integral imprépria converge ou diverge, mesmo sem
o calculo de seu valor.

TEOREMA 8.3.2 (Teorema da Comparagao). Sejam f > 0eg >0, com f < g no dominio
de integragao. Entao, [ g convergente implica em [ f convergente. e [ f divergente implica
em [ g divergente.

EXEMPLO 8.14. Decida se [;* e~ dx é ou nao integravel.
Solugao: Note que [;* e dy = f01 e dx + I e** dz. Como e~ é continua, basta

. . . . _ 2 _
analisar a integral entre 1 e co. Neste caso, como x > 1 implica em 2% > z, temos e™* < ™7,

e
OS/ e_xdeS/ e Tdx
1 1

oo 4 .
Mas fl e " dx é convergente pois
N 1 1
lim efdr=— lim e®lf{=— lim (e *—-)=—.
a—+oo Jq a——+00 a—+00 e e

~ oo , ~ o0 o2 4 .
Entao, como f1 e~ *dx & convergente, entao fo e~ dxr também o é.

EXEMPLO 8.15. A integral fooo(l +sin” x)z~1/2 dx ¢é divergente pelo Teorema da Compa-

ragao, pois [z~ /% dx diverge.



CAPiTULO 9
Sequéncias e Séries

E] Neste capitulo veremos sequéncias e séries. Como série nada mais é que um caso
particular de sequéncias, veremos os dois topicos de forma unificada, chamando atencao
para as possiveis diferengas.

9.1. Definigao e resultados preliminares

Uma sequéncia em R é simplesmente uma funcao de N em R. Portanto X : N —
R indica uma sequéncia de ndmeros reais, que escrevemos também como (zx,), ou ainda
(1,9, x3,...). Para indicar o n-ésimo valor da sequéncia escrevemos simplesmente .
Sejam cq, co ... numeros reais. Uma série

(9.1.1) iCz’

i=1
pode ser compreendida através da sequéncia s,, definida por
n
(9.1.2) Sn=Y ¢
i=1

Em geral, a expressao (9.1.1) nem sempre faz sentido, enquanto (9.1.2)) estd sempre bem-
definida.

EXEMPLO 9.1. z, = (—1)" define a sequéncia (—1,1 —1,1,—1,1,—1,...).
EXEMPLO 9.2. A sequéncia de Fibonacci é definida recursivamente por z; = 1, x5 = 1,
e Tpi1 = Tp + T,_1 para n > 2. Portanto temos (x,) = (1,1,2,3,5,8,...).

Podemos realizar com sequéncias varias das operagoes que realizamos com niimeros reais,
como por exemplo somar, subtrair, etc. Sejam por exemplo (z,) e (y,) duas sequéncias em
R, e ¢ € R. Entao definimos

(Tn)+(Yn) = (Tntyn), (2n)=(Yn) = (Tn—Yn), (@n)(Yn) = (TnYn), c(wn) = (cn).
EXEMPLO 9.3. Se z,, = (2,4,6,8,...) e (y,) = (1,1/2,1/3,1/4,...), entao z, - y, =
(2,2,2,---).

A primeira pergunta que surge quando tratamos de sequéncias é quanto a convergéncia
destas, isto é, se quando n aumenta, os termos x,, se aproximam de algum valor real. Note
que para isto, nao importa o que acontece com finitos termos da sequéncia, mas sim seu
comportamento assintotico com respeito a n. Em outras palavras queremos determinar o
comportamento das sequéncias no “limite”.

10ltima Atualizagao: 27/07,/2020
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DEFINIGAO 9.1.1. Dizemos que x € R ¢ limite de uma sequéncia (z,), se para todo
e > 0, existe N € N tal que |x — x,| < € para todo n > N. FEscrevemos neste caso que
T, — x, ou que x = limx,, ou ainda

= lim z,.
n—o0

De forma resumida, x, — x se para todo € existir N € N tal que
n>N = |z —uz,| <e
Se uma sequéncia nao tem limite, dizemos que ela diverge ou é divergente.
A definicao para séries é analoga.

DEFINIGAO 9.1.2. Dizemos que s € R € limite de uma série Y .-, c,, se para todo € > 0,
existe N € N tal que

n
=Y e,

i=1
Escrevemos neste caso que que x =Y . ¢,. Se uma série nao tem limite, dizemos que ela
diverge ou € divergente.

<€ para todon > N.

EXEMPLO 9.4. Se z,, = 1, entao limx,, = 1. De fato, dado ¢ > 0, para todo n > 1 temos
|z, — 1] =0 <e.

EXEMPLO 9.5. lim(1/n) = 0. De fato, dado € > 0, seja N tal que 1/N < €. Logo, para
todo n > N temos [1/n — 0| =1/n <1/N <e.

EXEMPLO 9.6. (0,2,0,2,0,2,0,2,...) ndo converge para 0. De fato, tome ¢ = 1. Entao
para todo N € N temos 2N > N e zoy = 2. Portanto |xony — 0| =2 > €.

Observe que diferentes situagoes ocorrem nos exemplos acima. No primeiro, a sequéncia
¢é constante, e a escolha de IV independe de €. Ja no exemplo seguinte, N claramente depende
de e.

A seguir, no exemplo 0 objetivo é mostar que um certo valor z nao é o limite da
sequéncia (x,). Mostramos entdo que existe pelo menos um certo € > 0 tal que para todo
N, conseguimos achar n > N tal que |z, — x| > e¢. Note que o que fizemos foi negar a
convergéncia.

Talvez a segunda pergunta mais natural em relagao aos limites de sequéncias é quanto
a unicidade destes, quando existirem. A resposta é afirmativa, como mostra o resultado
abaixo.

TEOREMA 9.1.3 (Unicidade de limite). Uma sequéncia (uma série) pode ter no mdximo
um limite.

DEMONSTRAGAO. Considere que (z,) ¢ uma sequéncia de reais tal que x,, — z e x, — 2/,
com x # x'. Sejam € = |x — 2'[/2 > 0, e sejam N e N’ € N tais que |z,, — x| < € para todo
n > N e |z, — 2| < € para todo n > N'. Logo, se n > max{N, N'}, entao

e —2'| < |z — x| + |2, — 2| < 2 = |2 — 2|

Como um ntimero nao pode ser estritamente menor que ele mesmo, temos uma contradicao.
Portanto z = 2’ e o limite é tnico. U
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Para mostrar convergéncia, podemos usar o resultado seguinte.

TEOREMA 9.1.4. Seja (z,) uma sequéncia em R. Entdao as afirmativas sao equivalentes.

(1) (x,) converge para x.
(2) Para toda vizinhanga V' de © existe N € N tal que

n>N = xyeV.
DEMONSTRAGAO. Fica como exercicio. 0J

As vezes, uma sequéncia se aproxima de algum valor de forma mais lenta que alguma outra
sequéncia que converge para (. E possivel assim garantir convérgencia, como o resultado a
seguir nos mostra.

LEMA 9.1.5. Seja (a,) sequéncia em R convergente para 0. Se para (z,) sequéncia em R
existir ¢ > 0 tal que

|z, — x| < c|a,| para todon € N,

entao x, — .

DEMONSTRAGAO. Como (a,) converge, dado € > 0, seja N € N tal que |a,| < €/c para
todo n > N. Logo

|z, — x| < cla,| < e paratodon > N,

elimzx, = . ]

COROLARIO 9.1.6. Seja (a,) sequéncia em R convergente para 0. Se para (z,) sequéncia
em R existir c > 0e N € N tal que

|z, — x| < c|a,| paratodon > N,
entao x, — .
EXEMPLO 9.7. Seja x, = (2/n)sin(1/n). Enao
1
|z, — 0] <2—.
n

Como 1/n — 0, podemos usar o lema acima para garantir que lim[(2/n)sin(1/n)] = 0.

Uma outra nogao importante é o de limitacao de uma sequéncia. Neste caso, mesmo
quando a sequéncia nao converge, podemos conseguir alguns resultados parciais, como vere-
Mos mais a seguir.

DEFINICAO 9.1.7. Dizemos que uma sequéncia (x,) € limitada quando existe um nimero
real M tal que |x,| < M para todo n € N.

Um primeiro resultado intuitivo é que toda sequéncia convergente é limitada. De fato,
¢é razoavel pensar que se a sequéncia converge, ela nao pode ter elementos arbitrariamente
grandes em valor absoluto.

TEOREMA 9.1.8. Toda sequéncia convergente é limitada
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DEMONSTRAGAO. Seja (x,) sequéncia convergente e seja x seu limite. Seja e = 1. Como
(x,) converge, existe N tal que |z — z,,| < 1 para todo n > N. Logo, usando a desigualdade
triangular temos

|z,| < |z, — x| +|z| <1+ |z| paratodon > N.
Falta agora limitar os N primeiros termos da sequéncia. Seja entao
M = max{|z1], |2, |23], ..., |xN], 1 + ||}
Portanto |z,| < M para todo n € N. O

Existem situacoes em que a sequéncia nao converge, mas tendem para +o0o ou —oo. Por
exemplo, as sequencias (1,0,9,0,25,0,36,...) e (n?) nao convergem pois nao sao limitadas.
Entretanto, para a sequéncia dada por z,, = n?, para todo nimero C' > 0 existe N € N tal
que

n>N = z, > M.
quando isto acontece, dizemos que z,, — 400 ou que limz, = +00. Defini¢cao anédloga vale
para —oo.

Outro resultado importante trata de limites de sequéncias que sao resultados de operagoes
entre sequéncias. Por exemplo, dadas duas sequéncias convergente, o limite da soma das
sequéncias é a soma dos limites. E assim por diante.

LEMA 9.1.9. Seja (z,,) e (y,) tais que limx,, = x e limy,, = y. Entao
()hm( +y,) =x+y.
(2) lim(z, — y) =2 — y.
(3) lim(z,y,) = xy.
(4) lim(cz,) = cx, para ¢ € R.
(5) se y,, # 0 para todo n e y # 0, entdo lim(z,/y,) = z/y.

DEMONSTRAGAO. (1) Dado € > 0, seja N € N tal que |z, — x| < €/2 ¢ |y, —y| < €/2
para todo n > N. Logo
|z + yn — (x+y)| < |zp — 2|+ |yn — y| < € para todon > N.

(2) A demonstragao é basicamente a mesma de (1), tomando-se o devido cuidado com os
sinais.

(3) Para todo n € N temos

|Znyn — 2yl < [Tnyn — Tyl + |20y — 2yl = |2nllyn — yl + |y[lzn — 2],
Seja M € R tal que |z,| < M e |y| < M. Tal constante M existe pois como (z,) converge,
ela é limitada. Agora, dado € > 0, seja N tal que |y, —y| < ¢/(2M) e |z, — x| < €/(2M)
para todo n > N. Logo,
|Tnyn — 2yl < MlJyn —y| + [z, — 2] <€

para todo n > N.
Deixamos (4) e (5) como exercicios para o leitor. O

OBSERVAGAO. Os resultados do lema acima continuam vélidos para um ntmero finito de
somas, produtos, etc.
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Outro resultado interessante nos diz que se a,, é sequéncia de nimeros positivos, entao
x, — 0 se e somente se 1/x,, — oo (resultado analogo vale trocando-se +00 por —o0). Ver
exercicio 0.3

Outros resultados importantes para tentar achar um “candidato” limite vém a seguir.
O primeiro nos diz que se temos uma sequéncia de nimeros positivos, entao o limite, se
existir, tem que ser nao negativo, podendo ser zero. A seguir, aprendemos que se temos
uma sequéncia “sanduichadas” entre outras duas sequéncias convergentes que tem o mesmo
limite, entao a sequéncia do meio converge e tem também o mesmo limite.

LEMA 9.1.10. Seja (z,) convergente com limx, = x. Se existe N € N tal que z,, > 0
para todo n > N, entao x > 0.

DEMONSTRAGAO. (por contradi¢ao) Assuma que z < 0. Seja entdao e = —x/2 > 0.
Como (z,) converge para x, seja N € N tal que |z, — x| < € para todo n > N. Logo,
Tyl € (x — e,z +€), isto &, zn11 < x4+ € =1x/2 < 0. Obtivemos entdo uma contradi¢ao
pois xy41 nao é negativo. U

COROLARIO 9.1.11. Se (x,) e (x,) s@o convergentes com limz, = x e limy, = y, e se
existe N € N tal que x,, > y, para todon > N, entao xz > y.

DEMONSTRAGAO. Se z, = &, — Yp, entao lim z, = limx,, — limy, = x — y. O presente
resultado segue entao do Lema [9.1.10] O

LEMA 9.1.12 (sanduiche de sequéncias). Sejam (z,,), (y,) € (z,) sequéncias tais que
Ty < yp < 2z, para todo n > N, para algum N € N. Assuma ainda que (z,) e (z,)
convergem com lim x,, = lim z,,. Entdo (y,) converge e limy, = lim z,, = lim z,.

DEMONSTRAGAO. Seja a = limz,, = lim z,. Dado € > 0, existe N tal que |z, —a| < e€e
|z, — a| < € para todo n > N. Logo

—e<a,—a<y,—a<z,—a<e = |r,—al<e
para todo n > N, como queriamos demonstrar. 0
EXEMPLO 9.8. (n) diverge pois nao ¢ limitada.

EXEMPLO 9.9. Seja S, =1+4+1/241/34+1/4+ -+ 1/n. Mostraremos que (.S,) nao é
limitada, e portanto divergente. Note que

TIREEY (L N (SRS S S L 1
Lon — — — — — — — — oo - JE—
2 2 3 4 56 78 on-141 ' on

1 4 1 8 1 A 1 4 1 8 1 2n
L RD IR D DL IRE DY LRI R DI +'Z -
=3 =5 j=2n—141 =3 =5 g=2n—141
S P
2 2 2 2 2

Logo (S,,) nao ¢é limitada, e portanto diverge.
Outra forma de ver que a sequéncia acima diverge é por inducao. Quero mostrar que
Son > 14 n/2. Note que Sy =14 1/2. Assumindo que Son-1 > 14 (n —1)/2 temos

1 1 (n—1) 1 n
Son = Sgn-1 4+ ———— -+ —>1 ->14—
2 21+2n_1+1+ +2n + 5 +2 +2,
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como querfamos demonstrar. Mais uma vez a conclusao é que (S,) nao ¢ limitada, logo
diverge.
EXEMPLO 9.10. lim, o ((2n + 1)/n) = 2. De fato,
2n+1 1
= (2 —).
— =2+ ()

Como lim,,,+(2) = 2 e lim,,,(1/n) = 0, nés obtemos o resultado.

EXEMPLO 9.11. lim, o (2n/(n? + 1)) = 0, pois
2n 2/n
n?+1 1+1/n*
Como lim,, ;o (2/n) = 0 e lim, (1 + 1/n?) = 1 # 0, podemos aplicar o resultado sobre
quociente de sequéncias.

EXEMPLO 9.12. A sequéncia

converge. Primeiro note que

- n®+n
9.1.3 = .
(9.1.3) gz 5

Para n =1 o resultado (9.1.3)) é trivial. Assuma (9.1.3)) vedadeiro para n = k. Temos entao
que

o R4k R 48k+2  (h+ 1)+ (h+ 1)
ZZ: Tk 2 2 ’
i=1

e portanto formula é verdadeira. Temos entao que

n%+n 1 14+ 1
xn: B ——— _
2n2 2 2n

Logo (z,) é soma de duas sequéncias convergentes, (1 / 2)e (1/2)(1/n) e

li li L + li L
m x, = 1l1m mm — = —
n—oo n—o0 2 n—oo 277, 2

EXEMPLO 9.13. Seja (z,,) sequéncia convergente em R e seja = € R seu limite. Entao a
sequéncia definida por

1
E(x1+x2+~--+:cn)

converge e tem x como seu limite.

Sem perda de generalidade, supomos que (x,) converge para zero. Para o caso geral
quando (z,) converge para x basta tratar a sequéncia (x, — x).

Seja S, = (x1+ 29+ -+ +x,)/n. Como (x,) converge, entao é limitada. Seja M tal que
|z,| < M paratodon € N. Dado € > 0, seja N* tal que M/N* < e e sup{|z,|: n > N*} <e.
Entéo, temos S,, = S,, + S’m onde

1 A 1
Sy = 5(1:1 + 2o+ +TNe), Sy = ﬁ(a:N + TN Ty



9.1. DEFINICAO E RESULTADOS PRELIMINARES 81

Entdo (S,) ¢ a soma de duas sequéncias convergentes. De fato para n > (N*)?, temos
1S,| < N*M/n < M/N* < e. Além disso, |S,| < e(n — N*)/n < . Portanto (S,) converge.

EXEMPLO 9.14. lim,, o ((sinn)/n) = 0 pois como —1 < sinn < 1, entéo
—1/n < (sinn)/n < 1/n,
e o resultado segue do lema [9.1.12]

Outro resultado importante refere-se & convergéncia do valor absoluto de sequéncias:
se uma sequéncia converge, entao a sequéncia de valores absolutos também converge. A
reciproca nao é verdadeira. Basta considerar como contra-exemplo a sequéncia ((—1)")
Neste caso a sequéncia diverge mas a sequéncia de seus valores absolutos converge.

LEMA 9.1.13. Seja (z,) convergente. Entao (|z,|) também o é.
DEMONSTRAGAO. Exercicio. O

LEMA 9.1.14 (teste da razao). Seja (z,,) sequéncia de numeros positivos tal que (x,11/2y,)
converge e lim,, o (,411/2,) < 1. Entao (x,) converge e lim, ., (z,) = 0.

DEMONSTRAGAO. Seja L = lim,, oo (Zns1/2,). Entdo, por hipotese, L < 1. Seja r tal
que L < r < 1. Portanto dado € = r — L > 0, existe N tal que z,41/2, < L + € = r para
todo n > N. Logo,

n—N+1

0<zpi <apr < Tpo172 < Tpol> < +- - < TNT para todo n > N.

Sec=anr V., entdo 0 < 2,41 < cr™L. O resultado segue do Corolério [9.1.6, pois como

r < 1, entao lim,, ., " = 0. O

COROLARIO 9.1.15. Seja (x,) tal que z,, # 0 para todon € N e

L= lim 2]
nre [zl

existe e L > 1. Entao para todo C' € R existe N* € N tal que
n>N" = |z,|>C.
DEMONSTRAGAO. basta considerar o teste da razao para y, = 1/x,. Neste caso,

n , 1 1
T | O ) —

n=0 |y n=oo [T 1] nereo _|’Tn+1| N lim,, s |Zpi1]

|zn|
Logo (y,) converge para zero, e para todo C' € RT existe N* tal que

< 1.

=

1
n>N" = |y, < —=.
> |Yn| c

Portanto para n > N* temos |z,| > C e (z,) nao ¢ limitada e ndo converge.

EXEMPLO 9.15. Seja (z,,) = n/2". Entao

lim (20) = fig (21

n—oo " I, n—oo N+l p

Pelo teste da razao temos lim,, . (z,) = 0
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EXEMPLO 9.16. Note que para z,, = 1/n, temos lim, o Zn41/2, = 1 € (z,) converge.
Entretanto, para x, = n, temos lim,, o, Z, 11 / T, = 1 mas (xn) nao convergente. Portanto o
teste nao é conclusivo quando o limite da razao entre os termos é um.

9.2. Subsequéncias e Teorema de Bolzano—Weierstrass
Seja (xy) sequéncia em R e
ki <kyg<ksg<---<kj<...
sequéncia de niimeros naturais. Entao dizemos que (zx,) é uma subsequéncia de (zy).

EXEMPLO 9.17. Se (23) = (1,1/2,1/3,1/4,...), entio (1,1/2,1/4,1/6,1/8,...) e (o)
sdo subsequéncias de (xy).

Um primeiro resultado relacionado com subsequéncias nos diz que se uma sequéncia
converge para um determinado limite, entao todas as subsequéncias convergem e tém o
mesmo limite.

LEMA 9.2.1. Se uma sequéncia (xy) converge para x, entao todas as subsequéncias de
(xx) s@o convergentes e tém o mesmo limite x.

EXEMPLO 9.18. ((—1)”) diverge pois se convergisse para algum x € R, suas subsequén-
cias convirgiriam este mesmo valor. Mas

lim ((—1)*") =1, lim ((—1)*""") = —1.

n—oo n—oo
EXEMPLO 9.19. Seja (z}) sequéncia convergente para [ e tal que xg, = x2. Entao
| = lim (29) = lim zp lim 2, = [%
n—00 k—o00 k—o00

Logo [ = 0 ou | = 1. Para concluirmos qual dos dois candidatos a limite é o correto,
precisariamos de mais informacoes sobre a sequéncia. Por exemplo, se z;, = a* para a < 1,
temos que [ = 0 pois a sequéncia ¢ limitada superiormente por a < 1. Entao [ = 1 nao pode
ser limite, e limy_,o(a¥) = 0. Por outro lado, se a = 1 entao [ = 1.

Finalmente mostramos um importante resultado que nos garante convergéncia de alguma
subsequéncia mesmo quando a sequéncia original nao converge.

TEOREMA 9.2.2 (Bolzano—Weierstrass para sequéncias). Toda sequéncia limitada em R
tem pelo menos uma subsequéncia convergente.

9.3. Sequéncias de Cauchy

Um conceito importante tratando-se de sequéncias é o de sequéncias de Cauchy. Formal-
mente, dizemos que uma sequéncia (zy) é de Cauchy se para todo € > 0 existe K* € N tal
que

|z, — x| < € paratodo k,m > K*.

Enunciar a seguir (sem demonstrar) a equivaléncia entre convergéncia e o critério de Cauchy.

TEOREMA 9.3.1 (Critério de convergéncia de Cauchy). Uma sequéncia € convergente se
e somente se € de Cauchy.
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Um corolario do resultado acima ¢ que toda sequéncia de Cauchy é limitada (afina, toda
sequéncia de Cauchy converge, e toda sequéncia convergente é limitada).

COROLARIO 9.3.2. Toda sequéncia de Cauchy ¢ limitada.

EXEMPLO 9.20. Em geral, se (z;) é tal que |r;41 — x;] < ¢;, onde S; = 22:1 cp €
convergente, entdo (x;) é convergente. De fato, mostramos abaixo que a sequéncia é de
Cauchy, e portanto converge. Note que para ¢ > j, temos
(9.3.1)

’331‘ — $j’ < ’331 — $i71’ + ’.%1;1 — $i72| +---+ ‘ijrl — ij‘ S Ci_1+Cio+--- +Cj = Oj—1— ijl'

Como S; converge, entao é de Cauchy. Logo dado € > 0, existe K* € N tal que i > j > K*
implica que |S;_;—95;_1] < e. Logo, por (9.3.1]) temos que ¢ > j > K* implica que |z;—z;| < €
e (z;) é de Cauchy.

9.4. Sequéncias Monoétonas

Um classe muito especial de sequéncias é a de sequéncias monétonas. Uma sequéncia mo-
notona é tal que seus valores nao “oscilam”, i.e., eles ou nunca diminuem ou nunca aumentam.
Pode-se ver que a definicao de sequéncia mondtona é restritas a uma dimensao.

DEFINIGAO 9.4.1. Dizemos que uma sequéncia (x,) € crescente se 1 < Ty < -+ <
T, < ... e nao decrescente se x; < x9 < -+ < x, < ... Similarmente, uma sequéncia (x,)
¢ decrescente se r1 > x9 > --+- > 1, > ... € Nao crescente se Ty > Lo > - > Xy > ...

Finalmente, uma sequéncia € mondtona se for crescente ou decrescente.
EXEMPLO 9.21. (1,2,3,4,...) é crescente, e (1,2,3,3,3,3,...) ndo decrescentes.
EXEMPLO 9.22. (1/n) é decrescente.
EXEMPLO 9.23. (—1,1,—1,1,—1,...) ndo é monotona.

TEOREMA 9.4.2. Uma sequéncia nao crescente ou nao decrescente € convergente se e
somente se € limitada.

Além disso, se (x,) € nao decrescente, entdo lim,_,(x,) = sup{z, : n € N}. Da mesma
forma, se (x,) € ndo crescente, entdo lim,_,(z,) = inf{x, : n € N}.

DEMONSTRAGAO. ( =) Ja vimos que toda sequéncia convergente ¢ limitada.

( <= ) Assuma (x,) nao decrescente e limitada. Seja z = supz, : n € N. Entao dado
€ > 0, existe N tal que r — € < xy < x < z + ¢, pois x é o supremo. Logo, para todo
n>Ntemoszr—e<zy <z, <z <zx+e€ portanto x, converge para r. Se a sequéncia for
nao-crescente, a demonstracao é anéloga. 0

TEOREMA 9.4.3. Uma sequéncia de nimeros reais (z,), mondtona nao decrescente e
limitada converge para “seu supremo”, i.e., converge para sup{x, : n € N}.

DEMONSTRAGAO. Seja x = sup{z, : n € N} (que existe pois a sequéncia é limitada).
Entao pela defini¢do de supremo, para todo € > 0, existe N* € N tal que zn+ € (z — €, ).
Logo como a sequéncia é monétona nao decrescente, temos

n>N" = x,>xN > T — €.
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Mas para todo n € N temos z,, < x por definicao de supremo. Logo

n>N"=—= z,>zy+>2x—€ ex,<r+e = x, € (x—€x+e€).

EXEMPLO 9.24. (a™) diverge se a > 1 pois ¢ ilimitada.

EXEMPLO 9.25. (a") converge se 0 < a < 1 pois é monotona decrescente e limitada.
Além disso, lim,,_,o(a") = 0, pois inf{a, : n € N} = 0.

EXEMPLO 9.26. Seja y; = 1 € ypy1 = (1 + y,)/3. Mostraremos que (y,) é convergente
e achamos seu limite. Note que y; = 2/3 < 1 = y;. Vamos mostrar por indugdo que
0 < Yny1 < y,. Esta afirmativa vale para n = 1. Assuma verdadeira para n = k — 1, isto é
0 < yx < yrp_1. Entao para n = k temos

U1 = (L +yk)/3 < (1 + yk-1)/3 = yg,

e como yr > 0, entao yry1 > 0, como queriamos. Portanto a sequéncia é monétona nao
crescente e limitada inferiormente por zero. Portanto converge. Seja y seu limite. Entao

y= lm ypp = lim (14y,)/3 = (1+y)/3.
Logo y = 1/2.
EXEMPLO 9.27. Sejay; = 1, e Y1 = (2y,+3)/4. Note que yo = 5/4 > y;. Para mostrar

que Yni11 > Y, em geral, usamos inducao. Note que para n = 1 o resultado vale. Assuma
agora que valha também para n = k para algum k, i.e., Y11 > yr. Entao

1 1
Yk+2 = Z(2yk+1 +3) > Z(Q?Jk +3) = Yp+1-

Logo, por indu¢ao, y,1 > y, para todo n € N, e (y,) ¢ ndo decrescente. Para mostrar que
é limitada, note que |y;| < 2. Mais uma vez usamos indugao a fim de provar que em geral
lyn| < 2. Assuma que |y;| < 2. Logo,

1 1 7
Yis1| = |Z(2yk+1 +3)| < Z(Q‘ykJrll +3) < 1 < 2.

Por indugao, segue-se que |y,| < 2 para todo n € N. Como (y,) ¢ mondtona e limitada,
entdo é convergente. Seja y = lim,, . (y,). Entao

y = lim (y) = lim (290 +3)/4) = (2 +3)/4).

n—

resolvendo a equagao algébrica acima, temos y = 3/2.

9.5. Séries

Devido as suas peculiaridades, as séries possuem algumas propriedades proprias. Um
resultado importante em se tratando de séries versa sobre o comportamento assintotico dos
termos que a compoem. Temos o seguinte resultado.

LEMA 9.5.1. Seja a série dada por 221 ¢; convergente. Entao lim; ,., ¢; = 0.
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DEMONSTRACAO. Note que se a série converge para um valor S, as sequéncia parciais
S, = Y1, ¢; convergem para o mesmo valor S. Logo
lim ¢; = hm(S Si1)=1lmS; — lim S, 1 =5—-5=0.
1—00 1— 00

1—00 1—00

O

OBSERVACAO. Do resultado acima, concluimos que se ¢; nao tem limite, ou se seu limite
nao € zero, a série nao converge.

EXEMPLO 9.28. Considere as séries de termos alternados >, (—1)". Como a sequéncia
(—1)" ndo converge, a série nao é convergente. O mesmo vale para y - sin(nm).

Uma classe de séries especial é dada pelas séries geométricas. Para r € R, esta série é
dada por

oo
E .
i=0
Note que as somas parciais S, = > . " divergem se |r| > 1, e convergem se |r| < 1. De
fato, se |r| > 1, ent@o " ndo converge a zero, e portanto a série nao converge. Para |r| < 1,
temos
1 — rn-i—l
Sn = )
1—r
e portanto a série converge para lim, ,o, S, = 1/(1 —r).

Detalharemos abaixo a questao de convergéncia absoluta e condicional, e testes de con-
vergéncia proprios para séries. Dizemos que a série 221 ¢; converge absolutamente se a série
> |ei| converge. E dizemos que Y 7, ¢; converge condicionalmente se > .- ¢; converge

i=1 1¢i ge. q i=1% g i=1%i ge,
~ . o0 . .
mas nao converge absolutamente, i.e., >~ |¢;| diverge. O resultado abaixo nos garante que
a conveergéncia absoluta é suficiente para uma série convergir. A primeira demonstracao usa
a nocao de série de Cauchy, e apresentamos uma segunda demonstracao que dispensa este
conceito.

TEOREMA 9.5.2. Toda série que converge absolutamente é convergente.

DEMONSTRAGAO USANDO SEQUENCIAS DE CAUCHY. Seja ) ., ¢; tal que > .~ |¢;] con-
virja, e denote por s, = Y1 | ¢; as somas parciais. Note que, para n > m,

n
IS0 = Sm| <) leil = 80 = S,
m

onde 8, = >." ,|¢;|. Como §, é de Cauchy, entdo s, ¢ também de Cauchy, e portanto
convergente. OJ

DEMONSTRAGAO ALTERNATIVA [14]. Seja p; = max{a;, 0}, e ¢; = min{a;,0}. Entao
lai| = pi — i e a; = p; + ¢;. Entdo p; < |a;| e ¢ < |a;|. Logo >, pi e Y .oy ¢; convergem
pois sdo limitadas superiormente por y ., |a;|. Logo

n n n
DTN
i=1 =1 =1

converge. 0
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OBSERVAGAO. Note que na demonstragao acima, que se » .- a; ¢ condicionalmente con-
~ o0 o0 . - L. .
vergente, entdo Y .~ p; e » ., ¢; divergem. De fato, se apenas uma destas séries convergisse,

entao
x

oo oo
g a; = Di + E i
i=1 i=1 i=1
divergiria. Se as duas convergissem, entao

Z |ai] = Zpi - Z%‘
i=1 i=1 i=1

convergiria.

OBSERVACAO. Uma pergunta natural é o que aconteceria se trocassemos a ordem em
que se soma a série. Se a série for absolutamente convergente, entao a ordem da soma
pode ser trocada e a série ainda converge para o mesmo valor. Entretanto, se a série for
condicionalmente convergente, o seguinte surpreendente resultado vale: é possivel trocar a
ordem da soma tal que a série convirja para qualquer nimero real.

OBSERVAGAO. Note que se Y > a, converge absolutamente, entao Y -, a2 converge
absolutamente.

Prosseguimos agora descrevendo alguns testes que podem ser usados para definir conver-
géncias de séries.

LEMA 9.5.3 (Teste da razao). Suponha que lim; . |¢;11/¢;| = L. Entao se L < 1, a série
> o2, ¢ converge absolutamente, e se L > 1, a série diverge.

DEMONSTRAGAO. Faremos aqui a prova no caso em que |c¢;41/¢;| < L < 1 para todo
inteiro 7. Note que neste caso,

|Ci| < L|CZ’_1| < L2|Ci_2| < e < Li_1|61|.
Entao Y2, |ci| < |ex] Doi2, L™ converge absolutamente pois |L| < 1. O

LEMA 9.5.4 (Teste da raiz). Suponha que lim; o /|¢;| = L. Entdo se L < 1, a série
> o2, ¢ converge absolutamente, e se L > 1, a série diverge.

DEMONSTRAGAO. Consideraremos somente o caso v/|¢;| < L < 1 para todo i. Entao
Yooy lail <3002, LY que converge absolutamente pois |L| < 1. O

OBSERVACAO. Tanto o teste da razao como a da raiz sao inconclusivo caso L = 1, como
os exemplos Y = 1/i e Y 72 1/i? ilustram.

LEMA 9.5.5 (Teste da integral). Seja f : [1,400) — R ndo negativa e monétona decres-
cente. Entao > ;- f(i) converge se e somente se [~ f(x)dz < +oo.

LEMA 9.5.6 (Série de termos positivos). Seja Y - | a,, onde (a,) é sequéncia de ntimeros
positivos. Entao a série converge se e somente se a sequéncia das somas parciais ¢ limitada.

DEMONSTRAGAO. Para demonstrar este resultado, basta ver que as somas parciais da
série determinam uma sequéncia monétona, e esta converge se e somente se ¢ limitada. [J
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LEMA 9.5.7 (Teste da comparagao). Sejam Y .~ a, € Y .o, b, duas séries de termos nao
negativos tais que a, < cb, para todo n € N. Entao

e Se > >° b, converge entdao y -, a, converge
e Se Y >  a, diverge entdo Y~ b, diverge
Uma aplicacao importante do Lema [9.5.6| ¢ na determinacao da convergéncia da série
harmonica alternada, como mostramos a seguir.

EXEMPLO 9.29 (|3]). Considere a série harmonica alternada > .o (—1)""'/i. Entao a

i=1
série converge pelo seguinte argumento. Considere a série “par” das somas parciais

Son=01-1/2)+(1/3=1/4)+---+(1/(2n—1) — 1/(2n)),
e “impar”
Soni1=1—(1/2-1/3) = (1/4—-1/5) —--- = (1/(2n) — 1/(2n + 1)).

Como cada termo entre parénteses nas séries acima sao positivos, temos que a série par é
monotona crescente e a impar monotona decrescente. Note a seguir que

(951) 0< Sy, < Sgn + 1/(2n + 1) = Sgn_H < 1,

e portanto ambas sao limitadas e convergem. Por (9.5.1)), concluimos que convergem para o
mesmo valor, e que toda a série converge.

Muitas vezes é possivel calcular o valor exato da série, como nos exemplos abaixo

EXEMPLO 9.30. Considere a série
1

— n(n+1)

Note que 1/[n(n+1)] =1/n—1/(n+ 1), e portanto a n-ésima soma parcial s, ¢ dada por
Sp=(1-1/2)+(1/2-1/3)+---+(1/n=1/(n+1))=1-1/(n+1).
Logo a série converge para lim,,_, s, = 1.
Da mesma forma, podemos calcular o valor de séries envolvendo termos como
1 1 1

m+1)(n+2) (n+1) n+2)

9.6. Exercicios
EXERCicIO 9.1. Demonstrar o Teorema [0.1.13]
EXERCICIO 9.2. Demonstrar o Teorema [9.1.4]

EXERCICIO 9.3. Mostre que se x,, é sequéncia de ntmeros positivos, entao z,, — 0 se e
somente se 1/x, — 0.

EXERCICIO 9.4. Seja (x,,) tal que z,, # 0 para todon € N e

L = lim |xn+1’
w3 ]

existe e L > 1. Mostre que para todo C' € R existe N* € N tal que
n>N" = |z,|>C.
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EXERCICIO 9.5. Mostre o resultado da Observacao [9.5



CAP{TULO 10
Funcgoes de varias variaveis

E]Neste capitulo estudamos as propriedades de funcoes de varias variaveis. Nos concen-
tramos principalmente nas questoes relativas a diferenciabilidade destas funcoes e aplicacoes.

10.1. Introducao

Consideamos aqui fungoes f : R™ — R", onde, tipicamente, m = 2,3 e n = 1. Assim
como no caso unidimensional, dizemos que uma fun¢ao f é continua em xg se dado € > 0
existe 6 > 0 tal que

[x = %ol <6 = [[f(x) = f(o)ll <
Analogamente ao caso unidimensional, podemos definir o conceito de limite de fung¢oes num
determinado ponto, ver Exercicio [10.1

Outro conceito importante ¢ o de curvas (em duas dimensoes) ou superficies (em trés
dimensoes) de nivel, que chamaremos sempre de curvas de nivel. Uma curva de nivel é dada
pelo conjunto de pontos que tém imagem constante, i.e., dado ¢ € R, definimos

{xeR": f(x)=c}.

10.2. Derivadas parciais e planos tangentes

Seja f : R™ — R. Entao definimos a -ésima derivada parcial de f num ponto x =
(x1,...,Zy) por

af . flrr, i b, ) — (T, T, T T, X))
(x) = lim
ox; h—0 h

quando o limite acima existir. Se cada uma das derivadas parciais existirem, definimos o
vetor gradiente (também chamado de gradiente pelos intimos) dada por
of of
Vi) =(=—7),...,—(x)].
16 = (0 0

Note-se que depois de obtida uma derivada parcial, pode-se derivar novamente para
se obter segundas derivadas parciais. Por exemplo, derivando-se na direcao ¢ e depois na
diregao j obtemos a fungao 9*f/0x;0x;. Para fungoes “suaves”, a ordem em que se deriva
nao importa. Em particular, se 02 f/0x;0z;(x0) e 0 f/0x;0x;(x¢) existem e sao continuas
numa vizinhanca de xq, entao

an (X ) — aQ—f(X )
(%Uj@xi 0= 3:151835] 0/

10ltima Atualizagao: 31/08/2020
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Considere agora o caso bidimesional e f : R? — R. Com o conceito de derivadas parciais,
é possivel, quando a funcao é suave o suficiente, definir o plano tangente ao grafico de f num
determinado ponto py = (29, yo) € R?. Comegamos por lembrar que a reta tangente no caso
m = 1 é definida pelos pontos (z, z) tais que

z — f(wo) — f'(wo)(x — ) = 0.

Fixando primeiramente yo temos que f(x,yo) é uma funcdo de uma dimensao, e a reta
tangente na diregao = entao é dada pelos pontos (z, o, z) tais que

(10.2.1) 2z — f(xo,v0) — g—i(xo, yo)(z — x9) = 0.

De forma anéloga, fixando-se z, obtém-se a reta tangente a f(z,yy) na dire¢do y, e esta é
dada pelos pontos (zg,y, z) tais que

(10.2.2) z — f(xo,40) — g_g@o, Yo)(y — o) = 0.

Dadas as duas retas acima, tangentes ao grafico de f, podemos determinar o pano tangente
P a este mesmo grafico. Tomando z = z¢ + 1 em (10.2.1) e y = yo + 1 em ((10.2.2)), temos
que

(370 + 1,90, f(20, y0) + %(3707 3/0)), <l‘07yo + 1, f(wo, y0) + Z_ch(iﬁ'o,yo))

pertencem ao plano P. Como (a:o, Yo, f (o, yo)) também pertence a P, entao os vetores

0 0
V= (1,07 a—£(9307y0))7 vy = (0, L, 8—52(550,90))

sao tangentes a P. Portanto
af af
N=v, Xxv, = (%($07y0)7 a—y(%,yo)» —1>

é normal a P. Como temos que

P = {([E,y,Z) : (x_IO)y_yOaZ - f(x07y0)) N = 0}
entao P é definido pela equacao

0 0
5L 0, 0) o = ) + 5L, ) = w0) = 2 + Tz ) =0

10.3. Diferenciabilidade

A nocao de diferenciabilidade e de derivada em dimensoes maiores simplesmente gene-
raliza de forma natural a derivada unidimensional. Seja f : R™ — R" e x € R™. Dizemos
que f é diferenciavel em x se

L FcE ) — £~ Feoh

h—0 |l

0,
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onde f'(x) tem a representagao matricial [f'(x)] € R™*™ dada por

[of Of ... Of7
8$1 81:2 81‘m
/ Ofr 0fr .. Of2
[f'(x)] = |0z o D
Ofn Ofn ... Ofn

L 8&?1 (91:2 al'm -

A matriz [f'(x)] também ¢é chamada de matriz jacobiana de f no ponto x. . Chamamos
f'(x) de derivada de f em x, e que também denotamos por D f(x).

Assim como em uma dimensao, f é diferenciavel em x se e somente se existir uma fungao
r: R™ — R” tal que

=0.

(10.3.1) Flc+h) = (o) + £ ()(h) +x(h) com lim ”‘|“|<£‘H>“

Note que pela identidade acima, temos imediatamente que diferenciabilidade implica em
continuidade.

EXEMPLO 10.1. Considere A : R™ — R™ aplicacao linear e f : R™ — R" dada por
f(x) = A(x) + ¢, onde ¢ € R™ é vetor constante. Entao f'(x)(h) = A(h) para todo
x,h € R™. Note que neste caso, a derivada f'(x) é na verdade independente de x.

EXEMPLO 10.2. Seja a matriz A € R™" e ¢ = (¢y,...,¢y) vetor constante. Considere
ainda f : R™ — R” tal que para x = (x1,...,2,,) tem-se f(x) = (f1(x),..., fn(X)) e

Ff(x)=AR+¢E e, fi(x) = ZAijZL'j +c¢; parai=1,...,n.

j=1

Entao, para h = (hy, ..., hy,) tem-se f'(x)(h) =y onde y = Ah, ie.,

Yi = Z Ajjhj.
j=1

Compare com o exemplo [I0.1]

Uma interessante forma de analisarmos uma func¢ao em varias variaveis é restringindo
esta func@o numa direcao e usando propriedades de func¢oes de apenas uma variavel. Para
tanto, sejam u € R™ com [ju|| = 1, e f: R™ — R™ Dado x € R™, definimos a derivada
direcional de f em x na dire¢ao u por Dy f(x) € R™, onde

D) — i £ 1)~ £

t—0 t

=0.

quando o limite acima existir.
No caso em que u = e;, entao temos a derivada parcial em relacao a iésima coordenada
€ escrevemos
of

D, f(x) = o (x).

E importante ressaltar que a existéncia de derivadas parciais em relacao as coordenadas
nao implica na existéncia de derivadas direcionais em geral. Considere o simples exemplo
abaixo.
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EXEMPLO 10.3. Seja f : R? — R dada por
£ sey#0,
fla,y) = {y

0 sey=0.
Entao of of

mas a derivada direcional na diregao (a,b) nao existe se a e b sdo nao nulos, pois nao existe
o limite quando t — 0 de
f(ta,tb) — f(0,0) 1la
t Tt
A situagao muda se supusermos diferenciabilidade, como mostra o resultado a seguir.

TEOREMA 10.3.1. Seja f : R™ — R" diferencidvel em x € R™. Seja u € R™ com
|ul| = 1. Entao existe a derivada direcional D, f(x), e esta é dada por

D.f(x) = f'(x)(u).

DEMONSTRACAO. Como f é diferenciavel em x, entdo para todo € > 0 existe 6 > 0 tal
que

[£(x +h) — f(x) - f(x)(b)]

heR™" 0< ||h||l < = ] < €.
Tomando h = tu, com [t| € (0,0), temos
| 2160 g <.
Logo
AL R LRI
e portanto a derivada direcional existe e é dada por f'(x)(u). O

OBSERVAGAO. Considerando n = 1, temos que
(10.3.2) Dyf(x) = f'(x)(u) =V f(x)-u= ||V f)|lu] cost <[V f(x)]|[ull]

onde # é o angulo formado por V f(x) e u. Portanto, a derivada direcional atinge seu maior
valor se # = 0, i.e., quando u aponta na direcao do gradiente. Outra forma de se ler a
equagao ((10.3.2) é observar que a diregao do gradiente é a diregao de crescimento méaximo
da fungao, e que a dire¢@o contraria ao gradiente é a dire¢do de menor crescimento (menor
derivada).

A existéncia de derivadas direcionais nao implica em diferenciabilidade. Para ilustrar tal
fato, considere a fungao

22 ey #0,
.
f(x,y) {0 sy = 0.
Entao of of
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mas dado (a,b) com ||(a,b)||* = a®* + b* =1 e b # 0, temos

. 2
lim f(ta,tb) — £(0,0) _ a_,
t—0 t b

e a derivada direcional é dada por

2

(10.3.3) Dy £(0,0) = 7
Entretanto, se f fosse diferenciavel, teriamos
Dy f(0,0) = £(0,0)(a b):g(O 0)@4—%(0 0)b=0
(a,b) 5 ’ ) @I y ay ) )

uma contradi¢do com ([10.3.3). Logo f nao ¢ diferencidvel em (0,0) apesar de ter todas
as derivadas direcionais neste ponto. Note que f(z,z?) = 1 para x # 0, e portanto f ¢
descontinua em (0, 0).

Apesar da existéncia de derivadas direcionais num determinado ponto nao garantir a
diferenciabilidade neste ponto, a existéncia e continuidade das derivadas parciais numa vizi-
nhan¢a dum ponto garante a diferenciabilidade, como podemos ver no resultado a seguir.

TEOREMA 10.3.2. Seja f: R™ — R. Se 0f /0x; existir e for continua numa vizinhang¢a
de x parat=1,...,m, entao f ¢ diferencidvel em x.

Outro resultado de grande importancia diz respeito a diferenciabilidade de composigoes
de funcgoes, garantindo que se duas fungoes sao diferenciaveis, entao a composicao também
o é.

TEOREMA 10.3.3 (Regra da Cadeia). Sejam f : R' — R™ eg : R™ — R". Se f ¢
diferencidvel em x € R' e g ¢ diferencidvel em f(x), entio go f ¢ diferencidvel em x e

(gof)(x)=g(f(x)ofx).
Veremos agora varias aplicagoes da regra da cadeia.
e Aplicagao 1:
EXEMPLO 10.4. Seja f : R" — R", e seja a fungao g : R” — R” inversa de f,
isto é,
g(fx)=x,  flg(y)) =y,

para todo x, y em R". Se f é diferencidvel em x € R", e g é diferenciavel em
y = f(x), entao f'(x) e g'(y) sdo inversas uma da outra, isto &,

F(x)egy)=g'(y)of'(x) =1,
onde I ¢ o operador identidade I(x) = x.
De fato, seja h(x) = g(f(x)) = x. Derivando h(x) = x, temos h'(x) = I.
Usando a regra da cadeia para h(x) = g(f(x)), temos h'(x) = g/(y)f'(x). Logo,
g (y)f'(x) = I. De forma anéloga segue-se que f'(x)g'(y) = I.

e Aplicagao 2: Uma aplicagao imediata da regra da cadeia é dada no seguinte teo-
rema do valor médio para fungoes de varias variaveis. Na verdade, esta é uma apli-
cacdo imediata do teorema do valor médio unidimensional (Teorema quando
restringimos uma func¢ao de varias variaveis a um segmento de reta.
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TEOREMA 10.3.4. Seja f : R™ — R, diferencidvel. Sejam x, y € R™ ¢ § =
{x+tly —x):t€(0,1)}. Entao existe & € S tal que

fly) = f(x) = F &)y —x).

DEMONSTRAGAO. Este resultado segue-se de uma aplica¢ao do teorema do valor
médio unidimensional (Teorema |6.3.3)) para a funcao ¢ : [0,1] — R dada por ¢(t) =
f (x +t(y — x)) Note ainda que pela regra da cadeia temos que

¢(t) = f'(x +tly —x)(y —x).
O

E interessante notar que nao vale uma “generalizacdo trivial” para o teorema
do valor médio quando a imagem de uma funcao esta no R"™, para n > 2. Como
exemplo, considere a fungdao ¢ : R — R? dada por ¢(t) = (sint, cost). Tomando-se
os pontos t = 0 e t = 27, vemos que nao existe £ € [0, 27| tal que

0 = ¢(0) — ¢(2m) = ¢'(§) (27 — 0) = 27¢/(£).

pois ¢'(&) # 0 para todo &.
Existe entretanto o seguinte resultado para funcoes em R".

TEOREMA 10.3.5. Seja f: R™ — R", diferencidvel. Sejam xXq, X1 € R™ e seja
S o segmento de reta unindo estes pontos. Entao existe & € S tal que

1 (x1) = F(xo)ll < [[F(§)(x1 = o).
DEMONSTRAGAO. Seja v = f(x1) — f(x0), e ¢(x) = f(x) - v. Entéo
P(x1) — P(x0) = (f(x1) = f(x0)) - v = || (x1) = F(x0)I%,

e ¢'(x)(h) = [f'(x)(h)]-v. Pelo Teorema do valor médio dado pelo Teorema [10.3.4]
existe £ € S tal que ¢(x1) — d(x0) = ¢'(£)(x1 — x0), i.e.,

1F (1) = f (xo)I* = [£/(€) (1 — x0)] - (F (1) — F(x0)) < [[F(€) (1 — x0) ] (x1) — f (o).

Finalmente, se f(x1) = f(Xo), o resultado ¢ trivial. Caso contrario dividimos ambos
os lados da desigualdade acima para concluir a demonstracao. O

OBSERVAGAO. Podemos continuar a desigualdade acima mais um passo e obter

1F 1) = F(xo)ll < [[IF (&)1 Gxr — %) -

Aplicagao 3: Gradientes sao ortogonais a curvas de niveis. Seja ¢ : R — R?
parametrizacao “suave” de uma curva de nivel de uma fungao f(z,y). Entao f(¢(t))
¢ constante, e

0= S F(6(1) = Y F(6(1)) - 9(1).

Portanto, como ¢’ ¢ tangente a curva de nivel da f em x, temos que V f(x) ¢é
ortogonal a curvas de nivel de f no ponto x.
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Aplicacao 4: Uma outra aplicacao da regra da cadeia tem a ver com fungoes ho-
mogéneas. Dizemos que f : R™ — R é homogénea de grau k se f(tx) = t* f(x) para
todo ¢t € R. Por exemplo, 22/(yz) é homogénea de grau zero, e v/z® é homogénea
de grau 5/2. Um Teorema devido & Euler afirma que f é homogénea de grau k se e
somente se

(10.3.4) V f(x) -x=kf(x).

Para obter (|10.3.4) a partir de uma fungao homogénea f, basta derivar f(tx) =
t* f(x) em relacdo a t usando a regra da cadeia:

x -V f(tx) = kt" ' f(x),

e depois tomar ¢t = 1.
Aplicagao 5: E possivel obter a regra de Leibniz através da regra da cadeia. Seja

to
F(tl,tQ,tg):/ f(ts,y) dy
t1

d OF du OFdv OF
%F(u(x),v(x),x) 8t1 dSC + 5 8t2 dLU + 8_t;),’

Entao

implica em

d [*@ du dv V@ af(x,y)
i |, Send= s g e g [y

10.4. Matriz Hessiana, Féormula de Taylor e pontos criticos

Note que a derivada de uma funcao de uma funcao de f : R™ — R num determinado
ponto x foi definida como uma aplicagao linear de R™ em R. No caso, para x fixo, terfamos
f'(x) : R™ — R dada por

Fooy) = Y

o0xq

of
Oy

0
(s + -+ 5 (X

(X)) +
onde y € R™.
De forma analoga, definimos a segunda derivada de f num ponto x fixado como sendo a

fungao bilinear f”(x) : R™ x R™ — R tal que

Z onde ﬁ 8f
8@896] 0z;0z; 8@ 8@ ’

ey,z € R™. Uma forma mais compacta de escrever a definicao acima é usando-se a matriz
hessiana H dada por H;;(x) = 0*f(x)/dz;0x;. Logo

f'(x)(y,2) = (¥)'H(x)Z.

OBSERVAGAO. Um interessante resultado garante que se f for suficientemente suave num
determinado ponto X (€ suficiente que as segundas derivadas existam e sejam continuas numa
vizinhanga aberta de xg) teremos que ndao importa a ordem em que se toma as derivadas, i.e.,
0*f)0x;0x; = 0 f /Ox;0x;, e portanto a matriz hessiana é simétrica. Este tipo de resultado,
com diferentes hipoteses, ¢ atribuido a Clairaut em |29|, e & Schwarz em |2,17].
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Defini¢goes para derivadas de ordem mais alta seguem o mesmo formato, sendo estas
aplicagoes multilineares. Entretanto para os nossos propoésitos, a matriz hessiana basta.

Apresentamos no teorema a seguir a férmula de Taylor, e nos restringimos ao caso par-
ticular de polindémios quadraticos. Este teorema sera de fundamental importancia para
caracterizarmos pontos extremos.

TEOREMA 10.4.1 (Taylor). Seja f : R™ — R duas vezes diferencidvel em 2, com de-
rivadas continuas. Para x € R™ e h € R™, existe t € (0,1) tal que para & = x + th
tem-se

(104.1) Fox+h) = f(x) + F(x)() + 3 (&) (h, ).

DEMONSTRAGAO. Seja ¢ : [0,1] — R dada por ¢(t) = f(x + th). Aplicando o Teorema
de Taylor em uma dimensdo (Teorema [6.4.1)), obtemos que existe ¢ € (0,1) tal que

5(1) = 9(0) + ¢(0) + 56" (7).

Note que
¢'(t) = f'(x + th)(h) = i of (x + th)h; " (t) = i v 1 (x + th)h;h;
1 &cl v i 8@8% e
e usando a defini¢ao de ¢ obtemos o resultado diretamente. O

OBSERVACAO. Note que exigindo que as segundas derivadas sejam continuas, podemos
usar o fato de que a “ordem” das segundas derivadas nao importam.

Assim como em uma dimensao, usaremos o Teorema de Taylor para estudarmos pontos
extremos de uma funcao. Dizemos que f: R™ — R tem um mdzimo local em x € R™ se
existe 0 > 0 tal que

(10.4.2) ly —xll <6 = f(y) < f(x).

Dizemos que x é mdximo estrito local se valer a desigualdade estrita em . Definicao
anéaloga serve para minimo local e minimo estrito local. Chamamos um ponto de maximo
ou minimo local de ponto extremo local, e um ponto de méaximo ou minimo estrito local de
ponto extremo estrito local.

O resultado que obtemos a seguir, relativo a pontos extremos interiores, é analogo ao
caso unidimensional, ver o Teorema e diz primeiro que pontos extremos interiores sao
pontos criticos, i.e., pontos em que a derivada se anula. O resultado mostra também que
se um ponto x é de minimo local, entdo a forma bilinear f”(x) é semi-definida positiva, i.e,
f"(x)(h,h) > 0 para todo h € R™. De forma analoga se um ponto ¢ de méaximo local, entao
f"(x) é semi-definida negativa, i.e, f"(x)(h,h) <0 para todo h € R™.

Em termos matriciais, f”(x) ¢ semi-definida positiva se a matriz hessiana H(x) o for,
i.e., se (W)H(x)h > 0 para todo h € R™, ¢ semi-definida negativa se (h)'H(x)h < 0 para
todo h € R™.

TEOREMA 10.4.2 (Ponto extremo interior). Seja f: R™ — R e x € R™ ponto extremo
local. Se f é diferencidvel em x, entio x € ponto critico, i.e., f'(x) = 0. Se além disto, f
for duas vezes diferencidavel com derivadas seqgundas continuas, entao temos que
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(1) se x for ponto de minimo local, entao f"(x)(h,h) > 0 para todo h € R™,
(2) se x for ponto de mdzimo local, entao f"(x)(h,h) <0 para todo h € R™.

DEMONSTRACAO. Para mostrar que x é ponto critico, basta usar o Teorema e
mostrar que as derivadas parciais se anulam, pois dado o vetor e; temos que a func¢do ¢(t) =
f(x+te;) tem ponto extremo local em ¢ = 0. Usando o Teorema vemos que ¢'(0) = 0.
Mas entao

of

0=¢'(0) = f'(x)(e;) = oz, (x)

e concluimos que f'(x) = 0.

Suponha agora que f seja duas vezes diferenciavel com derivadas segundas continuas, e
que x seja ponto de minimo local. Entao x é ponto critico, como acabamos de mostrar, e
pelo Teorema de Taylor em vérias dimensoes (Teorema , temos que

82

Foetsu) = f(x) = 2 f(€,)(u, ),

para todo s suficientemente pequeno e u € R™, onde £, é ponto do segmento unindo x e
x + su. Quando s — 0, temos que &, — X, e usando a continuidade de f” concluimos que

flx A+ su) = f(x)

g2

£ () (w,w) = lim (&) (w, w) = 2 liny

pois como x é minimo local, entao f(x+su)— f(x) > 0 para todo s suficientemente pequeno.
Portanto f”(x)(u,u) > 0, como queriamos demonstrar. UJ

> 0,

Os resultados acima nos dao condigoes necessarias para um ponto interior ser extremo
local, porém estas nao sdo suficientes (vide exemplo f(z) = 23). Dizemos que um ponto
¢é de sela quando a derivada se anula mas este nao é extremo local. Um caso interessante
¢é quando a funcao é localmente crescente na dire¢ao de uma coordenada e decrescente na
diregao de outra. Por exemplo, f : R? — R dada por f(z,y) = 2 — y?, ver Figura . Ver
também a sela de macaco dada por f(x,y) = 2 — 3zy?, Figura 2] (tirada de |24]).

O resultado a seguir nos fornece algumas condigoes suficientes para um ponto ser de
maximo, minimo ou de sela. Mais precisamente, temos que se um ponto critico x de uma
fungao suave tem f”(x) positiva definida, i.e, f”(x)(h,h) > 0 para todo h € R™\{0}, entao
ele ¢ minimo estrito local. De forma analoga, se f”(x) é negativa definida, i.e, f"(x)(h,h) <0
para todo h € R™\{0}, entdo ele ¢ maximo estrito local. O tltimo caso é quando f"(x)
¢ indefinida i.e, existem h, & em R™ tais que [f”(x)(h,h)][f"(x)(&,&)] < 0. Af entdo x ¢é
ponto de sela.

TEOREMA 10.4.3. Seja f: R™ — R duas vezes diferencidavel, com derivadas continuas,
e x € R™ ponto critico. Temos entao que

(1) se f"(x) for positiva definida entdo x é minimo estrito local,
(2) se f"(x) for negativa definida entdo x € mdximo estrito local,
(3) se f"(x) for indefinida entdo x € ponto de sela.

DEMONSTRAGAO. Mostraremos apenas o caso em que f”(x) é positiva definida. Neste
caso, devido a continuidade das segundas derivadas, f”(:) é positiva definida numa vizi-
nhanga aberta de x. Para y # x satisfazendo as condigbes do Teorema de Taylor no R™
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FIGURA 2. Grafico da sela de macaco dada por z° — 3zy?, com ponto de sela em (0, 0).

(Teorema [10.4.1]), e suficientemente proximo de x, temos que existe &€ pertencente ao seg-
mento de reta entre y e x e tal que

(10.4.3) o) = f(x) =5 "Ey —xy —x).
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f

F1GURA 3. Funcao convexa.

Portanto x é minimo estrito local pois a espressao do lado direito de ([10.4.3|) é estritamente
positiva. 0]

Note que apesar do teorema anterior dar condi¢oes suficientes para determinar se um
ponto critico é ou nao extremo local, ainda é preciso descobrir se a f” é positiva ou negativa
definida ou indeterminada. Esta dificuldade é contornavel, pois existem varios resultados
de algebra linear que dizem, por exemplo, quando uma matriz é ou nao positiva definida.
Por exemplo, uma matriz simétrica é positiva definida se e somente se seus autovalores sao
positivos. A referéncia |[12] apresenta este e varios outros resultados relacionados ao tema.

EXEMPLO 10.5. Seja F': R™ — R dada por
- 1
F(x)=c+b'X+ éit/b_i,

onde A € R™*™ & simétrica positiva definida, b € R™1 e ¢ € R. Entdao x* ¢ ponto de

minimo estrito de F se e somente se A®* = —b. De fato, se x* é ponto de minimo estrito
de F, entao F'(x*) = 0. Mas a matriz jacobiana [F’(x*)] € R™*! ¢ dada por

[F'(x")] = (X) A+ b,

e portanto AX* = —b. Por outro lado, se AX* = —b, entdao F'(x*) = 0. Como a matriz
hessiana de F', dada por A, é positiva definida, entao x* é ponto de minimo estrito de F.

Uma segunda aplicacao do Teorema diz respeito a fungdes convexas definidas em
convexos. Dizemos que 2 C R™ ¢é convexo se X, y € {2 implica em (1 — ¢)x + ty € ) para
todo ¢ € [0,1]. Dizemos que f : 2 — R é convexa em (2 se

F(A=t)x+ty) <1 —t)f(x)+tf(y)

para todo t € [0, 1]. Graficamente, uma func¢ao é convexa se o gréfico de f entre x e y estéa
abaixo da reta que une os pontos (x, f(x)) e (y, f(y)), como ilustra a Figura 3|
Existem intiimeros resultados relacionados a convexidade. Em particular, um minimo

local é também global, e se o minimo local é estrito, segue-se a unicidade de minimo glo-
bal |21].
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TEOREMA 10.4.4. Seja f : R™ — R duas vezes diferencidvel, com derivadas continuas.
Entao as afirmativas abaixo sao equivalentes:

(1) [ é convezxa
(2) f"(x) é semi-definida positiva para todo x € R™.

DEMONSTRAGAO. (<) Suponha que f”(x) seja semi-definida positiva em R™. Seja S o

segmento de reta unindo x e y € R™, e seja 0 < t < 1. Definindo x¢ = (1 — ¢)x + ty, pelo
Teorema de Taylor existe £, € S entre x e Xg, e &, € S entre Xy e y tais que

F6) = o) + ' (x0) (= x0) + 3 1" (E)(x — x0,% — %0),
F¥) = FOx0) + F (0)(y = x0) + 5 7€)y — %0,y — o).
Como f"(&,) e f"(&,) s@o ambas semi-definidas positivas, entao
(1 =06 +1f(y)

= f(x0)+ ' (x0)[(1 = t)x+1y —xo] +

(1-1)
2

(1-1)
2

f" (&) (x — %0, x — X0) + %f"(ég)(y — X0,y — Xo) > f(X0).

(€)%= X0, X —%0) + 2 " (62) (v — %0, ¥ — )

= f(x0) +

Logo f é convexa.
(=) Se f é convexa,

F(A=t)x+ty) < (1—=1)f(x)+1f(y)
e para t € (0, 1] temos que

S(A—t)x+ty) — f(x)
t

< fly) = f(x).

Tomando o limite ¢ — 0 obtemos f'(x)(y — x) < f(y) — f(x). Seja s = ||[x —y] e
h = (y — x)/s. Usando agora a férmula de Taylor obtemos que existe § € (0, s) tal que

1 . 1 .
§f”(x + sh)(sh, sh) = éf”(x +8h)(y —x,y —x) = f(y) — f(x) — f/(x)(y —x) > 0.
Usando a bilinearidade da aplicagao f”(x + $h), temos
f"(x+ sh)(h,h) > 0.

para todo h € B;(0). Tomando y — x temos s — 0 e portanto § — 0. Usando a
continuidade de f” concluimos a demonstragao. O

OBSERVACAO. Note que no processo de demonstracao do Teorema [10.4.4] mostramos
também que uma funcao f ser convexa implica em f'(x)(y —x) < f(y) — f(x) para todo x,

y.
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FI1GURA 4. Teorema da funcao inversa.

10.5. Teorema da Fungao Inversa e da Fungao Implicita

10.5.1. Teorema da Funcao Inversa. Como motivacao considere primeiro o caso
unidimensional, e seja f : R — R “suave”. Se f'(x) # 0 para algum = € R, entdao f é
localmente invertivel, i.e, f & injetiva numa vizinhanca aberta U de z e existe g = f~1 : V —
U, onde U = f(V), tal que

9(f(x)) =z, para todo x € U.

No caso a “suavidade” necessaria é que a funcao tenha derivadas continuas. Dado 2 C R™,
dizemos que uma fungdo f :  — R" ¢ de classe C'(Q) se ¢ diferenciavel com derivadas
continuas em (2.

TEOREMA 10.5.1 (Funcdo Inversa). Seja Q C R™ e f : Q — R™ de classe C*(9). Seja
x € Q tal que D = f'(X) € invertivel. Entao existe uma vizinhanga aberta U de x tal que
(1) f: U—V = f(U) €injgetiva, e V € aberto.
(2) Seja g :V — U a fungao inversa de f definida por

g(f(x))=x  para todo x € U.
Entio g € CY(V) e para y = f(X) tem-se g'(y) = [F (X)] 7"

OBSERVAGAO. Note que o teorema acima tem carater local. Em particular, é possivel
construir func¢oes nao injetivas em seu dominios que possuem matrizes jacobianas invertiveis
em todos os pontos. Entretanto em uma dimensao, se a derivada de uma fungao sobrejetiva
de classe C' nao se anular em nenhum ponto de um intervalo aberto, a funcao é globalmente
invertivel.

10.5.2. Teorema da funcao implicita. O teorema de fun¢ao implicita trata da impor-
tante questao de solvabilidade de equagoes dadas de forma implicita. A pergunta é simples:
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FIGURA 5. Conjunto {(z,y) € R?: 2% + y? = 1}.

FIGURA 6. Conjunto {(z,y) € R? : = = y*}.

dados os pontos (x,y), solu¢oes de uma equagao F(x,y) = 0, serd que é possivel escrever y
em funcao de x, numa vizinhanca de x?

Como uma primeira motivacao, considere F'(z,y) = x? + y? — 1. Entao a curva de nivel
determinada por F'(x,y) = 0 é dada pelo circulo de raio unitario, como nos mostra a Figura .
Seja (a,b) € R? tal que F(a,b) = 0. Por exemplo (0,1) e (0, —1) satisfazem esta condicao, ou
seja, numa vizinhaga de (0, 1), podemos escrever y como fungao de x, na caso y = /1 — 2.
E em torno de (0,—1) podemos escrever y = —v/1 — z2. Uma pergunta natural é se existe
uma funcao ¢ tal que F(z,¢(z)) = 0, e ¢(a) = b. A resposta ¢ globalmente, nao. Mas
localmente sim, se OF/0y(a,b) # 0.

Um segundo exemplo ¢ dado por F(z,y) = . —y?, ver Figura@ Para se ter F(z, ¢(x)) =
0, pode-se escolher ¢(z) = v/z ou ¢(r) = —/2z. Entretanto nenhuma das duas fungoes esta
definida na vizinhanga de = 0. Note que 0F/Jy(0,0) = 0.

Um exemplo final, agora em dimensoes maiores. Sejam 77 : R™ — R" e Ty : R” — R"
transformagoes lineares, e F': R™*" — R" dada por F(x,y) = Tix + Toy. Entao podemos
escrever a equagao F'(x,y) = 0 somente em fungao de x se Ty for invertivel. Neste caso
temos F(x, —T, 'Tix) = 0. Note que dados u € R™ e v", tem-se

(10.5.1) F'(a,b)(u,v) =Tyu+ Tyv

Se definirmos a aplicagao linear L : R® — R" dada por L : v — F'(a,b)(0,v), teremos
L =T,. Entao a condi¢ao de solvabilidade ¢ de L seja invertivel.
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OBSERVACAO. No exemplo acima, podemos usar um abuso de notacao e escrever ((10.5.1))
como
OF

F'(a,b)(u,v) = g—i(a, b) -u+ g(a, b)v.

Portanto a condigao de solvabilidade é que 0F/Jy(a,b) seja invertivel.

TEOREMA 10.5.2 (Fungao implicita). Seja Q@ C R™™ um aberto, e (Xo,y0) € 2. Seja
F :Q — R" de classe C* (), e tal que F(xq,y0) = 0. Se a transformacao linear de R™ em
R" definida por v — F'(Xq,y0)(0,v) for invertivel, entao existe uma vizinhanga aberta W
de xo, e uma tinica fun¢io ¢ : W — R", que ¢ C1(W) e tal que yo = ¢p(x0) e F(x,¢(x)) =0
para todo x € W.

DEMONSTRACAO. Sem perda de generalidade, suponha xg = 0 e yo = 0. Seja H : Q) —

R™*" dada por H(x,y) = (x, F(x,y)). Entdao H'(0,0) é invertivel. Pelo teorema da fungao
inversa (Teorema [10.5.1)), existe vizinhanga aberta U de (0,0) em R™*" tal que V = H(U)

¢ vizinhanca aberta em R™". Além disto existe ® : V — U inversa de H de classe C.
Escrevendo ® = (¢, ¢2), onde ¢y : V. — R™ e ¢ : V — R™, temos

(Xu y) =Ho (I)(Xv y) = H(¢1(X7 y>’ ¢2<X’ Y)> = (¢1(X7 y>’ F(¢1(X7 Y)a ¢2(X7 Y)))
Logo,

(1052> X = ¢1(X7 y)7 y = F(Xa ¢2(X7 y))a
para todo (x,y) € V. Entdo W = {x € R™: (x,0) € V} ¢ vizinhanca aberta de x = 0 em
R™. Definindo ¢(x) = ¢2(x, 0), temos ¢(0) = 0, e segue-se de ((10.5.2) que F(x,¢(x)) = 0.

Como ® é de classe C', entdo ¢, e portanto ¢ também é de classe C'. 0

OBSERVACAO. Se escrevermos a matriz jacobiana em formato de blocos, como
0 0
(F'(x0,50)) = (%5 (%0, ¥0) %(Xm}’O))
temos que a condigao do teorema da fungao implicita ¢ dada por OF'/Jy(xo, yo) ser invertivel.

Note que o Teorema da funcdo implicita ndo garante existéncia de (xo,yo) tal que
F(xy,y0) = 0. Por exemplo, considere F' : R?> — R dada por F(x,y) = z? + y* + 1.
Entao F' nao tem raiz, apesar de OF/dy(xo,yo) = 2y # 0 sempre que y # 0.

EXEMPLO 10.6. Considere a caso onde F : R? — R ¢é suave e seja (g, y9) € R? tal que zo,
yo € R, F(xg,yo) = ¢ para alguma constante ¢ € R, e OF/0y(xo,yo) # 0. Entao, aplicando
o teorema de fungao implicita para F(xg,yo) — ¢, existe fungao ¢ definida numa vizinhanga
de z e tal que ¢(xg) = yo e F(z,¢(x)) = c. Note que

d OF OF ,
0= F(x ¢(x)) = 5-(x, ¢(x)) + a—y(x $(x))¢' (%),
OF/dx

e portanto ¢'(x) = calculada no ponto (x, ¢(x)).

T OF /oy
10.6. Minimizacao com restricoes

Para problemas de minimizagao com restri¢oes, dois importantes resultados nos dao
condigoes suficientes para que um ponto seja extremo. Sao os teoremas de Lagrange e de
Kuhn-Tucker, que apresentamos abaixo.
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10.6.1. Condicoes de primeira ordem.

10.6.1.1. Restricoes de igualdade. Dadas fungoes reais f, g1, ..., g; definidas num aberto
) de R™, consideramos o problema de minimizar f restrita ao conjunto de raizes de g, . . ., g
em (2. O Teorema de Lagrange nos da condigbes necessérias que um candidato a minimo de
tal problema tem que satisfazer.

Comegamos com um caso mais simples, de fungoes definidas no plano e onde hé apenas
uma restricao. Sejam f e g funcoes do R? em R, e suponha que x* € R? é tal que

F(x*) = minf f(x) : x € B2, g(x) = 0}.

Apesar de termos imposto x* como minimo global, isto é somente uma simplificacao. A
teoria nao se modifica em nada se x* for somente minimo local.

Suponha agora que V g(x*) # 0 e considere r : R — R? uma parametrizagao para a curva

de nivel determinada por g(z,y) = 0, e tal que r(0) = x*. A existéncia de tal parametrizac¢ao
(local) pode ser justificada através do teorema da fungao implicita. Pela regra da cadeia,

d
0= Lo(e(t)) = V(x(1) - (1)
concluimos que V g(r(t)) é ortogonal a r'(t). De forma analoga, temos que f(r(t)) atinge
seu maximo em ¢ = 0. Logo, df (r(0))/dt = 0, e como

d /
() =V (1) - r'(0),

temos que V f(x*) ¢ também ortogonal a r'(0). Em duas dimensoes, se V g(x*) e V f(x*)
sao ortogonais a r'(0) isto significa que V g(x*) e V f(x*) s@o colineares, i.e., existe \* € R
tal que
Vg(x*) = A"V f(x").
O caso mais geral, em dimensoes maiores e com numero arbitrario de restri¢coes, é enun-
ciado no teorema abaixo.

TEOREMA 10.6.1 (Lagrange). Sejam f,gi,...,gx funcdes reais definidas em R™ com
derivadas continuas. Suponha que exista 6 > 0 e x* € R™ e tal que
JxT) =min{f(x) : x € Bs(x") e g1(x) = -+ = gr(x) = 0}.
Entao existem nimeros j, \j, ..., A\ nao todos nulos e tais que
(10.6.1) puVf(x) =N Vg (x")+- -+ A\ Vge(x").
Além disto, se {V g1(x*),...,V gr(x*)} € linearmente independente, entio pode-se tomar
w=1.

DEMONSTRAGAO. Supondo que x = (x;1,X3) € R"™* x R¥ e g : R® — R* seja tal que
Vi, (X*) seja invertivel, entdo existe h : R"* — R* tal que g(x;,h(x;)) = 0 para todo
x; € R"*. Seja entdao F : R"* — R dada por
(10.6.2) F(x1) = f(x1,h(z1)).

Tem-se imediatamente que

f(x],x3) = F(x]) = max F(x1).

x1ERn—F
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Obtemos entao pela regra da cadeia que

0=V F(x]) = Vy, f(X],%5) + Vi, f(x],%3) - Vi, h(x])
Como g(xl,h(xl)) = 0, entdo

Vi 8(X7,%5) + Vi, (X7, %3) Vi, h(x7) = 0
e portanto Vy, h(x}) = —[Vy, g(x},x3)] - Vi, 8(x3,x3%). Obtemos entao
Vxl f(x){a X;) =A- VXI g<XTa X;)
onde XA = Vy, f(x%,%3) - [Vx, g(x},x35)]7!. Note entretanto que
VXZ f(X; X;) =A- [VX2 g(xylﬂa X;)]_17
e entao
(10.6.3) Vi [(x") =X Veg(x").
L]

OBSERVACAO. Note que uma forma compacta de descrever as condicoes de Lagrange
vem através da definicdo do Lagrangeano £ : R™ x R¥ — R dado por

(10.6.4) L(x,A) = f(x) =X g(x),

onde A = (Ay,..., \) € RF e g(x) = (q1(x),...,gx(x)) € R*. Entao as condi¢des necessé-
rias para x* ser ponto de minimo sao dadas por V L(x*, A*) =0, i.e.,

(10.6.5) Vi L(x",A*) = Vi f(x") = A" Vig(x*) =0, ViL(x,A)=-g(x")=0.
Os ntimeros A}, ..., A; acima sao conhecidos por multiplicadores de Lagrange, e em muitas

aplicagoes tém significado préprio.

Apresentamos, seguindo [8], alguns argumentos que indicam o porqué do resultado valer.
A argumentagao é toda baseada na aproximacao dada pelo Teorema do Valor Médio:
(10.6.6) gi(x" +8) & g;(x*) + V g;(x*) - s,
Diremos que s € R™ é uma direcio factivel se x* + s satisfizer todas as restrigoes, i.e.,
gi(x* +s8) = 0 para todo i = 1,...,k. Logo, para termos s factivel, temos g;(x* +s) =
g:(x*) = 0. Logo, por (10.6.6)), vemos que s é factivel se e somente se
(10.6.7) Vgi(x*)-s=0parai=1,... k.
Note que a derivada direcional da f em x* na direcao factivel s nao pode ser negativa, pois
isto indicaria que f(x* +s) < f(x*), uma contradi¢do com x* ser minimo local. Logo
(10.6.8) V f(x*)-s<0

nao pode ocorrer junto com ([10.6.7)).
A condigao necessaria e suficiente para que ((10.6.7) e (10.6.8)) nunca ocorram simultane-
amente ¢ que existam Aj, ..., A tais que

Vi) =ANVa)+-+ A Vagex").

E imediato checar que a condicdo é suficiente. Para ver que é também necessaria, suponha
que (10.6.7) e (10.6.8) n ao ocorram simultaneamente para nenhuma dire¢a factivel s, e
considere P o subespago vetorial formado por V g (x*),..., V gx(x*). Se V f(x*) ¢ P entao
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existe u nao nulo e ortogonal a P. Por (10.6.7)), u é factivel. Seja v € P tal que u+ v =
V f(x*). Entao s = —u satisfaz ((10.6.7)) e (10.6.8)), uma contradigao.

10.6.1.2. Restrigoes de desigualdade. Uma outra situagao de minimizagao com restrigoes
ocorre quando as restrigoes sao dadas por desigualdades, e nao mais como acima. neste caso
temos o Teorema de Kuhn—Tucker, dado abaixo.

TEOREMA 10.6.2 (Kuhn—Tucker). Sejam f, hq, ..., hy fungées reais definidas em R™ com
derivadas continuas. Suponha que existam § > 0 e x* € R™ tais que

f(x*) = min{f(x) : x € B5(x") € hi(x) = 0,---, hi(x) = 0}.
Entao as sequintes afirmativas sao verdadeiras:

(1) existem nimeros p, A}, ..., Ay ndo todos nulos e tais que
pV f(x*) = AT VR (X*) + -+ AV he(x5).

(2) sejai € {1,...,k} tal que h;(x*) > 0. Entdo pode-se impor X} = 0.
(3) se o conjunto V= {V h;(x*) : hj(x*) =0, onde 1 <1i <k} € linearmente indepen-
dente, entao pode-se tomar p=1e A} >0,...,A}; > 0.

Seguiremos aqui apresentar os argumentos que apresentamos justificando o Teorema de
Lagrange, seguindo novamente [8|. Podemos supor, sem perda de generalidade, que h;(z*) =
0 para todo i =1,..., k. De fato, se h;(z*) > 0, entdo podemos tomar uma vizinhanca de x*
tal que h; seja estritamente positiva nesta vizinhanca (pois h; é positiva). E este o motivo
podemos tomar ] = 0 nestes casos.

Se s é diregao factivel, i.e., satisfaz as desigualdades, entao, h;(x* +s) > 0. Logo, como

hi(x*) = 0, por ([10.6.6)), temos
(10.6.9) Vhi(x*)-s>0parai=1,...,k.

Desde que a derivada direcional da f em x* na direcao factivel s nao pode ser negativa,
temos que

(10.6.10) VFix)-s<0

nao pode ocorrer junto com ([10.6.9)).
A condigao necesséria e suficiente para que ((10.6.9) e (10.6.10) nunca ocorram simulta-
neamente é que existam A} > 0,..., A\; > 0 tais que

VF(x) = NV hy(X7) + - - + ALV g (7).

Novamente, é facil checar que a condi¢ao é suficiente. Para ver que V f(x*) é combinagao
linear de V hy(x*), ...,V hi(x*), basta argumentar como no caso de restri¢ao estrita. Sem
perda de generalidade suponha agora que A} < 0. Seja P o espago vetorial formado pelas
combinagoes lineares de {V ha(x*), ...,V hi(x*)}. Seja agora s vetor ortogonal ao subespago
P, e “apontando na mesma dire¢ao que V hy(x*)”, i.e., tal que V hy(x*)-s > 0. Por construcao
temos entao que ((10.6.9)) e (10.6.10)) ocorrem com tal s, uma contradi¢ao. Logo temos sempre
Af > 0. Note que no argumento acima usamos que V hy(x*) é linearmente independente de
V ha(x*),..., V hi(x*) (caso contrario V hy(x*) € P). Esta hipotese de independéncia linear
¢ um artificio desta demonstragao, e pode ser eliminada [8].
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10.6.1.3. Restricoes de positividade. Seja f : R" — R “suave” e considere o seguinte
problema de otimizacao com restrigoes:

(10.6.11) min f(x) tal que x> 0.

xeR™

e suponha que x* resolva (10.6.11)). Seja {ey,..., e, } base canénicade R™ ei € {1,...,m}.
Seja f; : [0,00) — R dada por

fi(r) = flal, o5, ... 0, T, 2 4, ..., ).

Note entao que f; atinge minimo em 7 = z}. Se z; = 0, entdo f/(z}) > 0, caso contrario,
fi(xF) > 0. Podemos escrever estas condigoes de forma resumida por

fl)) >0,  aifi(x})=0, x>0

(2
Como f/(z}) = 0f/0x;(x}), reescrevemos as condigdes acima por

Vf(x*) >0, Vx")-x* =0, x* > 0.

10.6.1.4. Restricoes de positividade com desigualdade. Com a introducao de variaveis de
folga, pode-se reduzir o problema com restri¢oes de desigualdade a problemas com restri¢oes
de positividade. Seja g : R™ — R* “suave” e b € R¥ com k > 1, e

(10.6.12) min f(x) tal que g(x) > b, x > 0.

xER™

Introduzindo a varidvel de folga s = g(x) — b, obtemos um problema na forma:

(10.6.13) min f(x) talques+b—g(x)=0, s>0, x>0.

xeR™

Para obtermos condi¢oes suficientes para pontos de 6timo, basta combinar a demons-
tragao do Teorema [10.6.1] com as ideias da Secao [10.6.1.3] O lagrangeano sera agora dado
por

Lx,A) = f(x)+ X (s+b-g(x)),
e as condigoes necesséarias de otimalidade sao
Vi Lx,A) =V f—=A-Vyg>0, Vi L(x,A)-x= (Vi f—A-Vxg) -x=0,

Vs L(x,A)=A >0, Vs L(x,A)-s=A-s8=0,
VaL(x,A\)=s+b—-g=0, s>0, x > 0.

computed at x = x*, s = s* and A = A*. Eliminando s = g — b, obtém-se finalmente

Vif—X-Vig >0, (Vi f—=A-Vxg) -x=0,
A>0, A-(g—b)=0, g—b>0, x > 0.
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10.6.2. Condicoes de segunda ordem. Considere o caso de restrigoes de igualdade
somente, como no Teorema [10.6.1} Considere x* e A* tal que ((10.6.5) valha. Temos por
Taylor, para s admissivel, que

1 1
(10.6.14) f(x"+s) = L(X*+8,X") =~ L(x7, }\*)+Vx£(x*,)\*)-s+§s-W*s = f(x*)+§s-W*s

onde L foi definida em ((10.6.1)), e W* é a Hessiana de £ em relagao a x, i.e,

L LX)
s-W*s = ZWSZ'SJ‘.

4,j=1

Como x* é minimo, obtemos de ((10.6.14]) a condicao necessaria s - W*s > 0 para todo
s admissivel, i.e., todo s tal que satisfaca ((10.6.7)). Similarmente, de (10.6.14]) obtemos a
condicao suficiente para que x* seja minimo estrito, que é

s-W*'s >0

para todo s admissivel.

Para o caso de restrigoes com desigualdade, seja s admissivel, i.e., tal que h;(x* +s) > 0.
Entao definimos agora

L(x,A) = f(x) = A-h(x),
onde h(x) = (hi(x),..., hy(x)) € R™. Portanto

(10.6.15)
1
f(x*+s) = L(X*+8, N )+A"-h(x*+s) = L(x*, A")+ Vi L(x7, )\*)-s+§s-W*s+)\*~h(x*+s)

k
1
= [(x) = N h(x) + g5 Wis + ; Aehi(x* +s).
Como A} > 0, podemos definir A, = {i inteiro : A\f >0, 1 <i <k} e Af = {i inteiro : \} =
0, 1 <i <k}. Logo, usando que h;(x*) = 0,
* * ~ 1 * * *
Fx"+8) = f(x") ~ o8- W s+4§ AV hy(x¥) - s,
€A}

Buscamos entao condig¢oes suficientes para que o lado direito da equagao acima seja positivo.
Se s é factivel, entao vale (10.6.9). Se V h;(x*) - s > 0, para s “pequeno o suficiente” temos
que
1
5s Ws+ > N Vhi(x7)s>0

€A,

e f(x*+s) > f(x*). Entretanto, se V h;(x*)-s = 0, uma condi¢ao suficiente para que
f(x*+s) > f(x*) é exigir que s - W*s > 0 para todo s admissivel e ortogonal a V h;(x*)
parai € A,.
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10.7. Exercicios

ExXERrcIcIO 10.1. Extenda para f : R™ — R" o conceito de limite de fun¢oes num
determinado ponto x5 € R™.

EXERcCICIO 10.2. Seja f e g funcoes de R™ — R”, diferenciaveis em x € R™. Mostre
usando a defini¢ao de derivadas que (f + g)'(x) = f'(x) + ¢'(x). Seja h : R™ — R também
diferenciavel em x € R™. Mostre usando a defini¢ao de derivadas que (hg)'(x) = h'(x)g(x)+
h(x)g' (x).

EXERCICIO 10.3. Sejam a < b numeros reais, e f : [a,b] — R continua em |[a,b] e
diferenciavel em (a,b). Mostre que entre duas raizes consecutivas de f’ existe no maximo
uma raiz de f.

EXERCIcIO 10.4. Seja f : R? — R dada por
2

Y

———— para (x, 0,0),

flay)=d@1gi P (z,y) # (0,0)

0 para (z,y) = (0,0).

Mostre que a derivada direcional de f em (0,0) com respeito a u = (a, b) existe e que

2

b
D, f(0,0) = —, se a # 0.
a
Mostre que f nao é continua e portanto nao é diferenciavel no (0,0).

EXERcicIO 10.5 (Kevmasan |20|, Example 1.1.1). Mostre que f : R* — R dada por

.Z‘S

fay) = d ey x a1 P @) #(0.0),
0 para (z,y) = (0,0).

tem todas as derivadas direcionais em (0,0) iguais a zero, mas que f nao ¢é diferenciavel no
(0,0). (Dica: considere h = (h, h?) em ((10.3.1)).

EXERCICIO 10.6. Seja @ = (0,1) x (0,1). Suponha que f: Q — R, e g: Q — R sejam
diferenciaveis em ). Mostre que se f'(x) = g'(x) para todo x € @, entao existe constante ¢
tal que f(x) = g(x) + ¢ para todo x € Q.

EXERCICIO 10.7. Seja €2 C R", aberto e com a seguinte propriedade: existe x* € () tal
que para todo x € Q, areta Sy = {tx+ (1 —t)x*: ¢t € [0, 1]} esta contida em (2, i.e., Sy C Q.
Seja f : Q — R fungao diferenciavel em € e tal que todas as derivadas parciais de f(x) s@o
nulas, para todo x € 2. Mostre que f é constante.

EXERCICIO 10.8. Seja B = {x € R™ : ||x|| < 1} e f : B — R funcéo continua em B,
diferenciavel no interior de B e tal que f = 0 na fronteira de B. Mostre que f tem ponto
critico no interior de B.

EXERCICIO 10.9 (Minimos Quadrados). Considere para i = 1,...,n os pontos (z;,y;) €
R? e seja p : R — R dada por p(z) = ax?® + bz + ¢ tal que a, b e ¢ minimizam o erro



110 10. FUNCOES DE VARIAS VARIAVEIS

S Ip(xi) — yil®. Mostre que a, b e ¢ satisfazem as equagoes
n n n n
aZx? +be? —1—02%2 - sz?yi’
i=1 i=1 i=1 i=1
n n n n
DDLTE) TS SP
i=1 i=1 i=1 i=1
n n n
aZx? +bZ:1:i +cn = Zyi.
i=1 i=1 i=1

ExXERcIcIO 10.10. Seja A C R™ compacto, e A° o conjunto dos pontos interiores de A.
Seja f : A — R duas vezes diferenciével, com derivadas continuas, em A°. Suponha ainda
que f se anule em toda a fronteira de A, e que f” seja negativa definida para todo ponto em
A°. Mostre que f(x) > 0 para todo x € A°.

EXERCICIO 10.11. Mostre, usando o Teorema [10.4.3] que (0,0) é ponto de sela de
f(x,y) = 2% — %, e ponto de minimo estrito local de f(z,y) = 2 + y>.

EXERCICIO 10.12. Sejam as fungoes f : R — R e g : R — R duas vezes diferenciaveis,
com as segundas derivadas continuas. Suponha que o zero seja ponto de minimo estrito de
feg,eque f(0)=g(0) =1. Seja ¢ : R* — R dada por p(z,y) = f(x)g(y). O que podemos
afirmar sobre a Hessiana de ¢ em (0,0) (nada pode ser afirmado, ela é indefinida, positiva
definida, positiva semi-definida, negativa definida, etc)? O que podemos afirmar sobre o
ponto (0,0) em relacao a ¢ (nada pode ser afirmado, é ponto de méximo, de maximo estrito,
de minimo, de minimo estrito, de sela, etc)? Justifique suas respostas.

EXERciCIO 10.13. Seja f : R — R? diferenciavel e tal que [|f(¢)|| = 1 para todo t € R.
Mostre entao que f'(t) - £(¢) = 0. O vetor f'(¢) é o vetor tangente da curva £ em t.

EXERCICIO 10.14. Seja 2 C R™ aberto e f : 2 — R diferenciavel em x € (). Seja
V f(x) = (0f/0x1,...,0f/0xy)(x) € R™. Supondo que x nao é ponto critico de f, mostre
que a derivada direcional D, f(x) atinge seu maximo quando u = ¢V f(x) para algum ¢ > 0.
O vetor V f é chamado de wvetor gradiente de f, e da a direcao de “maior crescimento” da
funcao f no ponto x.



CAPiTULO 11
Equacoes Diferenciais Ordinéarias

E| Neste capitulo discutiremos aspectos relacionados a soluc¢oes de equagoes diferenciais
ordinarias (EDOs).

11.1. Equacgoes lineares de primeira ordem

Considere a equacao diferencial ordinéaria de primeira ordem

(11.1.1) y' +p(2)y = g(z),
(11.1.2) y(2o) = Yo, -

Se f e g forem continuas, entao existe um tinica solucao para o problema acima num intervalo
aberto contendo xy. Esta solugao ¢ dada como y = y;, +v,, soma de uma solugao homogenea
yp, com uma solucao particular Y,. Uma solugao homogénea é dada por qualquer funcao que
satisfaga v, +p(z)yn = 0. Por outro lado, uma solugao particular tem que satisfazer (11.1.1)).

Para encontrar uma solucao particular, usamos fatores de integragdao. Seja pu(x) tal que

(11.1.3) i () = p(a)ua).
Suponha por um momento que saibamos resolver a equacao acima. Neste caso, multipli-

cando (11.1.1)) por u, obtemos
v+ p@)yp = g(x)p.
Porém, (yu) = y'u+ yu', e portanto

(yp)" = —p(x)yp + g(@)p +yp' = [—p(x)y + g(x) + yp(x)|u = g(x)p.

Then

1 xT
M@ZRBLﬂ®M$@+m

Falta ainda resolver (11.1.3]). Suponha por um momento que p seja estritamente positiva.
Entao, de

(n(u(2)) = 9 _ )

temos

10ltima Atualizagao: 21/09,/2020
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EXEMPLO 11.1 (]5]). Considere o problema de achar y(t) tal que
(11.1.4) ty' + 2y = 4t% y(1) = 2.

Reescrevendo a equagao acima na sua forma usual, vemos que y' + 2y/t = 4t. Seja u(t) tal

que
2
p(x) = exp </ —ds) =exp (2Int) = t*.
s

Multiplicando a equacgao (11.1.4]) por u, obtemos
Yt + 2yt = 413,

e entao (yt?)’ = 4t3. Integrando, vemos que
yt? = /453ds =t*+ec

Da condigao inicial y(1) = 1, concluimos que c =1 e
1

11.2. Equacgoes de segunda ordem com coeficientes constantes

Considere agora uma equagao da forma
(11.2.1) ay” + by’ + cy(t) = g(t).
Novamente note que se yj, resolve a equacao homogénea ay;, + by;, + cy(t) = 0, e se y, ¢ uma
solugao particular, i.e., resolve (11.2.1)), entao yj, + y, também ¢ solucao de ((11.2.1).
Consideraremos primeiro o problema homogéneo
(11.2.2) ay” + by’ + cy(t) = g(t).

supondo g = 0 e buscando solucdes linearmente independentes yt e yb (i.e., se existirem
constantes c; e ¢y tais que ¢y} (t) + oyl (t) para todo z, entdo ¢; = ¢ = 0). Por substituicdo,
veja que se y? e yP sdao solugoes de (11.2.2)), entdo c1y™(t) + coy(t) também o sdo.
Substituindo y(t) = €™ na equagao, onde r é constante, obtemos
(ar® +br +c)e" =0
para todo x. Como €"* nao se anula, temos que r é raiz de
(11.2.3) ar®* +br4c =0,

sao a chamada equacdo caracteristica de equacao diferencial (11.2.2]). Note que se (|11.2.3))

tiver raizes ry, ro diferentes (independente de serem reais ou nao), temos que e’ e ™!
serao solucoes linearmente independentes da equagao homogénea (11.2.2). A solucao geral
para ((11.2.2)) é dada por y(t) = c1e™'+coe™!, e para determinar as constantes sao necessarias
duas condigoes, normalmente dadas por

y(0) =w,  ¥'(0) =1y
Substituindo, temos

y(0) = c1 + ¢c2 = yo, y(0) = ey + oy = Y-
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As duas condigoes acima determinam de forma tnica ¢; e cp, quaisquer que sejam os valores
de yo e Y-

No caso em que as raizes da equacao caracteristica(|11.2.3)) sejam complexas conjugadas,
ie., i =AN+iuery=\—iu com u+# 0 onde i> = —1, temos pela formula de Euler que

et = eM(cos(ut) + isin(ut)), e = eM(cos(ut) — isin(ut)).
Somando e subtraindo as solugoes acima obtemos novas solugoes linearmente independentes,
ie.,
et 4 et = 2eM cos(put), et — er2t = 2eM sin(pt).

Como 2 e 2i sao constantes, podemos buscar a solu¢ao geral como combinagao linear das
funcgoes reais

u(t) = eM cos(ut), v(t) = eMsin(ut).
Estas serao também linearmente independentes, desde que p # 0.

Entao, dados yo e 3}, buscamos y(t) = cyu(t) + cov(t) onde
y(0) = c1u(0) + cv(0) = cy 0 = o, y'(0) = c1¢/(0) + cov'(0) = ys,.

Note que ¢; = yo/p. Para determinar ¢y, é preciso determinar o valor de v'(0) e v'(0).
O dltimo caso de interesse é quando r = r; = ro, neste caso tentamos solucoes da forma
e e te™ ie., y(t) = c1e™ + ce™, onde ¢ e ¢y sao determinadas pelas condigoes iniciais.

11.3. Sistemas homogéneos lineares de duas equacoes com coeficientes
constantes
Considere o sistema de equagoes
x) = axy + bxs,
xh = cxy + dzg,
com condigdes iniciais z1(0) = 29 e 22(0) = 29. O sistema pode ser escrito na forma matricial

(11.3.1) x' = Ax, x(0) = xq,

() o= (20). %= ()

Ha duas formas possiveis de se resolver o sistema acima. A primeira é por substituicao. Se
b = c = 0, entao na verdade temos duas equacoes desacopladas, simples de serem resolvidas.
Se b # 0 (o caso ¢ # 0 é analogo), entdo

onde

1, a
To — -y — -1
R
e entao
1 a
/ " !
b b
Portanto

I/_g

1
0 b37/1 = cxq + dzy
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e obtemos o sistema de segunda ordem para xi:

1 1
—x] — gm'l —cxy —d(=x] — C—le) = 0.

b b b b
A segunda maneira de se estudar sistemas ¢ usando algebra linear. Considere x = ¢®'v.
Entao
Ax =x'(t) <= A(e"'v) = ae®v.

Dividindo ambos os lados por e* obtemos que x(t) = e*v é uma solugdao para se

e somente se Av = av, i.e., v é autovetor de A com autovalor a. Considere as seguintes
situacoes:

(1) Autovalores reais e diferentes. Sejam «; # ay autovalores reais, e sejam vy e vo

autovetores correspondentes. Entao estes sao linearmente independentes, e podemos

buscar solucoes da forma ce®tvy + cpe®?'vy. As constantes ci, ¢y sao calculadas
tomando-se t = 0 e obtendo-se
(1132) C1V1 + CaVy = Xg.

(2) Autovalores complexos. Sejam a; # as autovalores complexos de A. Como A ¢
real, temos que os autovalores sao conjugados, i.e., podem ser escritos como A & ipu.
Além disto, os autovetores também sdo conjugados. De fato, se (A — al)v = 0,
entdo (A —al)v =0.

Suponha p # 0, considere o autovalor A+ip e o autovetor correspondente v, +iv;,
onde v, e v; sao vetores reais. Entao

e (v 4ivy) = eM(cos pt 4 i sin pt) (v, 4+ ivi) = eM(vy +ivy),

onde vi = cosutv, — sinutv; e vo = sin utv, + cos utv;. Pode-se mostrar que
Vi e vy sdo linearmente independentes e podemos tomar eMv; e eMv, como solu-
coes independentes e buscar uma solucao geral da forma cie®'v; + ce®?'vy resol-

vendo (|11.3.2)).

(3) Autovalores repetidos. Se A é autovalor duplo com dois autovalores linearmente
independentes v; e vy, entao a solugao geral é dada por e*(c;vy + cava) e .
Caso o autoespago associado a A seja unidimensional (com autovetor v), entdao a
solucao geral é dada por

c1e™Vv + cpe™ (tv + u),

onde (A — A)u=v.
11.4. Equacoes de diferencas

A equacao de recorréncia de ordem n linear homogénea discreta com coeficientes cons-
tantes consiste em achar y : N — R tal que

(11.4.1) Ye = C1Yi—1 + C2lYi—2 + - + Cali—d,

onde ¢4 # 0, t € N, e denotamos y; = y(t). Para determinar de forma tunica solugdes para
equacgoes deste tipo, as condi¢oes iniciais ¥, ..., yqs_1 tém que ser dadas.

Note que as somas de solugoes sao também solugoes. Buscamos entao solugoes do tipo
y; = r'. Substituindo em [11.4.1] obtemos que

t t—1 t—2 t—d+1 t—d t—d d—1 d—2
r=cr 4 cr 44 cqgqr + + cqr =r (017“ + Cor +---+cd_1r+cd).
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Concluimos entao que y; = 7t é solucao se e somente se r ¢ raiz do polindmio de ordem d:
(11.4.2) rd — et —egrd 2 4o — ey — g = 0,

chamado de polindmio caracteristico. Se todas as d raizes rq,...,r, forem distintas, entao a
solucao geral é dada por

Y= ayri + -+ aqry.
onde as constantes ay, ..., aq sdo determinadas pelas condi¢Oes iniciais. Suponha agora que
haja uma raiz repetida, por exemplo, suponha que r; tenha multiplicidade 3. Entao a
expressao ar! + btrt + ct*r! também seréa solugao.

11.4.1. Relacoes recursivas de segunda ordem. Considere uma relagao da forma
Yr = Ayi—1 + Byso.
Entao a equacao caracteristica é dada por
r? = Ar + B.

No caso de raizes 11 # ro distintas, entao a solugao geral ¢ da forma y; = 17} + corh, onde
c1 € ¢y sao constantes a serem determinadas pelas condi¢oes iniciais. Note que se as raizes
forem complexas, nada muda (s6 temos que trabalhar com ntimeros complexos).

No caso de duas raizes iguais r; = ry, entao a solucao ¢ dada por y; = ¢t + cotrt. Para
ver que tr} ¢ também solugao do problema, note que

r? —Ar — B = (r —r)* =1r?—2rr +1r2.
i.e., A=2r e B=—r? Entao
trl =t(Art ' 4+ Br'?) = Atrl 4+ Btrt P = At — 1)rt - B(t - 2)r' 2 4+ Artt 2Byl ?
Entretanto, Ary + 2B = 2r;7 + 2(—r%) = 0, e portanto,
tri = At — D)ri™' + B(t — 2)r' 2

e entao tr} é solucao.






APENDICE A

Uma introdugao nao tao formal aos fundamentos da matematica

B

A matematica se baseia na argumentacao logica. Outras areas do conhecimento, talvez
todas, podem também reclamar para si tal propriedade, Entretanto a matematica é o proprio
desenvolvimento da argumentagao formal, é a “logica aplicada.”

Este aspecto da matematica tem consequéncias interessantes; seus resultados independem
da época, cultura e regiao em que foram gerados. O Teorema de Pitagoras, demonstrado
por fanaticos matematicos (os pitagoricos), cerca de 500 A.C., sera valido em qualquer lugar
e época (http://mathworld.wolfram.com /PythagoreanTheorem.html).

Outras areas tém teorias “exatas” que sao na verdade aproximagoes da realidade, com
“validade” somente sob determinadas condigoes (por exemplo, teoria da relatividade versus
fisica quantica). Mesmo certas definigoes podem mudar. Como exemplo, em 1997 a unidade
de tempo segundo foi definida mais uma vez (http://en.wikipedia.org/wiki/Second). Quanto
ao pobre quilograma, bem, este ainda busca uma definicao adequada aos nossos tempos
(http://en.wikipedia.org/wiki/Kilogram).

Parece-me desnecessario comentar sobre a volatilidade de varias teorias econémicas. . .

Nestes rapidos comentarios que seguem, pretendo passear por alguns aspectos de como
a matematica funciona. Uma 6tima referéncia ¢ o livro do Terence Tao |28].

A.1. Argumentacao formal

A.1.1. Afirmativas. Como funciona a argumentacao formal na pratica? Objetos fun-
damentais sao as afirmativas (ou afirmagoes ou expressoes logicas), que sempre sdo verda-
deiras ou falsas, mas nunca verdadeiras e falsas simultaneamente. Por exempl(ﬂ

(A.1.1) 1+1=2,

(A.1.2) 1=2.

Vou me adiantar afirmando que (A.1.1]) é verdadeira e (A.1.2)) é falsa. Esperando que o leitor

ja tenha se recuperado da surpresa, cabe aqui comentar que frases sem sentido como
=14+3—

nao sao afirmativas. Expressoes do tipo 3+1 também nao. Uma regra usual é que afirmativas
tém verbos.

Afirmativas podem ser combinadas com “ou” e “e” gerando outras. Por exemplo, se a é
um namero real qualquer, entdo a afirmativa (¢ > 0 ou a < 0) é verdadeira, mas (a > 0 e
a < 0) nao o é. A regra geral é que se X e Y sao afirmativas, entdo (Xe Y) s6 é verdadeira

1Ultima Atualizagao: 09/01,/2008
2Suponho, por enquanto, que as propriedades de conjuntos e dos nimeros reais sao conhecidas
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se X e Y forem ambas verdadeiras. Similarmente, (Xou Y') s6 ¢é falsa se X e Y forem ambas
falsas. Note que se apenas uma das afirmativas for verdadeira, (X ou Y') é verdadeira. Note
que esta noc¢ao pode diferir de um possivel uso corriqueiro do ou, como na frase ou eu, ou
ele ficamos. Neste caso quer-se dizer que ou eu fico, ou ele fica, mas nao ambos — este é o
chamado ou ezclusivol]

Podemos também negar uma afirmativa. Se X ¢ uma afirmativa verdadeira, entao (nao
X) é falsa. Da mesma forma, se Y ¢ uma afirmativa falsa, entao (ndo Y') é verdadeira. Negar
uma afirmativa pode ser 1til pois para concluir que uma afirmativa Z é falsa, as vezes é mais
facil provar que (nao Z) é verdadeira.

Seguramente, este papo poderia ir bem mais longe com a algebra de Boole ou booleana
(http://en.wikipedia.org/wiki/Boolean algebra).

A.1.2. Implicagoes. Os passos de uma argumentacao matemaética sao dados via im-
plicagoes. Se de um fato conhecido, por exemplo uma afirmativa verdadeira X, eu possso
concluir uma afirmativa verdadeira Y, entao eu escrevo

(A.1.3) X =Y,
e leio Ximplica Y, ou ainda se X entdo Y. Por exemplo
(A.1.4) a>0 = 2a>0.

Abstraindo um pouco mais, note que (A.1.3) e (A.1.4) também sao afirmativas. Outros
exemplos de afirmativas:

(A.1.5) 0=0 = 0=0,
(A.1.6) 0=1= 0=0,
(A.L.7) 0=1 = 0=1,
(A.1.8) 0=0 = 0=1.

As trés primeiras afirmativas acima sao verdadeiras. Somente a tltima é falsa. A primeira da
lista ¢ uma tautologia (redundancia, do grego tauto, o0 mesmo), e é obviamente correta. Ja a
segunda é correta pois de hipoteses falsas pode-se concluir verdades (multiplique ambos os
lados de por zero). A terceira é verdade pois se a hipotese é verdadeira, a conclusao,
sendo uma mera repeticao da hipotese, também o é (este tipo de argumento é usado em
demonstragoes por contradigao). Finalmente, é falsa pois nao se pode deduzir uma
afirmativa verdadeira partindo-se de uma falsa.

A argumentagao (e a demonstragdo) mateméatica baseia-se em supor que algumas hipo-
teses sao verdadeiras e em concluir resultados através de implicagoes.

Note que a implicacao nao é “reversivel”, i.e., se X = Y, nao podemos concluir que
Y = X. Realmente, v = —1 = 22 =1, mas 2> = 1 &= x = —1 (esta seta cortada ¢ o
simbolo de nao implica), ou seja, nao se pode concluir se z = —1 ou nao a partir da hipotese
22 =1.

As vezes, tanto a implicacdo como seu reverso valem. Se por exemplo X =— Y e
Y = X escrevemos simplesmente X <= Y, e lemos X se e somente se Y.

30utro termo matematico que pode ter sentido diferente do uso diario ¢ em geral. Na matemética, em
geral quer dizer sempre, enquanto no dia-a-dia quer dizer "quase sempre"
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A.1.3. Axiomas. E como comecar a construgao da matemaéatica em si, i.e., quais sao as
hipoteses bdsicas que sao necessariamente verdadeiras? Iso é importante pois, como vimos,
partindo-se de hipoteses falsas pode-se chegar a conclusoes falsas, sem comprometer a ldgica.
Aqui entram os aziomas, premissas verdadeiras consideradas “6bvias.” E uma boa idéia que
este conjunto de premissas seja o menor possivel, i.e., um axioma do conjunto nao pode ser
demonstrada a partir dos outros.

A partir dos axiomas controi-se via implicagdes toda uma matematica (mudando-se o
conjunto de axiomas, muda-se a matematica).

Um exemplo de axioma vem a seguir.

AXIOMA A.1.1 (do conjunto vazio). Existe um conjunto que nao contém nenhum ele-
mento.

Suponha que se possa definir o que é uma pessoa careca, e considere o seguinte axioma.

AXI0MA A.1.2 (do fio extra). Um careca que ganhar um fio extra de cabelo continua
careca.

Pode-se concluir entdo o seguinte resultado (tente demonstré-lo).
Se o Azioma do fio extra vale, entio todos os seres humanos sao carecas.

O alerta que o resultado acima nos fornece é que devemos ter cuidado com os axiomas
escolhidos. Resultados “patolégicos” podem advir deles. E de fato, resultados “estranhos”
permeiam a matematica. . .

A.1.4. Definigoes, lemas, teoremas. Uma das formas de se construir novos objetos
matematicos é através de definicoes. Por exemplo podemos definir o conjunto dos ntimeros
naturais como N = {1,2,3, ... }ﬁ Outro exemplo: seja

f:Z—R
x = 2.

A expressao acima define uma fungao chamada “f” que associa a cada nimero inteiro o seu
quadrado, levando-o nos reais.

E quanto a proposi¢coes dadas por lemas e teoremasﬂ? Normalmente, lemas e teoremas sao
escritos a parte, sendo compostos por hipoteses, e conclusoes explicitamente mencionadas.
Exemplos de lema e teorema vém a seguir.

LEMA A.1.3. Supondo que o Axioma do conjunto vazio vale, entao existe somente um
conjunto vazio.

4Alguns autores utilizam o stmbolo := no lugar de = em defini¢des. Esta é provavelmente uma boa idéia
pouco utilizada, e eu nao a seguirei.

5Uma dtvida comum: qual a diferenca entre os trés? Bom, normalmente proposicdo tem um carater mais
geral, sendo uma sentenca logica verdadeira (na matemética “usual”). J& um lema é proposi¢do preliminar,
que contribui na demonstragao de um resultado principal, um teorema. Muitas vezes entretanto, o lema tem
interese proprio. Em geral, o gosto e o estilo do autor determinam o que é proposi¢ao, lema ou teorema.
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TEOREMA A.1.4 (de Fermat). ﬂ Sejan € N, com n > 2. Entao nao existem inteiros

positivos x, Yy, 2 tais que x" + y" = 2".

A hipétese do lema é o axioma do conjunto vazio (Axioma , e a conclusao é
de que s6 existe um conjunto vazio, isto é todos os conjuntos vazios sao iguais. Este ¢ um
tipico resultado de unicidade. J&4 no Teorema de Fermat impondo-se hipoteses sobre
a poténcia n (ser inteiro e maior que dois), obtem-se um resultado de néao ezisténcia.

Normalmente lemas e teoremas descrevem resultados de interesse e nao triviais, i.e., as
conclusoes nao se seguem trivialmente das hipdteses. Algumas vezes entretanto casos impor-
tantes particulares sao facilmente obtidos de resultados mais gerais. Estes casos particulares
sao chamados de coroldrios. O Teorema de Fermat por exemplo é um corolario de um outro
resultado mais poderoso (chamado Teorema da Modularidade). E claro que “trivialidade”
nao é um conceito rigoroso e é certamente relativa.

A.1.5. Prova ou demonstragao. Uma prova ou demonstra¢ao sao os passos logicos
para se concluir uma proposi¢ao. Algumas demonstracoes sao simples, outras nem tanto. Por
exemplo, a demonstragao por Andrew Wiles do Teorema de Fermat fechou com chave de ouro
a matemaética do século XX. A prova é uma intricada sequéncia de resultados publicada num
artigo de 109 paginas na mais conceituada revista de matematica, os Anais de Matemaética
de Princeton [31].

Antes da demonstracao de Wiles, o agora “Teorema de Fermat” era “somente” uma con-
jectura, um resultado que acredita-se verdadeiro mas que ninguém demonstrou. Uma ainda
conjectura famosa é a de Goldbach, que afirma que todo inteiro par maior que dois pode ser
escrito como a soma de dois miimeros primos. Para ntimeros menores que 108, o resultado
foi checado computacionalmente, mas o caso geral ainda nao esté provado.

A.2. Demonstragao por indugao e contradicao

Primeiro revemos aqui, através de um exemplo, como é possivel demonstrar alguns fatos
usando argumentos indutivos.
Considere a afirmativa

(A.2.1) Y i= g(n +1)

para todo n € N.

Para demonstrar que (A.2.1]) vale para todos os inteiros positivos, comegamos observando
que paran = 1, a afirmativa é obviamente verdadeira. Assuma entao que ((A.2.1)) seja verdade
para n = N*, ie,

N* N*
A2.2 = —(N*+1).
(42 >i= GV

SEnunciado de Fermat, na margem do livro Arithmetica de Diophantus: Cubum autem in duos cubos, aut
quadratoquadratum in duos quadratoquadratos, et generaliter nullam in infinitum ultra quadratum potestatem
i duos etusdem nominis fas est dividere cuius rei demonstrationem mirabilem sane detexi. Hanc marginis
exiguitas non caperet. (E impossivel separar um cubo em dois cubos, ou a quarta poténcia em quartas
poténcias, ou em geral qualquer poténcia em duas poténcias iguais. Eu descobri uma demonstragao realmente
maravilhosa disto, para a qual esta margem é por demais exigua para caber.)



A.3. EXERCiICIOS 121

Paran = N* 4+ 1 temos
N*41

N*
D i=N4+1+) i
i=1 i=1
Usamos a hipotese indutiva (A.2.2)) obtemos
N*+1 .

N N*+1
S = N I (V) = =
=1

2

(N* +2),

e podemos concluir que (A.2.1)) vale para n = N* + 1, e portanto vale para todos os inteiros
positivos.

Um dos passos fundamentais, e algumas vezes esquecido, da demonstragao por indugao
é mostrar que o resultado vale para algum valor inicial (na demonstragao acima, n = 1). De
fato, sem isto, podemos erroneamente “provar”’ que

(A.2.3) 2n é sempre impar para todo n € N,

com uma argumentacao obviamente falsa. De fato supondo que 2N* é fmpar, temos que
2(N* 4+ 1) = 2N* + 2 também é pois 2N* é impar por hipdtese, e somando 2 a um impar
obtemos um impar. O problema desta demonstracao é que nao se mostrou para
nenhum ntmero natural.

A demonstragao por contradi¢ao segue os seguintes principios logicos: se queremos mos-
trar que uma afirmativa implica noutra, podemos simplesmente negar este fato e tentar
chegar numa contradi¢ao. Considere a afirmativa

(A.2.4) () C A para qualquer conjunto A.

Talvez uma demonstracao “direta” nao seja tao facil. Mas suponha que seja falso.
Entao existe algum conjunto A tal que @ ¢ A. Portanto existe algum elemento no conjunto
vazio que nao estd em A. Mas isto é um absurdo, pois o vazio nao contém nenhum elemento.
O que se vemos é que negar (A.2.4) (afirmar que ¢ falso) nos leva a concluir um
absurdo, e portanto (A.2.4]) s6 pode ser verdade.

A.3. Exercicios
EXERCICIO A.1. Mostre por induc¢ao que n < 2" para todo n € N.

EXERCICIO A.2. Prove que, para todo inteiro n > 1 tem-se que
~ 1 1 1 1
1+ —=14+—=+—F4++—>n
D R R R A
EXERCICIO A.3. Mostre por inducao a desigualdade de Bernoulli: se z > —1, entao
(14 x)™ > 1+ nx para todo n € N.

EXERCICIO A.4. Mostre usando contradicao que v/2 nao é racional.

EXERCICIO A.5. Mostre usando contradicao que se py,...,p, sao todos os nimeros pri-
mos menores ou iguais a p,, entao p; X --- X p, + 1 nao é divisivel por p; para nenhum
ied{l,...,n}.
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EXERCICIO A.6. Mostre usando contradicao que existem infinitos niimeros primos.

EXERCicIO A.7. Usando inducao, mostre que existe J € N tal que j2 — 105 > 0 para
todo inteiro j > J.

EXERcCICIO A.8. Seja A < 1 en € N. Mostre que

k
; nl_)\k—n-i-l
;)\ =\

para todo inteiro k > n.
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