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Exercício 1. Mostre que se f : Rm → R e g : Rm → R são uniformemente contínuas, então
f + g é uniformemente contínua. Mostre que, mesmo que f seja limitada, a função fg não
é necessariamente uniformemente contínua.

Exercício 2. Seja I ⊂ R um intervalo. Dizemos que uma função f : I → R é absolutamente
contínua se para todo ε > 0 existir δ tal que dados K subintervalos (x1, y1), . . . , (xK , yK)

contidos em I e disjuntos (i.e., x1 < y1 < · · · < xK < yK), com
∑K

i=1(yi − xi) < δ então∑K
i=1 |f(yi)− f(xi)| < ε. Mostre que

(1) toda função absolutamente contínua é uniformemente contínua
(2) toda função de Lipschitz é absolutamente contínua

Exercício 3. Suponha f : (0, 1]→ R uniformemente contínua em (0, 1]. Mostre que podemos
definir f(0) tal que f seja uniformemente contínua em [0, 1].

Exercício 4. Seja K um compacto e f : K → K tal que ‖f(x)− f(y)‖ = ‖x− y‖ para todo
x, y ∈ K. Mostre que f é bijetora.

(Dica: mostre que f é injetora e contínua, e considere a sequência xj = f(xj−1) onde
x0 /∈ f(K). Mostre que ‖xj − xj+m‖ = ‖x0 − xm‖, e obtenha contradição.)

Exercício 5. Sejam a < b, e x0, x1, . . . , xN pontos tais que a = x0 < x1 < · · · < xN = b.
Mostre que se f : [a, b] → R é diferenciável e tem derivada contínua em [a, b], então existe
uma constante M ∈ R independente de N tal que

N∑
i=1

|f(xi)− f(xi−1)| ≤M.

(Obs: dizemos neste caso que f tem variação limitada.)

Exercício 6. Seja I ⊆ R intervalo aberto e f : I → R duas vezes diferenciável com a segunda
derivada contínua, numa vizinhança aberta de x ∈ I. Mostre então que existem constantes
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positivas δ e c tal que ∣∣∣∣f ′(x)− f(x+ h)− f(x)
h

∣∣∣∣ ≤ ch,

para todo 0 < h < δ. Mostre que a constante c pode ser escolhida independentemente de h.
Repita o exercício supondo agora que f : I → R é três vezes diferenciável com a terceira

derivada contínua, numa vizinhança aberta de x ∈ I, e que então∣∣∣∣f ′(x)− f(x+ h)− f(x− h)
2h

∣∣∣∣ ≤ ch2,

As duas formas acima são utilizadas para aproximar f ′(x) computacionalmente.


