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Exercicio 1. Mostre que se f: R™ — R e g : R™ — R sao uniformemente continuas, entao
f + g é uniformemente continua. Mostre que, mesmo que f seja limitada, a funcao fg nao

¢ necessariamente uniformemente continua.

Exercicio 2. Seja I C R um intervalo. Dizemos que uma funcao f : I — R é absolutamente
continua se para todo € > 0 existir § tal que dados K subintervalos (z1,v1),..., (Tk, Yx)
contidos em [ e disjuntos (i.e., x1 < 11 < -+ < T < Yi), com Zfil(yz- — x;) < 0 entdo
S £ () — f(i)] < e Mostre que

(1) toda fungao absolutamente continua é uniformemente continua

(2) toda fungao de Lipschitz ¢ absolutamente continua

Ezercicio 3. Suponha f : (0,1] — R uniformemente continua em (0, 1]. Mostre que podemos

definir f(0) tal que f seja uniformemente continua em [0, 1].

FEzercicio 4. Seja K um compacto e f: K — K tal que || f(x) — f(¥)|| = [|x — y|| para todo
x,y € K. Mostre que f é bijetora.
(Dica: mostre que f é injetora e continua, e considere a sequéncia x; = f(x;_1) onde

xo ¢ f(K). Mostre que ||x; — X;4m|| = ||X0 — %], € obtenha contradigao.)

Ezercicio 5. Sejam a < b, e xg,x1,...,Ty pontos tais que a = o < 1 < --- < xny = b.
Mostre que se f : [a,b] — R é diferenciavel e tem derivada continua em [a, b], entdo existe

uma constante M € R independente de N tal que

N
Z |f(zi) = fzimn)| < M.
i=1

(Obs: dizemos neste caso que f tem variagao limitada.)

Exercicio 6. Seja I C R intervalo aberto e f : I — R duas vezes diferenciavel com a segunda

derivada continua, numa vizinhanga aberta de x € I. Mostre entao que existem constantes
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positivas d e ¢ tal que

flx+h)— f(z
oy - L) = 1)

para todo 0 < h < §. Mostre que a constante ¢ pode ser escolhida independentemente de h.

< ch,

Repita o exercicio supondo agora que f : I — R é trés vezes diferenciavel com a terceira
derivada continua, numa vizinhanca aberta de x € I, e que entao
, fl@+h)— flz—h)
) - -

As duas formas acima sao utilizadas para aproximar f’(z) computacionalmente.

< ch?,




