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Exercício 1. Seja f : Ω → R, e x ∈ Ω ⊆ Rn. Mostre que as afirmativas abaixo são
equivalentes.

(1) f é contínua em x.
(2) Para todo ε > 0 existe δ > 0 tal que

y ∈ Ω, ‖x− y‖ < δ =⇒ ‖f(x)− f(y)‖ < ε.

(3) Se (xk) é sequência em Ω e limk→∞ xk = x, então limk→∞ f(xk) = f(x).

Exercício 2. Seja f : Ω → R, onde Ω ⊂ Rm é aberto. Mostre que f é contínua em Ω se e
somente se f−1((α,+∞)) e f−1((−∞, α)) são abertos para todo α ∈ R.

Exercício 3. Sejam Ω ⊆ Rm fechado e limitado, e f : Ω → Rn contínua em Ω. Sem usar
Heine–Borel, mostre que f(Ω) é fechado e limitado.

Exercício 4. Sejam a < b números reais e f : [a, b] → R contínua em [a, b]. Suponha que
nenhum ponto interior é extremo local. Mostre que f é estritamente crescente ou estritamente
decrescente.

Exercício 5. Sejam a < b números reais, e f : [a, b] → R contínua. Mostre que dado ε > 0,
existem a = a0 < a1 < · · · < an = b tais que se x, y ∈ [ai−1, ai] para algum i ∈ {1, . . . , n},
então |f(x)− f(y)| < ε.

Exercício 6. Suponha f : Ω → Rn uniformemente contínua em Ω. Mostre que podemos
definir f̄ : Ω̄→ Rn tal que f̄ seja contínua em Ω̄, e f̄(x) = f(x) para todo x ∈ Ω. Neste caso
dizemos que f̄ é uma extensão contínua de f .
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